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Einflihrung



Einfiihrung
Grundlegende Begriffe



Berechnungsprobleme

Definition 1

Berechnungsprobleme I1 sind Relationen I C X x Y zwischen einer Menge X gltiger
Eingabedaten und einer Menge Y glltiger Ausgabedaten, (x, y) € I bedeutet: y is
Lésung zur Eingabe x bzgl. I1.

¢ Sortierproblem: Eingabe sind Folgen @ = (a4, - - - ,a,) von Elementen einer
geordneten Menge M, Ausgabe zu 3 ist eine sortierende Permutation = € S, so dass
ar(1)y < an2) <0 < Ar(n)-
Beispiel: & = (8,5,9,7) Ausgabe (1) = 2,7(2) = 4,7(3) = 1,7(4) = 3, also
7= (1,2,4,3) in Zyklenschreibweise.

¢ Primzahltest: Eingaben sind natlrliche Zahlen n, Ausgaben sind ja (n ist Primzahl)
und nein (n ist keine Primzahl), also

Primzahltest= {(1, nein), (2,ja), (3,ja), (4, nein), (5,ja), (6, nein), (7,ja), - - - }.



Typische Eingabe- bzw. Ausgabemengen

Im Kontext dieser Vorlesung sind folgende Eingabe- bzw. Ausgabemengen relevant:

1) Boolesche Konstanten {0, 1}

(1)
(2) Zahlen (natirlich, ganz, rational, reell)

(3) Vektoren bzw. Matrizen mit Komponenten aus (1) oder (2).

(4) Graphen (ungerichtet, gerichtet)

(5) Gewichtete und/oder markierte Graphen (mit Knotenmarkierungen, mit

Kantengewichten usw.)



Eingabeldngen

Eingaben x € X einer Eingabemenge X werden in der Regel eine Eingabelange |x| € N
zugeordnet, Beispiele:

e Natirliche Zahlen x € N, |x| = |log,(x)| + 1 Bitlange von x,
Beispiel |9] = |1001| =4, |91| = [1011011| = 7.

e m x n-Matrizen M tber {0,1}, M| =m - n.

e Graphen G = (V,E), |G| = |V| oder |G| = |V| + |E| oder |G| = |E]| je nach
Anwendungszusammenhang.

Die Eingabeléange liefert eine Partition von X,

X = U X,

ne N
X, = {x € X, |x| = n} Menge der Eingaben mit Eingabelange n.

Beispiel N: X; = {0,1}, Xo = {2,3}, X3 = {4,5,6,7},--- , X, = {2"1,... .27 — 1},



Algorithmen (allgemein)

e Ein Algorithmus bezieht sich auf einen Akteur, der in der Lage ist, auf einer
vorgegenen Menge mdglicher Eingabeobjekte Aktionen aus einer vorgegebenen
Menge von méglichen Elementaraktionen auszufihren.

e Ein Algorithmus ist eine Handlungsvorschrift fir diesen Akteur, in Abhangigkeit vom
Eingabeobjekt eine eindeutig bestimmte Folge von Elementaraktionen auszufiihren.

e Beispiele: Kochrezepte, Anleitungen zum Zusammenbau von IKEA-M&beln usw.



Unser Kontext: Computer-Algorithmen

e Computer-Algorithmen beziehen sich auf Computer, die auf abgespeicherten Daten
Operationen aus einer vorgegebenen Menge von Elementaroperationen (inklusive
eines STOPP-Befehls) ausfiihren kénnen.

e Ein Algorithmus A definiert eine Handlungsanweisung an den Computer, in
Abhangigkeit von den gespeicherten Eingabedaten x eine eindeutig bestimmte Folge
von Rechenschritten auszufihren (eine Elementaroperation pro Rechenschritt). Diese
Folge heif3t Berechnung von A auf x.

e Berechnungen kénnen endlich (abbrechend) oder unendlich sein.



Notation von Algorithmen

e Wir formulieren Algorithmen als Computerprogramme fir einen idealisierten
Computer, der alle Eigenschaften realer Computer, jedoch einen potentiell
unbegrenzten Speicher hat.

e Diese Programme werden in Pseudocode, d.h. in einer idealisierten héheren
Programmiersprache, notiert, die folgenden Anspriichen gentigen sollte:

e Algorithmen werden durch Pseudocode-Programme in einer intuitiv eingédngigen Weise
abgebildet.

e Pseudocode-Programme kénnen einfach in reale héhere Programmiersprachen (Java, C,
Pascal usw,) tibertragen werden.

e Wir verwenden den Pseudocode aus dem Buch von Cormen, Leiserson, Rivest, Stein
An Introduction to Algorithms MIT Press 2009.



Beispiel Insertion Sort

INSERTION SORT(A)

(1) Forj « 2 to length(A)
do key + AJj]

i j—1

do Afi + 1] « AJi]

)
)

4) while / > 0 and key < A[i]
)
) i—i—1
)

Ali + 1] < key



Lésen von Berechnungsproblemen durch Algorithmen

Definition 2

Ein Algorithmus A 16st ein gegebenes Berechnungsproblem N € X x Y, (bzw. ist ein
korrekter Algorithmus fur I1) falls

e A bezieht sich auf eine Eingabedatenstruktur, d.h. auf eine Vorschrift, wie Eingaben
x € X im Rechner abgespeichert werden.

e A bezieht sich auf eine Ausgabedatenstruktur, d.h. auf eine Vorschrift, wie die im
Laufe einer Berechnung berechneten Daten als Ausgaben y € Y interpretiert werden.

e Auf jeder Eingabe x € X stoppt der Algorithmus nach endlich vielen Takten und
produziert dabei eine Ausgabe A(x) € Y, fur die gilt (x,A(x)) € IN.

Wir zeigen spater, dass Insertion Sort ein korrekter Algorithmus flir das Sortierproblem
ist.



Kosten von Berechnungen

Definition 3
Gegeben ein Algorithmus A, der sich auf Eingaben x aus einer Eingabemenge X bezieht.

e Der Zeitbedarf time,(x) der Berechnung von A auf x ist gleich Summe der Zeitkosten
der Rechenschritte der Berechnung von A auf x.

e Die Zuordnung der Zeitkosten zu den Rechenschritten ist modellierungsabhéangig,
haufiger Ansatz: ein Rechenschritt kostet eine Zeiteinheit.

e Der Speicherplatzbedarf spacea(x) ist gleich der Anzahl der wahrend der
Berechnung von A auf x benutzten Speicherplatze.



Das Kostenverhalten von Algorithmen

Sei A ein Algorithmus, der Eingaben aus einer Menge X = UnE N X, verarbeitet,
Xn — {X €X7 ‘X| :n}'

e Worst Case Laufzeit time, : N — N,
timea(n) = max{timea(x),x € X,}.
e Best Case Laufzeit times : N — N,

timea(n) = min{timea(x),x € X,}.

e Average Case Laufzeit timey : N — N,
timea(n) = Exe, x,timea(x),

wobei P, Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X,.



Entwurf und Analyse von Algorithmen

Algorithmen entwerfen und analysieren heif3t

e Entwurf eines Algorithmus A fir ein vorgegebenes Berechnungsproblem 1 C X x Y,
X = Une |NXn1Xn = {X EX, |X| :n}.

e Korrektheitsbeweises: Zeige, dass A auf allen Eingaben x € X hélt, und dass A(x)
Lésung zu x bzgl. .

¢ Laufzeitanalyse: Bestimme die Wachstumsordnung von time, und ggf. spaceg.

Wir analysieren Insertion Sort:



Analyse von Insertion Sort

INSERTION SORT(A)

1
2
3

For j < 2 to length(A) e ... |6st das Sortierproblem auf Eingaben
do key « Alj] ai, -+ ,ap € (M, <) in folgender Weise:
e j—1 e Eingabe-Datenstruktur: Array
A=A[1,--- ,length(A)] mit zusatzlicher
Komponente length(A) = n. Es gilt A[i] = a;,
i=1,--,n.

a A

do Afi + 1] « AJi]
6 i1

7

e Ausgabe-Datenstruktur: sortiertes A, mit
A[l+1]ekey A[i]:aﬂ(i),i:1’...7nund
ar(1)y < - < An(n)-

(1)
(@)
3)
(4) while / > 0 and key < A[i]
(5)
(6)
(7)



INSERTION SORT(A) Beispiel A = (18,11,15,13, 25)
(1) Forj < 2 to length(A) Variablen j key i
(2) dokey « A[j] (18,+,15,13,25) 11
(3) fej—1 (x,18,15,13,25) 11
(4) while i > 0 and key < A[i] (11,18,%,13,25) 15
(5) do Afi + 1] « Ali] (11,%,18,13,25) 15
(6) -1 (11,15,18,+,25) 13
(7) Ali + 1] « key (11,15,%,18,25) 13
(11,%,15,18,25) 13
(11,13,15,18,%) 25
(11,13,15,18,25)



Korrektheitsbeweis Insertion Sort

Theorem 4
Insertion Sort I6st das Sortierproblem.

INSERTION SORT(A) Hierbei bezeichnet A/ das Feld vor Durchlauf j + 1.
(1) Forj « 2 to length(A) Induktionsanfang: j = 1 offensichtlich, da A" = A.
2 do key « Alj] Induktionsschritt: Fir beliebiges j > 1 sei

3
4

ey AT < AR <. < AT —1].
while i > 0 and key < A[i]

)
)
)
) do A[i + 1] « AJi] In Durchlauf j werden alle Werte A~ 1[k], k <j —1,
)
)

a

fur die A—[k] > A~'[j] gilt, um eine Position nach

6
rechts geschoben (while-Schleife).

f—i—1

(
(
(
(
(
(

7 Ali +1] < key . . - i . i1
Die freiwerdende Position wird mit A~'[j]

Beweis: Zeigen flr alle j, Uberschrieben (Zeile (7)).

1<j<n,dass Somit gilt A[1] < A[2] < --- < Al[j]. O

AN <A < <A I



Laufzeitanalyse Insertion Sort

INSERTION SORT(A) Bei vergleichsbasierten Sortieralgorithmen
(1) For j + 2 to length(A) zahlt man nur die Vergleiche (mit Kosten 1).
(2) do key < A[j] Gesamtzeit: time;s(A) = Y./, t;, wobei t; die An-
(3) i j—1 zahl der Aufruf von Zeile (4) in Durchlauf j ist.
(4) while / > 0 and key < A[i] BestCase: ;=1 furallej, 2 <j<n.
Ali + 1]« AJi
) do A+ 1] < All timeig(A) =n—1.
(6) f—i—1
(7) Ali + 1] < key Tritt ein wenn A aufsteigend sortiert.
Worst Case: f; =j — 1 furallej, 2 <j<n.
time;s(A) = w

Tritt ein wenn A absteigend sortiert.



Einfiihrung

Asymptotisches Wachstum von Funktionen



Die asymptotische Wachstumsordnung fiir monoton wachsende Funktionen

Man beachte die folgende Aquivalenzrelation.

Definition 5

Zwei monoton wachsende Funktionen f,g : IN — IR T haben die gleiche
asymptotische Wachstumsordnung, falls die folgenden zwei Bedingungen erflllt sind:

(i) f wachst asymptotisch nicht schneller als g, d.h., es existiert eine Konstante
C € R " und ein Startwert ny € N, so dass f(n) < C - g(n) fir alle n > ng,

(ii) f wachst asymptotisch nicht langsamer als g, d.h., es existiert eine Konstante
c € R ™ und ein Startwert n; € N, so dass f(n) > c - g(n) fiir alle n > ny.

O(f) bezeichnet die asymptotische Wachstumsordnung von f, d.h., die
Aquivalenzklasse der monoton wachsenden Funktionen, die die gleiche
Wachstumsordnung wie f haben.

O(f) bzw. Q(f) bezeichnen die Menge von Funktionen, die, laut (i), nicht schneller

wachsen als f, bzw., laut (ii), nicht langsamer wachsen als f, ©(f) = O(f) N Q(f). 16



Einfache Eigenschaften

Lemma 6
Es seienf,g: N — IR monoton wachsend und a eine beliebige positive Konstante.

(a) Esgilt©(f) =0©(a-f),
(b) Istg € O(f) soist ©(f) = ©(f + 9).

Beweis: Der Beweis von (a) ergibt sich direkt aus Definition 5.

Fur (b) genligt es zu zeigen, dass f + g € O(f), da aus f < f + g direkt folgt, dass
f+g e Q(f).

Da g € O(f) existiert eine positive Konstante C uns ein Startwert ng, so dass
g(n) < C-f(n)farn > ng.

Damitist f(n) +g(n) <f(n)+C-f(n)=(C+1)-f(n)flirn>ny. O
Beispiel 5n? 4+ 3n + 7 € ©(n?), da 5n? € ©(n?) und 3n + 7 € O(n?).



Bemerkung: Die Verwendung von Wachstumsordnungen beinhaltet die
Vernachlassigung von multiplikativen Konstanten und additiven Termen nicht schnellerer
Wachstumsordnung.

Im gegebenen Kontext ist es Standard, Algorithmen fir gegebene Berechnungsprobleme
unabh&angig von einer konkreten Rechnerumgebung zu entwerfen und zu analysieren.

Da die Kosten pro Elementaroperation hardware- und implementierungsabhangig sind, ist
es sinnvoll und allgemeiner Standard, bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen lediglich
die Wachstumsordnung der Laufzeit als Funktion in der Eingabelédnge zu bestimmen.

Typische Wachstumsordnungen

e O(n) lineares Wachstum,

e O(n?) quadratisches Wachstum,

e O(n®) kubisches Wachstum,

e O(1) konstant beschrénktes Wachstum 18



Weitere typische Wachstumsordnungen

o ') polynomiell beschrinktes Wachstum, n®") = (22, ©(nk)

e O(log(n)) logarithmisches Wachstum
Diese basisunabhangige Schreibweise ist gerechtfertigt durch das Logarithmengesetz
log,(n) = log,(b) - log,(n), d.h. log,(n) = ©(log,(n)) fur alle a,b > 1.
e exp(©(n)) exponentielles Wachstum, exp(©(n)) = J,., ©(a")
Diese basisunabhangige Schreibweise ist gerechtfertigt durch das Potenzgesetz
= 21°&:(a)n d.h. a" € 2°0) fir alle a > 1.

o exp(Q(n5)), 0 < § < 1, schwach exponentielles Wachstum

o1

e log )(n) polylogarithmische Beschrénktheit



Die o, w-Notation

Definition 7

Es seienf,g: N — IR " monoton wachsende Funktionen.

o f wichst asymptotisch echt langsamer als g, falls fiir alle Konstantenc € R * ein
Startwert ny € IN existiert, so dass f(n) < ¢ - g(n) fur alle n > ny.

e Mit o(g) wird die Menge aller monoton wachsenden Funktionen, die echt langsamer
als g wachsen, bezeichnet.

o f wichst asymptotisch echt schneller als g, falls fiir alle Konstanten C € R " ein
Startwert ny € IN existiert, so dass f(n) > C - g(n) fur alle n > ny.

e Mit w(g) wird die Menge aller monoton wachsenden Funktionen, die echt schneller als
g wachsen, bezeichnet.

20



Alternative Charakterisierung von Wachstumsordnungen

Lemma 8

Es seienf,g: N — IR monoton wachsende Funktionen.

(a) Falls 0 < lim,_,o 47 < 00 80 f(n) € ©(g(n)).
(b) Falls lim, .. {7 =0 s0(n) € o(g(n)).

~- Q

)
(c) Falls limp_, (—”n)) = o0 so f(n) € w(g(n)).

Q

Beweis (a): Es sei C = limy_. %.

Dann existiert eine Zahl ng, sodass C — 1 < % < C + 1firalle n > ng.

Also gilt f(n) > (C —1)-g(n) und f(n) < (C+ 1) -g(n) fur alle n > ny.

) -
Das impliziert f € O(g) und f € Q(g), also f € ©(g).
21



Beweis Lemma 8 und Anwendung auf Polynome

Beweis (b):

Ium,Hoo g( = 0 bedeutet, dass flir alle ¢ > 0 ein ny € N existiert, so dass | ( ) < c far alle
n > ng.

Also existiert fir alle c > 0 einng € N mit f(n) <c-g(n) fir alle n > ny.
Also f € 0(9).
Beweis (c):

limp_ o0 ;(—’,?) = oo bedeutet, dass flir alle C € N ein ny € IN existiert, so dass ! ( > C for

alle n > ny.
Also existiert fir alle C > 0 einng € N mitf(n) > C-g(n) fur alle n > ny.

Also f € w(g). O

22



Anwendung auf Polynome

Es seien p, g zwei Polynome vom Grad k bzw. r, d.h.,

k—1

p(n) = i’ +pr—1n*~" + -+ psn + po,

r—1

q(n) =qn" +G—1n""" + -+ qin + qo.
In der Schule wurde fir gebrochen rationale Funktionen gezeigt:
e Falls k = r so limp_, oo Z—”) =&, (also p(n) = ©(q(n))).
e Falls k < rsolimp_ g— =0, (alsop(n)=o0(q(n))).
e Falls k > rso limp_ 21 =00, (also p(n) = w(q(n))).

Fazit: Polynome gleichen Grades haben die gleiche Wachstumsordnung.

Polynome gréBeren Grades wachsen asymptotisch echt schneller als Polynome kleineren
Grades.

23



Exponentielles versus polynomielles Wachstum

Lemma 9

Exponentielle Funktionen wachsen echt schneller als polynomielle, d.h. fir alle
Konstanten k € IN™ gilt n* = o(e").

Beweis:

Erinnerung e* = >~ ),L,

Betrachten p(n) = >_K/) 7.

Es gilt p(n) € ©(n**") und, da p(n) < ", dass p(n) € o(e").
Also n* € o(p(n)) und n* € o(e"). O

Bemerkung: Es gilt sogar, dass n* = o(e”a) fir alle Konstanten 0 < § < 1.

D.h., polynomielles Wachstum ist asymptotisch echt langsamer als schwach

exponentielles Wachstum. o



Asymptotischen Wachstum, linear versus logarithmisch

Theorem 10

Logarithmische Funktionen wachsen echt langsamer als lineare, d.h. aus
f(n) € O(log(n)) folgt, dass f(n) € o(n).

Beweis:

Setzen OBdA f(n) = In(n).

Wir fixieren ein beliebig kleines ¢ > 0 und gro3es C > 0 sodass 1/C < c.
Dann existiert ein Startwert ng, so dass fir alle n > ng gilt n < e",

Also gilt C - In(n) < nund damit In(n) < ¢-nfirn > ny. O

Bemerkung: Man kann zeigen, dass flr beliebig kleine 6 > 0 und beliebig groBe C € N
gilt, dass falls (n) € O(log®(n)), so f(n) € o(n°%).

D.h., polylogarithmisches Wachstum ist echt langsamer als sublineares Wachstum.
25



Einfiihrung

Laufzeitanalyse rekursiv definierter Algorithmen



Effizientes Mischen sortierter Teilfolgen von A = A[1,--- . n]

Gegeben sei ein Eingabefeld A der Lange n fir das Sortierproblem.

In A seien die benachbarten Teilfelder A[p - - - g] der Lange ny =q — p + 1 und
Alg+1---r] der Lange n, = r — q bereits sortiert (1 <p < g <r <n).

Der folgende Algorithmus Merge(A, p, q, r) sortiert die entsprechende Teilfolge
Alp---r] der Lange r — p + 1 in Linearerzeit O(r — p).

Hierzu werden die Teilfolgen A[p - --q] und A[q + 1 - - - r] zunachst in Hilfsfelder L und
R kopiert, die eine zuséatzliche rechte Begrenzungsposition mit Eintrag oo haben.

Dann werden aus L und R von links nach rechts jeweils das nachstgréite Element
nach A zuruckkopiert.

Merge(A,p, q, r) bildet die Basis flir das effiziente rekursive Sortierverfahren
MergeSort.

26



Der Algorithmus Merge(A, p, g, r) mit Beispiel

1 Fori=1ton; do
Liil=Ap+i—1]

2 For j + 1to n, do R[j] «+ Alg +/]

3 L[ny +1] « o0; R[ng +1] + o0

4 i+1,j+1

5 Fork«+ ptordo

6  IfL[] <R

7 then Ak] « L[i]; i < i+ 1

8 else Alk] < R[j]; j «+j+1

Beispiel Merge(A, 1,3,6)
farA=11,2,5,3,4,6]

L[1,2,5,00] R[3,4,6,00] A[1,2,-, -]
L[1,2,5,00] R[3,4,6,00] A[1,2,3,,",]
L[1,2,5,00] R[3,4,6,00] A[1,2,3,4,-]
L[1,2,5,00] R[3,4,6,00] A[1,2,3,4,5,]
L[1,2,5,00] R[3,4,6,00] A[1,2,3,4,5,6]

27



Mergesort, ein rekursiver Sortieralgorithmus

MergeSort(A,p,r)

1 if1 <p <r <length(A)

2 thenqg:=|(p+r)/2]

3 MergeSort(A,p,q)

4 MergeSort(A,q +1,r)
5 Merge(A,p,q,r)

MergeSort(A,p,r) sortiert die Teilfolge Alp, - - - ,r], was direkt aus der Korrektheit von
Merge folgt.

Die Anzahl der Vergleiche T(n) fir MergeSort(A, p, r) genlgt der
Rekursionsgleichung

T(n)=T(ln/2]) + T([n/2]) + ©(n).

Frage: Welche asymptotische Laufzeit hat MergeSort? o8



Beispiel MergeSort

[27,53,11,67,87,23,45,61]
[27,53,11,67] [87,23,45,61]
[27,53] [11,67] [87,23] [45,61]

[27) 53] [11] [67] [87] [23] [45] [61]
[27] « [63] [11] < [67] [87] < [23] [45] « [61]
[27,53] « [11,67] [23,87] <> [45,61]
[11,27,53,67] « [23,45,61,87]

[11,23,27,45,53,61,67,87]

29



Auflésung der Rekursion T(n) =a- T(n/b) +f(n),a,b € N*

Lemma 11

Unter der vereinfachenden Annahme, dass T(1) = f(1) =1 und n = b" firein N ¢ IN
git T(n) = Yo @ - £ (§)-

Induktionsbeweis tiber N: Fir N = 1 gilt T(b) =a- T(1) + f(b) = a' - f(1) + a° - f(b).

Wir fixieren ein beliebiges N > 1 und setzen voraus, dass Lemma 11 flr alle N’ < N gilt.

T(n):a-T(g) +f(n):a-T(bN*1)+a°.f(t%)

_ - i n/b 0 n 7N_1 i+1 n 0 n
—a-Za 'f<bf )*a 'f(ﬁ) _z;a 'f(bm)*a 'f(E)
1=
B SR RERTLANS SFRTLANS

i=1 i=0 30



Auflésung von T(n) =a- T(n/b) + f(n), f(n) = n°, ¢ = log,(a)

Wir betrachten den Spezialfall, dass f(n) = n® mit ¢ = log,(a).

Das entspricht der MergeSort Rekursion T(n) =2-T(n/2) + nmita = b = 2 und
c=1=logy(2).

Man beachte, dass b° = a.

Laut Lemma 11 gilt

N . N
”)—Ea"([}) :”C'ga“(bc) =n° Za ca” =n° (N+1).

Folgerung: Die Laufzeit von MergeSort ist ©(n - log(n)).

Das folgende Master Theorem umfasst den allgemeineren Fall, dass f(n) = n* fiir
beliebige k > 0.

31



Auflésung von T(n) = a- T(n/b) + f(n), das Master Theorem

Theorem 12
Es gelte T(n) = a- T(n/b) + f(n), wobei der Term n/b hier sowohl gleich |n/b| als auch
gleich [n/b] sein kann.

Es seic = log,(a), d.h. b° = a.

(1) Wenn f(n) = ©(n°=°) fiir ein beliebiges ¢ > 0, dann T (n) = ©(n°).
(2) Wenn f(n) = ©(n°), dann T(n) = ©(n° - log(n)).

(8) Wenn f(n) = ©(n°*<) fir ein beliebiges € > 0, dann T(n) = ©(f(n)).

e Bsp1: T(n)=2-T(n/2)+n,alsoc =1, f(n) =n,also T(n) = O(n-log(n))
e Bsp2: T(n)=2-T(n/2)+n? also c =1, f(n) = n?, also T(n) = ©(n?)
e Bsp3: T(n)=16-T(n/2) + n, also ¢ = 4, f(n) = n, also T(n) = ©(n*).

32



Beweisidee Master Theorem, (1)

Wir zeigen die Master Theorem Behauptungen (1) und (3) unter der vereinfachenden
Annahme, dass n = bN und T(1) = f(1) = 1.

Fir die Master Theorem Behauptung (2) ist das bereits geschehen.
Wir zeigen (1) und nehmen an, dass f(n) = n°<, ¢ > 0.

Laut Lemma 11 qilt

N n\c—e N pei N pei N _
T(n) = Za’ : (H) =n°c. Za’ peT = n°—e. Za’ = n°-c. Zbc".
i=0 i=0 i=0 i=0
Das ergibt
be-(N+1) -1
T(n):ncff-ibﬁ_1 =C-n°c-(b*n°-1)=C"-n°-C-n°°,

wobei C, C’ Konstanten sind, die nicht von n abhangen, also T(n) = ©(n°). O
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Beweisidee Master Theorem, (3)

Wir zeigen (3) und nehmen an, dass f(n) = n°*<, flr ein ¢ > 0.

Laut Lemma 11 gilt

N

u i nyete Cc+e 2 i 1 C+e 1 i C+e 1_(b‘)
T(n)_§a~<y) =N ‘ga'ai.be-i:n Z(be) =n o1

i=0

Daraus folgt T(n) = ©(n°*<), da 7 < 1 und dementsprechend

1- L 1— 1- L7

_l 1 _ 1 N-+1
T (b‘z < .o
be be

Bemerkung: Der vollstdndige Beweis des Master Theorems ist aufwéndiger, da die durch
die Verwendung von [n/b| und [n/b] in jeder lteration auftretenden Rundungsfehler
bertcksichtigt werden missen.
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Einfiihrung

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume



Diskrete endliche Wahrscheinlichkeitsrdaume

Definition 13

e ... sind Paare (Q, p), wobei Q eine nichtleere endliche Menge und p eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q ist, d.h. fir p: Q@ — [0, 1] gilt >, ., p(x) = 1.

e Die Elemente x € Q heiBen Elementarereignisse, Teilmengen A C Q heif3en
Ereignisse.

¢ Die Wahrscheinlichkeit Pryc o[x € A] eines Ereignisses A C Q (kurz Pr(A)) ist
definiert als

Pree,alx € Al=> p(x).

X€EA

e (2, U) heiBt Gleichverteilung auf , falls U(x) = ﬁ fur alle x € Q.

e (9, xx) heiBt Punktverteilung beziiglich x € Q, falls x,(x") = 1 falls X’ = x und 0
sonst.
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e Faire Miinze: Gleichverteilung auf Q = {0, 1}, Pr[0] = Pr[1] = 1.

e n unabhéangige Miinzwiirfe: Gleichverteilung auf Q = {0,1}", Pr{b¢,--- ,by] = %

n unabhéngige Miinzwiirfe: Pr[Werfe k Mal eine Eins] = (}) - 27".

Fairer Wiirfel: Gleichverteilung auf Q = {1,2,3,4,5,6}.
Fairer Wiirfel: Pr{Wurfle eine Primzahl] = Pr[{2,3,5}] = 2 = ].

e Zwei unabhangige Wiirfel: Gleichverteilung auf
Q=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.

Zwei unabhéngige Wiirfel:
PriPasch] = Pr[{(1,1),(2.2).(3,3).(4,4),(5.5),(6.6)}] = & = 1.

e Zwei unabhingige Wiirfel: Pr{Maxchen] = Pr[{(1,2),(2,1)}] = & = .
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Weitere Beispiele

Gegeben eine Urne mit n verschiedenen Kugeln Ky, ..., K;

¢ r Mal Ziehen mit Zuriicklegen Pr(Kj,,--- K] =

‘
-

n—r)! .
et = U Wobel

¢ r Mal Ziehen ohne Zuriicklegen PriK;,,--- ,K;] =
i #icfuralle1 <j#k<r.

3=
3>
L
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e Wahrscheinlichkeitsrdume (€2, p) modellieren das Wissen eines Akteurs tber den in
der Zukunft liegenden Ausgang eines Experiments, wobei Q die Menge der
moglichen Versuchsausgange bezeichnet.

¢ Die Wahrscheinlichkeitswerte p(x) bezeichnen die Wahrscheinlichkeiten, mit denen
der Versuchsausgang x € Q aus Sicht des Akteurs eintritt.

e Das Vorliegen der Gleichverteilung bedeutet maximale Unsicherheit des Akteurs
Uber den Versuchsausgang (alle méglichen Versuchsausgéange sind
gleichwahrscheinlich).

e Das Vorliegen einer Punktverteilung x, wobei x € Q, bedeutet maximale Sicherheit
des Akteurs Uber den Versuchsausgang (dieser ist mit Sicherheit x).
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Weitere Beispiele

e Bernoulliverteilung B(p): Q@ ={0,1},0<p <1
PrXGB(p){0,1}[X = 1] :p7PrX€B(p){O,1}[X = O] = 1 _p
Beispiel Miinzwurf ist B(}).
e Binomialverteilung B(n, }): Q = {0,1,--- ,n},
. n —
Prxes(n,l)ﬂ[x =il = <> 27

Erinnerung: >°7, (7) = 2".
e Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 8 Minzwurfen 4 Mal Zahl geworfen wird,

ist
8\ .5 8 1 8765 1 70 35
(4)'2 ~ 4141 256 1.2.3.4 256 256 128 02734375

39



Rechenregeln fiir Ereignisse

e Es gilt Pr()) = 0 und Pr(Q2) = 1.
e SchlieBen sich die Ereignisse A, B C Q gegenseitig aus (d.h. An B = (), so gilt

Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B).

o Fir das Komplementérereignis A := Q \ A eines Ereignisses A C Q gilt

Pr(/z\) =1—Pr(A).

e Fur Ereignisse A, B C Q qilt allgemein

Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(ANB).
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten Pr(A|B) messen die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
eines Ereignisses A C Q unter der Bedingung, dass das Ereignis B C Q bereits
eingetreten ist.

Das Eingetretensein von B entspricht einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p|g auf Q mit:

L0 falls x € B
pla(x) =4 7@
0 fallsx ¢ B

Die Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit: Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr(A|B)
des Ereignisses A unter der Bedingung, dass B bereits eingetreten ist, ergibt sich als

Pr(AIB) =3 pla(x) = 3 ”((XE? Pr(/r\(g)B).

X€EA x€ANB
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e Bob wirfelt x € {1,2,3,4,5,6} verdeckt mit einem fairen Wirfel.

e Alice soll raten, ob eine gerade oder eine ungerade Augenzahl gewurfelt wurde, d.h.
ob x € Aj = {2,4,6} oder x € A, = {1,3,5}. Es gilt Pr[A;] = Pr[As] = 1.
e Eve verrat Alice, dass eine Primzahl gewurfelt wurde, d.h. x € B = {2,3,5}.

e Esgilt Pr(A{|B) = % L? -

Prl{3,5}] _ 1/3 _
e Pr(Az|B) = Pr[E{z,s,g%] - # - §'

§

e Alice rat ungerade, da auf Grund des Symptoms B die Hypothese, dass eine
ungerade Zahl gewurfelt wurde, die wahrscheinlichere ist.

42



Bayessche Entscheidungstheorie

Thomas Bayes (1701-1776) engl. Mathematiker, Philosoph, Pfarrer

Wir ziehen x zuféllig aus Q und beobachten das Symptom x € B, B C Q Ereignis.

Q sei partitioniert in n disjunkte Teilmengen Ay, - - - , Aj, die mdglichen Ursachen (z.B.
Krankheiten) des Symptoms B.

Wir kennen die Wahrscheinlichkeiten Pr(A;) und Pr(B|A;) furallei =1,--- ,n (z.B.
aus medizinischen Lehrblchern).

Wir méchten eine moglichst gute Hypothese Uber das i abgeben, fir das x € A; gilt,
d.h. welche Ursache das Symptom verursacht hat.

Lésung Bayes Entscheidung: Wéhlen das i, 1 </ < n, so dass Pr(A;|B) maximal
ist.
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Die Bayessche Formel

e Esgiltfurallei=1,---,n, dass

Pr(AinB)  Pr(B|A;) - Pr(A;)

PrAIB) = BBy = PrB)

e AuBerdem gilt

Pr(B) = zn: Pr(BnA;) = zn:Pr(B|A,~) - Pr(A;).
j=1 j=1

e Das ergibt die Bayessche Formel

PI’(A-|B)— PI’(B|A,-)-PI’(A,-)
L Pr(BIA) - Pr(A)

e Bayes Entscheidung: Wé&hle i mit Pr(B|A;) - Pr(A;) maximal.
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Beispiel Bayes’sche Formel

Die Arztin stellt bei einem Patienten das seltene Symptom S fest.

Es ist bekannt, dass nur vier seltenen Krankheiten, namlich K1, Kz, K3, Ky, flir S
ursachlich seien kénnen.

Kj tritt bei einem von hunderttausend Mannern im Verlaufe seines Lebens auf, bei K>
sind es vier, bei Ks funf, bei K4 drei,

d.h. Pr(K1) = 13, Pf(Kg) = 143, Pr(K3) = 153, PI'(K4) %

Von zehn an K; erkrankten Méannern weisen neun das Symptom S auf, bei K> sind es
drei, bei K3 finf, bei K vier,

d.h. Pr(S|Ky) = 190, Pr(S\KZ) 1 Pr(S|Ksz) = % r(S|Ks) = io

Also Pr(S|Ky) - Pr(K1) = 130, Pr(S | ) Pr(Kz) = TZ r(S|Ks) - Pr(K3) = &
Pr(S|Ks) - Pr(Ks) = 130

Die Bayes’sche Hypothese ist K3, da Pr[K3|S] maximal.
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Unabhéangigkeit von Ereignissen

Definition 14

e Ereignisse A, B C Q heiBen unabhéngig, wenn die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
von A unabhéngig davon ist, ob B bereits eingetreten ist, d.h., wenn Pr(A) = Pr(A|B)
bzw., was aquivalent dazu ist, wenn Pr(A N B) = Pr(A) - Pr(B).

e Eine Menge von Ereignisse A4, - - - , A, hei3t unabhéngig von einer anderen Menge
von Ereignissen By, - - - , By, falls jedes Ereignis A, dass sich per Vereinigung,
Durchschnitt oder Komplementbildung aus Ay, - - - , A, bilden lasst, unabhangig ist von
jedem Ereignis B, dass sich per Vereinigung, Durchschnitt oder Komplementbildung
aus By, - - - , By, bilden lasst

e Eine Menge von Ereignisse A+, - - - , A, hei3t untereinander unabhéngig, falls jede

echte nichtleere Teilmenge {A;;i € I} von diesen Ereignissen unabhéngig von der
jeweiligen Komplementérmenge {A;;i ¢ I} von Ereignissen ist.
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Unabhéngigkeit von Ereignissen, Erlauterung

Definition 14 ist zwar intuitiv einleuchtend, zeigt aber erstmal keinen effizienten Weg auf,
die Unabhé&ngigkeit mehrerer Ereignisse zu nachzuweisen. Das leistet die folgende
einfachere Charakterisierung, deren Richtigkeit fir Interessierte im Anhang gezeigt wird.

Lemma 15
Ereignisse A+, - - - , A, sind genau dann untereinander unabhéngig, wenn flir alle
nichtleeren Indexmengen | C {1,--- ,n} gilt, dass

Pr (ﬂA;) =[] Pra).C

iel iel

Folgerung: Ereignisse A, B sind genau dann unabhangig, falls Pr[A n B] = Pr[A] - Pr[B].

Beweis: Pr[A] = PrlA|B] <= Pr[A] = 2558l «= Pr{A]- PrB] = PrAnB]. O
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Beispiel Unabhéngigkeit von Ereignissen

Beispiel: Wirfeln mit zwei Wirfeln: Ist Ereignis A, dass die Summe der Augenzahlen 6
ist, unabhangig von Ereignis B, dass mindestens eine Augenzahl ungerade ist?

e A={(1,5),(5,1),(4,2),(2,4),(3,3)}
= PriA] = £
e B=1{2,4,6) x {2,4,6)
— PriBl=1- 45 =5 =2
e ANB=1{(1,5),(5,1),(3,3)}
= PrlANB] =% =

— PriA]-PriBl=2 -2=2+4.

e —> A und B nicht unabhéngig.
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Unabhéangige Versuche

Definition 16

Versuchsaufbau: Wir flhren das Experiment zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, p)
n-mal unabhangig voneinander hintereinander aus.

Das entspricht dem Wahrscheinlichkeitsraum (2", p("), wobei fiir die entsprechenden
Elementarereignisse (x1,--- ,Xp) € Q" gilt

p(”)(x17--~ Xn) = p(x1) - p(xo) -+ p(Xn).

Beispiel: n unabhangige Munzwirfe entsprechen ({0, 1}", Pr) mit
11 A1

=2

Pr((bs,- - 7bn)]:§'§"'2

Wir betrachten das Ereignis, dass genau k mal Kopf erscheint, wobei 0 < k < n. Dann gilt

Pr l’i: X = k} —o" (Z) w



ZufallsgréBen

Definition 17

Es sei (2, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X : @ — R hei3t ZufallgréBe
tber (2, p).

Wir betrachten hauptsachlich ZufallsgréBBen X : Q@ — {0,1,--- ,n} flr geeignete
natdrliche Zahlen n.

Wichtig: Jede ZufallsgréBen X : Q@ — {0,1,--- ,n} definiert eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, - - - , n},

Prli] = Pr[X = i] = Pr,¢ a[X(w) =]
firallei, 0 <i <n.

Beispiel: 2 ist Menge der Eingaben einer Lange n fir einen Algorithmus A. Dann ist
times : Q2 — NN eine Zufallsgréie.
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Klassische ZufallsgroBen

e Eine ZufallsgréBe X : Q@ — {0, 1} definiert die Bernoulli-Verteilung B(p) auf {0, 1} mit
p=PriX=1].

e Die ZufallsgréBBe X Uber {0, 1}" mit der Gleichverteilung, wobei
X(X1, -+, Xn) = X1 + X2 + -+ + Xn,

definiert die Binomialverteilung B(n, }) auf {0,1,--- ,n} mit

PriX = k] = 2(2)

e Betrachten S, mit der Gleichverteilung und X : S, — {1,--- ,n} mit X(o) = o(n).

Dann gilt
PriX =i = Proeys,[o(n) =i] = %,

d.h. X definiert die Gleichverteilung auf {1,--- ,n}. 5



Unabhéangige ZufallsgroBen

Definition 18

ZufallsgréBen Xy, -+, Xm : Q@ — {0,1,--- ,n} heiBen unabhangig, falls fir alle Folgen
(i1,--- ,im) mit Elementen aus {0, 1, -- ,n} gilt, dass die Ereignisse X1 =iy, -+ ,Xm = in
untereinander unabhangig sind.

Wichtiges Beispiel: Sei X : Q — {0,1,--- ,n} ZufallsgréBBe bzgl. (2, p).

Wir betrachten m unabhéngige Versuche des entsprechenden Experiments und messen
in jedem Versuch den Wert von X.

Das entspricht den Zufallsfunktionen Xy, -+ , Xy : Q" — {0,1,--- ,n} mit
)(j(OJ1,~-~ 7wm) :X(w/)7

d.h. X; entspricht dem X-Wert des j-then Ausfliihrung des Experiments, j =1,--- ,m.
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Erwartungswerte

Definition 19
Essei X:Q — {0,1,--- ,n} eine ZufallsgréBe Uber dem Wahrscheinlichkeitsraum
(. p).

Der Erwartungswert E[X] von X (bzgl. (€2, p)) ist definiert als

E[X] = zn: PrixX =i]-i.
i=0

e Der Erwartungswert E[X] bildet den entsprechend der Auftrittswahrscheinlichkeiten
gewichteten Mittelwert von X.

e Der Erwartungswert E[X] ist die beste Hypothese (iber den zu erwartenden Wert
X(w), wobei w € Q den in der Zukunft liegenden Versuchsausgang des Experiments
zu (£, p) bezeichnet (siehe néchste Folien).
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Der Abstand zweier ZufallsgréBen

Definition 20

Der Abstand d(X, Y) zweier ZufallsgréBen X, Y : Q@ — {0,1,--- ,n} wird
folgendermaf3en definiert.

weN

d(X,Y) = \/Z Profw] - (X(w) — Y(w))?.

Eine Hypothese h Uiber den zu erwartenden Wert X(w), w € Q, entspricht der konstanten
ZufallsgréBe h: Q@ — {0,1,--- ,n} mit h(w) = h flr alle w € Q.

Die beste Hypothese firr X entspricht somit der Konstante h, die den Abstand d(X, h)
minimiert.
Statt d(X, h) minimieren wir d2(X, h) durch Lsen von [d?(X,h)]" = 0.
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Der Erwartungswert ist die beste Hypothese

Es qilt
h) = Z Profw] - (X(w) — h))2 — Zpr[x =i]-(h— ,-)2_
we P

und
[d-? (X, h) }

ZPr[X —i]-( ] (Z Prix =il ( ))
—2 <ZPr[X—i]-hZPr[X—i]-i)> =2 (h—E[X]).

i=0 i=0

D.h. [d?(X,h)]" = 0 fiir h = E[X],

d.h. d(h) ist minimal fur h = E[X].
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte, |

Im Folgenden seien X, Y : Q — {0,1,--- ,n} ZufallsgréBen Gber dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q2,p)unda < RR.

Lemma 21
Es gilt E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Beweis: Es gilt

EX +VY]= ZPr[XJrY—/] /—ZZPr[X K)A (Y =)k +7)

k=0 j=0
=> (ZPr[(X—k)A(Y—m) Tkt (ZPr[(X—k)A(Y—j)]> J
k=0 \j=0 j=0 \k=0

:zn:Pr[X:k]-kJrzn:Pr[Y:j]-j:E[X]+E[Y]~ =

k=0 j=0
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte, Il

Lemma 22
Es gilt Ela- X] = a - E[X].

Beweis: Es gilt

E[a-X]:Zn:Pr[a-X:a-i]-a-i:a-ZH:Pr[X:i]-i:a-E[X]. O
i=0 i=0
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Rechenregeln fiir Erwartungswerte, lli

Lemma 23
Sind X, Y unabhéngig, so gilt E[X - Y] = E[X] - E[Y].
Beweis: Es gilt
n2
EX-Y] =) PriX-Y=i]-i

i=0

= PrX=K)A(Y =] -k-j=D Y PriX=kK-[Y=]]-k-j
k=0 j=0 k=0 j=0

= ( s Pr[X_k]-k> (ZH:Pr[Y_j]-j) —E[X]-E[Y]. O
j=0
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Beispiele Erwartungswerte

e Bernoulli-Verteilung: Sei X : Q — {0, 1} B(p)-verteilt.
EX]=(1-p)-0+p-1=p,

e Binomial-Verteilung: Sei X : Q — {0,--- ,n} B(n, p)-verteilt,
d.h. X = Y77, Xj, wobei X; untereinander unabhangig und B(p)-verteilt. Dann

EX] = Y EX] =n-p.

j=1
¢ Gleichverteilung: Sei X : Q — {1,--- ,n} gleichverteilt.
n n
_ a1 .1 nin+1) n+1
E[X]ngr[Xf/]-/fggle~ =5
e Punktverteilung: Sei X : Q@ — {1,--- ,n} Punktverteilung mit X(w) = j fur alle

we Q. Danngilt EX]=1-j=]. 59



Bedingte Erwartungswerte

Es sei (2, p) Wahrscheinlichkeitsraum, X : @ — {0, --- ,n} ZufallsgréBe und B C Q ein
Ereignis.

Der bedingte Erwartungswert E[X|B] misst den Erwartungswert von X bezlglich der
Verteilung p|g, d.h. unter der Bedingung dass B bereits eingetreten ist, d.h.

n
E(X|B] =) PriX=iB]i.
i=0
Wir betrachten nun eine Partition von Q in m disjunkte Ereignisse Ay, --- ,An.

Dh.AinAc=0furj#ke{1,--- ,m}und
m
Q=|JA.
j=1
Wir berechnen E[X] unter der Bedingung, dass wir die bedingten Erwartungswerte

E[X|A;] kennen.
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Formel des bedingten Erwartungswerts

Lemma 24
Es gilt

E[X] =) _PriA] EX|A].
j=1

Beweis: Es gilt

E[X] :Zn:Pr[X:i] -i_z (ZPr[ =i mA])
i=0

i=0 \ j=1

-y (ZPr[XM Pr[A) I—ZPr[A] (znjpr[x—im,].i)
i=0 \ j=1 i=0
= ZPr[A,-] -E[X|A]. O

= 61
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Sortieralgorithmen

Allgemeines zu Sortieralgorithmen



Motivation und grundlegende Begriffe

e Sortieralgorithmen werden in vielen komplexeren Algorithmen als Grundoperation
aufgerufen.

¢ In vielen zeitkritischen Anwendungen stellt das Sortieren gro3er Mengen von Daten
einen Flaschenhals dar.

e In die Suche von Algorithmen zum schnellen Sortieren wurde auf Grund der grof3en
praktischen Relevanz viel Forschungsarbeit investiert.

e Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen benutzen als Grundoperationen die
Vergleichsoperation auf der zugrundeliegenden geordneten Menge.

e Sie sind somit flr beliebige geordnete Mengen anwendbar (Beispiele Insertionsort,
Mergesort, Heapsort, Quicksort).

¢ Nicht vergleichsbasierte Sortieralgorithmen nutzen die konkrete Struktur der
zugrundeliegenden geordneten Menge aus (Beispiele Countingsort, Radixsort).

¢ Inplace Sortieralgorithmen sortieren das Eingabefeld ohne zuséatzliche Felder als

Hilfsdatenstruktur zu benutzen.
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Sortieralgorithmen

Heapsort



Heapsort, die Heapsort Baumstruktur

Heapsort ist ein vergleichsbasiertes Inplace Sortierverfahren.

Es benutzt eine Bindrbaumstruktur auf auf der Knotenmenge [n] = {1,--- ,n}:
e Wurzel ist 1,

Parent(i) = |i/2] (furi > 2)

Left(i) = 2i (furi < n/2)

Right(i)y=2i +1 (firi < (n—1)/2)

Definition 25

Ein Feld A hei3t Heap, falls fUr alle i = 2, - - - , heapsize(A) gilt

A[il < A[Parent(i)].
Hierbei bezeichnet heapsize(A) < length(A) ein zuséatzliches Attribut an A.

Wichtige Eigenschaft: Ist A eine Heap so gilt A[1] = max{A[i]; 1 <i < heapsize(A)}.
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Beispiel Baumstruktur

A=1[3,11,10,4,14,1,8,13,2,7,12,15,6,9, 5]
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Beispiel Heap

A=[15,14,10,13,12,6,9,4,2,7,11,1,3,8,5]
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Wichtiges Unterprogramm: Heapify

Definition 26

A verletzt die Heap-Eigenschaft in i, falls mindestens eine der folgenden Bedingungen
erfullt ist:

o Left(i) < heapsize(A) und A[Left(i)] > Ali]
e Right(i) < heapsize(A) und A[Right(i)] > Alil.

e Heapify(A,i) ist anwendbar auf A, falls fur den Teilbaum mit Wurzel i die die
Heap-Eigenschaft nur in j verletzt ist.

e Heapify(A,i) stellt die Heap-Eigenschaft im Teilbaum mit Wurzel i wieder her.

e Idee: Heapify(A,i) vertauscht das fehlerhaftes A[i] solange mit dem Maximum von
A[Left(i)] und A[Right(i)] bis der Fehler beseitigt ist.

e Das erfolgt spatestens nach Erreichen eines Blattes.
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Beispiel Heapify(A, 2)
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Beispiel Heapify(A, 5) in Heapify (A, 2)
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Beispiel Heapify (A, 2) fertig
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Heapify (A, i) (rekursiv)

1 max < A[i], largest < i
If (Left(i) < heapsize(A)) N (A[Left(i)] > max)
then largest < Left(i), max « Allargest]

If (Right(i) < heapsize(A)) A (A[Right(i)] > max)

If largest # i

2
3
4
5 then largest < Right(i), max < Allargest]
6
7  then Allargest] < Al[i], Ali] + max,

8

Heapify (A, largest)
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Weiteres zur Baumstruktur von A = (A[1],--- ,A[n])

Definition 27

Fur Knoten v in einem Bindrbaum T bezeichne height(v, T) die Hohe von v in T, d.h.
die Lénge eines langsten Pfades von v zu einem Blatt in 7.

e FUri < nbezeichne height(i,n) die H6he von Knoten i im Binarbaum zu {1,--- ,n}.

Es qilt height(i,n) = max{k,i- 2K < n}.

e Die Héhe der Wurzel ist height(1,n) = |log,(n)].

Blatter: Es gilt height(i,n) = 0 flr [n/2] +1 <i <n.

Furalle k, 0 < k < |log,(n)] gilt height(i,n) = k far [n/2kt1| +1 <i < |n/2k|.

Es existieren héchstens 2llg2("1 =k Zahlen i < n mit height(i, n) = k.

Die Laufzeit von Heapify (A, i) ist O(height(i,n)) = O(log(n)).

71



Algorithmus Buildheap(A)

... verwandelt Feld A in einen Heap mit heapsize(A) = length(A).

1 For i <+ |length(A)/2| downto 1

2 do Heapify(A,)

3 heapsize(A) « length(A)
Korrektheit

e Heapify(A,i) wird Level fur Level in Richtung Wurzel durchgefuhrt, beginnend mit
dem Level direkt oberhalb der Blatter.

¢ Folglich ist flr alle i im Teilbaum mit Wurzel i beim Aufruf von Heapify (A, i) die
Heap-Eigenschaft nur im Knoten i verletzt.

e Damit ist fUr alle i der Teilbaum mit Wurzel i nach Heapify(A, i) ein Heap.
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Beispiel Buildheap, Heapify(A,7)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 6)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 5)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 4)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 3)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 2)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 5) in Heapify (A, 2)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 1)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 3) in Heapify (A, 1)
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Beispiel Buildheap, Heapify (A, 6) in Heapify (A, 3) in Heapify(A, 1)
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Beispiel Buildheap, stop
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Die Laufzeit von Buildheap(A)

e Es bezeichne Hy die Anzahl der Knote der Hohe k.

e Esgilt Hy = 2V fur N = |log,(n)].

e Damit ist die Laufzeit von Buildheap(A) proportional zu
N

N N » noN N
I;OHk k=2 ;)2 k=35 ;k (2) <5-9(1/2).
e Hierbeiist g(x) = > o k - xk—1.

e Esgilt g(x) =f(x) mitf(x) =Y o xf = (1 —x)"".

e Das heiBt, g(x) = (1 — x)72,

e Folglichist g(1/2) = 4.

e Also gilt
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Heapsort(A)

1 Buildheap(A)
2 For i+ length(A) downto 2
3 do Exchange(A[1],Alheapsize(A)]),

4 heapsize(A) < heapsize(A) — 1,
5 Heapify(A, 1)
Korrektheit

e Nach (1) ist A ein Heap und in A[1] steht das Maximum.

e Nach (3) steht das Maximum in A[n], n = length(A).

e In A[1---n — 1] ist die Heapeigenschaft nur in der Wurzel A[1] verletzt.

e Nach (5) steht in A[n] das Maximum, und A[1---n — 1] ist ein Heap.

e Folglich ist nach jeder Iterationi,n >i > 2, A[1---i — 1] ein Heap und A[i - - - n] enthalt
die sortierte Folge der n — i + 1 gréBten Elemente in A.
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Beispiel Input HeapSort

A=1[3,11,10,4,14,1,8,13,2,7,12,15,6,9, 5]
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Heap nach Buildheap(A) vor Runde i = 15
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Heapify(A,1) in Runde j = 15
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i = 15
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Heapify (A, 4) in Heapify(A,2) in Heapify(A,1) in Runde i = 15
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Heap vor i = 14
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Heapify(A,1) in Runde j = 14
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i = 14
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Heapif: i '
pify (A, 5) in Heapify (A, 2) in Heapify(A, 1) in Runde / = 14
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Heap vor Runde / = 13
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Heapify(A,1) in Runde j = 13
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde j = 13
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Heapify (A, 5) in Heapify(A, 2) in Heapify(A,1) in Runde j = 13

98



Heap vor Runde j = 12
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Heapify(A,1) in Runde j = 12
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i = 12
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Heapify (A, 5) in Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i = 12
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Heap vor Runde / = 11

103



Heapify(A,1) in Runde j = 11
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Heapify (A, 3) in Heapify(A,1) in Runde j = 11
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Heap vor Runde /i = 10
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Heapify(A,1) in Runde / = 10
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Heapify (A, 3) in Heapify(A,1) in Runde i = 10
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Heap vor Runde / = 9
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Heapify(A,1) in Runde j = 9
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i =9
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Heap vor Runde / = 8
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Heapify(A,1) in Runde / = 8
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i = 8
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Heap vor Runde / = 7
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Heapify(A,1) in Runde j =7
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Heapify(A,1) in Runde j = 6
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Heapify (A, 2) in Heapify(A,1) in Runde i = 6
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Die Laufzeit von Heapsort(A) ist ©(n - log(n))

heapsize(A) < heapsize(A) — 1,

(1)
(2)
(8) do Exchange(A[1],A[heapsize(A)]),
(4)
(5) Heapify(A, 1)

Laufzeit
e Die Laufzeit von Buildheap ist ©(n).
o Die Gesamtlaufzeit der For-Schleife ist 7" log, (/) = © (z’.’;‘ In(i)).

1

e Wir zeigen mittels der Summationsmethode, dass

Zln ©(nlog(n)).
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Einschub: Summationsmethode

Theorem 28

Fira,bc IN,a<b—1,undf:[a,b] — IR ™ monoton wachsend und integrierbar gilt

Aus Theorem 28 folgt

n—1

(n=1)-(n(n=1)=1)+1<> In@i) <n-(In(n) — 1)+ 1.

i=1
Das gilt, da F(x) = x - (In(x) — 1) die Stammfunktion von In(x), und F(1) = —1 ist.
Folglich ist -7~/ In(i) = ©(n - log(n)). O
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Der Beweis von Theorem 28

a a+i1 b—-1 b a a+i b—1 b

b—1 b

Sy < [ f(x)dx /b1 fx)ax < S

i=a i=a
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Sortieralgorithmen

Priority Queues



Priority Queues

... verwalten dynamisch eine Menge A von Elementen (Jobs) i, denen Prioritaten A[i]
zugeordnet sind, bezlglich der Operationen

e Max(A): gibt den Job mit maximaler Prioritat aus,
e ExtractMax(A): entfernt den Job mit maximaler Prioritat aus A,
e IncreaseKey (A, i, key): erhéht die Prioritat A[i] von i auf den Wert key,

e Insert(A, key). Fugt zu A ein neues Element mit Prioritat key hinzu.

Wir realisieren A durch einen Heap, wobei heapsize(A) der aktuellen Anzahl der noch zu
erledigenden Jobs in der Queue entspricht.

Alle Operationen setzen die Heapeigenschaft voraus und erhalten diese.
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Priority Queue Operationen Max und ExtractMax

Max(A)
(1) return A[1]

ExtractMax(A)

(1) max + A[1]

(2) A[1] «+ Alheapsize(A)]

(3) heapsize(A)] < heapsize(A) — 1
(4) Heapify(A,1)

(5)

5) return max

Die Laufzeit von Max(A) ist O(1), die von ExtractMax(A) ist ©(log(n)).
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Priority Queue A als Heap
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max =15
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Heapify (A, 2) in Heapify (A, 1)
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Heapify (A, 4) in Heapify(A, 2) in Heapify (A, 1)
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Neue Queue
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Priority Queue Operationen /ncreaseKey und InsertKey

IncreaseKey (A, i, key)

1 if (i < heapsize(A)) A (Ali] < key)

2  then A[i] < key

3 while (i > 1) A (A[i] > A[Parent(i)])
4 do Exchange(Ali], A[Parent(i)])
5 i < Parent(i)

InsertKey (A, key)

1 heapsize(A) < heapsize(A) + 1
2 A[heapsize(A)] + —
3 IncreaseKey (A, heapsize(A), key)

Die Laufzeit von IncreaseKey und InsertKey (A, key) ist ©(log(n)).

Korrektheit: Durch Exchange(Ali], A[Parent(i)]) wird die Heap-Eigenschaft in Parent (i)

wieder hergestellt, allerdings ggf. in A[Parent(Parent(i))] verletzt.
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Priority Queue A als Heap
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InsertKey (A, i, key) filir i = 14, key = 15
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Exchange(A[14],A[7])
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Exchange(A[7], A[3])
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Exchange(A[3], A[1]), neue Queue
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Sortieralgorithmen

Quicksort



- ist ein rekursives vergleichbasiertes In-Place Sortierverfahren der worst-case Laufzeit
©(n?), das auf Grund seiner geringen average case Laufzeit ¢ - n - log,(n), ¢ klein,
praktisch sehr bedeutsam ist.

Wir setzen ab jetzt voraus, dass alle Eintrage im Eingabefeld A verschieden sind.

Definition 29
Fir Eingabefelder A und Indizees i, 1 <i < length(A), gibt

Ranga(Ali]) = |{k,1 < k < length(A),Alk] < A[i]}| + 1
die Position von A[i] im sortierten Feld an.

Beispiel: A = [27,91,18,7,121,44,13], Ranga(A[6]) = Ranga(44) = 5.
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Der Algorithmus Quicksort

Quicksort(A,p,r) (far1 <p <r <length(A))

1) fp<r

2) then g = Partition(A,p,r)
3) Quicksort(A,p,q — 1)
4) Quicksort(A,q +1,r)

(
(
(
(

Erklarung: Partition(A, p, r) wahlt das Pivotelement x = A[r], berechnet g = Rang(A[r])
und permutiert A so, dass die folgenden Bedingungen gelten:

¢ A[q] = x, d.h. das Pivotelement x steht an der richtigen Position.
o Fallsp<gsoAlil<xfliri=p,---,9—1.
e Fallsqg <rsoAli] >xfari=q+1,---,r.
Beispiel:
[91,18,7,121,44,18,31] — [91,18,7,121,44,13,31] — [18,7,13,31,91,121,44]
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Beispiel Quicksort

[48,73,38,68,18,23,36,46,34, 20, 70, 58,29, 41]

38,18, 23,36, 34, 20, 29] [41] 48,73, 68,46,70,58,61]
[18,23,20] [29] [38, 36, 34] [41] [48, 46, 58] [61] [73, 68, 70]
[18] [20] [23] [29] [34] [38,36] [41] [48,46] [58] [61] [68] [70] [73]
[18] [20] [23] [29] [34] [36] [38] [41] [46] [48] [58] [61] [68] [70] [73]
[18] [20] [23] [29] [34] [36] [38] [41] [46] [48] [58] [61] [68] [70] [73]
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Partition(A, p,r)

(1) x < A[r]

(@) i+—p—1

(38) Forj«+ptor

(4)  doifA[j] <x

(5) thenj «j+1

(6) if i <jthen

(7) exchange(Ali], Alj])
(8) Output /

Beispiel

Alp---r]=1[18,91,7,121,44,13,31]
X, 0, j, i =]

[+,18,91,7,121,44,13,31]
[x,18,91,7,121,44,13,31]
[+,18,91,7,121,44,13,31]
[+,18,91,7,121,44,13,31]
[+,18,91,7,121,44,13,31]
[,18,7,91,121,44,13,31]
[«,18,7,91,121,44,13,31]
[,18,7,91,121,44,13,31]
[x,18,7,91,121,44,13,31]
[+,18,7,91,121,44,13,31]
[+,18,7,13,121,44,91,31]
[,18,7,13,121,44,91,31]
[,18,7,13,121,44,91,31]
[+,18,7,13,31,44,91,121]

Ausgabei=p+3
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Korrektheit Partition

Theorem 30

Firallej =p,--- ,r —1 gilt nach lteration j, dass

(@) wenni =jdann Alk] <x firk =p,---,i =},
A= [<7<7"' 3 <y <y Ky 7*7X]'

(b) wenni < jdannAlk] < x firk =p,--- ,iund Alk] > x firk =i+1,--- ],
A=< <,y <<y > > >k e % X

Beweis per Induktion liber j:

Theorem 30 gilt nach Iteration p, da entweder A[p] < x und damiti =j =p, d.h,,

A=[<,x -, % x] (Fall (a),

oder A[p] > x und damiti =p — 1 und

A=[>%,--,*x] (Fall (b)). 148



Der Beweis von Theorem 30

Induktionsschritt: Betrachten j, p <j <r — 2, setzen voraus, dass Theorem 30 nach
Iteration j wahr ist, und zeigen, dass Theorem 30 auch nach lteration j + 1 wahr ist.
e Fall 1: Nach lterationj gilti =j, d.h., A =[<, -+, <, <, %, %, -+, %, X]).
e Fall 1.1: A[j + 1] < x.
Dann gilti =j + 1 nach lterationj + 1, d.h., A =[<,- -+, <, <, <, %, -+, %, X].
e Fall 1.2: A[j + 1] > x.
Danni=j <j+1nachlterationj+1,dh, A=<, < -+, <, <, >, %, % X].
e Fall 2: Nach lterationj gilti <j,A=[<,<, -+, <, <,Z,>, -+, >, >V, %, % X].
e Fall2.1: A[j+ 1] =y < x. Esgilt z > x.
Wahrend lteration j + 1 wird i auf i + 1 gesetzt und y und z vertauscht.
A=<, < <Y >y > >, 2%,k X
o Fall2.2: A[j +1] =y > x.
In lteration j + 1 werden i and A nicht verandert, d.h.

A:[<7<7"'7<7<1Z1>7"'7>7>7y7*1"'7*7x]-D
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Die Situation in und nach Iteration r

Fall 1: Nach lterationr — 1 gilti=j=r—1,dh, A=[<, <, -, <, <, X].

Da A[r] = x wird i zu Beginn von lteration r aufi + 1 = r = j gesetzt,

(<, , <, <X = [< e < <X

Fall 2: Nach lterationr — 1 gilti <j=r—-1,A=[<,---,<,<,Z,>,--+ ,>,>,X].

Da A[r] = x wird i zu Beginn von lteration r aufi + 1 < r = j gesetzt, d.h.,

A=< ,<,<,2,> > X].

Dann wird Exchange(A[i], A[r]) ausgefuhrt, d.h.,

A=<, <, <X, >0, >, 2.

Da z > x gilt nach lteration r, dass i = Rang(x) und A[i] = x, d.h. Partition ist korrekt. [J
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Die Worst Case Laufzeit 7(n) von Quicksort

Es sei n = length(A) und A[1], - - - , A[n] untereinander verschieden.

Wir messen die Laufzeit in der Zahl der Vergleiche.
e Beobachtung 1: T(0) = T7(1) =0.
e Beobachtung 2: Die Laufzeit von Partition(A, p,r) ist gleichr —p + 1.

e Beobachtung 3: Wahrend Quicksort(A, 1,n) wird Partition héchstens n Mal
aufgerufen, da sich nach jedem Aufruf die Anzahl der noch zu sortierenden Elemente
um eins reduziert, d.h.,

n)gin—i—H = n(n;—1) = 0(n?).

Worst Case Beispiel: Sortierte Folge, Pivotelement ist stets das Maximum, d.h.,

T(n)=T(n—1)+T(O) +n=T(-1)+n= 72 n+171:@(n2)‘
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Quicksort: Best Case Beispiel, Rang von Elementen

... bei jedem Aufruf von Partition steht das mittelstgré6Be Element ganz rechts. Dann gilt
n
T(n) =2- T(é) +n,
wobei 3 € {[3],[5]}-

Das Master-Theorem liefert T(n) = ©(n - log(n)).

Beispiel
[48,27,63,92,39,74,51]
[48,27,39] [51] [63,92, 74]

[27] [39] [48] [58] [63] [74] [92]
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Quicksort: Analyse der Average Case Laufzeit E[T (n)]

e Fakt: FUr alle Belegungen von A[1],- - - , A[n] existiert genau eine sortierende
Permutation 7, so dass A[r(1)] < --- < A[x(n)]

e Modellannahme: Die Verteilung auf den Eingaben A ist so, dass die sortierenden
Permutationenen mit Gleichverteilung auftreten.

e Das bedingt, dass Pr[Rang(A[n]) = k] =1/nflrallek =1,--- ,n.

Lemma 31
E[T(n)] <2-n-In(n).

Beweis: E[T(n)] = >__, Pr[Rang(A[n]) = k] - E[T(n)|Rang(A[n]) = K]
— ZE[T — 1] +E[T(n— k]+n_ = ZE[T N+n

da T(1) = T(0) = 0.
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Wir haben gezeigt, dass E[T(n)] = 2 - S_7_, E[T (k)] + n.
Wir zeigen nun per Induktion, dass E[T(n)] <2-n-In(n).
Firn=1gitE[T(n)]=0<2-1-In(1) =0.

Laut Induktionsvoraussetzung gilt

n—1

E[T(n)] < % Sk In(k) + n.
k=2

Da F(x) = } (x2In(x) — 3x?) die Stammfunktion von x - In(x) ist, gilt:

:2;/( -In(k) < /Xizx ~In(x)dx = % <n2|n(n) _ ;n2> _F2).

L}

Also gilt

E[T(n)] <2 (n- In(n) — 1n> +n=2-n-In(n).O

N
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Sortieralgorithmen

Vergleichsbasiertes Sortieren versus Sortieren in Linearzeit



Eine untere Laufzeitschranke fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen

Wir ordnen jedem vergleichsbasierten Sortieralgorithmen Sort und jeder Eingabelénge n
einen bindren Entscheidungsbaum T, mit folgenden Knoten-/Kantenmarkierungen zu:

e Innere Knoten: Markierung i < j entsprechend Frage A[i] < A[j]?
e Linke Nachfolgerkante entspricht JA

e Rechte Nachfolgerkante entspricht NEIN

e Blatter: Sortierende Permutationen = € S,,

Beobachtung 1: Jeder Eingabe A = (A[1],- - - , A[n]) entspricht ein eindeutiger Weg von
der Wurzel zu einem Blatt mit Markierung =, so dass = Feld A sortiert, d.h.

Alr(1)] < -+ < Al=(n)].

Beobachtung 2: Depth(T,) ist untere Schranke fir die worst-case Laufzeit timeggy(n).

Beobachtung 3: Zu jeder Permutation = existiert Eingabe A, so dass einzig = das Feld A
sortiert (z.B. A= (7~ '(1),--- , 7~ '(n)). Folglich muss zu jedem « € S, ein mit 7

markiertes Blatt existieren.
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Beispiel T(3) fiir InsertionSort

Linke Nachfolgerkante: JA, rechte Nachfolgerkante: NEIN, Permutationen in

Zyklenschreibweise
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Beispielanwendung A = [17,11,9], 1

[17,11,9]
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Beispielanwendung A = [17,11,9], 2

[17,11,9] — [11,17,9]
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Beispielanwendung A = [17,11,9], 3

[17,11,9] — [11,17,9] — [11,9,17]
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Beispielanwendung A = [17,11,9], 4

[17,11,9] — [11,17,9] — [11,9,17] — [9,11,17]
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Vergleichsbasierte Sortieralgorithmen haben eine Laufzeit von Q(n - log(n))

Theorem 32
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus hat eine worst-case Laufzeit der Ordnung

Q(n - log(n)).

Beweis: Jeder Binérbaum mit S Bléttern hat eine Tiefe von mindestens [log,(S)], also
timeson(n) > [logo(nt)] = Q(In(n!)) = Q(n - log(n)).

dalin(n) =" In(i) > (n—1)(In(n—=1) = 1) +1=(n—1)In(n—1) —n+2.0

Folgerung: Vergleichsbasiertes Sortieren in Linearzeit ist nicht mdglich,

Aber: Es existieren nicht-vergleichsbasierte Linearzeit Sortieralgorithmen, die die Struktur
der Schlussel ausnutzen.
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Sortieren in Linearzeit: CountingSort(A, B, k)

Wir betrachten im Folgenden Eingabefelder A = A[1, - - - , n], bestehend aus
Datenobjekten A[i] mit Schltsseln Ali].key € {0,--- ,k — 1}, wobei k < n gelten kann, d.h.
Schllssel kommen in der Regel mehrfach vor.

Definition 33

Ein Sortierverfahren heif3t stabil, falls fir alle j.j, 1 <i <j < n, gilt: Ist

Ali].key = A[j].key dann steht auch im sortierten Ausgabefeld A[i] links von A[j].

CountingSort(A, B, k) berechnet aus A das Ausgabefeld B mit B[i] = A[x(i)] fur
i=1,---.n, wobei m A bezlglich der Schllissel A[i].key stabil sortiert. Dabei wird ein
Hilfsfeld C = (C[0], - - - , C|k — 1]) Gber N benutzt.

Zusatzliche Parameter

e h(r)=|{i,1 <i<n,A[il.key = r}| die Haufigkeit des Schliissels r in A.
e H(r)= Z;:o h(j) die Haufigkeit von Schllisseln der GréBe héchstens r in A.

Beobachtung: Firr=1,--- (k-1 gilt H(r) — H(r — 1) = h(r). 162



Idee und Algorithmus CountingSort

Lemma 34

Wir setzen H(—1) := 0. Dann ist das Feld B genau dann das stabil sortierte Feld
beziiglich A, wenn fir aller =0, - -- ,k — 1 das Folgende gilt:

Ist h(r) > 0 und sind iy < iz < --- < in(y die Positionen zu Schlissel r, so gilt

BIH(r —1) + 1] = Alix], BIH(r = 1) +2] = Aliz], - - -, B[H(r)] = Alir]. O

CountingSort(A, B, k)

1 Forr+ O0tok—1doC[r]+ 0

2 For i« 1tondo C[A]i].key] + C[A[i].key] + 1

3 Forr+ 1tok —1do C[r] + C[r — 1] + CJr]

4 For i <~ ndownto 1 do B[C|A[i].key]] < Alil, C|A[i].key] + CI[Ali].key] — 1.

Laufzeit und Speicherplatz offensichtlich ©(n + k).
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Korrektheit CountingSort(A, B, k)

CountingSort(A, B, k)
(1) Forr<0tok —1do C[r] + O

(2) Fori«+ 1tondo
C[Ali].key] < C[Ali].key] + 1
(3) Forr <+ 1tok —1do
Clr] + C[r — 1]+ CJr]
(4) For i+ ndownto 1 do
B[C[A]i]-key]] «+ Alil,
C[A[i].key] < C|A[i]-key] — 1.

Korrektheit
Nach (2) gilt C[r] = h(r),0<r <.-- Jk—1.

Nach (3) gilt C[r] = H(r),0<r <--- [k —1.

Vor Durchlauf i der For-Schleife in (4),
i=n,--- 1, enthalt C[A[i].key] die Position,
in die das Element A[i] in B geschrieben
werden muss (vor Durchlauf n ist das
HI[A[n].key]). Danach wird der Wert dieser
Position um eins erniedrigt.

Das Durchlaufen der For-Schleife in (4) von
links nach rechts garantiert, dass das
Verfahren stabil ist, d.h., falls A[i] = A[j] fur
i < j so steht A[i] links von A[j] in B.
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 0

A=1[3,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =1[0,0,0,0,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 1

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =1[0,0,0,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 2

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =10,1,0,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]

167



Beispiel CountingSort(A,15,5), 3

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =10,2,0,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 4

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[1,2,0,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 5

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

c=01,2,1,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]

170



Beispiel CountingSort(A,15,5), 6

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=01,2,2,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 7

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=102,22,1,0]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 8

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[2221,1]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 9

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=12,321,1]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 10

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=12,3,221]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 11

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=12,3,3,21]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 12

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=12,3,3,2,2]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 13

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=1[3,3,3,2,2

B = [, %, %, %, %, %, %, ok, %, %,k %k ok, K]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 14

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[3,4,3,2,2]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 15

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=1[3,4,3,3,2]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 16

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =[3,4,4,3,2]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 17

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[3,7.4,3,2]

B = [, %, %, %, %, 5k, %, ok, %,k kK kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 18

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[3,7,11,3,2]

B = [, %, 5, %, %, 5k, %, 5k, K,k kK, kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 19

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[3,7,11,14,2]

B = [, %, 5, %, %, 5k, %, 5k, K,k kK, kK kK]

184



Beispiel CountingSort(A,15,5), 20

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[3,7,11,14,16]

B = [, %, 5, %, %, 5k, %, 5k, K,k kK, kK kK]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 21

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[3,7,11,14,16]

B = [, %, %, %, %, %, %,k %, %, 20, %, %,k ]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 22

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =[3,7,10,14,16]

B - [*7*7*7*7 *7 *7*7*7*7 *72?*7 *737*7*]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 23

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =1[3,7,10,13,16]

B:[*7*7*7*7*7*717*7*7*727*7*737*7*]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 24

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =[3,6,10,13,16]

B: [*7*707*7*7*717*7*7*727*7*737*7*]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 25

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =[2,6,10,13,16]

B = [, %, 0,5, %, %, 1,5 %, %, 2, %, %, 3, %, 4]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 26

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =[2,6,10,13,15]

B: [*’*707*7*7*717*7*72727*73737*74]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 27

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[2,6,9,13,15]

B: [*’*707*7*7*717*7*72727*73737*74]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 28

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[2,6,9,12,15]

B:[*’*’07*’*,171,*,*,2,2,*,3,3,*,4]

193



Beispiel CountingSort(A,15,5), 29

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[2,59,12,15]

B = [*’*’07*’*’171,*,*,2,2,*,3,3,4,4]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 30

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=12,5,9,12,14]

B: [*50707*7*71717*7*72727*73737474]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 31

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[1,5,9,12,14]

B:[*50707*7*71717*7272727*737374’4]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 32

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[1,5,8,12,14]

B = [*,070,*,*,1,172,272527*73737474]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 33

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=[1,5,7,12,14]

B=1[0,0,0,%%1,1,2,2,2,2, %,3,3,4,4]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 34

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C =1[0,5,7,12,14]

B=1[0,0,0,1,1,1,2,2,2,2 « 3,3,4,4]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 35

A=[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=10,4,7,12,14]

B=1[0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,%,3,3,4,4]
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Beispiel CountingSort(A,15,5), 36

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=100,3,7,12,14]

B=1[0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4]

201



Beispiel CountingSort(A,15,5), 36

A=1[3,1,1,0,2,2,0,4,1,3,2,4,0,1,3,2]

C=100,3,7,11,14]

B=1[0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4]
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RadixSort(A)

- sortiert d-stellige natirliche Zahlen x, die in k-narer Darstellung gegeben sind.

k-néarer Darstellung heif3t:

X = (Xg_1, -+ ,Xo), mitx, € {0,--- .k — 1}, flirr =0,--- ,d — 1, und

d—1
X = Zx, 'S
r=0

RadixSort(A)

1 Forr+0Otod—1
2 do Sortiere A stabil bzgl. Ziffer r

Laufzeit © (d(n + k)) mit CountingSort.
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Korrektheit RadixSort(A)

Korrektheitsbeweis per Induktion tber d:

¢ Induktionsanfang d = 1 entspricht CountingSort.

¢ Induktionsvorausetzung: Nach Durchlauf r = d — 2 ist A bzgl. der Ziffern d — 2 bis 0
sortiert.

e Situation nach Durchlaufr =d — 1:

Wir erhalten eine sortierte Blockzerlegung von A in A = (A°, - .. | Ak=1) entsprechend
der fihrenden Ziffer an Stelle d — 1.
Alle Teilblécke A°, - - -, AK=1 sind nach Induktionsvoraussetzung sortiert, da das

verwendetes Komponenten Sortierverfahren stabil ist. [
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Beispiel RadixSort, 0

2178
9422
4709
8705
1403
4088
1731
8199
6413
3715

2443
205



Beispiel RadixSort, 1

2178
9422
4709
8705
1403
4088
1731
8199
6413
3715

2443
206



Beispiel RadixSort, 2

1731
9422
1403
6413
2443
8705
3715
2178
4088
4709

8199
207



Beispiel RadixSort, 3

1403
8705
4709
6413
3715
9422
1731
2443
2178
4088

8199
208



Beispiel RadixSort, 4

4088
2178
8199
1403
9422
2443
6413
8705
4709
3715

1731
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Beispiel RadixSort, 5

1403
1731
2178
2443
3715
4088
4709
6413
8199
8705

9422
210



Hashing



Hashing

Grundlegendes



Hashing, Anliegen

Wir betrachten eine Menge X aus Datenobjekte x, die mittels eines Schllssels
x.key € U identifiziert und verwaltet werden (U Schliisselraum).

Wir suchen eine passende Datenstruktur und effiziente Algorithmen, um X bezlglich
der folgenden Operationen dynamisch zu verwalten:

e Insert(X, x) (fige Objekt x zu X hinzu),

e Search(X, key) (Suche in X nach dem Objekt x mit x.key = key),

e Delete(X, key) (Entferne x mit x.key = key aus X)

Problem: U ist sehr groB3, | X| ist viel kleiner als |U|.

Beispiel: X sei die Menge der Studierenden an der Uni Mannheim (|X| = 12.000),
die mittels inrer Matrikelnummer x.key € {0,107 — 1} verwaltet werden.

Triviale L6sungen: Implementieren X als Feld oder als Liste.



Implementierung als Feld, Direct Adressing (DA)

T bezeichne ein Feld tGber dem Indexbereich U.

e DAlnsert(T,x) :

1 Tlx.key] + x
DASearch(T , key)

1 If Tlkey] # NIL

2 then return T [key]

3 else return not found
DADelete(T , key) :

1 Tlkey] < NIL

Vorteil: Alle Operationen haben Laufzeit O(1)

Nachteil: U ist i.d.R. unpraktikabel grof3.
Da |X| viel kleiner als |U| ist, wird nur ein winziger Teil des Feldes genutzt.
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Implementierung als Liste

Wir speichern die Datenobjekte x als Listenelemente mit zuséatzlichen Zeigern x.pred
und x.succ in einer doppelt verketteten Liste L, die durch den Zeiger L.head auf das
zuletzt eingefligte Element adressiert wird.

e Listinsert(L.head, x)
1 x.prev < NIL
2 x.succ + L.head
3 (L.head).prev + x
4 [ .head + x

o LijstSearch(L.head, key)
1 search < L.head
2 while (search.key # key) N (search.key # NIL)
3 do search < search.succ
4 If (search.key # NIL)
5 then return search
6 else return not found
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Implementierung als Liste, Fortsetzung

ListDelete(L.head, key)

1 search < Search(L, key)

2 If search.key # NIL

3 then (search.prev).succ <+ search.succ
4 (search.succ).prev <+ search.prev

5 else return not found

Vorteile: Die GroBe von L ist stets O(|X]), Insert lauftin O(1).

Nachteil: Search und Delete laufen in Q(|L|), da ggf. die ganze Liste durchsucht
werden muss.
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Hashing, Grundidee

e Wir verwenden eine Hashfunktion
h:U—={0,--- ,m—1},
wobei m ungeféhr der erwarteten Gré3e von X entspricht.
e Modellannahme: |X| ~ « - m, a konstant.
e Der Wert h(key) heif3t Hashwert von key.

e Objekte x werden unter der Adresse h(x.key) abgespeichert.

e Problem: Es kénnen Kollisionen, d.h. Paare x # x’ mit h(x.key) = h(x’ .key),
auftreten.

e Man unterscheidet verschiedene Hashing-Strategien, die sich hauptséchlich im
Kollisionsmanagement unterscheiden.

e Hier zunachst: Hashing by Chaining:
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Hashing
Hashing by Chaining



Definition Hashing by Chaining

e Wir fixieren eine Hashfunktion h: U — {0,--- ;m—1}.
e Wir verwenden eine Hashtabelle, d.h. ein Feld T = T[0,--- ,m — 1].

e Jedes TJ[j] enthélt den Zeiger auf eine Liste, die alle bereits eingefligten Elemente
x € X mit h(x.key) = j enthélt.

e Chinsert(T,x) : Listinsert(T[h(x.key)], x).
e ChSearch(T,key) : ListSearch(T[h(key)], key)

e ChDelete(T , key) : ListDelete(T[h(key)], key)

e Die Laufzeit von Chinsert(T, x) ist O(1)
¢ Die Laufzeit von ChSearch und ChDelete ist ©(|X|).

e Die Worst Case Laufzeit tritt ein, wenn h(x.key) flr alle x € X gleich ist.
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schlussel 93, 41, 283, 49, 17, 59, 69, 81, 14, 92, 40, 57, 76, 30
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69, 81, 14, 92, 40, 57, 76

0 1 2 3 4 5 6
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69, 81, 14, 92, 40, 57

0 1 2 3 4 5 6
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69, 81, 14, 92, 40
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69, 81, 14, 92

56
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69, 81, 14
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69, 81
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59, 69
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17, 59
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49, 17
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schllssel 93, 41, 23, 49
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
Schlissel 93, 41, 23

0 1

e
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7

TEeeE
(4)
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Beispiel Hashing by Chaining

Hashfunktion h(k) = k mod 7

Schlissel

0 1 2 3

@@@?66
olololo
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Simple Uniform Hashing

e Modellannahme: Es werden n Objekte zufallig und unabhangig voneinander und
unabhangig von der gewéahlten Hashfunktion h : U — {0,--- ;m — 1} gemaR einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr gezogen.

e FUr alle Schlissel k € U bezeichnet Pr[k] die Wahrscheinlichkeit fir das
Elementarereignis, dass das Objekt x mit x.key = k gezogen wird.
Definition 35

Die Hashfunktion h erfillt die Bedingung des Simple Uniform Hashing bezuglich Pr,
falls Prih(x.key) =j] =1/mfurallej, 0 <j<m—1.

Bemerkung: Prih(x.key) = j] = > xcy np)—; PrIK]-

Praktische Bedeutung: Ist in einem Anwendungsszenario die Bedingung des uniformen
Hashings gegeben, dann haben die kritischen Operationen Search und Delete eine
konstante Average Case Laufzeit!

232



Die Average Case Laufzeit von ChSearch(T, key)

e Es bezeichne X = {x1,--- ,x,} die Menge der gezogenen Objekte in der Reihenfolge
ihres Einflgens in T.

e Firi,1 <i<nundj, 1 <j<mseidie ZufallsgréBe C;; € {0, 1} definiert als

Cij=1 < h(x;.key) =]j.

e Wegen der Bedingung des Simple Uniform Hashing gilt fir alle i, 1 <i < nund alle j,
1 <j<m,dass
Pf'[C,'J = 1] = 1/m

e Wir wenden die Formel des bedingten Erwartungswerts an fir die Bedingung, dass X
das Objekt mit Schliissel key nicht enthélt (erfolglose Suche) bzw. doch enthalt
(erfolgreiche Suche).
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Die Average Case Laufzeit von ChSearch(T, key), Erfolglose Suche

Erfolglose Suche: x;.key # key furallei=1,--- ,n.

Dann entspricht die Average Case Laufzeit der erwarteter Lange von Liste T[h(key)] plus
1, also

=14+ E[Cinkey))

i=1

n
Z Ci,h(key)

i=1

1+E

n
=14 Pr[Cingey) = 1]
i—1

—1+ -0 +a).
m

Erinnerung: Der Erwartungswert einer Zufallsgré3e C mit Werten in {0, 1} ist Pr[C = 1].
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Die Average Case Laufzeit von ChSearch, Erfolgreiche Suche

e Erfolgreiche Suche: Es existiert genau eini,i =1,--- ,n, so dass x;.key = key.

e Die erwartete Laufzeit von ChSearch(T, key) unter der Bedingung, dass
h(x;.key) = key, ist gleich der erwarteten Anzahl von Elementen aus Xx;. 1, - , X, die
auf den gleichen Hashwert abgebildet werden wie x;, plus einem Schlisselvergleich
fir key, also gleich 1+ 2.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass x;.key = key ist fur allei = 1,--- . n gleich, also gleich %

e Die erwartete Laufzeit einer erfolgreichen Suche ist also gleich
n . n—1 n—1
1 n—i 1 . 1 .
Zn(1+m)_1+mnzn—l1+,m72l
i=1 i=0 i=0
1 (n—1)n n—1

=14 — =1
Jrnm 2 + 2m

=0(1 + a).
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Praktisch eingesetzte Hashfunktionen, die Divisionsmethode

Voraussetzung: U C N, Schlissel kodiert als Binarzahlen

o Divisionsmethode:
h(x) =x mod m,

m geeignet gewahlt.
e Empfehlung: m so gewéhlt, dass h(x) von allen Ziffern von x abhangt, also m # 29,
e Am Besten: m Primzahl, die nicht in der Nahe einer Zweierpotenz liegt.
e h erfillt Simple Uniform Hashing falls
Prlx modm=jl~1/m

firallej=0,--- ,m—1.
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Praktisch eingesetzte Hashfunktionen, die Multiplikationsmethode

e Wir wahlen eine geeignete relle Zahl A und setzen

h(x)=|m-(A-x mod 1)].

e Hierbeiistfurre R:
r mod1=r—/|r|.
Beispiel: 13.47801 mod 1 = 0.47801.
e h erfillt die Bedingung des Simple Uniform Hashing, falls
Pr|A-x mod 1€ {j,]H” ~1/m
m’ m

frallej=0,--- ,m—1.

e Empfehlung: Goldener Schnitt, A = ¥3-1.
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Praktisch eingesetzte Hashfunktionen, Z,-lineare Funktionen

e Essei U C N ein Universum und p eine geeignete Primzahl, die der Anzahl der
Hashwerte entspricht.

e AuBerdem sei r minimal, so dass p" > |U|.

e Wir kodieren Schlussel k € U als r-stellige p-nare Zahlen k = (k,_1,--- ,Ko).

e Zur Definition der Hashfunktion h; : U — Z, fixieren wir einen Vektor
d=(ar_1,--,a0) € Z,

r—1

hg(kr717"' 7k0):Zai'ki mod p
i=0

Beispiel: U = {0, - ,999}, p = 7,d.h.,,r =4, da 7% = 343 < 1000 < 2401 = 74.
e Kodieren k = 472 (in Dezimaldarstellung) als 4-stellige 7-nare Zahl:
472 =1-343+2-49+4-7+3,d.h.472 — (1,2,4,3)
e Betrachten Hashfunktion his13) : U — Z7; = {0,1,2,3,4,5,6}.
hise,1,3(1,2,4,3)=5-1+6-2+1-443-3=5+124+4+9=30 mod7=2. 238
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Motivation Universelles Hashing

e Szenario: Ein bdsartiger Gegenspieler wahlt in Kenntnis der Hashfunktion h die
Schlussel kq, - - - , k, so, dass h(ky) = -+ = h(kp).

e Dadurch wird die Hashtabelle maximal unbalanciert, und die Laufzeiten flir Search
und Delete werden Q(n).

e Ausweg: Wahlen h: U — {0,--- ,m — 1} zuféllig aus einer universellen Familie
von Hashfunktionen, wobei das Wissen um h nur dem Betreiber der Hashtabelle
vorbehalten bleibt.

Definition 36
Eine Familie # von Hashfunktion h : U — {0, --- ,m — 1} heiBt universell, falls fr alle
k # k' € U gilt:

Prhenlh(k) = h(k')] =~

wobei h zufallig aus H geman der Gleichverteilung gewahlt wird.

Anmerkung: Eine starkere Forderung wére Prycy[h(k) =a A h(k') =a'] = # far alle
a,a’ in{0,---,m—1}. 239



Analyse der Listenlange bei universellem Hashing

e Essei X = {xy, -+ ,xn} C U eine beliebig fixierte Menge von Schlisseln in der
Reihenfolge ihres Einflgens, und H eine universelle Menge von Hashfunktionen.

e Essei Cf'; = 1falls h(x,) = h(xs) und CJ's = 0 falls h(x) # (xs).

e Wir schatzen die Lange |T[j]| von Liste T[j] fur einen beliebig fixierten Hashwert j,
0<j<m-1,ab.

e Schlechtester Fall h(x1) =j. Dann

Encw (ITV]]) = Enen (1 + ZCQI,,) =1+ ZEheH (Cq,i) =

=2 i=2

=14 ZPrheH {CQ’J = 1} =1+ ZPrheH[h(Xi) = h(xy)]
i=2

j=2 j—
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Standardbeispiel fiir universelles Hashing

Es sei p prim und r so gewahlt, dass p" > |U]|.

Wir kodieren die Schllissel k € U als r-stellige p-nare Zahlen k = (k,_+, - - - , ko) mit Ziffern
aus dem endlichen Kérper Z, = {0,--- ,p — 1}, und definieren

H={hs: Z,— Zp;d=(ar_1, -~ ,a) € Zp,},
mit hé’(k) = Zf;(; aj - k,' mod p.
Theorem 37

Fiir alle k # k' € U gilt Pry,cy[ha(k) = ha(k")] = 1.

Beweis: Die Menge der Vektoren & mit hz(k) = hz(k’), also Z,:J (ki—kj)-ai=0 mod p,
bildet einen Unterraum der Kodimendion 1 (also der Dimension r — 1) im r-dimensionalen
Z,-Vektorrraum U, d.h.

pr71 1
Pryenlha(k) = ha(k')] = = = —.
p p 241
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Offene Adressierung (OA)

... ist ein kollisionsfreies Hashverfahren fiir den Falln < m, d.h. a < 1.
OA unterstiitzt nur Insert und Search, kein Delete.
OA benutzt eine Hashtabelle T = T[0,--- ,m — 1].
OA benutzt Hashfunktionen der Art
h:Ux{0,---,m—1} = {0,--- ,m—1},
mit h(u,i) # h(u,j) furalleu e Uund i #j € {0,--- ,m—1}.
Das heiBt: Die Hashfunktion h, ordnet jedem Schliissel u € U eine Permutation
h(u) = (h(u,0),h(u,1),--- ,h(u,m —1) aus S, zu, die als Probiersequenz von u
bezeichnet wird.

Intuition fiir Insert: Probiere zunachst T[h(u, 0)], falls besetzt dann T[h(u, 1)] usw.
bis eine freie Feldposition zum Abspeichern gefunden ist.

Das ist nach spatestens n Schritten der Fall, da n < m.
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Beispiel Offene Adressierung

Hashfunktion h(k,i) =k +i mod7,i=0,---,6
Schlussel 59, 41, 78, 39, 22, 80
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Beispiel Offene Adressierung, 80 +0 mod 7 =3

Hashfunktion h(k,i)=k+i mod7,i=0,---,6
Schllssel 59, 41, 78, 39, 22
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Beispiel Offene Adressierung, 22 +0 mod 7 = 1

Hashfunktion h(k,i)=k+i mod7,i=0,---,6
Schlissel 59, 41, 78, 39
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Beispiel Offene Adressierung, 39 +0 mod 7 =4

Hashfunktion h(k,i)=k+i mod7,i=0,---,6
Schlissel 59, 41, 78
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Beispiel Offene Adressierung, 78 + 0 mod 7 = 1

Hashfunktion h(k,i)=k+i mod7,i=0,---,6
Schlissel 59, 41, 78
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Beispiel Offene Adressierung, 78 +1 mod 7 =2

Hashfunktion h(k,i)=k+i mod7,i=0,---,6
Schlissel 59, 41
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Beispiel Offene Adressierung, 41 +0 mod 7 =6

Hashfunktion h(k,i) =k +i mod 7, i=0,---,6
Schliissel 59
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Beispiel Offene Adressierung, 59 +0 mod 7 =3

Hashfunktion h(k,i) =k +i mod 7, i=0,---,6
Schliissel 59
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Beispiel Offene Adressierung, 59 +1 mod 7 =4

Hashfunktion h(k,i) =k +i mod 7, i=0,---,6
Schliissel 59
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Beispiel Offene Adressierung, 59 +2 mod 7 =5

Hashfunktion h(k,i) =k +i mod 7, i=0,---,6

Schlissel
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Die OA Operation Insert

OAlnsert(T,x) durchsucht T entlang der Probiersequenz h(x.key) bis zur ersten freien
Position und schreibt x in diese Position.

OAlnsert(T,x)
1j+0
2 while T[h(x.key.j)] # NILandj < m — 1
3 doj«j+1
4 if T[h(x.key,j)] = NIL
5 then Tlh(x.key,j)] + x

6 elsereturnerrorn=m

Laufzeit ©(min{j, T[h(x.key,j] = NIL}).
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Die OA Operation Search

OASearch(T,u) (u € U) durchsucht T entlang der Probiersequenz h(u) solange, bis
entweder ein Objekt x mit x.key = u gefunden wird (erfolgreiche Suche), oder ein leeres
Feld erreicht wird (erfolglose Suche).

OASearch(T,u)
1j+0
2 while T[h(u,j)].key ¢ {u,NIL} andj <m —1
3 doj«j+1
4 If Th(u,j)].key = u
5 then return T[h(u,j)]
6 else return not found

Die Laufzeit ist nach oben beschrankt durch die Laufzeit einer erfolglosen Suche.
Diese ist gleich der Laufzeit von OAlnsert(T, x), wobei x das Objekt mit x.key = u ist.

Die Laufzeit ist also ©(min{j, T[h(u,j] = NIL}). 054



Uniformes Hashing und das Uniform Hashing Lemma

Definition 38

Die Hashfunktion h : U — Sy, erflllt beztiglich des Wahrscheinlichkeitsraums (U, Pr) die
Bedingung des uniformen Hashing, falls die Wahrscheinlichkeit Pr[h(u) = o], dass
einem zufalligen Schlissel u € U durch h die Probiersequenz o € S;, zugeordnet wird,
fur alle Probiersequenzen o gleich, und damit gleich % ist.

Eine direkte Konsequenz daraus ist

Lemma 39

Die Hashfunktion h : U — Sy, erfille beziiglich des Wahrscheinlichkeitsraums (U, Pr) die
Bedingung des uniformen Hashing. Dann gilt fir alle r, 1 < r < m, und alle Folgen

J = (j1,-- ,jr) von paarweise verschiedenen Werten aus {1, --- ,m} das Folgende:

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass h(u,r + 1) = j unter der Bedingung, dass
h(u,1) =ji,h(u,2) =jo,--- ,h(u,r) =j, istfirallej € {1,--- ,m} \ J gleich, und damit
gleich 1. O -



Die Average Case Laufzeit von OA-Search bei uniformem Hashing

Sei T mit n Objekten belegt. Wir betrachten den Erwartungswert E[X] der Anzahl X von
Versuchen bei erfolgloser Suche nach u.

Das entspricht der erwarteten Anzahl von Versuchen bei Einflgen des (n + 1)-ten

Objektes, also
n+1 %)

EX] =) i-PriX=10<) i-PriX=i]
i=1 i=1
=S i (PrIX =i =PriX>i+1]) =Y (i—(i—1))-PriX >i]=> Pr[X>1].
i=1 i=1 i=1
Es gilt X > i genau dann, wenn die ersten i — 1 Versuche gemaf Probiersequenz h(u)
auf belegte Felder treffen.

Geméh dem Uniform Hashing Lemma geschieht das mit Wahrscheinlichkeit 2 beim
ersten Versuch, mit Wahrscheinlichkeit % beim zweiten Versuch usw. bis zu

Wahrscheinlichkeit 2=42 beim (i-1)ten Versuch.
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Average Case Laufzeit OASearch, erfolglose Suche

Also gilt
. n n-1 n—i+2
PriX >il=— . ..... e
rx =1l m m-—1 m—i+2
Da n < m qilt fur alle x > 0, dass
n—-x n
<7
m-x m

Also gilt
PriX > < (n/m)~' =do/ 71,

wobei o« = n/m < 1 den Loadfaktor bezeichnet.

Die erwartete Laufzeit fir das Einfligen des (n + 1)-ten Elementes ergibt sich wiefolgt:

1 m

BXI <> o =
i=1
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Average Case Laufzeit erfolgreiche Suche

e T enthalte n Elemente, darunter das Zielobjekt.
e Die Wahrscheinlichkeit, dass das Zielobjekt als i-tes Objekt eingefligt wurde, sei flr
allei=1,--- ,ngleich i.
e Die Averagekosten fiir das Suchen des i-ten Elementes sind gleich derer bei Einfligen
m

des i-ten Elementes, also kleiner gleich ATy
Die Average Case Laufzeit ist also kleiner gleich

1 m m n
nlm i 2]
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Praktikabilitdt Uniformen Hashings

Uniformes Hashing bedingt |U| > m!, da fur jede Suchsequenz o € S, flr mindestens ein
u € U gelten muss, dass h(u) = o.

Das bedeutet z.B. fliir m = 1024, dass Schlissel die Bitlange von mindestens 9000
aufweisen miussen, fir m gleich eine Million betragt die Schllssellange mindestens 18
Millionen, was nicht praktikabel ist.

Praktische OA-Verfahren erflillen die Bedingung des uniformen Hashings deshalb lediglich
approximativ.
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OA-Verfahren Lineares Probieren

... basiert auf hy : U — {0, --- ,m — 1} einfache Hashfunktion.
Dannisth: U x {0,--- ,m—1} — {0,--- ,m — 1} definiert als

h(u,i) = hy(u) +i mod m

e Vorteil: - - - leicht zu implementieren.

e Nachteil: h{(u) bestimmt Probiersequenz, d.h. es gibt nur m verschiedene
Probiersequenzen, d.h. Lineares Probieren ist weit von der Bedingung des Uniform
Hashings entfernt.

e Weiterer Nachteil: Spezielle Gestalt der Probiersequenzen bewirkt Effekt des Linear
Clusterings, der die Tabelle ineffizient macht.
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Linear Clustering

e Die Tabelle T = (T[0],---, T[m — 1]) enthalte n Elemente, unter anderem ein
i-Cluster, das heif3t, es existiert j, so dass T|j], T[j + 1],--- , T[j + i — 1] alle belegt.

o Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit p*, dass das Feld T[j + /] bei Einfligen des
(n+ 1)ten Elementes x,, 1 belegt wird:

e Uniformes Hashing: Die Wahrscheinlichkeit der Belegung bei Einfligen von x,, 1 ist

fr alle freien Felder gleich, also p* = -1 = m

e Lineares Probieren: Feld T[j + i] wird dann belegt, wenn hy(x,.1.key) in {j,--- ,j +i}
liegt, d.h. p* = 1,

e Fur realistische Werte von i, n, m qilt 11—& < i+ 1, d.h. Cluster werden mit signifikant
erhéhter Wahrscheinlichkeit immer gréer.
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Quadratisches Probieren

... basiert auch auf hy : U — {0,--- ,m — 1}, einer einfachen Hashfunktion.

Dannisth: U x {0,--- ,m—1} — {0,--- ,m — 1} definiert als

h(u,i) = hy(u) +c1-i?+co-i modm

e Cy1,Cp miissen so gewahlt sein, dass ¢y - i + ¢, -i mod m als Abbildung in i bijektiv ist
(siehe nachste Seite).

e Nachteil: kein Linear Clustering, aber hq(u) bestimmt auch hier die Probiersequenz,
d.h. es gibt nur m verschiedene Probiersequenzen, d.h. auch Quadratisches
Probieren ist weit von der Bedingung des Uniform Hashings entfernt.
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Zur Bijektivitdt von ¢y - x2 + ¢, - x auf Z,,

Es gilt, dass, falls m Primzahl, die Funktion f(x) = ¢y - x? + ¢o - x = (€1 - X + Cp) - x fiir
¢1 # 0 niemals bijektiv ist (da Z,, ein Kérper ist, und sowohl x = 0 als auch x = —c, ~c1‘1
auf 0 abgebildet werden).

Es gilt jedoch
Lemma 40

Ftir m = p", wobei p Primzahl und r > 2, ist die Funktion f(x) = p - x? + x stets bijektiv
uber Z,,.

Beweis: Wir zeigen, dass fur f(x) = f(y) stets x = y folgt. f(x) = f(y) impliziert

0=p(®—y*)+x—y=(x-y)pKx+y)+1).
In Z,, ist jedoch p - z + 1 fir alle z invertierbar.

Das gilt, daged(p’,p-z+ 1) = 1.
Damit folgt aus f(x) = f(y) dassx —y = 0.0 263



Double Hashing - - -

--- basiert auf zwei einfachen Hashfunktionen hy,h, : U — {0,--- ,m —1}.
Dannisth: U x {0,--- ,m—1} — {0,--- ,m — 1} definiert als

h(u,i) = hy(u) + ha(u) -i  mod m.

e Bedingung: Es muss gewabhrleistet sein, dass gcd(m, ho(u)) = 1 fur alle u € U. Das
ist beispielsweise gegeben fiir m prim und hy(u) # 0 fir alle u € U, oder m = 29 und
ho(u) ungerade fur alle u € U.

e Vorteil: hy(u) und hy(u) bestimmen Probiersequenz, d.h. es gibt potentiell
quadratisch in m viele verschiedene Probiersequenzen.
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Binare Suchbaume

Bindre Suchbaume, das Basismodell



Definition Binarer Suchbaume

Anliegen: Wir verwalten Datenobjekte x gemaf ihrer Schllssel x.key € N in einem
bindren Baum T, gegeben durch T .root.

Wir implementieren die Datenobjekte x als Knotenelemente mit den zusatzlichen Zeigern

e x.left Zeiger auf den linken Nachfolger (oder NIL, falls nicht existent)
e x.right Zeiger auf den rechten Nachfolger (oder NIL)
e x.p Zeiger auf den Elternknoten (oder NIL falls x = T.root Wurzel)

Definition 41
T ist bindrer Suchbaum, falls fiir alle Knoten x € T gilt:

Ist y im linken Teilbaum an x (d.h. der Teilbaum mit Wurzel x.left), dann gilt
y.key < x.key.

Ist y im rechten Teilbaum an x, dann gilt y.key > x.key.
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Beispiel Bindrer Suchbaum
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Strukturelle Eigenschaften und Verwandtschaftsbeziehungen von Knoten x

inT

e Vater: x.p (falls x.p # NIL),

e Linker Sohn: x./eft, Rechter Sohn: x.right

e T hat Linkskanten (x, x.left) und Rechtskanten (x, x.right).

e Test ob x linker (bzw. rechter) Sohn: x = x.p.left bzw. x = x.p.right.

e Geschwisterknoten: x.p.right bzw. x.p.left, je nachdem ob x linker oder rechter
Sohn.

e Neffen: x.p.right.left und x.p.right.right bzw. x.p.left.left und x.p.left.right, je
nachdem ob x linker oder rechter Sohn.

e Cousins: x.p.p.left.left und x.p.p.left.right, bzw. x.p.p.right left und x.p.p.right.right,
je nachdem ob x linker oder rechter Sohn.
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Binarer Suchbdaume, Operationen

Wir verwalten T dynamisch beziglich der Operationen

e InorderTreewalk(T), gibt die sortierte Folge aller SchlUssel in T aus.

e Minimum(T) und Maximum(T) (Ausgabe ist Zeiger auf den Knoten mit minimalem
bzw. maximalem Schllssel in T).

e Search(T,k), suche x mit x.key =kinT.

e Predecessor(T,x) und Successor(T, x) (gebe linken bzw. rechten Nachbarn von x
bezuglich der sortierten Folge aller T-Schlissel aus.)

e Insert(T,x), fugt x als neuen Knoten in T ein.
e Delete(T,x), entferne x aus T.
Voraussetzung: Alle Schllssel in T sind verschieden.
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InorderTreewalk (x)

1 I x #NIL

2 then InorderTreewalk(x.left)

3 print(x.key)

4 InorderTreewalk (x.right)
Laufzeitabschétzung:
e £(0)
e t(1)
e t(n)
...ergibt t(n) = 3n+ 1.

1
4
14+tk)+1+t(n—k—-1)=tk)+t(n—k—-1)+2flreink,0 <k <n-1,
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Beispiel Inorder Treewalk 1
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Beispiel Inorder Treewalk 2

17
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Beispiel Inorder Treewalk 3

17, 28,
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Beispiel Inorder Treewalk 4

17,28, 39
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Beispiel Inorder Treewalk 5

17,28, 39, 52
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Beispiel Inorder Treewalk 6

17,28, 39, 52, 64
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Beispiel Inorder Treewalk 7

17,28, 39, 52, 64, 73
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Beispiel Inorder Treewalk 8

17,28, 39, 52, 64, 73, 88
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Der minimale bzw. maximale Schlussel in T steht im linkesten Knoten Minimum(T) bzw.
im rechtesten Knoten Maximum(T).
Minimum(T)

1 x < T.root

2 If x #NIL

3 then while (x.left # NIL)

4 do x < x.left

5 return x

Minimum(T) berechnet Minimum in Laufzeit O(height(T)), Maximum(T) berechnet das
Maximum entsprechend.
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Beispiel Minimum und Maximum

279



Search(T .root, k)

Grundlegende Beobachtung:

e Zu jedem Schlissel k existiert ein eindeutig bestimmter Suchpfad zu kin T.
e Dieser startet in der Wurzel T .root.

e Erreicht der Suchpfad einen Knoten x mit x.key # k, so folgt er der linken Kante falls
k < x.key und der rechten falls k > x.key.

e Der Suchpfad endet entweder in einem Knoten x* mit x*.key = k, oder an einer
(gedacht) auf NIL zeigenden Kante.

Search(T .root, k)

1 x < T.root

2 If (x.key = k) or (x = NIL)

then output(x)

4 elseif (x.key > k)

5 then Search(x.left, k) else Search(x.right, k)

w
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Sequentielles Search

Search(T .root, k)

1 x < T.root

2 while (x.key # k) and (x == NIL)

3 doif (x.key > k) then x < x.left
4 else x + x.right
5 output(x)
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Beispiel Search(T,64), erfolgreich, 0
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Beispiel Search(T,64), erfolgreich, 1
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Beispiel Search(T,64), erfolgreich, 2
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Beispiel Search(T,64), erfolgreich, 3
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Beispiel Search(T,71), erfolglos, 0
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Beispiel Search(T,71), erfolglos, 1
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Beispiel Search(T,71), erfolglos, 2
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Beispiel Search(T,71), erfolglos, 3

289



Beispiel Search(T,71), erfolglos, 4
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Successor(T, x) und Predecessor(T, x)

Beobachtungen
e Ist der rechte Teilbaum von x in T nicht leer, so ist der Nachfolger von x das Minimum
im rechten Teilbaum von x.
e Entsprechend ist der Vorgénger von x das Maximum im linken Teilbaum von x.
e |st der rechte Teilbaum von x leer und ist x die Wurzel, so hat x keinen Nachfolger.
e |st der linke Teilbaum von x leer und ist x die Wurzel, so hat x keinen Vorganger.

e Gilt x.right = NIL und x # T.root so folge dem Weg von x zur Wurzel. Der erste
Knoten y, der Uber eine Linkskante erreicht wird, ist der Nachfolger. Besteht dieser
Weg nur aus Rechtskanten, so ist x das Maximum in T und hat keinen Successor.

e Begriindung: Der Knoten y ist deshalb der Nachfolger von x, da x der rechteste
Knoten im linken Teilbaum an y und damit der Vorganger von y ist.

e Entsprechendes gilt fir den Vorgéanger von x.
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Beispiel Successor(T .root,52) = Minimum(T .root.right)

292



Beispiel Successor(T .root,48)
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Beispiel Predecessor(T .root,52) = Maximum(T .root left)
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Beispiel Predecessor(T .root, 55)

295



Successor(T, x)

1 If x.right # NIL

2 then return Minimum(x.right)

3 elsey«+xp

4 while (y # NIL) A (x = y.right)
5 dox«y,y«<yp

6 returny
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Predecessor(T, x)

1 If x.left = NIL

2 then return Maximum(x.right)

3 elsey+xp

4 while (y # NIL) A (x = y.left)
5 dox«y,y«<yp

6 returny
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Die Operation Insert

Idee: Folge dem Suchpfad entsprechend z.key und hénge z an die entsprechende
NIL-Kante. Laufzeit O(height(T)).

Insert(T,z)

1y« NIL, x «+ T.root
2 while (x # NIL)

3 doy « x

4 If z.key < x.key

5 then x « x.left else x «+ x.right
6zp=y

7 If y = NIL then T .root = z
8 elseif z.key < y.key
9 then y left < z else y.right < z
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Beispiel Insert(T,71),0
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Beispiel Insert(T,71), 1
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Beispiel Insert(T,71), 2
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Beispiel Insert(T,71), 3
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Beispiel Insert(T,71), 4
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Beispiel Insert(T,71),5
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Delete(T, z), informal

Idee

0 Hat Knoten z keinen Sohn, so wird z durch NIL ersetzt.

1 Hat z nur einen Sohn x, so wird der Teilbaum mit Wurzel z durch den Teilbaum mit
Wurzel x ersetzt.

2 Hat z zwei Sbéhne, so streiche y = Successor(T,z) gemaf Schritt 0 oder 1 (y hat
keinen linken Sohn), und Uberschreibe die Komponenten von z durch die von y.

3 Laufzeit O(height(T)), wegen der méglichen Berechnung des Nachfolgers.
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Delete(T,z), z =55
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Delete(T,z), z =55
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Delete(T,z), z = 30
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Delete(T,z), z = 30
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Delete(T,z), z = 39, x = z.right = 48
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Delete(T,z), z = 39, x = z.right = 48
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Delete(T,z), z = 52, y = Predecessor(T,z) = 64
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Delete(T,z), z = 52, y = Predecessor(T,z) = 64
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Algorithmus Delete

Delete(T, z)

1 If (z.left = NIL) Vv (z.right = NIL)
2 theny «+ zelse y < Successor(T,z)
4 If (y.left # NIL)
5 then x < y.left else x < y.right
7 If (x # NIL)
8 thenxp<+yp
9 If (y.p=NIL)
10  then T.root < x
11 elseif y = y.p.left
12 then y.p.left + x else y.p.right + x
13 If (y # z) then z.key < y.key
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Zusammenfassung Bindre Suchbdume

e Alle Operationen auf bindren Suchbaumen T laufen in Zeit O(height(T)).

e Gute Nachricht: Zuféllige Suchbdume mit n inneren Knoten haben eine erwartete
Tiefe von O(log(n)).
Genauer: Wenn man die Schlussel =(1),--- , x(n) fur zufallig gewéhlte = € S, in
dieser Reihenfolge einfligt, so ist die erwartete Tiefe O(log(n)) (ohne Beweis).

e Schlechte Nachricht: Die Worst Case Tiefe von Suchbaumen mit n inneren Knoten
ist n — 1. Ein béswilliger Gegenspieler kann den Suchbaum unbalanciert und damit
langsam machen.

e Ausweg: Der Suchbaum wird nach jedem Einfligen und Streichen eines Knotens
wieder ausbalanciert, so dass der Suchbaum stets hinreichend balanciert bleibt. Daftir
gibt es verschiedene Strategien (B-Baume, Rot-Schwarz-Baume, 2-3-Baume, ...).

e Wir betrachten im Folgenden Rot-Schwarz-Baume (Red-Black-Trees).
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Binare Suchbiaume

Rot Schwarz Baume



Rot Schwarz Baume (Red Black Trees, RB-Baume)

Definition 42

1. RB-Baume sind bindre Suchbdume, deren innere Knoten x ein zusatzliches Attribut
x.color € {red, black} haben.

. Alle Blatter tragen die Bezeichnung NIL, d.h. alle inneren Knoten haben Ausgrad 2.
. Die Wurzel sowie alle Blatter sind schwarz.

. Die S6hne roter Knoten sind schwarz.

a B~ W N

. Jeder Weg von der Wurzel T.root zu einem Blatt hat die gleiche Anzahl schwarzer
Knoten.

6. bheight(x) bezeichnet die Anzahl schwarzer innerer Knoten auf einem Weg vom
Knoten x zu einem Blatt (diese Anzahl ist wegen Regel 5 fir alle diese Wege gleich),
bheight(T) = bheight(T .root).
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Beispiel RB-Baum

NIL | [NIL| [ NIL| | NIL
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Beispiel RB-Baum mit bheight

NIL | [NIL| [ NIL| | NIL
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Balanciertheit von RB-Baumen

Theorem 43

Jeder RB-Baum T mit n inneren Knoten hat héchstens die Tiefe 2 - log,(n + 1).

Der Beweis von Theorem 43 nutzt
Lemma 44

Flir jeden RB-Baum T und jeden Knoten x in T gilt: Der Teilbaum T, mit Wurzel x von T
hat mindestens 2°h€9h(x)=1 _ { innere Knoten.

Der Beweis von Lemma 44 erfolgt per Induktion Uber die H6he h von x.

Fur h = 0 besteht T, nur aus einem schwarzen NIL-Blatt, das hei3t bheight(x) = 1 und T,
hat 0 = 2'=" — 1 innere Knoten.
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Beweis von Theorem 43

Fir h > 0 gilt, dass der linke Nachfolger y und der rechte Nachfolger z von x hdchstens
die Héhe h — 1 und mindestens die Schwarzhéhe bheight(x) — 1 haben.

Konkret ist bheight(y) = bheight(x) falls x rot und bheight(y) = bheight(x) — 1 falls x
schwarz, dasselbe gilt fur z.

Nach Induktionsvoraussetzung ist die Anzahl innerer Knoten in T, mindestens

2. <2bheight(T)72 _ 1) | { — pbheight(T)—1 _ {

Beweis von Theorem 43: Wegen Regel 4 in Definition 42 gilt
depth(T) < 2 - bheight(T) — 2, also bheight(T) > 9PHT)IT2

depth (T) +2

Das ergibtn > 2 L’”’g)*z 1= L”Z’(T)

—1, also logy(n+1) >
Damit gilt depth(T) < 2 -logy(n+1). O
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Operationen auf RB-Badumen

e Die Operationen Search, Minimum, Maximum, Successor und Predecessor gehen
wie bei einfachen Bindren Suchbaumen.

e RBinsert(T,x) fugt x geman Insert(T,x) in T ein und farbt x rot.
Dadurch kann ein Rotfehler entstehen, d.h. x.color = x.p.color = RED.

e RBDelete(T,z) streicht z aus T gemaf Delete(T, z). Dadurch kann ein
Schwarzfehler entstehen, d.h. es entsteht eine Knoten x, der eine um Eins kleinere
Schwarzhéhe hat als sein Geschwisterknoten.

e RBInsert(T,x) und RBDelete(T, z) beseitigen die Fehler in der nachfolgenden FixUp
Phase in Zeit O(log(|T|)) unter Nutzung von Rotationen.

e Die Laufzeit aller Operationen ist O(log(|T|)).
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Beispiel Rotfehler Insert(T,77), 1

NIL

NIL

NIL

NIL
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Beispiel Rotfehler Insert(T,77), 2

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL
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Beispiel Schwarzfehler Delete(T, 39), 1

NIL | [ NIL
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Beispiel Schwarzfehler Delete(T, 39), 2

NIL | [ NIL
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RightRotate(T,y) ist anwendbar falls y.left = x # NIL

e Es seien a bzw. g linker bzw. rechter Teilbaum an x und v rechter Teilbaum an y.

e Nach RightRotate(T,y) qgilt x.right = y und  wird linker Teilbaum von y.

LeftRotate(T, x) ist die Umkehroperation zu RightRotate(T,y) und ist anwendbar falls
x.right =y # NIL.

e Es sei a linker Teilbaum an x, 5 und ~ seien linker bzw. rechter Teilbaum an y.

e Nach LeftRotate(T, x) gilt y.left = x und g wird rechter Teilbaum von x.

Wichtig: Rotationen erhalten die Suchbaumeigenschaft!
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Rotationen

~ RightRotate A/
(T, y) .

= LeftRotate \
(T,

327



LeftRotate(T, x)

1 y « x.right
2 x.right < y.left
3 If y.left # NIL then y .left.p + x
4 yp<+Xxp
5 If x.op = NIL then T .root <y
6 elseif x = x.p.left
7 then x.p.left + y
8 else x.p.right + y
9 y.left < x
10 xp+y

Laufzeit O(1).
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RBinsert(T, x), informale Beschreibung Teil 1

e RBinsert(T,x) fuhrt zun&chst das normale Insert(T, x) aus. Ist T = () so wird x (als
Wurzel) schwarz gefarbt. Ansonsten wird x rot geféarbt.

e Gilt dass x.p.color = BLACK (d.h., x wird an einen schwarzen Knoten gehangen), so
ist nichts weiter zu tun.

e Anderenfalls entsteht ein Rotfehler an x, d.h., es gilt x.p.color = x.color = RED.

¢ In der folgenden RBFixup-Phase wird dieser Rotfehler schrittweise beseitigt. Zu
Beginn jeden Schritts hat der Baum flr genau einen Knoten x einen Rotfehler an x.

e Je nach Farbung der Umgebung von x wird dieser Rotfehler in Richtung Wurzel
verschoben (Fall 1) oder durch Rotationen und Umfarbung beseitigt (Fall 2 und 3).
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RBinsert(T, x), informale Beschreibung Teil 2

e Fall 1 tritt ein, wenn der Geschwisterknoten w von x.p rot ist.

e Dann werden x.p und y schwarz, und x.p.p rot gefarbt. Dadurch bleibt die
Balanciertheit des Baumes erhalten (siehe Bild).

e Sollte x.p.p die Wurzel sein, so kann x.p.p wieder schwarz gefarbt werden, und man
erhalt einen korrekten RB-Baum.

e Anderenfalls kann ein Rotfehler an x.p.p entstehen (wenn x.p.p.p rot ist). Dann wird x
auf x.p.p gesetzt.

e |st der Geschwisterknoten w von x.p schwarz, so kann durch zwei Rotationen (Fall 2)
und Umfarben bzw. durch eine Rotation (Fall 3) und Umférben der Rotfehler beseitigt
werden (siehe Bilder).
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RB-Insert

RB-Insert

r = bheight(r)
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RB-Insert

RB-Insert
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RB-Insert

RB-Insert

r+1 /Fall 3
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RBinsert(T, x)

1 Insert(T,x)

2 x.color < RED

3 while (x # T.root) A (x.p.color = RED)
4 do if x.p = x.p.p.left

5 then y < x.p.p.right

6 if y.color = RED (*Fall 1%)

7 then x.p.color + BLACK

8 y.color + BLACK

9 x.p.p.color < RED

10 X X.p.p
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RBinsert(T, x), Fortsetzung

11 else (*also y.color = BLACK™)

12 if x = x.p.right (*Fall 2%)

13 then x «+ x.p

14 LeftRotate(T, x)

15 x.p.color + BLACK (*Fall 3%)

16 x.p.p.color < RED

17 RightRotate(T, x.p.p)

18 else (* also x.p = x.p.p.right”)

19 mache das Gleiche wie im then Teil,
20 nur left und right vertauscht.

21 T.root.color + BLACK
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RBDelete(T, z), informale Beschreibung

e RBDelete(T, z) fuhrt zunéchst Delete(T,z) aus. Dabei wird physisch ein innerer
Knoten y aus T entfernt, der mindestens einen NIL-Nachfolger hat.

e Ist y rot, so sind beide Séhne NIL-Blatter und y wird durch ein schwarzes NIL-Blatt
ersetzt, ohne die Balanciertheit zu stdren.

e Hat y einen roten Sohn x, so wird y durch x ersetzt und x schwarz geférbt, ohne die
Balanciertheit zu stéren.

e Im verbleibenden Fall ist y schwarz und hat zwei NIL-Sé6hne. Dann wird y wird durch
ein schwarzes NIL-Blatt x ersetzt.

e Allerdings ergibt sich an x ein Schwarzfehler, der durch die Platzierung eines
ExtraBlack an x kunstlich ausgeglichen wird.
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Nochmal Beispiel Schwarzfehler Delete(T, 39), 1

NIL | [ NIL
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Nochmal Beispiel Schwarzfehler Delete(T, 39), 2

NIL | [ NIL
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Nochmal Beispiel Schwarzfehler Delete(T,39), 3

NIL | [ NIL
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RBDelete(T, z) informale Beschreibung, Fortsetzung

e RBFixUp beseitigt das ExtraBlack schrittweise. Zu Beginn jedes Schrittes liegt auf
genau einem Knoten x das ExtraBlack.

e Landet das ExtraBlack auf einem roten Knoten, so wird dieser schwarz geférbt, fertig.
Landet es auf der Wurzel, so kann es weggenommen werden.

e Ansonsten wird das ExtraBlack in einem Schritt entweder Richtung Wurzel
verschoben (Fall 1 und 2) oder durch Rotationen und Umfarbungen beseitigt (Fall 3
und 4).

e Jeder Schritt von sowohl RBDelete als auch RBInsert benétigt Zeit O(1). Da
hochstens O(depth(T)) Schritte nétig sind, betragt die Gesamtlaufzeit O(log |T).
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RB-Delete

RBDelete(T, x)

Fall 1
_—
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RB-Delete

RB-Delete
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RB-Delete

RB-Delete

Fall 3
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RB-Delete

RB-Delete

Fall 4
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RBDelete(T,z)

1 If (z.left = NIL) Vv (z.right = NIL)
2 theny « zelse y < Successor(T,z)
4 If (y.left # NIL)
5 then x < y.left else x + y.right
6 If (x #NIL)thenx.p+ y.p
7 If (y.p=NIL)
8 then T.root + x
9 elseif y =y.p.left
10 then y.p.left < x else y.p.right < x
11 If (y # z) then z.key + y .key
12 If (y.color = BLACK) then RBFixup(T,x)
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RBFixup(T,x)

1 while (x # T.root) A (x.color = BLACK)
2 doif (x = x.p.left)

3 then w < p.x.right

4 if w.color = RED (*1%)

5 then w.color < BLACK

6 x.p.color < RED

7 LeftRotate(T, x.p)

8

w < Xx.p.right
9 if w.left.color = w.right.color = BLACK (*2%)
10 then w.color < RED
11 X + p.X

12 else
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RBFixup(T,x) Fortsetzung

13 else if w.right.color = BLACK (*3%)

14 then w .left.color + BLACK

15 w.color < RED

16 RightRotate(T,w)

17 w « x.p.right

18 w.color < x.p.color (*4%)

19 x.p.color + BLACK

20 w.right.color + BLACK

21 LeftRotate(T, x.p)

22 x « T.root

23 else (“also x = x.p.right*) mache das Gleiche wie
24 im then Teil, nur left und right vertauscht.

25 x.color +— BLACK
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Die elementaren Graphalgorithmen Breiten- und
Tiefensuche



Datenstrukturen flr Graphen

Sei G = (V, E) ein Graph Uber der endlichen Knotenmenge V = {vy,--- ,v,} und der
Kantenmenge E = {eq,--- ,en} CV x V.

Wichtige Datenstrukturen fir Graphen sind
e Die Kantenliste, d.h. die Liste aller Kanten von G,

e Die Adjazenzmatrix A(G), eine n x n Matrix Uber {0, 1}, definiert durch

AG)ij =1 (vi,vj) € E.

e Die Adjazenzliste, d.h. ein Feld G.Adj = (G.Adj[v])vcv, wobei G.Adj|v] auf eine Liste
zeigt, die alle zu v adjazenten Knoten w, d.h. alle Knoten w mit (v, w) € E, enthalt.

Wichtige Hilfsdatenstrukturen fir Graphalgorithmen sind Queues und Stacks.
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Beispielgraph (ungerichtet)
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Zugehorige Adjazenzliste

350



Queues (Warteschlangen)

... sind First-In-First-Out (FIFO) Speicher, die durch Felder oder durch doppelt
verkettete Listen realisiert werden kdnnen.

Wir beschreiben hier eine Realisierung als doppelt verkettete Liste Q mit Zeigern Q.tail
(Ende der Schlange) und Q.head (Kopf der Schlange) und den Operationen
Enqueue(Q, x) (x stellt sich hinten an) und Dequeue(Q) (der vorderste Kunde wird
bearbeitet und verlasst die Warteschlange).

Enqueue(Q, x)

1 If Q.tail = NIL
2 then Q.head + Q.tail + x
3 x.prev <+ x.succ < NIL

4 else x.prev + Q.tail

5 x.succ «+ NIL

6 Q.tail .succ + x

7 Q.tail <+ x 351



Beispiel Queue Q vor Enqueue(Q, x)

Q.tail

Q.head
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Beispiel Queue Q nach Enqueue(Q, x)

Q.tail

Q.head
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Dequeue(Q)

Dequeue(Q)
1 u+ Q.head
2 Ifu+# NIL
3 then Q.head + Q.head.succ
4 If Q.head = NIL
5 then Q.tail + NIL
6 else Q.head .prev « NIL

7 return u
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Beispiel Queue Q vor Dequeue(Q)

Q.tail

Q.head
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Beispiel Queue Q nach Dequeue(Q)

Q.tail

Q.head
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Stacks (Kellerspeicher)

... sind Last-In-First-Out (LIFO) Speicher, die durch Felder oder doppelt verkettete
Listen realisiert werden kénnen.

Wir beschreiben die Realisierung als (vertikale) doppelt verkettete Liste S mit Zeigern
S.head, der Insert Operation Push(S, x) und der Delete-Operation Pop(S).

Push(S, x)

1 If S.head = NIL

2 then S.head <+ x

Xx.above + x.under < NIL
4 else x.under + S.head

5 x.above + NIL
6
7

w

S.head .above + x
S.head + x
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Stack S vor Push(S, x)

S.head

c kB S B & ko ~
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Stack S nach Push(S, x)

S.head

S S ] O ~ X
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Stack Delete Operation Pop(S)

Pop(S)

1 v <« S.head

2 Ifv £ NIL

3 then S.head <+ S.head.under

4 If S.head +# NIL

5 then S.head.above <+ NIL
6 returnv
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Stack S vor Pop(S)

S.head

c kB S B & ko ~
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Stack S nach Pop(S)

S.head

c k- S B <
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Breitensuche BFS(G, s) in Graphen G = (G.V,G.E)

Definition 45

Fur alle Knoten s, v eines Graphen G = (V, E) bezeichnet ég(s, v) die Lédnge eines
kirzesten Weges von s nach v in G.

e BFS(G,s) durchsucht G von einem fixiertem Startpunkt s € V aus und besucht alle
Knoten aus der Menge V(s) der von s aus erreichbaren Knoten.

BFS(G, s) verwaltet dabei fur alle v € V(s) dynamisch einen Wert v.d € N U {co}.
Nach Abschluss von BFS(G, s) gilt v.d = dg(s, V).

e Zudem verwaltet BFS(G, s) fur jeden Knoten v € V(s) dynamisch einen Wert

v.r € VU{NIL}, und damit einen Baum mit Wurzel s

T ={(v.m,v);v € V(s)\ {s},v.m £ NIL} C G.E.

Nach Abschluss von BFS(G, s) ist T ist ein Kirzester-Wege-Baum mit Wurzel s,

d.h. or(s,v) = v.d = dg(s,v) flr alle v € V(s).
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BFS(G, s) benutzt G als Adjazenzliste G.Adj und eine Queue Q und verwaltet fur alle
v € V dynamisch eine weitere Komponente v.color € {WHITE, GRAY ,BLACK}.
BFS(G,s)

1 Foreachu e V )\ {s}
2 dou.color +— WHITE, u.d + oo, u.m < NIL
3 s.color < GRAY, s.d < 0, s.m < NIL

4 Q<0
5 Enqueue(Q,s)
6 while Q # ()
7 do u «+ Dequeue(Q)
8 For each v € G.Adj[u]
9 do if v.color = WHITE
10 then v.color + GRAY,v.d + u.d +1, v.r < u, Enqueue(Q,v)

11 u.color +— BLACK
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Beispiel G fiir BFS(G, s)
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BFS(G, s) nach Initialisierung

Queue Q = (s)
grey=green, black=blue
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Queue Q = (r,s)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green
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Queue Q = (w,r,s)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green
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Queue Q = (w,r)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green
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Queue Q = (v,w,r)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green
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Queue Q = (v,w)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = (t,v,w)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = (x,t,v,w)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = (x,t,v)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = (x, 1)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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BFS(G,s), 10

Queue Q = (u, x, 1)
grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = (u,x)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = (y, u,x)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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BFS(G,s), 13

Queue Q = (y,u)

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q = ()

grey nodes=green, black nodes =blue, T-edges=green or blue
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Queue Q =0

black nodes =blue, T-edges=blue
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BFS: Laufzeit und Korrektheit

Die Laufzeit von BFS(G, s) ist O(|V| + |E|), die Initialisierung kostet O(|V|), die
Bearbeitungszeit pro Kante ist O(1).

Korrektheit: Fur alle Knoten v, die von BFS(G, s) besucht werden, gebe nr(v) an, als
wievielter Knoten v entdeckt, d.h. in die Queue eingefiigt wird.

Lemma 46

Fur alle von BFS(G, s) besuchten Knoten v, w gilt nr(v) < nr(w) = v.d < w.d.

Beweis: Annahme, das Lemma ist falsch. Wir wahlen den Knoten v mit minimaler
Nummer, fir den es einen Knoten w’ gibt so dass

nr(v) < nr(w')und v.d > (w').d (1)
Unter allen Knoten w’, die (1) erfillen, sei w der Knoten mit der kleinsten Nummer.

Wegen s.d =0und nr(s) =1qilt0 <w.d <v.d (alsov # s)und 1 < nr(v) < nr(w) (also
w #s). 382



Der Beweis von Lemma 46

Also existieren v.r und w.w und es gilt v.r # w.r da v.d # w.d.
Es qilt aber auch nr(v.7) < nr(w.r), da v vor w entdeckt wird.

Auf Grund der Minimalitat von v folgt daraus v.7.d < w.r.d, also
vd=v.rd+1<wmnxd+1=w.d, Widerspruch. O
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BFS Korrektheit

Theorem 47
Fur alle v € G.V gilt nach Abschluss von BFS(G, s), dass v.d = dg(s, V).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass dg(s,v) < v.d furallev € V.
Fur alle v mit v.d = oo ist das trivialerweise wahr.

Fur alle v mit v.d < oo bilden die Kanten (v.x,v), (v.r.m, v.7),- - - einen Weg der Lange
v.d von s zu v, woraus direkt dg(s,v) < v.d folgt.

Wir missen zeigen, dass die Menge W aller Knoten w, flr die dg(s, w) < w.d gilt, leer ist.
Wir nehmen W # () an und fixieren ein v € W mit minimalem dg(s, w) < oo.

Sei u der Vorganger von v auf einem kiirzesten Weg von s nach v.

Dann gilt 6g(s,u) = u.d = ég(s,v) — 1, wegen der Minimalitat von v.

Das heif3t aber, dass v spatestens bei der Bearbeitung von u entdeckt wird, also v.d < co. 384



Der Beweis von Theorem 47

Fall 1: u = v.7, d.h. v wird von u aus entdeckt.

Danngiltv.d =u.d + 1 =dg(s,u) +1 = dg(s,v).

Das steht im Widerspruch zu v € W.

Fall 2: u # v.m, d.h. v wird vor der Bearbeitung von u entdeckt.
Dann gilt nr(v.7) < nr(u), d.h. v.r.d < u.d (Lemma 46).

Folglich gilt auch hierv.d = v.r.d +1 <u.d + 1 =dg(s,v). O
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Die elementaren Graphalgorithmen Breiten- und
Tiefensuche
Tiefensuche (Depth First Search)



Tiefensuche (Depth First Search) DFS(G) in Graphen G

e DFS(G) durchsucht Eingabegraphen G, die als Adjazanzliste G.Adj gegeben sind,
nach dem Prinzip des zuerst in die Tiefe gehen (Depth First Search)

e DFS(G) benutzt dabei als steuernde Datenstruktur einen Stack.

e DFS(G) berechnet einen DFS Forest T{ U ---U Tg mit Wurzeln uy, -+ ,us, § > 1,
gegeben durch die Kanten (v.mr,v),v € V\ {uy, -+ ,us}.

e DFS(G) berechnet fir alle Knoten v € G.V sogenannte time stamps v.d
(discovering time) und v.f (finishing time) und nutzt dazu den Zahler time.

e DFS(G) verwaltet dynamisch fir jeden Knoten v € G.V das Attribut
v.color € {WHITE,BLACK,GRAY }.

e DFS(G) klassifiziert die Kanten in G als Tree-, Forward-, Back- und
Cross-Kanten.
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1 Foreachuc G.V

2

do u.color + WHITE, u.w + NIL

3 time+ 0;S « ()
4 Foreachu e G.V

5
6

do if u.color = WHITE
then DFSVisit(G, u)
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DFSVisit(G, u)

time « time + 1

u.d < time

u.color < GRAY'; push(S,u)

For each v € G.Adj[u]

do if v.color = WHITE
thenv.r < u

DFSVisit(G,v)

time < time + 1

u.f < time

u.color <— BLACK; pop(S)

O © 00 N O o b DN =

—_

Anmerkung: Im Stack S wird zur Veranschaulichung die Hierarchie der aktiven rekursiven
DFSVisit-Aufrufe protokolliert.
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DFS(G) < DFSuvisit(G, u) < Push(u), time = 1
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DFS(G) < DFSuvisit(G, u) < Push(v), time = 2
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DFS(G) < DFSvisit(G,u) « Push(y),time = 3
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DFS(G) < DFSvisit(G, u) < Push(x), time = 4

C < X X
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DFS(G) < DFSvisit(G, u) < Pop,time = 5
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DFS(G) < DFSvisit(G, u) < Pop, time = 6
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DFS(G) < DFSvisit(G,u) + Pop,time =7
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DFS(G) < DFSvisit(G, u) < Pop,time = 8
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DFS(G) < DFSvisit(G,w) < Push(w),time = 9
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DFS(G) < DFSvisit(G,w) < Push(z), time = 10
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DFS(G) <+ DFSvisit(G,w) < Pop, time = 11
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DFS(G) < DFSvisit(G,w) < Pop, time = 12
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Eigenschaften von DFS(G)

Fur alle v € G.V definiert das Bearbeitungsintervall /(v) = [v.d, v.f] von v drei Phasen
von DFS(G).
e Isttime < v.d,soistv ¢ S und v.color = WHITE,
e Isttime € I(v), soistv € S und v.color = GRAY,
e Ist time > v.f, dannist v ¢ S und v.color = BLACK,
Es seienv £ w € G.V mit v.d < w.d beliebig fixiert:
e Fall 1: Zu time = w.d ist v.color = GRAY, d.h. v ist unter w im Stack. Dann ist
vd<wd<wf<v.f.
e Fall 2: Zu time = w.d ist v.color = BLACK, d.h. v schon nicht mehr im Stack. Dann
istv.d <v.f<w.d<w./f.
Also gilt
Theorem 48
Fir alle v+ w € G.V gilt entweder I(v) N I(w) = () oder I(v) C I(w) oder I(w) C I(v). O 402



Klassifikation von Kanten in G durch DFS(G)

DFS(G) ermdglicht eine Partition der Kantenmenge G.E in Tree-, Back-, Forward- und
Crosskanten, GE=TUBUF UC.

e (v,w)e T, fallsv =w.m,

o (v,w) e B, fallsI(v) C I(w),

o (v,w)e F,fallsv #w.rundv.d < w.d, also I(w) C I(v),

e (v,w)e C,fallsv.d >w.f>w.d,alsol(v)NI(w)=0.
Theorem 49
Es gilt genau dann I(w) C I(v), wenn ein Pfad von T-Kanten von v zu w existiert
(Klammertheorem).

Beweis: Flr Knoten u,t € G.V gilt u = t.7 genau dann, wenn es ein Zeitintervall gibt, in
dem u direkt unter t in S liegt. O
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DFS(G) mit Kantenklassifizierung

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0

Foreachu e G.V

do u.color < WHITE, u.w < NIL
time < 0; S « ()
T+ 0
B«
F«0
C+ 10
Foreachu e G.V

do if u.color = WHITE

then DFSVisit(G, u)
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DFSVisit(G, u) mit Kantenklassifizierung

time « time + 1; u.d «+ time

u.color < GRAY; push(S, u)

For each v € G.Adj[u]

do if v.color = WHITE
thenv.r < u; T <+ TU{(u,v)}
DFSVisit(G,v)
else EdgeClassify(u,v)
9 time <« time + 1
10 u.f < time
11 u.color < BLACK; pop(S)

0N O~ W=

EdgeClassify (u, V)

1 If v.color = GRAY then B <~ BU {(u,v)}
2 elseif u.d <v.dthen F + FuU{(u,v)}

3 else C + CU{(u,v)}
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DFS Beispiel

T,B,F,C

406



T,B,F,C
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(u,v) € T, time =2

T,B,F,C

408



(v,y) e T time =3

T,B,F,C
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(y,x) € T, time =4

T,B,F,C
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(x,v) € B,time =5

T,B,F,C
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T,B,F,C

412



T,B,F,C

413



(u,x) € F,time =8

T,B,F,C

414



(w,y) € C,time =9

T,B,F,C

415



(w,z) € T, time =10

T,B,F,C

416



T,B,F,C

417



T,B,F,C

418



Erkennung der Kreisfreiheit mittels DFS(G)

Theorem 50
G ist genau dann azyklisch, wenn DFS(G) keine B-Kanten erzeugt.

Beweis: (—>) Jede B Kante (v, u) erzeugt einen Kreis, da aus /(v) C I(u) folgt, dass ein
Weg (aus T-Kanten) von u nach v existiert.
(«<=) G enthalte keine B-Kanten.

Fur alle T-, F-, und C-Kanten (v, w) gilt v.f > w.f.

Das heif3t, ordnet man V absteigend bezlglich v.f, so erhélt man eine topologische
Knotensortierung von G, welche es nur flr azyklische Graphen geben kann.

TopologicalSort(G) (*G azyklisch*)

1 DFS(G)
2 Sort G.V in decreasing order with respect to v.f.
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Zyklisches G mit B-Kante

T,B,F,C

420



Azyklisches G

T,B,F,C

421



Topologische Knotensortierung

T,B,F,C
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Berechnung der starken Zusammenhangskomponenten

Definition 51
e Knoten v,w € G.V heiBBen stark zusammenhéangend, falls sowohl v von w aus, als
auch w von v aus erreichbar ist, d.h. v, w liegen auf einem gerichteten Kreis in G.
e Starker Zusammenhang ist eine Aquivalenzrelation auf V, die Restklassen heiBen
starke Zusammenhangskomponenten von G.

e SCCg(v) bezeichne die starke Zusammenhangskomponente von G, die v enthalt.

SimpleSCC(G,v)
1 Berechne mittels DFSVisit(G, v) die Menge S;(v) der Knoten, die von v aus

erreichbar sind.
2 Berechne mittels DFSVisit(G~', v) die Menge S,(v) der Knoten, von denen aus v

erreichbar ist.
3 Markiere alle Knoten in S¢(v) N Sx(v) und gebe S;(v) N Sy(v) aus.
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Ein besserer SCC-Algorithmus

¢ Erinnerung: G~ entsteht aus G durch Umkehrung der Kantenrichtungen.

e SimpleSCC benétigt Zeit O(|V|(|V| +|E])), um alle SCCs von G zu berechnen (wende
SimpleSCC(v) solange auf unmarkierte Knoten an bis alle Knoten markiert sind).

Beobachtung: Es gibt einen effizienteren SCC-Algorithmus:

SCC(G)

1 DFS(G)
2 DFS(G~'"), where G.V is in decreasing order w.r.t. v.f
3 Output the trees of the resulting DFS-forest

Laufzeit O(|V| + |E|)

Korrektheit?
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Beispiel fiir SCC(G)
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a,b,e,c,d,h,g,f
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G~' mit neuer Knotenordnung

a,b,e,c,d,h,g.f

442



DFSvisit(G~', a) mit neuer Knotenordnung, 1

a,b,e,c,d,h,g,f
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DFSvisit(G~', a) mit neuer Knotenordnung, 2

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', a) mit neuer Knotenordnung, 3

a,b,e,c,d,h,g.f

445



DFSvisit(G~', a) mit neuer Knotenordnung, 4

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', a) mit neuer Knotenordnung, 5

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', a) mit neuer Knotenordnung, 6

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', c) mit neuer Knotenordnung, 7

a,b,e,c,d,h,g.f

449



DFSuvisit(G~', c) mit neuer Knotenordnung, 8

a,b,e,c,d,h,g.f

450



DFSvisit(G~', c) mit neuer Knotenordnung, 9

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', ¢) mit neuer Knotenordnung, 10

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', h) mit neuer Knotenordnung, 11

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', h) mit neuer Knotenordnung, 12

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', h) mit neuer Knotenordnung, 13

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', h) mit neuer Knotenordnung, 14

a,b,e,c,d,h,g.f

456



DFSvisit(G~', h) mit neuer Knotenordnung, 15

a,b,e,c,d,h,g.f
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DFSvisit(G~', h) mit neuer Knotenordnung, 16

SCC: {a,b,e}, {c,d}, {f,g,h}
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Korrektheit von SCC(G), |

1 DFS(G)
2 DFS(G™"), where G.V is in decreasing order w.r.t. v.f

3 Output the trees of the resulting DFS-forest
Theorem 52
Die in Zeile 3 von SCC(G) ausgegebenen DFS-Bdume sind genau die starken
Zusammenhangskomponenten von G.

Beweis: Wir nehmen an, dass DFS(G~") bereits r > 0 DFS-Baume ausgegeben hat, die
allesamt starke Zusammenhangskomponenten von G sind.

Es sei V' die verbleibende Knotenmenge, und u € V’ definiert durch
u.f =max{w.f,we V'}.

D.h., DFS(G") startet als nachstes DFSVisit(G~', u).
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Korrektheit von SCC(G), Fortsetzung |

Man beachte, dass SCCg(u) C V/,denn ...

Ware ein Knoten w € SCCg(u) bereits vor dem Start von DFSVisit(G~', u) entdeckt
worden, so wiirde das auch fiir u gelten, da u von w aus in G~ erreichbar ist,
Widerspruch.

DFSVisit(G~', u) entdeckt alle Knoten in SCCg(u), da SCCg(u) € V'’ und u von allen
Knoten w € SCCg(u) aus in G erreichbar ist.

Angenommen, DFSVisit(G~", u) entdeckt Knoten v ¢ SCCg(u).
Esgqiltv.f <u.f,daveV.
Fall1: ud <v.d,alsou.d <v.d <v.f <u.f,d.h.I(v)C I(u).

Dann existiert ein Weg aus T-Kanten von u nach v (Klammertheorem), aber auch ein Weg
von v nach u (da DFSVisit(G~', u) den Knoten v entdeckt), d.h. v € SCCg(u),

Widerspruch.
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Korrektheit von SCC(G), Fortsetzung Il

Fall 2: v.d < u.d.
Dann ist u beim Start von DFSVisit(G, v) weil3.

Der Knoten u wird wahrend DFSVisit(G, v) entdeckt, da v von u aus in G~' und damit u
von v aus in G erreichbar ist.

Also gilt v.d < u.d < u.f < v.f (Klammertheorem), Widerspruch zu v.f < u.fl O
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Union-Find Datenstrukturen zur dynamischen Verwaltung
von Partitionen

Grundlagen von Union-Find Datenstrukturen



Definition 53
Eine Familie N = {M;,--- ,M;} von nichtleeren Teilmengen einer gegebenen Menge M
hei3t Partition von M, falls

e MinM; =0furallei#j,1<i,j<r,und

e U_ M =M.
Fakt: Jede Aquivalenzrelation auf einer nichtleeren Mange M definiert eine Partition von
M in die Menge der Aquivalenzklassen.

Beispiel: Die Zusammenhangskomponenten eines ungerichteten bzw. die starken
Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Graphen G = (V, E) entsprechen der
Partition von V in die Aquivalenzklassen der Zusammenhangs- bzw. der starken
Zusammenhangsrelation.
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Dynamische Verwaltung von Partitionen

e Verwalten die Teilmengen einer Partition 1 von M durch die Festlegung eines
Mengenelementes (bzw. Bezeichners) S.

e S kann ein zusétzliches Datenobjekt oder aber auch ein ausgewahltes Element
(Représentant) aus der Teilmenge sein.

e Wir verwalten Partitionen dynamisch durch sogenannte Union-Find Datenstrukturen,
d.h. bezuglich der Operationen

e Find(x) (Ausgabe: das eindeutig bestimmte S € M mit x € S)
e Union(x,y)) (Vereinigt die Mengen Find(x) und Find(y) und gibt Find(x) U Find(y) eine
Bezeichnung S € {Find(x), Find(y)}.

¢ Initialoperation MakeSet(S, x) erzeugt {x} und bezeichnet diese Menge mit S. Wir
schreiben MakeSet(x) falls S = x.
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Beispiel Zusammenhangskomponenten von ungerichteten Graphen

ConnectedComponents(G)

1 For all v € V do Makeset(v)
2 Foralle= (v,w) c E

3 doif Find(v) # Find(w)
4 then Union(v,w)

Lemma 54

ConnectedComponents(G) berechnet die Zusammenhangskomponenten von G.

Beweis: Wir betrachten die Situation nach ConnectedComponents(G), G = (V, E), und
zeigen das Folgende:

Fur alle v # w € V gilt, dass Find(v) = Find(w) genau dann, wenn ein Weg p zwischen v
und w in G existiert.

Wir fixieren beliebige v # w € V und nehmen an, dass Find(v) = Find(w). ™



Beweis von Lemma 54

Sei S die Menge, die durch die Operation Union(v’,w’), die Find(v) = Find(w) verursacht
hat, entsteht.

Dann gilt (v/,w’) € E und S = S; U S5, und vor Ausfihrung von Union(v’,w’) gilt
S1 = Find(v) = Find(v’) und S, = Find(w) = Find(w").

Wir zeigen, dass v und w zusammenhangend sind per Induktion tber |S]|.

Ist |S| =2sogiltv =v'und w = w’ und damit (v, w) € E, also v und w
zusammenhangend.

Es sei |S| > 2. Es gilt |S1] < |S] und |S;| < |S| und damit laut Induktionsvoraussetzung,
dass sowohl v und v’ als auch w und w’ zusammenhangend sind.

Aus (v/,w') € E folgt, dass auch v und w zusammenhangend sind.
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Wir nehmen andersherum an, dass ein zusammenhé&ngendes Knotenpaar v # w existiert
mit Find(v) # Find(w).

Damit existiert entlang des Weges von v nach w eine Kante e = (z,z') mit
Find(z) # Find(z"), Widerspruch. O
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Union-Find Datenstrukturen zur dynamischen Verwaltung
von Partitionen
Linked Lists



Linked Lists, Definition und Operationen

e Wir verwalten Elemente x € M als Knotenelemente mit Zeiger x.next und x.repr.

e Wir adressieren Teilmengen S C M durch ein Mengenelement S mit den
Komponenten S.head und S.tail.

e S.head und S.tail sind Zeiger auf den Anfang bzw. das Ende der mittels x.next
einfach verketteten Liste der Elemente in S.

e Furalle x € S gelte x.repr = S.
MakeSet(x, S)

1 x.repr + S
2 x.next < NIL

3 S.head « S.tail + x
Find(x)

1 return x.repr
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Beispiel Linked List

X1 X2 X3 Y1 Yo Y3 Ya Vs

< Kanten sind .tail + .repr und .head + .repr
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Linked Lists SimpleUnion

SimpleUnion(x,y)

1 help1 < x.repr.head

2 help2 + x.repr .tail

3 help1.next + y.repr.tail (‘Hange Find(x) an Find(y)*)
4 y.repr.tail < help2

5 while help2 +# help1.next

6 do help2.repr « y.repr (*Uberschreiben*)

7 help2 <+ help2.next
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Nochmal Beispiel Linked List, vor SimpleUnion(xz, y3)

X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3 Ya Vs

470



nach SimpleUnion(xa, y3)

X1 Xo X3 )4 Y2 Y3 Y4 Vs
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Linked Lists, Kosten

e Die Kosten von Find und Makeset sind O(1)
e Die Kosten von SimpleUnion(x,y) sind ©(|Find(x)|).
e Problem: Eine Folge von n — 1 Unions nach n Makesets kann Kosten ©(n?) haben.

e Beispiel: Union(1,2), Union(2,3),--- , Union(n — 1,n) nach
Makeset(1,1),--- ,Makeset(n, n).

e Furallei <n—1 giltdirekt vor Union(i,i + 1), dass |Find(i)| = i und |Find(i + 1)| = 1,
Gesamtkosten 1
n—
©) (Z i> = o(n?).
i=1

e Ausweg: Vermerken fir Teilmengen S C M unter S.size die Kardinalitat und
Uberschreiben immer die kleinere Menge:
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Modified SimpleUnion

ModifiedSimpleUnion(x, y)

0 y.repr.size < x.repr.size + y.repr.size

1 help1 + x.repr.head

2 help2 + x.repr tail

3 help1.next « y.repr.tail (‘Hange Find(x) an Find(y)*)
4 y.repr.tail < help2

5 while help2 # help1.next

6 do help2.repr « y.repr (*Uberschreiben*)

7 help2 < help2.next
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Verbesserte Linked Lists

MakeSet(x, S)

1 x.repr + S

2 x.next + NIL

3 S.head + S.tail + x
4 S.size + 1

Union(x,y)

1 If Find(y).size < Find(x).size
2  then ModifiedSimpleUnion(y, x)
3  else ModifiedSimpleUnion(x,y)
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Verbesserte Linked Lists, Kostenanalyse

Theorem 55
Eine Folge von m Operationen mit n MakeSets kostet héchstens O(m + n - log(n)).
Beweis: Die Gesamtkosten aller Makesets und Finds ist O(m).

Die Gesamtkosten aller Unions sind proportional zur Gesamtzahl aller Uberschreibungen
von Représentantenzeigern.

Der Repréasentantenzeiger jedes Knotenelements x wird durch Union héchstens |log.(n)]
mal Uberschrieben.

Das liegt daran, dass bei jeder Uberschreibung von x.repr das Element x immer in der
kleineren der zu vereinigenden Mengen liegt.

Damit verdoppelt sich die GréBe der Menge Find(x) nach jeder Uberschreibung, was nur
|log»(n) | mal méglich ist, da stets |Find(x)| < n O
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Union-Find Datenstrukturen zur dynamischen Verwaltung
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Disjoint Set Forests, Definition und Operationen

e Mengen werden abgelegt als wurzelgerichtete Baume aus Knotenelementen x mit
Elternknoten-Zeiger x.p und einer Rang-Komponente x.rank, die die H6he von x
im Baum bestimmt.

e Der Reprasentant einer Menge ist die Wurzel des entsprechenden Baums.
MakeSet(x)

1 x.p+x
2 x.rank < 0

Find(x)

1 while x #£ x.p
2 dox < x.p
3 output x
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Disjoint Set Forests, Union by Rank

Informal: Die Union Operation héngt die Wurzel der flacheren Menge and die Wurzel der
héheren Menge.

Union(x,y)
1 Link(Find(x), Find(y))
Link(x,y)

1 If x.rank < y.rank

2 thenxp<«y

3 elseyp+x

4 If x.rank = y.rank

5 then y.rank < y.rank +1

Beobachtung: Die Kosten von Find(x) sind O(Find(x).rank — x.rank).
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Beispiel Disjoint Set Forest, nach Makeset(h- - -0)

WOOOOE@E)

478



Nach Union(h, i), Union(k,j), Union(Il,m), Union(o, n)

$ vE b
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Nach Union(h, k), Union(n, m)
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Nach Union(i, n)
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Kostenanalyse Disjoint Set Forests

Theorem 56

Eine Folge von m Operationen, unter denen n MakeSets sind, kostet O(m - log(n)).
Beweis: Es sei S eine der erzeugten Mengen, root(S) bezeichne die Wurzel von S.
Wir zeigen per Induktion, dass |S| > 2" mit r = root(S).rank.

Das impliziert x.rank < log,(n) fur alle x, und somit den Beweis des Satzes.

Falls rank(S) = 0 soist |S| = 1.

Fallsr > 0,so ergibtsichSalsS=XUYUZ.

Hierbei werde root(S).rank auf r gesetzt durch die Operation X U Y, wéhrend Z alles
umfasst, was danach an root(S) gehangen wurde.

Somit gilt rank(X) = rank(Y) =r — 1, root(S) = root(Y'), und rank(z) < r fir alle z € Z.

Also gilt |[Y| >2—"und |X| > 21 also [S| > 2". O 282



*Disjoint Set Forests mit Path Compression

Idee: Wir hangen wahrend Find(x) alle Knoten auf dem Weg von x zur Wurzel an die
Wurzel Find(x) dran.
Find(x)

1 fx#£xp
2 then x.p < Find(x.p)
3 else output x

Theorem 57

Bei Verwendung von Path Compression kostet eine Folge von m Operationen, unter
denen n MakeSets sind, O(m - a(n)). O

Ohne Beweis hier, «(n) ist eine extrem langsam wachsende Funktion, «(x) < 4 fur
x < 1652 (d.h., fiir alle praktisch auftretenden x).

(Siehe Cormen/Leiserson/Rivest/Stein Kapitel 21.4). 483



*Path Compression sequentiell

Find(x)

1 help1 < x

2 while help1 # help1.p
3 do help1 < help1.p
4 while x = help1

5 do help2 « x.p

6 x.p < help1

7 X < help2

8 return help1

Bemerkung: Bei Verwendung von Path Compression sollte die Komponente x.rank nicht
verwendet werden, da Path Compression die Beziehung zwischen der Héhe von x im
aktuellen Mengenbaum und x.rang ggf. zerstort.
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Beispiel Path Compression, vor Find(h)
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Nach Find(h)
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Berechnung Minimaler Spannbdaume (MSTSs) in
gewichteten ungerichteten Graphen
Ein generischer MST-Algorithmus



Minimale Spannbdume in gewichteten ungerichteten Graphen

Definition 58
Sei G = (V, E, w) ein gewichteter ungerichteter zusammenhangender Graph mit einer

Kantengewichtsfunktion w : E — R.
e Eine Menge von Kanten T C E hei3t Spannbaum von G, falls (V, T) ein Baum, d.h.,
ein zusammenhangender und kreisfreier Untergraph von G ist.

e Ein Spannbaum T hei3t Minimaler Spannbaum (MST) von G = (V, E, w), falls
w(T) < w(T’) fir alle Spannbdume T’ von G, wobei w(T) = > . w(e).

Erinnerung 1. Semester FGdI:
Lemma 59

Ein kreisfreier Graph G = (V, E") mit weniger als |V| — 1 Kanten ist nicht
zusammenhdangend und ein zusammenhédngender Graph G = (V, E') mit mehr als

|V| — 1 Kanten ist nicht kreisfrei. Bdume haben somit stets |V| — 1 Kanten. O
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Beispielgraph mit MST A

@ ﬁi%\\ Po

A ={(a,b),(a,h),(c,f),(g,h),(f.g),(c.i),(c,d),(d,e)}
w(A) = 37
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Ein generischer MST-Algorithmus

Definition 60
Sei A C E eine Teilmenge eines MSTs fur G = (V, E, w).

Eine Kante e € E \ A heif3t sicher (safe) fur A, falls AU {e} auch Teilmenge eines MSTs
fir G = (V,E,w) ist.

GenericMST (G)

1A«

2 while |A| < |V| -1

3 dochoose e € E safe for A
4 A+ Au{e}

5 return A

Der Algorithmus ist per Definition korrekt.

Wichtige Frage: Wie berechnet man sichere Kanten?
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Charakterisierung sicherer Kanten

Definition 61
Sei G = (V, E, w) gewichteter ungerichteter Graph und A C E.

e Eine Partition {S, V \ S} von V hei3t Schnitt von V.

e (u,v) € E heiBt Crosskante fur {S,V \ S}, fallsu e Sundv ¢ S, oder u ¢ S und
vesS.

o Arespektiert {S,V \ S}, falls A keine Crosskanten fur {S, V \ S} enthalt.

e Eine Crosskante e = (u, V) € E heif3t leichte Crosskante fir {S, V' \ S}, falls
w(e) < w(e’) fur alle Crosskanten ¢’ fiir {S,V \ S} aus E.

Theorem 62

Sei A C E eine echte Teilmenge eines MSTs fir G = (V, E,w), die den Schnitt {S, V \ S}
respektiert, und e sei eine leichte Crosskante fir {S, V \ S}. Dann ist e sicher fir A.
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Der Beweis von Theorem 62

Es sei T ein MST flr G, der A aber nicht e enthalt. Enthielte T neben A auch e, so wére
nichts zu zeigen.

Da T U {e} zusammenhéangend und |T U {e}| = | V|, enthalt gem&B Lemma 59 die
Kantenmenge T U {e} einen Kreis K, der Uber e von S nach V \ S fuhrt und deshalb neben
e eine weitere Crosskante ¢’ € T enthalten muss, die von V \ S zurlick nach S fihrt.

Wir zeigen, dass der Graph G = (V, T") mit der Kantenmenge T’ = (T U {e}) \ {€'}
zusammenhangend ist und fixieren dazu zwei beliebige Knoten v # v/ € V.

Enthalt der Weg p zwischen v und v’ in T die Kante e, so erhalten wir einen Weg p’
zwischen v und v’ in T’, indem wir in p die Kante e durch das Kreisfragment K \ {e}
ersetzen.

Da zudem |T'| = |T| = |V| — 1, ist T’ ein Spannbaum (Lemma 59).

Daw(e) <w(e), gilt w(T') <w(T), also ist T" auch ein MST, der zudem neben A auch e
enthélt. O 492



Schnitte, respektierendes A und Crosskanten

1 q 4 14 >@
. ; 6 \ 10
S={a,b,g,h.i}

A={(a,b),(a,h),(c.f),(g,h),(c,d),(d,e)}
Crosskanten {(b,c), (c,i),(f,9)}

R
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Ein einfacher MST-Algorithmus fiir G = (V,E, w)

SimpleMST (G)

1 Fixiere beliebiges v € V, setze S «+ {v}, A «+ 0.
2 Fori+ 1to|V|—1do

3 Finde leichteste Kante (v,w) € Emitv € S,w ¢ S.
4 Setze S+ SU{w}, A+ AU{(v,w)}.
5 Gebe A aus

Korrektheit: In 3 wird stets eine leichteste Crosskante fur (S, V' \ S) gewahlt.
S < SuU{w} in Schritt 4 stellt sicher, dass A stets den Schnitt (S, V \ S) respektiert.

Laufzeit: Schritt 3 erfordert ggf. das Durchsuchen der gesamten Kantenmenge und damit
Kosten von ©(|E|). Das liefert Gesamtkosten von O(|V| - |E|).

Frage: Gibt es schnellere MST-Algorithmen?
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Beispiel SimpleMST (G)

4 2 9
8 7 6 \10
N ——
S ={a},
A=10,

Cross Edges {(a,b),(a,h)}
495



4 2 9
8 7 6 \ 10
N ——
S ={a,b},
A={(a,b)},

Cross Edges {(a, h), (b,c), (b,h)}
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s
4 2}\,\ °
@< 11 q 4 14 >@
8 7 6 \ 10
oS RN 0

S = {a, b, h},

A={(a.b).(a.h)},
Cross Edges {(b,c), (h,i),(h,9)}
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ew.
o

8 7 6

7
4 14 >@
\ o
\Q'/\/( 1 b 2 \f>/
S ={a,b,h,g},

A={(a,b).(a.h).(g.h)},
Cross Edges {(b,c), (h,i),(g,1),(f,9)}

(o)
\Z/



Sseps
4/<tD 8 2 C <CD\9

8 7 6
S={a,b,h,g,f},

F\7
NP
o 2\/‘“

A ={(a,b),(a,h),(g,h),(f,9)},

Cross Edges {(b,c), (h,i),(g,i), (c,f),(d,f),(e,f)}
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o LA e
o ool

S=1{a,b,h,g,f c},

A= {(a,b).(a,h). (c. ). (g.h). (1.9},

Cross Edges {(h,i), (g,i),(d,f),(e,f),(c,i),(c,d)}
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o LA e
o oo

S= {avbvhvg'/f’C’i}’

A= {(a,b).(a,h). (c. ). (g, h). (1. 9). (c.)},

Cross Edges {(d,f), (e, f),(c,d)}
501



oA e
S

S={a,b,h,g.f,c,i,d},

A={(a,b),(a,h),(c,f),(g,h),(f,9),(c,i),(c,d)},

Cross Edges {(d,e), (e,f)}
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1

A = {(a,b),(a, h),(c,f), (g, h).(f,9), (c.i), (c,d), (d,e)},
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Berechnung Minimaler Spannbdaume (MSTSs) in
gewichteten ungerichteten Graphen
Der MST-Algorithmus von Kruskal



Der MST-Algorithmus von Kruskal, Idee

Gegeben G = (V,E,w), so wird ein MST A gemaf dem generischen Algorithmus
entsprechend folgender Regel aufgebaut:
e Am Anfang gilt A = 0.

e Wenn |A| < |V|— 1 so zerféllt A in mehr als eine Zusammenhangskomponente
(Lemma 59)

e Die Zusammenhangskomponenten von A werden als Union-Find Datenstruktur
verwaltet.

e In jeder lteration gilt A < AU {e}, wobei e die leichteste Kante ist, die zwei der
Zusammenhangskomponenten von A verbindet.

e Nach Theorem 62 ist damit A stets Teilmenge eines MST und e stets sicher flr A.
e Das wird erreicht, indem die Kanten nach aufsteigendem Gewicht geordnet werden.

¢ In dieser Reihefolge wird fir jede Kante e getestet, ob sie zwei verschiedene
Zusammenhangskomponenten von A verbindet.

e In diesem Fall wird e zu A hinzugefugt. 504



MSTKruskal(G), G = (V, E,w) zusammenhédngend

MSTKruskal (G)

A+
Foreachv c V

do MakeSet(v)
Sort £ nondecreasingly w.r.t w
Foreache = (u,v) € G.E

do if Find(u) # Find(v)

then A +— AU {e}
Union(u,v)

o NOO O WD =

[{e]

return A
Laufzeit: Die Laufzeit fir das Sortieren in Zeile 4 ist O(|E| - log |E]).

Die Gesamtlaufzeit der For Schleife in den Zeilen 5-8 ist ebenfalls O(|E| - log |E|), falls
Linked Lists oder Disjoint Set Trees als Union-Find Datenstruktur verwendet werden.
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Korrektheits von MST-Kruskal

Theorem 63
Fiir alle Kanten e = (u, v) € E ist das Folgende wahr:

Gilt beim Durchlauf von Zeile 6 mit e, dass Find(u) # Find(v), so ist e eine leichte
Crosskante bezliglich eines Schnittes, der die bis dahin berechnete Menge A C E
respektiert.

Damit ist AU {e} nach Theorem 62 stets eine Teilmenge eines MST.

AuBerdem ist (V,A) nach Beendigung des Algorithmus zusammenhédngend und damit
nach Lemma 59 ein MST.

Beweis: Wir betrachten eine beliebige Kante e = (u,v) € E, fur die beim Durchlauf von
Zeile 6 Find(u) # Find(v) gilt.

Wir setzen per Induktion voraus, dass die bislang in Zeile 8 berechnete Partition der
Knotenmenge den Zusammenhangskomponenten des Graphen (V, A) entspricht. 506



Der Beweis von Theorem 63

Das gilt offensichtlich fiir die erste Kante aus E mit minimalem Gewicht.

Wir erhalten einen A respektierender Schnitt (S, V' \ S), bezlglich dessen e = (u, v) eine
Crosskante ist, indem wir die Zusammenhangskomponente von u nach S und die
restlichen Zusammenhangskomponenten nach V \ S verlagern.

Alle Kanten ¢’ = (U, V'), fir die w(e’) < w(e) gilt, haben Zeile 6 vor e durchlaufen, und
nach deren Durchlauf gilt stets, dass Find(u') = Find(v’).

Also ist e leichte Crosskante bezlglich (S, V \ S), da e’ keine Crosskante bezuglich
(S, V\ S) sein kann.

Damit werden zu A stets sichere Kanten hinzugeflgt, d.h., A ist stets eine Teilmenge eines
MST.

Zudem ist nach Beendigung des Algorithmus Find(u) = Find(v) fur alle e = (u,v) in E.

Daraus folgt, dass dann (V, A) zusammenhéngend und damit ein MST ist. OJ 507



Beispiel MSTKruskal(G)

s

N\

(9.h),(c.i),(f.g).(a;b), (c,f)(g.1), (c.d), (h.i),(a, h), (b
Partition {a}, {b}, {c}, {d},{e}, {f}, {g}, {h}, {i}

,¢),(d,e),(ef),(b,h),(d.f)
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ol Vo

6&

\Z/

(c,i),(f,9),(a,b),(c,)(g,i),(c,d),(h,i),(a,h),(b,c)(d,e),(ef),(b,h),(d,f)
Partition {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {f}, {9, h}, {i}
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(f,9),(a,b),(c,f)(g,i),(c,d),(hi),(a,h),(b,c)(d,e),(e,f),(b,h),(d,f)
Partition {a}, {b},{c,i},{d},{e}, {f},{g,h}
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ol Vo

6&

N

(a,b),(c,f),(g,i),(c,d),(h,i),(a,h),(b,c),(d,e),(e,f),(b,h),(d,f)
Partition {a}, {b},{c,i},{d},{e}, {f.g,h}
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oL N
o @ 2\/”

(¢.1),(g,1), (c.d),(h.i),(a,h). (b,c),(d,e), ,h),(d.f)
Partition {a, b}, {c,i}, {d},{e}.{f.g.h}
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)

4
SN
G O

(9,1),(c.d), (h,i),(a,h),(b,c),(d,e),(e,f),(b,h),(d,f)

Partition {a, b}, {c,i,f,g,h},{d},{e}
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4

o

8

(c.d)

/(@s
o
Y

(b,c).(d,e), (e f),(b,h)
Partition {a, b}, {c,i,f,g,h},{d}, {e}

2
\”/

(h,i),(a,h)

9

e

10
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(h,i),(a,h).(b,c).(d.e),(e.f),(b.h),(d,f)
Partition {a, b}, {c,i,f,g,h,d}, {e}
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o L

e

(a,h), (b;c),(d.e),(e,f), (b, h),(d,f)

Partition {a, b}, {c,i.f,g,h.d},{e}

2
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4

o

8

/(@s
o
N

(b.c).(d.e),(e.f),(b.h),(d,f)
Partition {a,b,c,i,f,g,h,d}, {e}

2
\”/

9

e

10
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4

o

8

/(@s
ol
e

(d.e),(e;f),(b,h),(d,f)
Partition {a,b,c,i,f,g,h,d}, {e}

2
\”/

9

s

10
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4

o

8

/(@s
ol
L

(e.7). (b.h). (d.f)
Partition {a,b,c,i,f,g,h,d, e}

2
\”/

9

e

10
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4

o

8

(b, h),(d,f)

/(@s
ol
L

Partition {a,b,c,i,f,g,h,d, e}

2
\”/

9

e

10
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4

o

8

(d.f)

/(@s
ol
L

Partition {a,b,c,i,f,g,h,d, e}

2
\”/

9

e

10
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Berechnung Minimaler Spannbdaume (MSTSs) in
gewichteten ungerichteten Graphen
Der MST-Algorithmus von Prim



Der Algorithmus von Prim, die Idee

e Der Algorithmus von Prim verwaltet dynamisch eine Partition S, Q von V und fur
jeden Knoten v € Q eine Information 7(v) € S U {NIL} und eine Information
v.key € R U{oo}.

e Am Anfang ist S = (), sowie n(v) = NIL und v.key = < firallev e Q = V.

e Dann wird r.key = 0 und S = {r} gesetzt, wobei r € V ein beliebig fixierte Knoten ist.

e Im weiteren Verlauf gilt fir alle v € Q, dass v.key = oo genau dann, wenn es keine
Kante von v nach S gibt.

e Ist v.key < oo so bezeichnet (v,v.7), v.r € S, stets die leichteste Kante von v nach
S, und es gilt v.key = w((v,v.7)).

e Der Algorithmus von Prim wahlt in jeder seiner |V| — 1 lterationen den Knoten v € Q
mit dem minimalen v.key Wert und flgt (v,v.7) zu A und v zu S hinzu.

o Damit wird stets die leichteste Crosskante von S, Q zu A hinzugefiigt, der
Algorithmus ist also korrekt.
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MSTPrim(G,w,r), G = (V,E,w),reV

MSTPrim(G,w,r)

Forallv ¢ V
do v.key <+ oo, v.r + NIL
r.key <0
Q«V
S+ A0
while Q # ()
do u <+ min(Q) (*bzgl. u.key™)
ifu#rthen A« AU{(u,um)}
S+ Su{u},Q+ Q\{u}
For all v € Adjg[u]
11 doif (v € Q) A (v.key > w(u,v))
12 then v.key < w(u,v)
13 V. u

0N O~ WD =

—_
o O
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Korrektheit und Laufzeit von MSTPrim(G,w.r)

(1) Zur Korrektheit genligt es zu zeigen, dass nach jeder lteration fiir alle v € Q gilt, dass
v.key = min{w(v,u);u € S}.

(2) Nach lteration 1 gilt v.key = w(r,v) fir alle v € Adjg[r], Aussage (1) ist somit wahr da
S={r}.

(3) Wir setzen nun voraus, dass fir i > 1 Aussage (1) nach den lterationen 1,--- i —1
wabhr ist. Die Aktualisierung von v .key in lteration i entsprechend dem neuen Knoten u
in S wird in den Zeilen 10-13 korrekt vorgenommen.

(4) Zur Optimierung der Laufzeit wird Q als eine auf einem MinHeap beruhende Priority
Queue organisiert.

(5) Damit kosten die Operationen in Zeile 7 und Zeile 12 jeweils O(log(|V|), wobei Zeile 7
|V| Mal und Zeile 12 héchstens |E| Mal ausgefihrt wird.

(6) Damit betragt die Gesamtlaufzeit O(|V| - log(|V|) + |E]| - log(]V])).

(7) Bei Verwendung sogenannter Fibonacci-Heaps kann die Laufzeit auf

O(]V] - log(|V]) + |E|) gedrickt werden.
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MSTPrim(G,w,r), r € V, mit MinHeap auf Q

MSTPrim(G,w,r)

Forallv ¢ V
do v.key <+ oo, v.r + NIL
r.key <0
Q < BuildHeap(V')
S+ A0
while heapsize(Q) > 0
do u + ExtractMin(Q)
ifu#rthen A+~ AU{(u,n(u))}
S+ Su{u}
For all v € Adjg[u]
11 doif (v € Q) A (v.key > w(u,v))
12 then Decrease(Q, v.key,w(u,v))
13 V.= u

0N O~ WD =

—_
o O
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Beispiel MSTPrim(G, a)

4 2)\\ 9
8. | 7 6

RGANe z\f/”
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Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen,
Single Source Shortest Path



Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen,
Single Source Shortest Path
Single Source Shortest Path, Grundlagen



Kiirzeste Wege in gewichteten Graphen

Es sei G = (G.V, G.E,w) ein Graph mit Kantengewichtsfunktionw : E — R.

e Metrik auf G.V: Flralle u # v € G.V sei

dg(u,v) = min{w(p), p gerichteter Weg von u nach v}.

e 0g(u,v) = —oo bedeutet, dass es beliebig kurze Wege von u nach v gibt.

e Das ist genau dann der Fall, wenn es einen Weg von u nach v gibt, der einen Kreis
mit negativem Gewicht enthalt.

e ig(u,v) = oo bedeutet, dass es keinen Weg von u nach v in G gibt.

e Ist —oco < dg(U, V) < oo, so heif3t ein gerichteter Pfad p von u nach v mit
w(p) = ég(u, v) kiirzester Weg von u nach v.
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Kirzeste Wege Probleme

e Das Single Pair Shortest Path Problem: Berechne fiir ein Knotenpaar
u # v € G.V einen klrzesten Weg von u nach v (bzw. dessen Lange dg(u, v)).

e Das All Pairs Shortest Path Problem: Berechne fir alle Knotenpaare u # v € G.V
einen kirzesten Weg von u nach v (bzw. dessen Lange ég(u, v)).

e Das Single Source Shortest Path Problem: Berechne fir alle Knotenpaare
s # v € G.V einen kurzesten Weg von s nach v (bzw. dessen Lange dg(s, v)), wobei
s ein fixierter Startknoten ist.

e Ausgabe-Datenstruktur des Single Source Shortest Path Problem: Fir G, s wird
ein Kiirzeste-Wege-Baum G, berechnet.

e D.h. G; ist ein Unterbaum von G mit Wurzel s, der genau die Knoten enthalt, die von
s aus erreichbar sind, und alle Wege in G, entsprechen kirzesten Wegen in G.
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Beispiel Eingabe G, w, s fiir das Single Source Shortest Path Problem

546



Ausgabe Kiirzeste-Wege-Baum mit Wurzel s
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Eigenschaften kiirzester Wege: Kreisfreiheit

Lemma 64
Von der Wurzel s € G.V sei kein Kreis mit negativem Gewicht in G erreichbar.

Seiv € G.V von s aus erreichbar.

Dann existiert ein kiirzester Weg p von s nach v, der einfach (also kreisfrei) ist, also
héchstens |V| — 1 Kanten besitzt.

Beweis: Enthalt p einen Kreis, so hat dieser nicht negatives Gewicht und kann deswegen
gestrichen werden. [J

O+ RO
&
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Eigenschaften kiirzester Wege: Kreisfreiheit

Lemma 65
Von der Wurzel s € G.V sei kein Kreis mit negativem Gewicht in G erreichbar.

Seiv € G.V von s aus erreichbar.

Dann existiert ein kiirzester Weg p von s nach v, der einfach (also kreisfrei) ist, also
héchstens |V| — 1 Kanten besitzt.

Beweis: Enthalt p einen Kreis, so hat dieser nicht negatives Gewicht und kann deswegen
gestrichen werden. [J

OO+ +-E--O
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Eigenschaften kiirzester Wege: Monotonie

Lemma 66

Seip = (vo,- - ,Vk) ein kiirzester Weg von vy = s nach vy = v.

Dann ist fir alle 0 < i < j < k der Teilweg (v;, - -- ,v;) von p ein kiirzester Weg von v;
nach v;.

Beweis:

Gébe es einen kirzeren Weg g von v; nach v;, so ware (vo,--- ,Vi_1,q,Vj41,- -+, Vk) €N

Weg von s nach v, der kirzer als p ist, Widerspruch. [J

S ORFONEORPOSNO
jof
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Single-Source-Shortest-Path: Datenstrukturen und Initialisierung

Die hier diskutierten Single-Source-Shortest-Path Algorithmen flr Eingabegraphen
G = (V, E,w) verwenden die folgenden Datenstrukturen.

e Knoten v € V tragen das Distanzattribut v.d € Reals U {infty}.

e Knoten v € V tragen zudem ein Zeigerattribut v.r € V U {NIL}.

e Die Attribute definieren stets einen Untergraphen G, = (V, E;) von G mit

Ve={veV,vd#oc}und E, = {(v.mVv);v e V,v.r £ NIL}.
G wird initialisiert durch
Initialize(G, s)

1 Forallve G.V

2 dov.d +
3 v.r < NIL
4 5d+«+0

Laufzeit O(|V|) 551



Die Grundoperationen Relax, 1

Relax(u,v,w)

1 fv.d>ud+wu,v)
2 thenv.d« u.d+w(u,v) (* Relaxiere (u,v) *)

3 V. u
Laufzeit O(1)

Mittels Relax(u, v, w) wird v von u aus entdeckt (falls u.d < oo und v.d = ),

O+ O
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Die Grundoperationen Relax, 2

Relax(u,v,w)

1 fv.d>ud+w,v)
2 thenv.d <« u.d+w(u,v) (* Relaxiere (u,v) *)

3 V. u
Laufzeit O(1)

Mittels Relax(u, v, w) wird v von u aus entdeckt (falls u.d < oo und v.d = ),

O+ -0
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Die Grundoperationen Relax, 3

Relax(u,v,w)

1 lfvd>ud+w(u,v)
2 thenv.d <« u.d+w(u,v) (* Relaxiere (u,v) *)
3 V. —u

Mittels Relax(u, v, w) wird ein kiirzerer Wegs von s nach v (namlich tber u) entdeckt, (falls
oo >v.d>ud+w(u,v))

O ORRCRRORP O
ORS0
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Die Grundoperationen Relax, 4

Relax(u,v,w)

1 lfvd>ud+w(u,v)
2 thenv.d <« u.d+w(u,v) (* Relaxiere (u,v) *)
3 V. —u

Mittels Relax(u, v, w) wird ein kiirzerer Wegs von s nach v (namlich tber u) entdeckt, (falls
oo >v.d>ud+w(u,v))

O ONRCSROSPO
oo
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Eigenschaften von /nitialize und Relax

Die hier vorgestellten Single-Source-Shortest-Path Algorithmen sind Relax-basiert, d.h.,:

Auf alle Eingaben G = (V,E,w) und s € V wird, nach Initialize(G, s), lediglich eine Folge
von Relax-Operationen angewendet.

Das folgende Theorem analysiert das Verhalten des Teilgraphen G = (Ex, V), mit

Ve={veV,vd#oo}und E; = {(v.7,v);v € V. \ {s}} fur Relax-basierte Algorithmen.
Theorem 67

In G sei von s aus kein Kreis mit negativem Gewicht erreichbar.

Wir wenden Initialize(G, s) und eine Folge Ry, - - - , Ry, von Relax- Operationen auf G an.

Dann ist G, stets ein Baum mit Wurzel s.

AuBerdem gilt fiir alle v € V., dass v.d = dg_(s,Vv) > dg(s, V).
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Der Beweis von Theorem 67

Wir nehmen an, dass E,. # 0.

Erinnerung: Ein gerichteter Graph ist genau dann ein Baum mit Wurzel s, wenn jeder
Knoten auf genau einem Weg von s aus erreichbar ist.

Wir wissen, dass jeder Knoten in G, einen Ingrad von héchstens Eins hat.

Daraus folgt, dass G, eine disjunkte Vereinigung von gerichteten Baumen und
einfachen gerichteten Kreisen ist.

Die Wurzeln der beteiligten Baume sind dabei genau die Knoten vom Ingrad 0.

Da es in G, genau einen Knoten mit Ingrad 0 gibt (namlich s), genligt es zu zeigen, dass
G, azylisch ist.

Denn dann besteht G,. aus genau einem Baum mit Wurzel s.
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Die Struktur von G,

Wir zeigen, dass G, keine Kreise hat, indem wir folgendes zeigen:
Jeder Kreis K = (vy,--- , ¥, vy) in G, muss negatives Gewicht haben.
OBdA sei (v, v1) die Kante in K, die zuletzt relaxiert wird.

Vor Relax (v, vi,w) sind (vq,v2),- -+, (Vk_1, V) bereits relaxiert, also

Vi.d = Vk_1.d + W (Vk_1,Vk) = Vk—2 + W (Vk_2, Vk—1) + W (Vk_1, Vk)

AuBerdem gilt vq.d > vi.d + w(vk, v4), d.h.
k
vi.d > vyd+ Z W(V,’,1 s V,‘) + W(Vk, V1) =vqy.d+ W(K)
=2
Also w(K) < 0, Widerspruch, da K von s aus erreichbar ist. O 558



Beispiel G, mit negativem Kreis

L=

3

559



Relax(s,t)

OO

3



Relax(s,t), Relax(t,u)

OO,

32



Relax(s,t), Relax(t,u), Relax(u,v)

OO

1 -3

3
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Relax(s,t), Relax(t,u), Relax(u,v), Relax(v,t)

L=

1 -3

3
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Der Bellman-Ford Algorithmus



Der Bellman-Ford Algorithmus

Idee: Relaxieren |V| — 1 Mal alle Kanten im Eingabegraphen G = (V, E,w).
In Runde |V| wird getestet, ob es noch Kanten (u,v) € E mitv.d > u.d + w(u, v) gibt.
Falls ja, ist von s aus ein Kreis mit negativem Gewicht erreichbar.

BellmanFord(G,w, s)

1 Initialize(G, s)

2 Forji«+ 1to |G.V| -1

3 doforall (u,v) e E

4 do Relax(u,v,w)

5 Forall (u,v) e E

6 doifv.d>ud+w(u,v)

7 then return false, STOP
7 return true

Die Laufzeit betragt offensichtlich O(|V||E]). 564



Die Korrektheit des Bellman-Ford Algorithmus

Theorem 68

BellmanFord(G, w, s) gibt genau dann true aus, wenn von s aus kein Kreis mit
negativem Gewicht in G erreichbar ist.

In diesem Fall ist G, ein Kirzester-Wege-Baum mit Wurzel s.

Beweis
Fall 1: Von s aus ist kein Kreis mit negativem Gewicht in G erreichbar.
Laut Theorem 67 ist dann G, ein Baum mit Wurzel s.

Wir fixieren einen beliebigen von s aus in G erreichbaren Knoten v und zeigen, dass
v.d = dg(s,v).

Es seip = (e1,--- ,ex) C E ein kreisfreier kiirzester Weg von s nach v in G.

Hierbei gilt k < |V| —1,und es seie; = (v;_1,Vv;) furi=1,--- 'k, wobei vy = suns v = v.
565



Korrektheit des Bellman-Ford Algorithmus, I

Wir zeigen per Induktion tber r, 0 < r < k, dass nach Runde r der For-Schleife in Zeilen
2-4 gilt, dass v,.d = dg(s, v,.d).

Iteration O entspreche hier der Initialisierung.

Die Induktionsbehauptung gilt offensichtlich fur r = 0, da vp.d = s.d = dg(s,s) = 0.
Es seinunr > 0.

Vor lteration r gilt laut Induktionsvoraussetzung, dass v,_1.d = dg(S, V,_1).

Damit gilt dg(s, v;) = vy_1.d + W(V,_1, Vy).

Also wird spatestens durch die Operation Relax(v,_+,Vv,,w) in Iteration r der Wert v,.d auf
den kleinstmdglichen Wert é5(s, v,) gesetzt.
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Korrektheit des Bellman-Ford Algorithmus, Il

Damit gilt nach Runde |V| — 1, dass fUr alle von s aus erreichbaren Knoten v gilt, dass
v.d =dg(s,v).

G, ist also ein Kirzester-Wege-Baum in G mit Wurzel s.
Fur alle e = (u,v) € E muss stets dg(s,v) < dg(s,u) + w(u,v) gelten.

Anderenfalls gabe es einen Weg von s nach v, der kirzer als dg(s, v) ist, namlich den von
s Uber u zu v, Widerspruch zur Definition von dg(s, v).

Damit gilt nach Runde |V| — 1 fur allee = (u,v) € E, dass v.d < u.d + w(u, V).
D.h., der Algorithmus gibt true aus.

Fall 2: Von s aus sei ein Kreis K = (vy, -+, v, vy) mit w(K) < 0 erreichbar.
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Korrektheit des Bellman-Ford Algorithmus, IV

Da alle Knoten in K von s aus mittels einfacher Wege mit héchstens |V| — 1 Kanten
erreichbar sind, gilt nach den ersten |V| — 1 Runden, dass v;.d < o flrallei =1,--- k.

Annahme: Die Ausgabe ist true.

Dann gilt
vi.d < ve.d + w(vg, vq)
sowie
vid <vi_1.d+w(vi_q,Vv)
firallei=2,--- k.

Summiert man diese k Ungleichungen, so erhalt man

k k
> vid <Y vid+w(K),
i=1 i=1

also w(K) > 0, Widerspruch! O
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Beispiel BellmanFord(G, s)

Kanten (s. 1), (s.). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 569



Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 570



Kanten (s. 1), (s.). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 571



Runde 1 (s, ), (s,y), (t,x)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 572



Runde 1 (s,t),(s,y), (t,x),(t,y)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 573



Runde 1 (s,1),(s,y), (t,x),(t,y),(t,2)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 74



Runde 1 (s,1),(s,y), (t,x),(t,y), (t,2), (x, )

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 575



Runde 1 (s,1),(s,y). (t,x), (t,¥), (£, 2), (x, 1), (¥, X)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 576



Runde 1 (s, 1), (5.y), (t.X). (t.). (t.2), (x.1). (v,X). (¥.2)

Kanten (s. 1), (s.). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (v 2). (2,5). (2.x) 77



Runde 1 (s,1),(s,y), (t,x), (t,¥), (t.2), (x, 1), (¥, X), (¥, 2), (2, 5)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 576



Runde 1 (s,1),(s,y), (t,x), (t,¥), (£, 2), (x, 1), (¥, X), (¥, 2), (2, ), (2, )

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 579



Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 560



Kanten (s. 1), (s.). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) s61



Runde 2 (s, ), (s,y), (t,x)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) s62



Runde 2 (s,t),(s,y), (t,x),(t,y)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 563



Runde 2 (s,1),(s,y), (t,x),(t,y),(t,2)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) S84



Runde 2 (s,t),(s,y), (t,x),(t,y), (t,2), (x,t)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 565



Runde 2 (s, ), (s,y), (t,x), (t,¥), (£, 2), (x, 1), (¥, )

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 586



Runde 2 (s, 1), (5.y), (t.X). (t.). (t.2), (x.1). (¥,X). (¥.2)

Kanten (s. 1), (s.). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (v 2). (2,5). (2.x) 67



Runde 2 (s,1),(s,y), (t,x), (t,y), (t.2), (x, 1), (¥, X), (¥, 2), (2, 5)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 566



Runde 2 (s,1),(s,y), (,x), (t,¥), (£, 2), (x, ), (¥, X), (¥, 2), (2, ), (2, X)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 589



Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 520



Kanten (s. 1), (s.). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) so1



Runde 3 (s, ), (s,y), (t,x)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) s02



Runde 3 (s,1),(s,y), (t,x),(t,y)

Kanten (s. 1), (5,). (t.X)(t.¥). (£.2), (x. 1), (¥.X), (V. 2), (2.5). (2,X) 593



Runde 3 (s,1),(s,y), (t,x),(t,y),(t,2)

Kanten (s. 1), (s,). (t.x), (t.), (t.2), (x.1), (¥,X). (¥ 2). (2,5). (2.x) 504



Ausgabe true

Die restlichen 5 Relax in Runde 3 und die in Runde 4 bringen keine Verdnderung mehr. 595



Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen,
Single Source Shortest Path

Der Algorithmus von Dijkstra



Der Algorithmus von Dijkstra, die Idee

e Der schnellere Algorithmus Dijkstra(G, w, s) l1auft nur auf Graphen mit nichtnegativen
Kantengewichten.

e Dijkstra(G, w,s) lauftin |V| Runden.

e Dijkstra(G, w, s) verwaltet dynamisch eine Partition von V in Q und V' \ Q, wobei Q als
Min Priority Queue bezlglich v.d organisiert ist.

e Initial gilt Q = V.

e In jeder Runde wird der Knoten u mit dem minimalen u.d-Wert aus Q entfernt und alle
von u ausgehenden Kanten relaxiert und die Priority Queue entsprechend aktualisiert.

e Damit wird jeder Knoten einmal aus der Queue entfernt und jede Kante héchstens
einmal relaxiert. Beides kostet O(log(|V])).

e Damit ist die Gesamtlaufzeit O((|V| + |E]) - log(|V])).
o Nichttrivial ist der Korrektheitsbeweis.

596



Der Algorithmus

Sei G = (V, E, w) ein gewichteter Graph mit nichtnegativer Kantgengewichtsfunktion
w:E— R=%undse V.

Dijkstra(G,w,s)

1 Initialize(G, s)

2 Q <« BuildHeap(V) (*Min.Priority Queue bzgl. v.d *)
3 while heapsize(Q) > 0

4 do u < MinExtract(Q) (* Bearbeite u *)

5 For all v € G.Adj[u]

6 do Relax(u,v,w), DecreaseKey(Q,v,v.d)

Laufzeit: O((|E| + |V]) - log |V]).
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Beispiel Dijkstra(G,w, s)

Q=V,V\Q=0

598



Runde 1, ExtractMin(Q)

Q={t,x,y,z}, V\Q = {s}

599



Runde 1, Relax

Q={tx,y,z},V\Q={s}
600



Runde 2, ExtractMin

Q=1{t,x,z},V\Q={s,y}

601



Runde 2, Relax

Q=1{t,x,z},V\Q={s,y}

602



Runde 3, ExtractMin

Q={t,x},V\Q={s,y,z}
603



Runde 3, Relax

Q={t,x},V\Q={s,y,z}

604



Runde 4, ExtractMin

Q={x},V\Q={s,y,zt}
605



Runde 4, Relax

Q={x},V\Q={s,y,zt}
606



Runde 5, ExtractMin

Q=0,V\0Q={s.y.z,tx}

607



Runde 5, Relax

608



Die Korrektheit des Algorithmus von Dijkstra, |

Theorem 69
Der von Dijkstra(G, w, s) ausgegebene Graph G, ist ein Kirzeste-Wege-Baum mit
Wurzel s.

Beweis: Da w(e) > 0 flr alle e € E ist G, = (V,, E;) ein Baum mit Wurzel s.
Annahme: Es gibt Knoten v, fir die v.d > dg(s, V) gilt.
Unter all diesen Knoten bezeichne v* den Knoten, der zuerst bearbeitet wird.

Wir betrachten die Situation direkt vor dem Durchlauf der while Schleife, in dem v*
bearbeitet wird.

In dieser Situation gilt v* € Q und v*.d = min{v.d,v € Q}.
Da dg(s,v*) < oo existiert ein klirzester Weg p von s zu v*.

Wir bezeichnen mit u* den letzten Knoten entlang p, der nicht in Q liegt, und mit v € Q
seinen Nachfolger entlang p. 609



Korrektheit des Algorithmus von Dijkstra, Il

Da u* ¢ Q gilt u*.d = dg(s,u*), da u* vor v* bearbeitet wurde.
Fall 1: V = v*.
Dann wird (u*, v*) wahrend der Bearbeitung von u* relaxiert, und es gilt danach
da(s,v*) =dg(s,u”) +w(u™,v*)=u".d +w(u",v*)=v*.d.
Fall 2: V # v*.
Dann gilt mit dem gleichen Argument wie in Fall 1, dass v.d = dg(s, V).
Da alle Kanten von G nichtnegatives Gewicht haben, gilt zudem
v.d =dg(s,V) <dg(s,v*) <v*.d.

Folglich hatte 7 statt v* als nachster zur Bearbeitung anstehender Knoten gewahlt werden
mussen, Widerspruch zur Wahl von v*. [J

610
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Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen, All
Pairs Shortest Paths

Einflihrung in das Problem



Das All Pairs Shortest Path Problem

Eingabe: Gerichteter gewichteter Graph G = (V, E, w) mit Gewichtsfunktion
w: E — IR, wobei in diesem Abschnitt V = {1,--- ,n}. 55

Wir setzen voraus, dass G keine Kreise mit negativem Gewicht enthalt.

Eingabe-Datenstruktur: Gewichtsmatrix W = (w(i,j))
(i,j)  E.
Ausgabe 1: Entfernungsmatrix Ag = (da(/,))

=1, wobei w(i,j) = oo, falls
n

ij=1"

Ausgabe 2: Zeigermatrix Ng = (w;,j)ﬂj_1.

Hierbeit ist fir alle /,j, 1 <i,j < n, der Knoten ;; der Vorganger von j entlang eines
kirzesten Weges von i nach j.

Falls j von i aus nicht erreichbar ist, sei m; ; = NIL.

Ferner gelte 7 ; = i.
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Ausgabe kiirzester Wege

Mittels der folgenden Prozedur kdnnen kirzeste Wege effizient ausgegeben werden.

PrintPath(N,i,j)

1 1 7m; # NIL

2 thenifi#j

3 then PrintPath(N, i, ), Print(j)
4 else Print(i)

2 else Print(j not reachable from /)
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Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen, All
Pairs Shortest Paths

Ansatz Dynamische Programmierung



Grundlagen

Firallek >0undi #j e V sei d,’fj die Lange eines kiirzesten Weges von i nach j,

der héchstens k Kanten enthalt.

Beobachtung 1: df;, = Ofiirallei € V und k > 0.
Es sei D®) = (df)7,_;.
Beobachtung 2: Es gilt 0, = oo fir allei #j € V.

Beobachtung 3: Firalle i # j € V giltd}; = w(i,j), d.h.,
DO =w.

Beobachtung 4: Firalle i #j € V giltd' = 65(/.j), d.h.,

D(n_1) = Ag.

Bleibt Frage: Wie berechnet man DX effizientaus D=1, 2 <k <n—1?
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Berechnung von D)

Lemma 70
Fiir alle i # j € V und k > 2 gilt af; = min{a"" + w,j;r =1,--- ,n}.
Beweis

Fall 1: d,-’f/- < dlfflﬂ, d.h., es existiert ein kirzester Weg p von i nach j mit k Kanten, der
klrzer ist als alle Wege von i nach j mit weniger als k Kanten.

Per Definition gilt df; = w(p).
Es sei r* der Vorgénger von j entlang p.
Dak >2qiltr* & {i,j}.
Sowohl der Teilweg von p von i bis r*, als auch die Kante (r*,j) sind kirzeste Wege.
Also gilt firaller =1,--- 'n,r ¢ {i,j}, dass
df = a5+ wey <dfTT +wy.

i S 616



Berechnung von D), Fortsetzung

Furr =i giltdf, < df" +w(i,j)=0+d), dad, <df".
Furr=jgiltaf <df" +w(j,j)=dS" +0.
Insgesamt gilt also d}fj =d 4 W j < d,.’f,*1 +w(r,j)furaller, 1 <r<n.

I,r*

Fall 2: d,’fj = d,ff.*, d.h. es gibt einen kirzesten Weg p von i nach j mit weniger als k
Kanten.

Dannistdf, = di" = w(p) = d " +w(j,j) =df " +0.

Faralle r, 1 <r < n, gilt zudem d,f‘_j < d,-’f,_1 + w(r,j), da fur kein r # j ein Weg q mit k
Kanten und letztem Knoten r vor j existiert mit w(q) < w(p) = d/".

Also gilt auch hier af; = min{d" + w,j;r =1,--- ,n}. O
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SlowAllPairsShortestPaths(W , n)

Fur n x n-Matrizen A, B mit Eintrdgen in IR U {oo} definieren wir eine n x n-Matrix Ao B
(A o B),‘J = min{ai,r + br.j; 1 <r< n}.
Das ergibt einen Algorithmus der Laufzeit O(n*) fir All-Pairs-Shortest-Paths.

SlowAllPairsShortestPaths(W, n)

1D+ W

2 Fori«+2ton—1
3 doD<«+ DoW
4 Output D

Eingabe ist die Gewichtsmatrix W und n = |V|, Ausgabe die Matrix Ag.
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min{0 + 10,5+ 4,10+ 0,00+ 1} = min{10,9, 00}
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Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen, All
Pairs Shortest Paths

Ein schnelleres Verfahren



Algebraische Grundlagen

Wir fixieren einen Ring (R, &, ®).

D.h. @ und ® sind assoziative Operationen auf R, es gilt das Distributivgesetz, und es
existieren neutrale Elemente 0g fir & und 15 fir ®.

Fir jeden Ring (R, ®, ®) ist fir n > 1 der Matrizenring (M,(R), &, o) der
n x n-Matrizen mit Koeffizienten aus R definiert.

Hierbei ist @ ist die komponentenweise Addition von Matrizen und o die
Matrixmultiplikation,

n
(A o B),’}/' - @AIJ & Br,j~

r=1

Neutrale Elemente sind die 0-Matrix bzw. die Einheitsmatrix.

Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, die Berechnung nach der Standardmethode
kostet O(n®).

622



Ein schnelleres Verfahren fiir Ag

e Wir betrachten den Ring ( R U {0}, &, ®) mit

e Addition x @ y = min{x, y}, (Neutrales Element 0z = o0)

e Multiplikation x @ y = x + y , (Neutrales Element 15 = 0).
Beobachtung: Die Matrixmultiplikation o im Matrixring M,( IR U {oc}) entspricht
genau der Matrixoperation A o B, die im Kontext von SlowAllPairsShortestPath
definiert wurde.

Wir erhalten den schnelleren Algorithmus FastAllPairsShortestPath zur Berechnung
von D(=1) durch Ausnutzung der Assoziativitat von o.

e Die Matrix D(»~") = W"~" kann durch O(log(n)) Quadrierungen

D+ DoD

berechnet werden.
Gesamtlaufzeit O(n® - log(n)) im Vergleich zu O(n*) fur SlowAllPairsShortestPath.
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FastAllPairsShortestPaths(W , n)

FastAllPairsShortestPaths(W, n)

15«0

2D+ W

3 while 25 < n—1
4 doD<«+ DoD
5 S+ s+1
6 Output D

... berechnet Ag = D) = D("=1) in Zeit O(|V[? - log(|V])).
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FastAllPairsShortestPaths(W , 5)

0 7 13 20 oo 0 7 13 20 o 0

o 0 5 o 9 o 0 5 o~ 9 00

D=WoW= | oo 0 5 3|oJlcow co 0 5 3 |=]oc
oo oo oo 0 o oo oo oo 0 o 00

© oo oo 1 0 © oo oo 1 0 00

min{oo + 20,00 + 00,04+ 5,54+ 0,3+ 1} = min{c0,5,4} =4
0 7 12 18 16 0o 7 12 18

16 0

o 0 5 10 8 o 0 5 10 8 00

DY =DoD=]cc oo 0 4 3 |ofloc o 0 4 3 00
© oo oo 0 o © oo oo 0 oo 00

o© oo oo 1 0 oo oo oo 1 0 00

min{O+ 18, 7+ 10, 12+ 4, 184+ 0, 16 + 1} = min{18,17,16} = 16

g 88 o~

R R owm

8 8 8 o~

—_
N

3 8 owu o

18 16
10 8
4 3
0 o
1 0
16 15
9 8
4 3
0 o
1 0
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Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen, All
Pairs Shortest Paths

Die Berechnung der Zeigermatrizen



Berechnung von [g, Vorbetrachtungen

Definition 71

Die Matrix N®) = (z*))7._, sei fiir alle k > 1 wiefolgt definiert.

Firallei, 1 <i <n, semr() i.

Farallei #j,1<i,j <n,sei 77 ) der Vorgénger von j entlang eines kirzesten Weges
von i nach j mit héchstens k Kanten

Falls kein derartiger Weg existiert, sei 7r = NIL.

Aussehen von N(")
o Fur (i, /) € E gilt 71'(1)
e es gilt 7r,’, =1,
o fiiri #jund (i) ¢ E gilt 7)) = NIL.
Es gilt Ng = N1, 628



Problemstellung und die Operation Link

e Problem: Effiziente Berechnung von NS+ aus M) und N,

¢ |dee: Besteht ein kiirzester Weg mit hdchstens s + t Kanten von j nach j aus dem
kirzester Weg mit hdchstens s Kanten von i nach r* und und dem kirzester Weg mit
héchstens t Kanten von r* nach j, so ist I‘I(S“) =T t)_ falls r* # j und I} S”) = H( )
falls r* =j.

e Auf dieser Idee beruht die Operation Link(A, B, M4, N5).

e Link(A, B, NB) ist fiir n x n-Matrizen Entfernungsmatrizen A, B mit Eintragen in
IR U {oc} und n x n-Zeigermatrizen MA, N8 mit Eintragen in {1,--- ,n} U {NIL}
definiert.

e Link(A, B, 1MB) berechnet als Ausgabe die Zeigermatrix M4°8 zur
Entfernungsmatrix A o B.

e Link benutzt die Prozedur SelectMin(x1, - -- ,Xp), die fur (x4, -+ ,x5) € (IR U {o0})"
einen Index r* mit x,~ = min{xy,--- , X, } ausgibt.

629



Die Operation Link

Link(A, B, 1A, NE)

1 Fori«+ 1tondo

2 forj«< 1tondo

3 ifi=j

4 then N5 « j

5 else if min{a;, +b,j;1 <r<n} =00

6 then 1778 « NIL

7 else r* < SelectMin(a; , + b;j; 1 <r <n)
8 ifj=r*

9 then 78 « N7,

0

AoB B
1 else 7% « 117

Laufzeit: O(n) fir jeden Eintrag /75, also O(n?).

Beobachtung: Fiir alle s,t, 1 < s,t <n— 1, gilt N+ = Link(D®), DO N(s) N),
630



Simultane Berechnung von Ag und I (Fast)

FastAllPairsShortestPaths(W , n)

1D+ W

2 Compute N") from W

3 M« nMm

4 s+ 0

4 While 25 <n—1

5 do T« Link(D,D,N, M)
6 D« DoD

6 S+ s+ 1

7 Output D

8 Output I

Gesamtlaufzeit O(|V|? - log(|V])).
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Kiirzeste Wege in gewichteten gerichteten Graphen, All
Pairs Shortest Paths

Der Floyd-Warshall Algorithmus



Ein alternativer dynamischer Ansatz

e Eingabe gewichtete Graphen G = (V, E, w) mit Kantengewichtsfunktion
w : E — IR ohne Kreise negativen Gewichts, V = {1,--- ,n}.

e Strukturierung des Suchraums:

Faralle 1 <i,j <n,und 0 < k < n sei Pathf{j die Menge aller Wege von i nach in
G, die nur Zwischenknoten aus {1,--- ,k} haben,

ef; = min{w(p),p € Pathf},
bzw. ef; = oo falls Pathf; = 0.

o Furalle k > 0 sei E® = (ef))],_;.

e Beobachtung 1: Es gilt E©) = W/

¢ Beobachtung 2: Es gilt E(" = Ag.

¢ |ldee des Floyd-Warshall Algorithmus:

Effiziente Berechnung von E®) aus E=1) fur k > 0.
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Beispiel mit £

©»m Qo
mmrso‘l
Ywo g ¥

~No 8838
© 8283
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Beispiel mit EG) E(“)

SR

7 13 20
5 5
9 3 1
0 7 12 17 15
© 0 5 10
E® —E® = | 0o oo
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Beispiel mit £(®)

SR

7 13 20
5 5
9 3 1
0 7 12 16 15
© 0 5 10 8
EO®=|0c o0 0 4 3
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Effiziente Berechnung von E) aus E¢-") flr k > 0

Lemma 72
Firalle i #j, 1 <i,j <n, und k > 0 gilt ef; = 0 und

K—1

k=1 | k-1
i o€k TEk )

Kk
& J

ij = min{e

Beweis: Es gibt entweder einen kirzesten Weg p in Pathf{/-, der k als echten
Zwischenknoten enthélt, oder nicht.

Falls ja, kann p in einen kirzesten Weg aus Pathj, ' und einen kiirzesten aus Pathy"
aufgespalten werden.

K _ gk—1 | gk—1
Also e =€k te -

in qilt ek, — ek—1
Falls nein gilt e7; = &;; . O
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Die entsprechende Berechnung von s

Definition 73

Fur alle k > 0 sei die Matrix N = (x/))7._, definiert durch
° w,.[f‘,.] =jfuralle1 <i<n,
o 7 = NIL falls Pathf; = 0,

° [k] ist der Vorgénger von j auf einem kiirzesten Weg aus Path’
Path’f # 0.

i) falls i #jund

e Aussehen von M%: Es gilt =, = i falls (i,j) € E, ansonsten =, = NIL.
e Beobachtung 1: Es gilt 1"l = Mg.

Beobachtung 2: Fiir k > 0 und j # j ist lasst sich «f; in O(1) aus N~ berechnen, denn

o f; = falls ef —e*,
iy
o 7k fwkﬂfallse" <€l
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Der Algorithmus

FloydWarshall(W)

1 Compute M from W

2 EO —w

3 Fork« 1ton

4  do compute E® from E¢—1) and Mkl from nlk—11
5 Output E("

6 Output Nt

Beobachtung: Fur alle k > 0 l&sst sich E®) aus E¢—1) und Nkl aus N*=1'in O(|V|?)
berechnen.

Gesamtlaufzeit: O(|V|?).
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