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Aufgabe 3.1

Zeige, dass <, eine reflexive und transitive Relation auf NP ist.

Hinweis: O.B.d.A. kann hier angenommen werden, dass die Polynome, welche die
Worst-Case-Rechenzeiten der entsprechenden Transformationen angeben, monoton
wachsend seien.



Aufgabe 3.1

Um Transitivitat zu beweisen, muss gezeigt werden, dass

((L1 Sp L2) A (L2 Sp Lg)) = L-] Sp L3.



Aufgabe 3.1

Nach Voraussetzung gibt es Funktionen

fi : X7 — X3 und

fo X5 — X3,
die in polynomieller Worst-Case-Zeit p; bzw. p» berechnet werden kénnen und fir die gilt:

Vx e Xj:xely < fi(x) € Ly und
Vyeifs:yelsehy) els.



Aufgabe 3.1

* O.B.d.A. sei po monoton wachsend.
» Wir definieren f3 : X7 — X% als f3 :=fr o fy.

« Dannist, da |fi(x)| < p1(|x|), fs in polynomieller Worst-Case-Zeit p1 + p2 o p1
berechenbar und es gilt:

VXEZ;K :x €Ly <:>f1(X)€L2<:>f20f1(X)€L3<:>f3(X)€L3.
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Um Reflexivitat zu beweisen, wahlen wir

f:=id.
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Aufgabenstellung + Lésung

Man zeige, dass NP abgeschlossen gegeniiber < ist (d.h. aus Ly <, Lo und L, € N'P
folgt L1 € N'P).



Wir schreiben die Voraussetzung ausfihrlich:

+ Es gibt einen Polynomialzeitalgorithmus M, der in Worst-Case-Zeit py(n)' eine
Funktion f: X — X} berechnet, welche w € L1 < f(w) € L, erfullt.

+ AuBBerdem gibt es einen PRV-Algorithmus Ny, der fliir z € ¥ in polynomieller
Worst-Case-Zeit p»(|z|) entscheidet, ob z € L ist.

py ist ein Polynom; n ist die Lange der Eingabe fiir M bzw. f.



Lésung - Fortsetzung

Wir beschreiben nun einen PRV-Algorithmus Ny fir Ly.

 FUr die Eingabe w wird zun&chst ein Unterprogramm verwendet, das M in
Polynomialzeit auf w ausflihrt und f(w) berechnet.

» Dann wird in ein zweites Unterprogramm gewechselt, das N, auf f(w) ausfihrt und
entscheidet, ob f(w) € Ls.

» Nach Voraussetzung ist damit entschieden, ob w € L ist.
Da pu(|w|) polynomiell in |w| beschrankt ist, gilt dies auch fur |f(w)|. Daher ist die

Worst-Case-Rechenzeit des zweiten verwendeten Unterprogramms ebenfalls polynomiell
in |w| beschréankt. Folglich entscheidet Ny in polynomieller Zeit die Sprache L. O
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Aufgabenstellung

Wir nennen zwei Sprachen Ly C X3 und L, C 35 polynomiell isomorph, wenn es eine
bijektive Abbildung f: X — X} gibt, so dass f eine polynomielle Reduktion von L1 nach L,
und f~' eine polynomielle Reduktion von L, nach Ly ist.

Zeige, dass die folgenden Probleme (als Sprachen formuliert) polynomiell isomorph sind.

Die Instanzen bestehen aus einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E) und einer Zahl
Ke{0,....|Vl|}.

Independent Set : G enthalt eine unabhangige Menge der Gré3e mindestens K.
Clique : G einhalt eine Clique der grée mindestens K.

Vertex Cover : G enthalt eine Knoteniberdeckung der GréBe héchstens K.



Man beobachtet leicht, dass die folgenden Aussagen &quivalent sind:

I) Wist eine unabhangige Menge in G.

Il) Wist eine Clique im Komplementargraphen G¢ von G, wobei G° := (V, E°),
E°:= {{u,v} C Vlu# v, {u,v} ¢ E}.
) V\W ist eine Knotenuiberdeckung fur G.



Beispiel fiir Aquivalenz von (I) Indendent Set und (ll) Clique:

(I) Ein Independent Set? ( Knoten) in G

2Das Independent Set ist hier nicht maximal.



Beispiel fiir Aquivalenz von (I) Independent Set und (ll) Clique:

(1) Die entsprechende Clique® ( Knoten) in G°

3Die Clique ist hier nicht maximal.



Beispiel fiir Aquivalenz von (I) Independent Set und (lll) Vertex Cover:

(I) Ein Independent Set* ( Knoten) in G

4Das Independent Set ist hier nicht maximal.



Beispiel fiir Aquivalenz von (I) Independent Set und (lll) Vertex Cover:

(1) Das entsprechende Vertex Cover® (blaue Knoten) in G

O O
O

5Das Vertex Cover ist hier nicht minimal.



Man beobachtet leicht, dass die folgenden Aussagen &quivalent sind:

I) Wist eine unabh&ngige Menge in G.
) Wist eine Clique im Komplementargraphen G¢ von G, wobei G° := (V, E°),
E° = {{u,v} C Vlu#v,{u,v} ¢ E}.
lll) V\W st eine Knotenlberdeckung fir G.

Nun sind die Transformationen klar:

* fi_ (Independent Set auf Clique) muss (G, K) auf (G°, K) abbilden.

* fim (Independent Set auf Vertex Cover) muss (G, K) auf (G, |V| — K) abbilden.
 Beide Abbildungen sind bijektiv und in polynomieller Zeit berechenbar.

* fu_m (Clique auf Vertex Cover) ergibt sich durch Komposition:

.7 1
fusm = fismof_,.
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Aufgabenstellung

In dieser Aufgabe sind die Eingaben DNF-Formeln (d.h. Disjunktionen My Vv --- v M, von
Konjunktionen L1 A - - - A Lg von Literalen L;). Fir jedes der folgenden Probleme ist zu
entscheiden, ob es in P liegt oder A"P-schwer ist (jeweils mit Begriindung).

a) Gibt es eine Belegung der Variablen, welche die DNF-Formel zu Eins macht?
b) Gibt es eine Belegung der Variablen, welche die DNF-Formel zu Null macht?



a) Gibt es eine Belegung der Variablen, welche die DNF-Formel zu Eins macht?
Lésung:

Dieses Problem ist in P. Ein Monom ist genau dann erfillbar, wenn es nicht eine Variable
und ihre Negation enthélt. Ein Polynom (also eine DNF-Formel) ist genau dann erfillbar,
wenn mindestens eines seiner Monome erflillbar ist.

Beispiel flir zwei Variablen x; und xz:

(X1/\ﬁX1)\/(X1/\X2)\/(ﬁX1/\ﬁX2)
(1. A~ 0 )y v (1 A 1 )y v (0 A 0 )




Lésung - b)

b) Gibt es eine Belegung der Variablen, welche die DNF-Formel zu Null macht?
Lésung:

Dieses Problem ist A"P-vollstandig. Jede Instanz von SAT kann durch Negation und
Anwendung DeMorgan’scher Regeln in eine Instanz dieses Problems umgewandelt

werden.

1= (—‘X1 \/X1) A (—\X1 V —‘Xg) A (X1 \/X2)
<0 ==((—x1 VX1)A(=x1 VX2) A (X1 V X2))
= ﬁ(ﬁX1 \/X1) \Y ﬁ(ﬁX1 \ ﬁXg) \ ﬁ(X1 \/Xg)

= (X1 N —‘X1) V (X1 /\X2) vV (—|X1 A —\Xg)
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Aufgabenstellung

a) Finde eine polynomielle Reduktion von HC zu DHC.
b) Finde eine polynomielle Reduktion von DHC zu HC.



Um zu zeigen, dass HC <, DHC, mlssen wir lediglich jede ungerichtete Kante {u, v} im
HC Problem durch zwei gerichtete Kanten (u, v), (v, u) im DHC ersetzen.

& ® = @ ©
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Lésung - b)

Wir zeigen DHC <, HC. Daflr gentgt folgende lokale Ersetzung:

o ~~_ o007
—0_ = —0—0—0(

« Ein gerichteter Hamiltonkreis im gegebenen Graphen lasst sich sofort in einen
ungerichteten Hamiltonkreis im neuen Graphen Ubersetzen.
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Lésung - b)

Wir zeigen DHC <, HC. Daflr gentigt folgende lokale Ersetzung:

S ~~ 7
/O\ = /O O O\

« Wenn im neuen Graphen ein ungerichteter Hamiltonkreis gegeben ist, haben wir zwei
mdgliche "Richtungen”, ihn zu durchlaufen.

» Wir legen eine Richtung fest, indem wir fir eine beliebige Kante die Richtung wéahlen,
die ihr im gerichteten Graphen entspricht.

» Wir erhalten dann direkt einen gerichteten Hamiltonkreis.

« Wurden wir ndmlich in der obigen Abbildung den linkesten Knoten in der
ungerichteten Komponente von links erreichen und nach links verlassen, wéare der
mittlere Knoten nicht mehr auf einem Hamiltonkreis passierbar. O

22



	Aufgabe 3.1
	Aufgabe 3.2
	Aufgabe 3.3
	Aufgabe 3.4
	Aufgabe 3.5

