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Partielle Differentialgleichungen
8. Übung

(abzugeben bis 8.4.19 um 16:00 Uhr in den PDE-Briefkasten)

26. Der Divergenzsatz für Lipschitz-stetige Vektorfelder.

Sei Ω b IRn offen und beschränkt mit Rand ∂Ω ∈ C0,1. Wir wollen zeigen, dass für f =

(f1, . . . , fn) ∈ (C0,1(Ω))n ebenso der Divergenzsatz erfüllt ist, d.h. es gilt∫
Ω
∇ · f dµ =

∫
∂Ω
f ·N dσ. (∗)

Hierbei ist die rechte Seite wie in Definition 1.7 definiert. Konkret heisst das: Wir wählen eine
endliche offene Überdeckung durch Kartengebiete {Vl}Nl=1 und entsprechende Diffeomorphismen
Φl : Ul → Vl, mit offenen Teilmengen Ul ⊂ Rn−1, sowie eine entsprechende Teilung der Eins
(hl)

N
l=1, sodass gilt ∫

∂Ω
f ·Ndσ =

N∑
l=1

∫
Ul

hl(f ·N) ◦ Φl

√
det(Φ′l)tΦ

′
ldµ. (∗∗)

(a) Zeige: ∂Ω ist genau dann stetig differenzierbar ist, wenn bis auf Permutation der Koordi-
naten, Φl von der Form Φl(y) = (y, ϕl(y)), mit ϕl ∈ C1(Ul,R) ist. (4 Punkte)

(b) Zeige: Ist ∂Ω stetig differenzierbar und haben die Φl die Form wie in (a), so stimmt (∗∗)
mit ∫

∂Ω
f ·N dσ =

N∑
l=1

∫
Ul

hlf(y, ϕl(y)) · (∇yϕl(y),−1) dn−1y (∗ ∗ ∗)

überein. (4 Punkte)

(c) Sei A ∈ O(n,R) eine Orthogonalmatrix und f glatt.

Zeige: Für fA = A · f ◦A−1 erfüllt der Normalenvektor NA auf dem transformierten Gebiet
ΩA = A[Ω] die Gleichung NA(x) = A · N(A−1x) und es gilt der Divergenzsatz (∗) für
(fA,ΩA) genau dann, wenn er für (f,Ω) gilt. (5 Punkte)

(d) Sei ϕ ∈ C0,1(Bn−1(0, ρ)) mit ‖ϕ‖∞ < M und f ∈
(
W 1,∞

0 (Bn−1(0, ρ)× (−M,M))
)n

. Dann
gilt ∫

Bn−1(0,ρ)

∫ M

ϕ(y)
∇ · f(y, t) dn−1y dt =

∫
Bn−1(0,ρ)

f(y, ϕ(y)) · (∇yϕ,−1) dn−1y.

[Tipp: Approximationssatz 3.33] (5 Punkte)

(e) Zeige, dass für f = (f1, . . . , fn) ∈ (C0,1(Ω))n der Divergenzsatz (∗) gilt. (6 Punkte)

[Tipp: Zeige zuerst, dass die Aussage in (c) auch für f ∈ (C0,1(Ω))n und ∂Ω ∈ C0,1 gilt.
Danach benutze man (d)]

27. Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen.

Sei Ω ⊂ IRn offen und u ∈W 1,2
0 (Ω), v ∈W 1,2(Ω). Zeige, dass∫

Ω
ueivej dµ =

∫
Ω
uejvei dµ

gilt. (8 Punkte)

[Tipp. Approximiere u durch Funktionen aus C∞0 (Ω).]
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28. Weiteres über Sobolevräume.

Sei n ≥ 3 und Ω = B(0, 1) = {x ∈ IRn | |x| < 1} sowie u ∈ C1(Ω\{0}) derart, dass∫
Ω\{0}

|u(x)|2 dµ <∞ und
∫

Ω\{0}
|∇u(x)|2 dµ <∞

gilt. Zeige, dass u ∈W 1,2(Ω) und uej (x) = ∂ju(x) für x 6= 0 gilt. (10 Punkte)

[Tipp. Sei φ ∈ C∞0 (Ω). Zeige, dass es eine Folge φn ∈ C∞0 (Ω\{0}) gibt, so dass φn → φ in
W 1,2(Ω). Hierzu wähle man φn(x) := ψ(n|x|) · φ(x) mit ψ ∈ C∞(IR) mit ψ(r) = 1 für r ≥ 1 und
ψ(r) = 0 für r ≤ 1

2 .]

29. Eine Ungleichung für Funktionen aus W 2,2
0 (Ω).

Sei Ω b IRn offen und beschränkt sowie u ∈W 2,2
0 (Ω). Zeige die folgende Ungleichung:

‖∇u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖
1/2
L2(Ω)

· ‖4u‖1/2
L2(Ω)

.

(8 Punkte)

[Tipp. Betrachte u ∈ C∞0 (Ω) und integriere
∫

Ω |∇u|
2 dµ partiell.]
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