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Symbolverzeichnis

L Schrédingeroperator, L = —% + q(z)

Ly = \y Hillgleichung

LZ[0,1]  Raum der quadratintegrierbaren Funktionen mit Periode 1
Cx, S ex(x) = cos VAz, sy(x) = sm\/_x

<> Skalarprodukt auf LZ[0,1], <f,g> = fol f)g(t)at

-l Norm auf LE[0, 1], [If]| = V<[, [>

M())  Monodromie, M(\) = ( iE i ; zzgigg)

[ ] Wronski-Determinante, [f, g] = f¢' — f'g

A(N) Hill-Diskriminante, A(X) = $(y1(1, A, ¢) + v5(1, A, ))

w; periodische und antiperiodische Eigenwerte
I Hilbertraum aller Folgen mit 2 a? < oo
tn(q) n-ter Dirichleteigenwert zum Potential ¢

K Riemannsche Fliche, K : y? = H (1 — —)
f Polynom in ¢, f{ = =3 fi"1 +afi_y + 3¢ fi-1

n

Poni1 Differentialausdruck, Py, 1 = > (fn ;< — 1 /_j)Lj

2 n—J dg 2
J=0

IC Menge Riemannscher Fliachen



Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist das inverse Problem des eindimensionalen periodischen Schro-
dingeroperators L = —% + g(x) fiir komplexwertige Potentiale q € L2[0,1] zu losen.

Zunichst stellen wir zu dem Schrédingeroperator die Hillgleichung Ly = Ay auf, wobei
die Funktion ¢ € L%[0, 1] eine quadratintegrierbare komplexwertige Funktion mit Periode
1 ist. Wenn man sich Randbedingungen bei 0 und 1 vorgibt, so heiflen die Werte A,
fiir die diese Gleichung eine Lésung besitzt, Eigenwerte, die zugehorige Losung heifst
Figenfunktion. Das Spektrum eines Operators ist die Menge aller z € C, so dass L — z1
nicht invertierbar ist, in unserem Fall ist das Spektrum die Menge aller Eigenwerte.

In dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit zwei Problemen. Als Erstes interessiert uns
wie man bei gegebenem Potential und gegebenen Randbedingungen die dazugehérigen
Eigenwerte bestimmt und welche Eigenschaften diese Eigenwerte und Eigenfunktionen
besitzen. Anschliefsend stellen wir uns dem inversen Problem, dabei gibt es mehrere Teil-
probleme. Zum einen sucht man einer Beschreibung der Menge von Potentialen, die das
gleiche Spektrum besitzen. Zum anderen sucht man eine Formel, die bei gegebenen Zu-
satzinformationen dann eindeutig ein Potential aus den gegebenen Daten rekonstruiert.
Auflerdem sucht man nach allen moglichen Spektren, die iiberhaupt auftreten koénnen.
Insgesamt werden also zwei Parametrisierungen gesucht, zunéchst eine Parametrisierung
der moglichen Spektren und dann bei gegebenem Spektrum eine Parametrisierung der
Potentiale mit diesem Spektrum.

Die allgemeine Theorie von Eigenwertgleichungen wurde bereits von Sturm [34] und
Liouville [22] im Jahre 1836 entwickelt. Sie betrachteten eine Differentialgleichung der
Form

4
dx

)|+ ataly = ot

die sich mit p(z) = 1 und w(z) = 1 auf unseren Fall zuriickfiihren ldsst. Dazu sind die
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Randbedingungen
y(0) cosa + ¢'(0) sina = 0,

y(1)cosf+y'(1)sin3 =0

gegeben, wobei o und [ reelle Zahlen zwischen 0 und 7 sind. Dieses Beispiel fiihrte zu
einer grofen Untersuchung von Eigenwertproblemen und Eigenschaften der zugehorigen
Eigenfunktionen, der sogenannten Spektraltheorie. Die Eigenfunktionen bilden im Fall
eines reellen Potentials ein orthonormales Erzeugendensystem des unendlich dimensio-
nalen Raumes L2. Hierzu brauchen wir das Standardskalarprodukt

<f,g>:= /f(t)@dt,

das fiir alle Funktionen f, g € L4[0, 1] definiert ist. Betrachtet man nur reelle Potentiale,
so ist der Schrédingeroperator selbstadjungiert

<Lf,g>=<f,Lg>

und das Eigenwertproblem sowie das inverse Problem sind vollstandig gelost. Bei kom-
plexen Potentialen ist der Operator nicht mehr selbstadjungiert und es muss an einigen
Stellen neue Theorie entwickelt werden.

Bei der Bestimmung des Spektrums muss man unterscheiden zwischen zwei Féllen. Zum
einen setzt man das Potential periodisch auf ganz R fort, zum anderen stellt man Rand-
bedingungen an den Stellen 0 und 1 an die Hillgleichung. Diese beiden Féllen liefern un-
terschiedliche Spektren. Zunéchst betrachten wir im ersten Fall das Spektrum auf ganz
R. Dieses Spektrum des Schrodingeroperators wird eindeutig bestimmt durch die Glei-
chung 12 —2A(N)u+ 1 = 0, hierbei ist A()) die spiter beschriebene Hill-Diskriminante.
Die Variable i entspricht einem Eigenwert der Monodromie, der Translation einer Lo-
sung der Hillgleichung um die Periodenlénge 1. Es gilt fiir eine Eigenfunktion ¢(z) mit
dem Eigenwert p die Gleichung ¢(1) = p¢(0). Jedes p entspricht somit einer quasipe-
riodischen Randbedingung der Hillgleichung. Aufgrund der eindeutigen Losbarkeit der
Differentialgleichung der Monodromie gilt auch ¢(z + 1) = p¢(z) fir alle x € R. Ist
i = =1, so spricht man von periodischen und antiperiodischen Randbedingungen und
somit auch von periodischen und antiperiodischen Eigenwerten, bezeichnet mit w;. Da-
bei ist w; periodisch fiir ¢ = 4n — 3,4n — 2 und antiperiodisch fiir « = 4n — 1,4n,
n € N. Auf zwei periodische Eigenwerte folgen also immer zwei antiperiodische und
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umgekehrt. Es gilt fiir einen periodischen Eigenwert A(w;) = 1 und fiir einen antipe-
riodischen A(w;) = —1. Asymptotisch liegen jeweils zwei periodische Eigenwerte nahe
beieinander, sie konnen allerdings auch zusammenfallen, das gleiche gilt ebenfalls fiir die
antiperiodischen Eigenwerte. Lost man die obige Gleichung nach p auf, so erhilt man die
Funktion p = A(X) £ v/A(X)? — 1. Diese Funktion liefert uns eine Beziehung zwischen
A und p, die uns eine Bandstruktur definiert, wie wir nun erkliren werden. Ein Eigen-
wert A gehort bei einem reellen Potential genau dann zum Spektrum auf ganz R, wenn
A(X) im Intervall [—1, 1] liegt, dies ist Aquivalent zu |u| = 1. Die Vereinigung aller Spek-
tren mit quasiperiodischen Randbedingungen mit |u| = 1 liefert also das Spektrum auf
ganz R. In den Intervallen zwischen zwei aufeinanderfolgenden periodischen oder zwei
aufeinanderfolgenden antiperiodischen Eigenwerten gilt |A(A)] > 1 und somit besitzt
das Spektrum dort eine Liicke, diese Intervalle nennt man Bandlicken. Dementspre-
chend heifien die Intervalle zwischen einem periodischen und antiperiodischen Eigenwert
Binder. Diese beiden Begriffe zusammen definieren die Bandstruktur, sie ist eindeutig
definiert durch die periodischen und antiperiodischen Eigenwerte und somit durch die
Beziehung zwischen ;o und A. Diese Eigenwerte definieren aufgrund der analytischen
Fortsetzbarkeit vollstindig die Hill-Diskriminante und somit ist jedes Spektrum zu je-
dem p bekannt. Also ist die komplette Information {iber das Spektrum auf ganz R bereits
in der Bandstruktur enthalten. Bei komplexen Potentialen fiihrt man eine Riemannsche
Flache ein, die das Spektrum beschreibt. Die Fliache wird definiert als Graph der zwei-
wertigen Funktion A(\) £+/A(X)?2 — 1. Die Fliche erhélt man, indem man zwei Kopien
der komplexen Ebene nimmt, beide entlang des Spektrums schneidet und die beiden
Kopien dann wie folgt zusammenklebt. Die Oberseite jedes Schnitts [wo; 1, ws;| auf der
einen Kopie wird mit der Unterseite des gleichen Schnitts auf der anderen Kopie ver-
klebt und umgekehrt. Wenn zwei (anti-)periodische Eigenwerte nicht zusammenfallen,
so sind beide Verzweigungspunkte auf der Riemannschen Fliche. Somit erhilt man die
Verzweigungspunkte der Riemannschen Fliche direkt aus der Bandstruktur. Betrachtet
man als zweiten Fall das Spektrum des Operators, der nur auf [0, 1] definiert ist, so sind
die Eigenwerte analytisch abhéngig von der Wahl der Randbedingungen. Man kann sich
zum Beispiel die quasiperiodischen Randbedingungen y(0) = uy(1) wie oben vorgeben.
Im Fall von Dirichletrandbedingungen y(0) = y(1) = 0 erhélt man die Dirichleteigen-
werte. Die Dirichleteigenwerte liegen bei reellen Potentialen genau in den Bandliicken
und jeder Dirichleteigenwert kann sich in diesen Liicken sogar an jeder beliebigen Stelle
befinden, unabhéngig von allen anderen Dirichleteigenwerten. Bei komplexen Potentia-
len ist der Sachverhalt etwas komplizierter. Die Dirichleteigenwerte befinden sich auf
der oben beschriebenen Riemannschen Fliche. Da diese eine zweiblittrige Uberlagerung
der komplexen Ebene ist, ben6tigt man noch ein Vorzeichen, damit eindeutig wird auf
welchem Blatt sie sich befinden. Man beschreibt die Dirichleteigenwerte in diesem Fall
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als Divisor auf der Riemannschen Flache.

Das inverse Problem hat nicht so tiefreichende Wurzeln wie die Spektraltheorie. Die erste
Arbeit, die sich ausfiihrlich damit beschéftigt, stammt aus dem Jahre 1946 von Borg |3].
Im Falle allgemeiner Randbedingungen bei reellen Potentialen wurde einiges an Theorie
entwickelt, siehe hierzu vor allem [15], [16] und [25] von Isaacson und McKean. Man star-
tet mit einer Riemannschen Fliche mit der oben beschriebenen Bandstruktur. Da diese
Riemannsche Fliche eindeutig durch die periodischen und antiperiodischen Eigenwerte
bestimmt wird, sind auch diese gegeben. Da wie oben beschrieben jeder Dirichletei-
genwert irgendwo in seiner Bandliicke bzw. auf seiner zweiblittrigen Uberlagerung der
komplexen Ebene liegen kann, gibt es auch viele Potentiale, die die gleiche Bandstruk-
tur besitzen, man muss nur jeden Dirichleteigenwert etwas verschieben. Man sucht nun
eine Beschreibung der Menge aller Potentiale mit der gleichen Bandstruktur, dieses Pro-
blem bezeichnet man als Isospektralproblem. Wenn man die Isospektralmenge gegeben
hat, mochte man auch gerne wissen, welche Zusatzinformationen dann das Potential
eindeutig festlegen. In unserem Fall sind genau die Dirichleteigenwerte eine solche Zu-
satzinformation. Gibt man sich nun beliebige Divisoren fiir die Dirichleteigenwerte auf
der Riemannschen Flédche vor, so sucht man eine Formel fiir das Potential, das genau
diese Bandstruktur und Dirichleteigenwerte besitzt. Eine andere Frage betrifft die Menge
aller moglichen Bandstrukturen, man sucht eine Charakterisierung aller Riemannschen
Flachen, die die Bandstruktur einer Hill-Diskriminante darstellen.

Im einfachsten Fall, wenn man Dirichletrandbedingungen

y(0)=0,  y(1)=0

und ein reelles Potential vorgibt, gibt es eine einfache physikalische Interpretation des
inversen Problems. Setzen wir u = u(x,t) fiir x € [0, L], so erfiillt eine frei schwingende
Saite der Lange L mit variabler Massenverteilung p(z) > 0 die Wellengleichung

P(T)tst = Uzg
mit den Randbedingungen u(0,t) = 0, u(L,t) = 0. Eine periodische Vibration der Form
u = y(x)(acoswt + bsinwt)
mit Frequenz w heifit reiner Ton. Separiert man die Variablen, so erfiillt y die Gleichung
y" +wp(z)yt =0

mit den Randbedingungen
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Nun kann man einige Fragen stellen. Auf wie viele Arten kann die Masse auf der Saite
verteilt sein, um eine gegebene Menge von Frequenzen zu erzeugen oder wann ist eine
Menge von Zahlen die Menge von Frequenzen auf einer tatsichlich schwingenden Saite?
Das obige Problem kann in den Sturm-Liouville-Fall transformiert werden, wenn p(x)
zweimal stetig differenzierbar ist. Somit kann das inverse Dirichletproblem als natiirliche
Fragestellung an die reinen Tone von Saiten interpretiert werden.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert :

Im 1.Kapitel beschéftigen wir uns mit der Spektraltheorie des Schrédingeroperators. Wir
betrachten das Eigenwertproblem mit den Randbedingungen

y1<07 >\7q> = yé<07 >\7q> = 17

y1(0, A, q) = y2(0, A, q) = 0.

Dann zeigen wir, dass die Funktionen y(x, A, ¢) und ys(z, A, ¢) ein Fundamentalsystem
bilden. Es kann also jede Losung y als Linearkombination von y;(z, A, ¢) und yo(z, A, q)
geschrieben werden. Wir werden zeigen, dass die beiden Funktionen in Reihen entwickelt
werden konnen, in denen Sinus- und Cosinusfunktionen auftreten. Anschliefend beweisen
wir Abschitzungen fiir beide Funktionen, die sich wie cos v/ Az bzw. %\ sin v/ Az verhal-
ten. Eine wichtige Gleichung fiir die Beziehung zwischen den beiden Funktionen ist die
Wronski-Identitit y,y5 — y;y2 = 1. Da unser Potential in dem Hilbertraum L2 liegt, kon-
nen wir auch nach diesem Potential ableiten und erhalten Formeln fiir diese Ableitung.
Diese Betrachtungen sind alle sehr ausfiihrlich und klar im Standardwerk [30] von Péschel
und Trubowitz bewiesen. Als niitzliches Hilfsmittel, das uns das ganze inverse Problem
begleiten wird, erweist sich die Hill-Diskriminante A(X) = 2(y1(1, X, q) + 4(1, A, q)).
Diese wurde von Magnus und Winkler in [23| eingehend untersucht. Wir werden Ab-
schitzungen fiir diese Diskriminante beweisen und die Ableitung von A()\) nach A be-
rechnen. Auferdem beweisen wir, dass die Funktion A(\) unendlich viele Nullstellen
besitzt, dies wird uns im zweiten Kapitel helfen. Im Falle von Dirichletrandbedingungen
y(0) = y(1) = 0 sind die Eigenwerte die Nullstellen der Funktion y»(1, A, ¢). Betrachtet
man das freie Potential ¢ = 0, so sind die Dirichleteigenwerte die Punkte n?m2. Im Falle
eines beliebigen Potentials liegen die Dirichleteigenwerte auch nahe bei diesen Punkten,
wobei sie noch um eine Konstante verschoben sind. Um dies zu beweisen fiihren wir
die Hillgleichung in Matrixschreibweise ein und zeigen einige Abschitzungen fiir diese
Matrix. Wir erhalten insgesamt fiir die Dirichleteigenwerte u,(q) die Abschitzung

1

pin(q) = n?m* + /q(s)ds + ep.
0
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Dabei ist e, eine quadratsummierbare Folge, d.h. es gilt > e2 < co. Wir erhalten mit Hil-
fe dieser Dirichleteigenwerte auch noch die Produktentwicklung der Funktion y5(1, A, q)
als

fm(q) — A

y2<17)\7Q) = m27r2

m>1

Somit ist die ganze Information iiber die Funktion y,(1, A, ¢) bereits im Dirichletspek-
trum enthalten.

Im 2.Kapitel beschéftigen wir uns mit dem inversen Problem. Wir geben uns eine Band-
struktur und Punkte vor, die Dirichleteigenwerte sein sollen und die Abschitzungen aus
dem ersten Kapitel erfiillen. Nun stellen wir die Frage, ob zu diesen Werten ein Potential
existiert und wie wir dieses bestimmen kénnen. Wir fiihren dazu eine Riemannsche Fla-
che ein, die Verzweigungspunkte dieser Fliche sind die periodischen und antiperiodischen
Eigenwerte der Hillgleichung, d.h. die Nullstellen der Funktionen A(\)+1. Zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Eigenwerten wy;_; und wy; definiert uns die Hill-Diskriminante
zwei Blatter, auf denen der Dirichleteigenwert liegen muss. Eine Parametrisierung der
Riemannschen Fléche ist

K:yQZR(A):ﬁ(l—%).

Jj=0

Ist das Potential reellwertig, so sind alle Eigenwerte reell und die Blatter verschmelzen
zu einer Linie zwischen den Eigenwerten. Jeder Dirichleteigenwert muss sich in so ei-
ner Bandliicke befinden. Bei komplexen Potentialen stellen wir die Dirichleteigenwerte
als Divisor auf der Riemannschen Fliche dar. Wir fiihren die KdV-Hierarchie ein, eine
Folge von Differentialausdriicken ungerader Ordnung, die mit dem Schrédingeroperator
kommutieren. Die Darstellung der KdV-Hierarchie basiert auf [10] und die Erweiterung
auf den Fall n = oo findet man in [9]. Mit Hilfe der KdV-Hierarchie zeigen wir, dass
dann die Dirichleteigenwerte p;(x) die Differentialgleichung

(1j(x) = A)
%_<g’”‘ ) ieN

O H(Mj —pi)

JF#i

erfiillen. Wenn wir uns zusétzlich einen Divisor auf der Riemannschen Fléiche als Start-
bedingung dieser Differentialgleichung vorgeben, so existiert ein offenes Intervall, in dem

10
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die Losung der Differentialgleichung eindeutig ist. Aus der Betrachtung von asymptoti-
schen Eigenschaften der Funktion

(P,z) := 1T e () — A)/ (waj—1w25)/?)
gl ) [(wo - /\) HmeN(l — (,\/wm))]l/g

erhalten wir die Spurformel

q(z) = wo + Z (woj—1 + waj — 2p(x)) .
jEN
zur Rekonstruktion des Potentials aus den Eigenwerten. Das Isospektralproblem werden
wir im Rahmen dieser Arbeit nicht 16sen, da dies den Umfang zu stark erhoht hitte.

Das 3. Kapitel bietet einen Uberblick iiber die Arbeit [36] von Tkachenko. Wir 16sen das
Problem, welche Eigenschaften eine Riemannsche Fliache haben muss, damit sie zu einer
Hill-Diskriminante gehort. Dabei priasentieren wir die vollstindige Parametrisierung der
Menge aller Hill-Diskriminanten durch eine Klasse IC von Riemannschen Flichen. Die
Klasse IC besteht aus allen Riemannschen Flichen, die einfach zusammenhingend sind
und bei denen alle Verzweigungspunkte endliche Ordnung haben. Die Verzweigungs-
punkte werden zusétzlich in die Ndhe von (—1)" projiziert und eine Riemannsche Fliche
S € IC besteht aus Blittern S,,, n € Z, wobei die Verzweigungspunkte auf S, und S_,,
zusammenfallen und gemeinsame Verzweigungsordnung haben. Wir werden zeigen, wie
man startend bei einer Hill-Diskriminante zu einer Riemannschen Flache aus IC kommt,
diese Konstruktion werden wir ausfiihrlich darstellen. Umgekehrt werden wir den Beweis
von Tkachenko aus [36] andeuten, wie man aus einer Riemannschen Fliche vom Typ IC
eine Hill-Diskriminante erhilt. Der ausfiihrliche Beweis wiirde den Rahmen dieser Arbeit,
sprengen.

Im Anhang stellen wir im ersten Teil den Satz von Rouché dar, der eine Aussage iiber
das Nullstellenverhalten zweier Funktionen f und ¢ trifft. Mit Hilfe dieses Satzes wer-
den wir einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra angeben und das Theorem
von Hurwitz beweisen. Im zweiten Teil des Anhangs beschéftigen wir uns mit ganzen
Funktionen, dies sind holomorphe Funktionen von C nach C. Zunéchst suchen wir ei-
ne Produktdarstellung von ganzen Funktionen, die analog zur Linearfaktordarstellung
ist. Das Problem, das dabei entsteht ist, dass moglicherweise unendlich viele Nullstel-
len auftreten. Die Darstellung folgt aus den Faktorisierungssitzen von Weierstraf und
Hadamard. Wir definieren zusétzlich noch die Begriffe Rang, Geschlecht und Ordnung
einer ganzen Funktion. Auferdem beweisen wir einige Abschitzungen iiber unendliche
Produkte, die wir in den ersten beiden Kapiteln bendtigen.

11
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Wendet man sich der bisher erschienenen Literatur zu, so wurden meistens nur re-
ellwertige Potentiale betrachtet, diese Theorie ist inzwischen jedoch fast vollkommen
erschopft. Ein sehr gutes Werk iiber das Sturm-Liouville Problem und die allgemei-
ne Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren ist [21| von Levitan und Sargsjan.
Als Pionierarbeit des inversen Problems reellwertiger Potentiale ist sicherlich die Ar-
beit von Borg [3] im Jahre 1946 zu nennen. Hochstadt vereinfachte in [14] die Be-
weise von Borg und untersuchte in [13] bereits die Hill-Diskriminante. Ein Buch, das
sich ausfiihrlich mit der Hill-Diskriminante beschéftigt, ist [23] von Magnus und Wink-
ler. Im Laufe der 70er Jahre entstanden die Hauptwerke der inversen Spektraltheorie,
hier sind vor allem Dubrovin, Isaacson, Its, Lax, Matveev, McKean, Novikov, Trubo-
witz und van Moerbeke zu nennen, die in einigen Arbeiten das Problem untersuchten
([5],[15],[16],[17],[19],]20],[25],[26],[27],[29]). Mit dem Fall von unendlich vielen Verzwei-
gungspunkten befassten sich das erste Mal McKean und Trubowitz in [25]. In neueren
Artikeln findet man hauptsichlich Abschitzungen fiir die Eigenwerte, siehe dazu Kap-
peler und Mityagin [18], einige Arbeiten von Korotyaev und Kargaev, sowie Grébert
[12]. Ein Standardwerk fiir die inverse Spektraltheorie bei reellen Potentialen ist [30]
von Pd&schel und Trubowitz, die die komplette Untersuchung von Eigenwerten mit Di-
richletrandbedingungen aufgeschrieben haben. Zudem findet man in diesem Buch eine
komplette Analyse des inversen Problems bei Dirichletrandbedingungen und reellen Po-
tentialen. Mit dem inversen Problem bei komplexen Potentialen beschéiftigen sich die
Arbeiten [1] und |2] von Birnir, sowie [36] von Tkachenko. Auferdem sind einige Arbei-
ten von Gesztesy, Weikard und Holden zu nennen, z.B.|9], [10], [24], die sich ausfiihrlich
mit komplexen Potentialen und der KdV-Hierarchie beschiftigen. In [9] wurde das erste
Mal eine Spurformel fiir allgemeine komplexe Potentiale bewiesen. Viele Artikel beschéf-
tigen sich auch mit dem Isospektralproblem bei endlich vielen Bandliicken, hier sind [11]
von Gesztesy und Weikard, sowie [39], [40] und [41] von Treibich und Verdier zu nennen.
In der vorliegenden Arbeit wird die Theorie komplexwertiger Potentiale dargestellt und

an einigen Stellen erweitert, dies betrifft sowohl die Spektraltheorie als auch das inverse
Problem.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Martin Schmidt fiir seine Un-
terstiitzung bedanken. Ich habe wihrend dieser Arbeit viel gelernt, wozu vor allem die
Gespriche einen Grofsteil beigetragen haben. Seine Anregungen und stets vorhandene,
konstruktive Gesprichsbereitschaft haben wesentlich bei der erfolgreichen Fertigstellung
dieser Arbeit geholfen.
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1. Spektraltheorie des
Schrodingeroperators

In diesem Kapitel werden wir die Spektraltheorie des eindimensionalen Schrodingerope-
rators e

L= —@jtq(:z:) (1.1)
entwickeln. Wir suchen eine Darstellung der Fundamentallosung der Gleichung Ly = \y.
Dazu werden wir zwei Funktionen y;(z, A, ¢) und ys(z, A, ¢) einfiithren, von denen wir zei-
gen werden, dass sie ein Fundamentalsystem bilden. Im zweiten Abschnitt beschiftigen
wir uns mit der Hill-Diskriminante A(X) = $(y1(1, A, q) + 5(1, A, ¢)) und werden ihre
analytischen Eigenschaften untersuchen. Haben wir die Eigenschaften der Diskriminante,
so wenden wir uns den Eigenschaften der Fundamentallésung zu. Anschlieffend betrach-
ten wir das Dirichlet-Randwertproblem y(0) = y(1) = 0 und werden die asymptotische
Lage der Dirichleteigenwerte bestimmen.

1.1. Fundamentall6sung

In dem Standardwerk [30] zu diesem Thema von Péschel und Trubowitz wurde eine
schéne Darstellung gefunden, diese werden wir auch benutzen, jedoch an einigen Stellen
erweitern. Wir betrachten den eindimensionalen Schrédingeroperator

und die dazugehorende Hillgleichung

—y" +q(r)y = Ny. (1.2)

q(x) ist eine komplexwertige quadratintegrierbare Funktion mit Periode 1, den Raum
aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit L2[0, 1]. Als Abkiirzung dafiir benutzen wir

13
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L%, wenn klar ist, dass es sich um periodische Funktionen mit Periode 1 handelt. Wir
bezeichnen ¢(x) auch als Potential, im Fall ¢(x) = 0 nennen wir es freies Potential. A
ist ein komplexer Parameter. Gesucht sind nun Losungen y;(x, A, ¢) und ys(z, A, q) der
Gleichung (1.2) zu den Anfangsbedingungen

yl(oa)\7Q) = yé(oa)VCI) = 17

yi(oa )\7 Q) = yQ(O; )\, C]) =0.

Teilweise werden wir Parameter der Funktionen y;(x, A, ¢) und ys(x, A, ¢) weglassen, um
die Schreibweise abzukiirzen. Das Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass y;(z, A, q)
und y»(x, A, ) ein Fundamentalsystem bilden, dass wir also jede andere Losung von (1.2)
schreiben konnen als
y(x) = y(0)yi(z) + y'(0)y2().

Haben wir dies erreicht, dann kénnen wir durch Analyse des Fundamentalsystems das
Verhalten der Gleichung (1.2) bestimmen. Zunéchst ein vorbereitendes Lemma, das uns
eine allgemeine Losung des inhomogenen Problems von (1.2) im Fall des freien Potentials
liefert.

Lemma 1.1. Sei f € L2 und a,b € C. Die eindeutige Lisung von
-y =Xy flz), 0<a<l

zu den Anfangswerten

15t gegeben durch

y(x) = acy(x) + bsy(x) + /s,\(:c —t)f(t)dt.

0

Hier sind c¢)(z) und s,(x) abkiirzende Bezeichnungen fiir

B sin \/Xa:
\/X .

ex(z) = cos V Az, sx(x)

Bewezs. Wir betrachten das Integral

T

yr(a) = / sx(x — ) f(t)dt.

0

14



1.1. Fundamentallosung

Wenden wir das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion an, so folgt

T x

yr(z) = Sx(x)/cx(t)f(t)dt— Cx(x)/sk(t)f(t)dt.

0 0
yy ist absolut stetig, da c,f und s, f integrierbar sind. Es gilt somit fast iiberall

x T

yy(z) = ex(@) / ex(t) f(t)dt — Asy(x) / sx(t) f(t)dt.

0 0

Die Gleichheit gilt sogar iiberall, da die rechte Seite stetig in x ist. Eine weitere Ableitung
liefert

T x

yi(z) = —Asx(@) / ex(t) F(£)dE+ Aex(z) / () f (1)t + f(z).

Somit ist y; eine Losung von —y” = Ay — f(x) zu den Anfangswerten

Da ¢y und s, die homogene Gleichung (a = b = 0) 16sen, ist
y(x) = aca(x) + bsa(x) + ys(z)
eine Losung von —y” = Ay — f(x) zu den Anfangswerten y(0) = a,7'(0) = b.

Es ist nun noch die Eindeutigkeit zu zeigen, dazu sei y eine andere Losung der inhomo-
genen Gleichung mit den gleichen Anfangswerten. Dann erfiillt die Differenz v =y — 3
die Differentialgleichung

—v" = Mo, v(0) =0, v'(0) = 0.

Es folgt v = 0 und somit y = g. O

Um y(x, A, q) und yo(x, A, q) zu konstruieren, werden wir sie als Potenzreihen in ¢ ent-
wickeln. Wir beginnen mit y;(z, A, ¢) und nehmen an, dass wir

y1(z, A, q) = Co(z, \) + Z Colz, A\, q)

n>1

15



1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

schreiben konnen mit

Cn<.'lf, )\7 Q) = Cn('ru )\7 qi, - .-, qn)|q1=---=qn=q

Hierbei ist C,,(z, A, q1, . .., q,) fiir jedes = und A eine beschrankte, multilineare symme-
trische Form in (L%)". Cy ist also linear in ¢, Cy quadratisch in ¢ usw. Wenn man wie
bei einer Taylorentwicklung ¢ = 0 setzt, ldsst sich der nullte Term bestimmen. Dann
liefert uns Lemma 1.1 mit f(z) =0unda=1,b=0

Co(z, \) = cos VAz.

Wir leiten nun die Potenzreihe fiir 4, zweimal nach x ab!, schreiben die Differential-
gleichung aus und vergleichen die Terme, die homogen vom gleichen Grad in q sind.
Dadurch ergibt sich fiir alle C,, die Differentialgleichung

—Cl'=XC, —qC,_1, n>1.
Als néchstes bestimmen wir die Anfangswerte fiir diese Differentialgleichung. Da
y1(0) =1+ Co(0) =1
n>1

und
y;(0)=>_Cl(0)=0
n>1

fiir alle ¢ gilt, muss die obige Differentialgleichung die Anfangswerte
Co(z, )\, q) =0, Cl(x,\,q) =0, n>1

haben. Dieses Anfangswertproblem haben wir in Lemma 1.1 behandelt, also ist

xT

Chn(z, N\ q) = /s)\(x —1)q(t)Cr—1(t, A, q)dt, n>1
0

die eindeutige Losung. Nun berechnen wir explizit die ersten beiden C,. Durch Einsetzen
von Cy(z, \) = cos vV Az = cy(z) erhalten wir C} als

T

Cl(l‘, )\,q) == /S)\(l‘ —tl)q(tl)CO(tl,)\)dtl

0
x

= /C)\(tl)S)\(.T — t1>Q(t1)dt1

0

!Beziiglich ¢ darf nicht die Produktregel angewandt werden, da g eine eigenstéindige Variable ist.

16



1.1. Fundamentallosung

und durch erneutes Einsetzen Cy als

T

CQ(.T, )\, Q) = / S)\(.T — tQ)Q(tQ)Cl (tQ, )\, Q)dtg

0

x to

= /S)\(l‘ — tg)q(tg) /C)\(tl)S)\(tQ — tl)q(tl)dtl dtg

0 0
2

— // tr) [ [ Isatisa — ti)q(t:)] diadts.

0<t) <ty <tz=x =1

Fiihrt man dieses Verfahren per Induktion fort, so ergibt sich eine geschlossene Formel
fir alle C,,.

0<t <o <tpy1=c =1

Wir haben also y; als formale Potenzreihe

y1(x, A, q) = ex(x +ZCqu

n>1

in ¢ entwickelt. Wenn wir die obige Argumentation fiir y,(z, A, ¢) wiederholen, dann
kénnen wir auch gy, als formale Potenzreihe

y2(z, A, q) = sx(x —i—ZSaj)\q

n>1

in ¢ schreiben mit

(z, ), q) / / A(t) ] [sa(tivn — t)q(ts)] dty ... dty,. (1.4)

0<t <o <tpi1=1 i=1

Diese Berechnungen waren bisher nur rein formaler Natur, im folgendem Theorem zei-
gen wir, dass sie auch gegen eine Lésung der Gleichung (1.2) konvergieren. Um von
Konvergenz sprechen zu kénnen, miissen wir zuerst eine Norm definieren.

17



1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Definition 1.2. Fir f,g € L%[0,1] sei

<ﬁg>~=:/f@ﬁﬁ5ﬁ, 1l = v/<F.f>
0

Dies sind die Standarddefinitionen fiir das innere Produkt und die Norm auf L%[0,1].

Theorem 1.3. Die formalen Potenzreihen

yi(x, A\, q) = cx(x +ZC’x)\q

n>1

und
ya(x, A, q) = sx(z +ZS:E)\Q

n>1

konvergieren auf beschrinkten Teilmengen von [0,1] x C x L gleichmdfig gegen die
eindeutige Losung von —y" + q(x)y = Ay zu den Anfangswerten

yl(oa)\7Q) = yé(oa)VCI) = 17

y1(0,X,q) = y2(0, \, q) = 0.
Auflerdem gelten die Integralgleichungen

y1(z, A, q) = cos vV + / M#q(t)yl(t, A, q)dt, (1.5)

0

Q(t)yQ(tv AvQ)dt (16)

sin vV \x wsin\/X:c—t
?/2(%)\7@): JF/#

VA VA

und die Abschdtzungen

1 (2, X, ), el A, @) < exp (1mv/Xa + Jlall V)

Bewets. Wir beweisen hier nur die Aussage fiir y;, der Beweis fiir y, verlauft analog.
Mit Hilfe der Abschétzung

ei\/Xx + e—i\/Xx

< exp (|[m \/X|x>

1
ex(x) < 5

18



1.1. Fundamentallosung

erhalten wir fiir x € [0, 1]
|sx(x)] = /c,\(t)dt < /exp (\Im\/X|t> dt < exp (\Imx/ﬂx) .
0 0

Der n-te Term in der Potenzreihenentwicklung von y; kann damit abgeschétzt werden
durch

Cala M) < /L/mmﬂmwl Jatldt ..

0<t) < <tpy1=x

< exp <|Im\/X|x) / / H|q )|dty ..
0<t1 <--<tpii=z '~
Der Wert des Integrals verdndert sich unter Permutationen von ¢q,...,¢, nicht. Die

Vereinigung aller permutierten Integrationsbereiche ist [0, x]™, somit folgt

n

1
H|q )|dt . . = / [T ettt ... dt

O<t1< <tn+1 $ = [va}n =1

1 X
= o | [ttt
0

1
n!

—(lall Vo).

Die letzte Ungleichung folgt aus der Schwarzschen Ungleichung. Wir erhalten also die
Abschitzung

<

Cular, )| <~ exp (1Em /Al (] Vi)™

Dies zeigt, dass die formale Potenzreihe

yi(z, A, q) = ex(x +ZC (x, A\ q)

n>1
auf beschrinkten Teilmengen von [0, 1] x C x L2 gleichmiiRig gegen eine stetige Funktion
konvergiert. Benutzt man nun noch

oo

S Ll v = exp(lall V).

n=0
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

so erhalten wir die Abschétzung fiir y;. Als néchstes beobachten wir

yl(l‘a)‘vcﬂ = CA(I‘)*FZCTL(ZL‘,)\,(])

Diese Gleichungen gelten, da wir aufgrund der gleichméfigen Konvergenz Integration
und Summation vertauschen konnen. Somit ist die Integralgleichung fiir y; bewiesen. Es
folgt wie im Beweis von Lemma 1.1, dass y; eine Losung von —y” + g(x)y = Ay zu den
richtigen Anfangswerten ist.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass y; eine weitere Losung der Glei-
chung (1.2) zu den gleichen Anfangswerten ist. Aus Lemma 1.1 folgt

T

th(z) = ex(x) + /SA(J: — t)q(t)g1(t)dt.

0

Dann erfiillt die Differenz v(x) = y;(z) — g1 (x) die Gleichung

xT

o(z) = / sx(z — O)g(t)u(t)dt

0

und somit gilt

@) < / ls(@ — )g(t)Pdt / (i) [t

< c/\v(t)\th.
0
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1.1. Fundamentallosung

Hier ist ¢ := ||¢q|| max{|s3(¢)||0 < ¢ < 1} und wir haben wieder die Schwarzsche Un-
gleichung benutzt. Es folgt, dass die nichtnegative Funktion e~ [ |v(¢)|?dt eine nicht-
positive Ableitung auf [0, 1] hat. Da sie bei 0 verschwindet, muss sie auf [0, 1] identisch
verschwinden. Somit gilt v(z) = 0, was die Eindeutigkeit beweist. O

Wenn wir die Integralgleichungen iterieren und an der Stelle x = 1 auswerten, so erhalten
wir

y1(1, X, q) = cos VA + S;n\/\/xx/lq(s)ds +0 (%) , (1.7)

1
sin \/X COS \/X

1
5 + 7 0 q(s)d8+0(ﬁ), (1.8)

ya(1, X, q) =

yi(1, X, q) = —VAsin VA + COSQ\/X /q(s)ds + O (%) : (1.9)

yo(1,\, q) = cos VA — Si;\/? /lq(s)ds +0 G) . (1.10)

Nun haben wir eine Fundamentallésung der Hillgleichung gefunden. Dies fiihrt zu der
folgenden Definition.

Definition 1.4. Die Fundamentallosung ist in Matrizschreibweise

iz A q) ya(z, A q)
YiwAq) = (ym Na) vl Ag))

Die Matriz M(\) =Y (1, A, q) heifst Monodromiae.
Fiir das folgende Theorem brauchen wir einen Hilbertraum, der auch gewisse Ableitun-
gen zuldsst.

Definition 1.5. Fiir k > 0 sei HE = HE[0,1] der Hilbertraum aller komplezwertigen
Funktionen auf [0,1], die k Ableitungen in L% besitzen. Insbesondere ist L% = HY.
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Theorem 1.6 (Analytische Eigenschaften).
(a) Fiir jedes x € |0, 1] sind

yj(xa)\vq)a y_;(xa)\vq)a j:172

ganze Funktionen auf C x LZ.
(b) Die Liosung
yj('a)\vq)a j:172

ist als Abbildung von C x L% nach HZ analytisch.

Bewets. (a) Wir fiihren den Beweis wieder nur fiir y;, der Beweis fiir y verlauft analog.
Der n-te Term in der Potenzreihenentwicklung ist gegeben durch

(2, N, q) / / C)\(tl)HS)\(tHl —ti)ﬁq(ti)dtl...dtn

0<t) <--<tpr1=zx i=1

Die ersten beiden Terme im Integranden sind ganze Funktionen in A. Der Ausdruck ist
also fiir jedes z stetig differenzierbar nach A und ¢ auf ganz C x L und somit eine ganze
Funktion in A und ¢q. Wegen der gleichméfigen Konvergenz der Summe aller dieser Terme
auf beschriinkten Teilmengen von [0, 1] x C x L%, wie in Theorem 1.3 gezeigt wurde, ist
y; eine ganze Funktion von A und ¢. Die Integralgleichung aus Theorem 1.3 liefert uns

yi(z, A\, q) = —VAsin VA + /cos \/X(x —t)q(t)ys(t, A, q)dt.

0

Also ist die Ableitung y; fiir jedes = stetig differenzierbar und damit ebenfalls ganz.
(b) Jeder Term C,, sei nun eine Abbildung von C x L% nach C¢, den Raum aller kom-
plexwertigen stetigen Funktionen auf [0,1] versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist
jeder Term stetig differenzierbar und somit auch ganz. Dies gilt wegen der gleichmafi-
gen Konvergenz und der Integralgleichung ebenfalls fiir y; und y;. Es folgt, dass y; und
y; auch als Abbildungen von C x LZ nach L2 analytisch sind, da die Supremumsnorm
stirker ist als die L2-Norm. Wegen der Differentialgleichung

v =(g— N

ist y{ im gleichen Sinne analytisch. Dies zeigt, dass y; eine analytische Abbildung von
C x L% nach HZ ist. Der Beweis fiir y, verlduft analog. O
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1.1. Fundamentallosung

Definition 1.7. Die Wronski-Determinante zweier differenzierbarer Funktionen f
und g ist die Funktion

[f.9]1=fg' = [g.
Das néchste Theorem liefert uns eine wichtige Aussage, die wir oft benutzen werden.
Theorem 1.8 (Wronski-Identitét).

[y1,y2] =1

Bewets. Es gilt fast iiberall

i) = (s — y1y2)

= ylyé' - yi/yz
y1(q — Nyz2 — (¢ — Ny
0,

also auch
1, 92)(z) = [y1,92)(0) =1
wegen der Stetigkeit iiberall. 0

Wir kénnen nun Lemma 1.1 verallgemeinern auf das inhomogene Problem der Hillglei-
chung.

Theorem 1.9. Sei f € L und a,b € C. Dann existiert eine eindeutige Lisung der
inhomogenen Gleichung

—y" +q(x)y = Ay — f(x), 0<z<1

zu den Anfangswerten

Die Lésung ldsst sich schreiben als

y(z) = ayi(z) + bya(z +/ — 1 (x)ya(t)) f(2)dt.
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Bewets. Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Lemma 1.1. Man muss nur
sx(x—t) = sx(x)ea(t) —sa(t)ex(x) durch yy (z)ya(t) —y1(x)ya(t) ersetzen und die Wronski-
Identitdt benutzen. O

Durch das folgende Korollar wird nun das Anfangswertproblem der Hillgleichung gelost.

Korollar 1.10. Jede Lisung der Hillgleichung ist eindeutig gegeben durch

y(x) = y(0)y1(x) +y'(0)y2(=).

Besitzt auflerdem eine Lisung eine doppelte Nullstelle in [0, 1], so verschwindet sie iden-
tisch.

Bewets. Wenn man f(x) = 0 setzt, folgt die erste Behauptung direkt aus dem obigen
Theorem. Fiir die zweite Behauptung betrachten wir an einer doppelten Nullstelle xq,
also y(zo) = v/'(xo) = 0, den Ausdruck

(yl(fﬁo) yz(xo)) (y(O)) _ (y(xo)) _o.

n(zo)  ys(x0) ) \y'(0) y'(xo)

Dann gilt y(0) = 3/(0) = 0, da die Matrix aufgrund der Wronski-Identitat nicht singular
ist. U

Definition 1.11. Bei gegebenen Randbedingungen heifst ein Wert \, fir den eine Lésung
der Hillgleichung existiert, Eigenwert. Die dazugehirige Funktion y(x) heifit Eigen-
funktion.

Wir kénnen y; und g, als Verallgemeinerungen der Funktionen cos v/ Az und sin v/ Az /v/
ansehen. Fiir grofses A\ konnen wir sogar asymptotische Abschitzungen angeben.
Theorem 1.12 (Abschiitzungen). Auf [0,1] x C x L% gelten die Abschitzungen

1
VA

exp (|Im vz + gllv)

y1(z, A, q) — cos )\ZL” <

sin \/Xx

1
ya(z, N, q) — 7

< g e (15 VAl + gl V)
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1.1. Fundamentallosung

und

i@ A ) + VsinVae| < Jlallexp (|TmvAlz + gl V&)

e ) con VAa| < e (1im V3 + V).

Beweis. Offensichtlich gilt

}yl(x, A, q) — cos \/Xx‘ < Z |Cn(z, A, q)].

n>1

Jeder Term C,, enthélt einen Faktor s)(z — t,), der beschriankt ist durch

| sin v/t| 1
lsx(t)| = < exp ([ImVAlt), 0<t<1.
' VAL T VA ( )

Andererseits kénnen wir wie in Theorem 1.3 vorgehen um die Abschétzung

1 (gl v=)"
|Cp(z, N, q)| < e exp (|Imﬁ|x> QT

zu erhalten. Wenn wir diese Majoranten summieren und den Term fiir n = 0 hinzuneh-
men, erhalten wir die erste Ungleichung. Die zweite Ungleichung wird bewiesen, indem
man die Terme s,(¢;) und sy(x — ¢,) in S, wie oben abschdtzt. Durch Ableiten der
Integralgleichung fiir y; ergibt sich

T

y1(z, N\, q) = —VAsin Vz + /COS \/X(a: —t)q(t)y1(x, A, q)dt.

0

Aus der Abschitzung von Theorem 1.3 und der Ungleichung |c)(t)| < exp (|Im \/X\t)
folgt

vilw A )+ VAsinVia| < exp (\Imﬁ\x)/m(menqmdt
0

< oxp (1 VAle -+ ol V&) [ latola

IN

lallexp (17m Al + gl V)
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Dies beweist die dritte Ungleichung. Um die vierte zu beweisen zeigt man, dass

1
ly2(z, X, @) <

~ VA

gilt und wiederholt die obigen Schritte. O

exp (|fm VXl + lgll vz )

Die gleichen Abschitzungen werden wir mit allerdings anderer Schreibweise spéter erneut
beweisen.

Der obige Beweis hat gezeigt, dass

- S exp(|m VA])
yl(IL‘,)\,q)—COS\/X?L‘+ZCn(fE7)\)+O( N )

gilt. Die Abschétzung ist in dieser Form nicht sehr niitzlich, da C,, ziemlich kompli-
ziert ist. Eine kleine Verbesserung ist moglich, wenn wir trigonometrische Identitdten
benutzen. Benutzen wir zum Beispiel 2sin « cos f = sin(a + ) + sin(a — 3), so erhalten
wir

n=1

Ci(z N q) — % / sin VA(z — £) cos(v/Xt)q(t)dt

sin v Az

= O/q(t)dt + W O/sm V(& — 2t)q(t)dt.

2V

Im Allgemeinen kann man nichts besseres erreichen. Besitzt ¢ jedoch eine oder mehrere
Ableitungen, dann kénnen wir auch noch partiell integrieren. Bei einer vorhandenen
Ableitung ergibt sich

xT

Cila. A\ q) = ng [atwe + YN ()~ g(0)
—% cos VA(z — 2t)¢'(t)dt,

0

wobei der letzte Term fiir |\| — oo von der Ordnung o (exp(|[m \/X|x/|/\|)> ist. Besitzt

q eine zweite Ableitung in L2, dann kénnen wir noch einmal partiell integrieren und den
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1.1. Fundamentallosung

dritten Term ersetzen durch

T

_sin VI (¢ () + ¢(0)) — % /sin \/X((] — 2t)¢"dt.

VoM $v/\

Der letzte Term ist nun o (exp(\[m \/X|33)/(|\/X\3)> fiir [A\| — oo. In der obigen Entwick-

lung sind die Terme nach inversen Potenzen von A\ geordnet. Jeder Term (aufer dem
Fehlerterm) ist ein Produkt von Ausdriicken in A und ¢, wenn wir die z—Abhéngigkeit
ignorieren. Somit ist es natiirlich, die ersten N Koeffizienten von C,, abzuspalten und die
Terme zu sammeln, die die gleiche Potenz von 1/\ enthalten. Das Ergebnis dieses Ver-
fahrens ist eine formale asymptotische Entwicklung von ;(z, A, ¢) in inversen Potenzen
von A. Wir beweisen nun ein Theorem fiir zweimal differenzierbare Potentiale.

Theorem 1.13. Fir ¢ € HZ gilt

SR + cos Vs (1)~ a0) - 5000°)

o (exp(\fmmw)

yi(x, A\, q) = cosVAz+

VAP

mit

Bewets. Wir hatten bereits die Abschidtzung

xT

sin v \x /q(t)dt . cos V\x

0
x

sinvz , 1 . "
_ ik (¢ (x) +4'(0)) — ST /sm V(g — 2t)¢"dt.

0
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Auf die gleiche Art kann man nun auch eine Abschétzung fiir C'; erhalten.

x t2
1
CQ(SC, )\, q> = X /sin \/X<.§C - t2)(](t2) /sin \/X<t2 - t1> COSs \/Xt1Q(t1)dt1dt2
0 0

to

1 x
= ﬁ/sin \/X(l’—tg)q(tg) sin \/th/q(tl)dtldtg
0

0
to

] x

+ﬁ /sin \/X(l’ — tg)q(tg)/SIIl \/X(tg — 2t1)q(t1)dt1dt2
0 0

= I+1I.

Benutzen wir nun die Gleichung 2 sin avsin 5 = — cos(a+ [3) + cos(a — 3) und integrieren
partiell, so erhalten wir

x to

cos VI
4\
0 0

T to

cos VA(z — 2t5)q(ts) /Q(tl)dtldtg

0 0
2

_cos Vx /q(t)dt Lo (exp(|fm\/X|x)> .

L
4N

8\ VAP

0
Eine weitere partielle Integration liefert

g (expufmmx)) |

|A”

Fassen wir nun die Terme zusammen, so erhalten wir die Abschitzung fiir v, (z, A, ¢). O

Analog beweist man fiir y(z, A, ¢) die Abschitzung

(A q) = sin\/?:p _ COS2\<XZL‘Q(:C) n si:\/\/;gx <q(:1:) +q(0) — %Q(I)2>
oxp(|Im v/A|z)
-0 ( . ) |
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1.2. Hill-Diskriminante

1.2. Hill-Diskriminante

Nun fiihren wir einen wichtigen Begriff ein, der uns bei einigen Untersuchungen hilft.
AuRerdem wird er spéter einen Ubergang zu den Riemannschen Flichen darstellen.

Definition 1.14. Die Funktion
1
A(N) = §(y1(1,A,Q)+yé(1,A,Q)) (1.11)

heifst Hill-Diskriminante.

Als Erstes geben wir eine Formel fiir die Ableitung der Hill-Diskriminante nach A an.

Lemma 1.15. Es gilt

OA(
2 ai)z(yl(l,A q) — ya(1, X, q) /y1
0
1 X (1.12)
“ o Ag) [ nlde + (LA [ ualeds
0 0
Beweis. Als abkiirzende Schreibweise fithren wir
oyi(z, \) s Oya(z,\) B
a)\ — <1, 8)\ — <2
Oy (@, N) _ o O )
B)) v B)) 2
ein. Wir leiten —y” + qy = Ay nach A ab und erhalten (fiir y = y; bzw. y = y»)
T\ — = — A
A4 0= )2 =~ ), g

2y + (X —q)ze = —yo(z, \).

Die allgemeine Formel fiir die Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung

29



1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

zweiter Ordnung in Ausdriicken der Losung der homogenen Gleichung liefert

T T

21 (z) = yi(z, )\)/y2(t)y1(t)dt — ya(x, )\)/yl(t)Zdta
() = ¥ (2, ) / oty (£)dt — g, A) / i (1),
’ . (1.14)
29(x) = yi(z, A)/yz(t)Zdt—yz(af, )‘)/yl(t)QQ(t)dt7
4(2) = 4, \) / yalt)2dt — (. ) / 1 ()t

Die Funktionen z; und 2, sind die Losungen zu den Anfangswerten z;(0) = 21(0) = 0
und 2z5(0) = 25(0) = 0. Da z; = Jy;/0\ usw. ist und die Anfangswerte von y; und ys
unabhéngig von ) sind, sind es die richtigen Losungen. Die Gleichung (1.12) folgt dann
direkt, wenn wir x = 1 setzen. O

Nun berechnen wir auch noch 9*>A/9\?. Dazu leiten wir (1.12) nach X ab und benutzen
(1.14) fiir x = 1. Somit erhalten wir die Ableitungen von 0z;/0A usw. Nutzen wir nun
noch die Dirichlet-Randbedingungen aus, so erhalten wir
1 2 1 1
D2A 5 5
Ervhe yi1(2)y2(z)dz| — [ yi(x)?dz | yo(x)*dx (1.15)
0

0 0

als Formel fiir die zweite Ableitung von A nach A.

Theorem 1.16. Die Funktion A(X) ist eine ganze Funktion der Ordnung 1/2, d.h. es
existiert eine Konstante M, so dass

|A(A)] exp(=M~/[A]) (1.16)
fur alle \ beschrinkt ist.

Bewets. Die Summenentwicklung fiir die Hill-Diskriminante ist

AN =D (Cal(1,0,9) + S4(1, 1, 9)).

n>0
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1.2. Hill-Diskriminante

Dabei ist S)(z) = cos v/ Az und
Sp(x, A, q) = —/COS V(@ = 1)q(t)S), (¢, A, q)dt.
0

Fiir positive, reelle x gilt
IN .
Co(a)] = |eos(VAa)] = 3 ‘(emx o)

<1 <6|¢X|m n ewﬁ\x) _ VAL
= 3

und |Sp| < zelV2. Sei nun M* eine positive Konstante, so dass |g(z)| < M* fiir reelles
x gilt. Dann erhalten wir per Induktion aus den Summenentwicklungen fiir C,, und S,
sowie

|sin VA (z — 1) < |VA|(z — t)el VA
die Abschéitzungen

L (M*z2)n
|C (, \/X)\ < eV ﬁ,

M*l‘2)n

Es gilt somit auch
* .2 \n
S5z, VA)| < we -

Wir erhalten also fiir |[A()\)| die Abschétzung
IAN)| < 26V cosh(VMF).

Dies zeigt, dass der Ausdruck (1.16) beschrankt ist, wenn wir M = 1 wéhlen. O

Da eine ganze Funktion der Ordnung 1/2 unendlich viele Nullstellen besitzt, wie in Satz
B.18 bewiesen wird, folgt sofort ein Korollar.

Korollar 1.17. Die Funktionen A(N)+1 und A(N)—1 haben unendlich viele Nullstellen.

Das nédchste Theorem liefert eine asymptotische Abschitzung von A()) fiir positive
Werte von .
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Theorem 1.18. Sei q(x) so normiert, dass fol q(t)dt =0 gilt, dann folgt daraus fir alle
komplezen Werte von /A mit nichtnegativem Realteil

A = cos VA < 26l (exp (M/IVA]) ~ 1) (1.17)

Hierbei ist M so gewdhlt, dass |q(x)| < M gilt.

Bewets. Mit Induktion iiber n folgt ebenso wie im Beweis von Theorem 1.16

elfm Az N [Vl
el VN N g /X ).

Cu(z, A, q)] <

1Sh(z, A q)| <

Wir miissen nur die Abschétzungen im Beweis von Theorem 1.16 ersetzen durch
[Cola)] < el Sy ()] < eltm Al

und

| cos \/X(x — )]
| sin VA(z — 1)

exp | Im VM| (z — t),

<
< exp |[ImV|(z —t).

Um zu zeigen, dass v A|A(N) —cos V| — 0 fiir A — oo gilt, miissen wir lediglich zeigen,
dass

lim VACL(1, A, q) + S5(1,),¢)| =0
V=00

gilt, da fiir » > 1 und VA — oo die Funktionen C,(z,\,¢q) und S’ (z,\,q) von der
OrdnungO(1/)) sind. Nun gilt wegen der Normalisierung von ¢(x)

VA (CL(L, M q) + Si(1, A q)) = -/sin(\/X)q(t)dt —0.

0

O

Definition 1.19. Die Nullstellen von A(X) — 1 heiflen periodische FEigenwerte der
Hillgleichung. Wir bezeichnen sie mit w; fir @ = 4n — 3,4n — 2, n € N. Die Nullstellen
von A(N) + 1 heifien antiperiodische Eigenwerte der Hillgleichung. Wir bezeichnen sie
mit w; firi=4n —1,4n, n € N.
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1.2. Hill-Diskriminante

Als eine weitere Abschétzung fiir die Hill-Diskriminante erhalten wir

Lemma 1.20. Fiir beschrinkte q € L% gilt
A(N) = cos VA1 + O(1/\)).

Im Speziellen gilt |A| > 1 aufSerhalb der reellen Achse. Die Linien VA = a+ib, auf denen
A reell ist, haben die asymptotische Entwicklung a = nm + c1/b+ co/b* + ..., n € Z.

Beweis. Aus Theorem 1.18 erhalten wir die Ungleichung
|A — cos VA| < v/2cosh b,

mit VA = a+ibund ¥ = 3 [|¢||"/[VA|*. Mit wachsendem @ und kleinem, festem b
wird ¥ klein und A gut abgeschiitzt durch cos v/A. Auferdem gilt fiir [b| > sinh~' 2 auch
|A| > (|sinh ] — v/2coshbE) > $[sinh b > 1 und entweder a oder |b| sind so grof, dass
¥ <|coth b|/2v/2 ist. Dies zeigt, dass A()) fiir grokes /A die Werte +1 nicht annimmt,
auker nahe an der reellen Achse, wo die Funktion aussieht wie cos v/A. Nun betrachten
wir die Linien, auf denen A reell ist.

A = cos(a+ib)[1 + o+ if]
= (14 «a)cosacoshb+ [sinasinhb
+i[B cosacoshb — (1 + a) sin a sinh b].

Der Imaginérteil verschwindet fiir tan(a) = [coth b]3/(1+ «). Die obigen Abschitzungen
liefern |tan a| < cothb|B|/(1—|a]) < 1 cothbY fiir b so groR, dass |a| < ¥ < 1. Tatséich-
lich ist &« = O(1/\), aber dies brauchen wir nicht. Fiir grofes |b| impliziert dies, dass
|tan a| klein ist, da fiir |b] — oo der Ausdruck | coth b| gegen 1 geht. Deshalb ist a = nw+4
mit n € Z und kleinem 6. Nun betrachten wir 0 <[tana| = tan(£d) < 1(cothbdX). Fiir
grofes || ist die rechte Seite klein und liegt in einem Intervall um den Ursprung, in dem
tan~! wohldefiniert ist. Benutzt man die Taylorreihe von tan™!, so ergibt sich

1 lall" | cothbllgl] 1
0 < 46 < tan [ cothbz ] 5% + 0 W )
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

1.3. Eigenschaften der Fundamentallosung

Wir untersuchen nun die Abhéngigkeit der Funktionen 3, (z, A, ¢) und y2(x, A, ¢) von dem
Potential ¢q. Durch die Konstruktion sind beide stetig beziiglich der starken Topologie
auf L%. Es kommt heraus, dass sie sogar kompakt sind, das heift stetig beziiglich der
schwachen Topologie.

Theorem 1.21. Konvergiert die Folge q,, schwach gegen q in L%, dann gilt

gleichmdfig auf beschrinkten Teilmengen von [0,1] x C. Dies bedeutet, dass y; und yo
gleichmdpig kompakt auf beschrinkten Teilmengen von [0,1] x C sind.

Bewets. Wir betrachten zunéchst nur y;. Sei ¢, eine Folge, die schwach gegen ¢ kon-
vergiert. Wegen der gleichmifigen Beschrénktheit gilt

lgll < sup||gm| < M < .

Auf einer beschrankten Teilmenge A von [0, 1] x C gilt dann gleichméfig

n

1 M
Cula, A p)| < —exp (Hm V) (IplVE)" S e—ry m> 1.

Hierbei haben wir die Abschitzung fiir C,, aus Lemma 1.1 benutzt. Es gilt also

91(2, A, ) — 11(2, A, 9)| Z (@, A, ) — C(, X, )]

+ Z (|Cn(x7)‘7QM)| - |Cn(x7)‘7Q)|)

n=N+1
N
n=N-+1

gleichmafkig auf A. Die zweite Summe konvergiert gegen Null fiir N gegen unendlich.
Also reicht es zu zeigen, dass jeder Term C),(x, A, ¢,,) auf A gleichméfig gegen C,,(z, A, q)
konvergiert. Nun halten wir n > 1 fest und untersuchen die Funktion

Ap(z,A) = Cp(z, N\, gm) — Cu(z, A, q).

34



1.3. Eigenschaften der Fundamentall6sung

Diese Funktion lisst sich auch schreiben als

mit

Dz, )\(tla cee 7 = C) tl H S)\ H—l 1{0<t1< Ltpt1=z}
=1
und 1¢ , als Indikatorfunktion der Menge {...}. Das innere Produkt bezieht sich auf
den Raum L% ([0, 1]™). Wir miissen zeigen, dass

sup |Ay,(z, A)] — 0 fiir m — o0
A

gilt. Wegen der Stetigkeit wird das Supremum von |A,, (z, A)] fiir jedes m in einem Punkt
(Zm, Am) angenommen, der im kompakten Abschluss von A liegt. Aquivalent dazu kénnen
wir also zeigen, dass

A (T, A)| — 0 fir  m — o0

gilt. Ist dies nicht der Fall, dann kénnen wir durch den Ubergang zu einer Teilfolge
annehmen, dass (z,,, \,,) gegen (z*, \*) konvergiert und zusétzlich

| A Ty An)| =0 >0
gilt. Aufgrund des Theorems der beschriankten Konvergenz gilt

pmm)\m stark Dz JA*

in LZ([0,1]™). Andererseits gilt aber

n n

H m(ti) p—— H q(t:)

i=1 =

ebenfalls in L2([0,1]). Dies zeigt man, indem man die Monome %', - - 5 die einen

dichten Unterraum von LZ([0,1]") aufspannen, integriert. Es folgt dann

was ein Widerspruch ist. Somit ist das Theorem fiir y; bewiesen, der Beweis fiir v,
verlduft analog. O
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Wir wissen, dass y; und y, analytische Funktionen in ¢ sind und da wir uns in dem
Hilbertraum L2 befinden, kénnen wir auch Gradienten und Ableitungen bestimmen.
Zunichst treffen wir eine Aussage iiber die Funktionen y2, y,1», y3.

Theorem 1.22. Fiir jedes Paar (\,q) € C x L2 sind die Funktionen

Yt Y1y2. i
linear unabhdngig auf [0,1].

Beweis. Wenn wir die Gleichung 37 = (¢ — A)y; fiir j = 1,2 benutzen und 2(q — \)-mal
die erste Zeile von der dritten subtrahieren, erhalten wir

v oy Y3
det | (y7) (ylyz)’ (y3)
(y1)" ( (y3)"
Y1Y2 ?/%
= 2y1y1 Y1Y2 + Y15 29215
22yl 200y + s+ ylye 2(y5)% 4 2u008
Y1Y2 y%

= 2y1y1 y1y2 + y1y2 21235
1?/2 2(95)2
= 2yi(yiye + yivh) (¥5)® + 4y (v1)y3ys + 4y ()3 ys
—2(y1)? (yiy2 + v195) ¥a — Liyiy2(ys)® — 4yiyiya(vh)?

= 203 (vh)® — 2u5(y1)* — 6yiyay (v5)” + 6y1y5 (y1) ys

= 2(nys — Yiy)’

— 9
Die letzte Gleichung folgt aus der Wronski-Identitit. Somit sind y%, y,v», ¥5 linear un-
abhéngig. O

Nun werden wir zeigen, dass die Ableitungen von y; und y, beziiglich ¢ sich in Produkten
von y; und y, ausdriicken lassen.

Theorem 1.23. (a) Es gilt

ailf% = 5O Oy2(2) = y(@)y(D)]10a (1),
a% = 5O Oy (2) = v (@) (D)1 (1)
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1.3. Eigenschaften der Fundamentall6sung

fiir 7 =1,2. Die Gradienten sind stetig beziiglich x, \, q.
(b) Die Ableitungen der Funktionen y; erfillen fir j = 1,2 die Gleichungen

1

dy; / dy;
Wi _ _ dt
O\ dq(t)

0

und ,
iy [,
() Jq(t)
0

Beweis. (a) Wir betrachten wieder die Hillgleichung

—y; + q(x)y; = Ay

Leiten wir diese nach ¢ in Richtung v ab, so erhalten wir

_dq?/;‘,(v) + q(x)dgy;(v) = Mdgy;(v) — vy;.

Wenn ¢ stetig ist, dann ist y; zweimal stetig differenzierbar in  und wir konnen die
Ableitung bzgl. x und ¢ vertauschen. Es gilt also

Ay (v) = (dyy;(0))"

Die Anfangswerte von d,y;(v) verschwinden beide, da die Anfangswerte von y; unab-
hingig von ¢ sind. Somit liefert uns Theorem 1.9

T

%MWZ/%@M@%@-%@M@M@M

0

Beide Seiten sind in ¢ stetige Funktionen auf L2 und die Gleichung gilt auf einer dichten
Teilmenge von LZ, nimlich den stetigen Funktionen. Somit gilt die Gleichung fiir alle ¢

und
£%>=w@mmwwu»—m@wﬂmhwﬂﬂ

ist bewiesen. Wenn wir beide Seiten nach x ableiten, folgt fiir stetige ¢

T

i 0) = [ 00 (O0500) @l

0
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Dies gilt dann wieder fiir alle ¢ aufgrund der Stetigkeit.

(b) Die Behauptung folgt aus der Identitét

y]<x7)\+ €7Q> = 3/](377 )\7q - 8)7

denn diese impliziert

0 0
ayj(j% )\7q> - %y‘](ru )\7q - 8)

e=0
1

R
B / 8Q(t)dt'

0

Somit ist Jy; /O die Richtungsableitung von y; in ¢ in Richtung der konstanten Funktion
-1. Mit dem gleichen Argument folgt die Behauptung fiir y/. O

1.4. Dirichlet-Problem

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit dem einfachsten Randwertproblem fiir die Hill-
gleichung. In diesem Fall lisst sich eine schone Aussage iiber die Lage der Eigenwerte
treffen.

Definition 1.24. Die Differentialgleichung
-y +al@)y=2ry, 0<x<l1

mit den Randwerten

heifit Dirichletproblem.
Die Figenwerte zu diesem Problem heiffen Dirichleteigenwerte, bezeichnet mit 11(q).
Die Menge aller Dirichleteigenwerte bildet das Dirichletspektrum.

Interessant sind hierbei natiirlich nur die nichttrivialen Losungen. Die fundamentale
Losung dieses Randwertproblems erhalten wir mit Korollar 1.10 als

y(z) = ¥ (0)y2(z, A, q),
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1.4. Dirichlet-Problem

da y(0) = 0 gilt. Um auch den Funktionswert am rechten Rand auf 0 zu setzen, muss
A variiert werden, da an der Stelle x = 1 die Funktion y, den Funktionswert ys(1, A, q)
besitzt. A wird nun so variiert, dass dieser Funktionswert 0 wird. Eine Vorbereitung zu
dieser Variationsmethode ist die folgende Beobachtung.

Ist p eine Nullstelle von ys(1, A, q), dann ist ys(x, 4, ) eine nichttriviale Losung der
Hillgleichung zu den Dirichlet-Randwerten, also ist ;4 dann ein Dirichleteigenwert. Ist
umgekehrt x4 ein Dirichleteigenwert zu der Eigenfunktion y(x), dann gilt wegen Korollar
1.10

y(@) =y (0)y2(z, A, q)

und somit wegen den Randbedingungen (1, i, ¢) = 0. Das Dirichletspektrum von (1.2)
ist also identisch mit der Nullstellenmenge von y,(1, A, q¢). Ab sofort werden wir nicht
mehr zwischen diesen beiden unterscheiden. Im freien Fall lasst sich das Dirichletspek-
trum leicht bestimmen, da dann y,(1,\,0) = sinv/A/v/X ist. Somit ist das Dirichlet-
spektrum zu ¢ = 0 gegeben durch

2 4n?, 92, onPrd, L.
Unser Ziel ist es nun zu bestimmen, in welchem Bereich die Dirichleteigenwerte zu einem
beliebigen Potential ¢ liegen. Es wird sich ergeben, dass die Dirichleteigenwerte zu einem
beliebigen Potential immer relativ nahe bei den Dirichleteigenwerten des freien Potentials
liegen.

Wir werden nun die Hillgleichung in Matrixschreibweise einfiihren und damit Informatio-
nen iiber die Lage der Dirichleteigenwerte erhalten. Das Potential ¢ € LZ sei so normiert,
dass fol q(s)ds = 0 gilt. Dies macht bei der Betrachtung der Asymptotik der Dirichle-
teigenwerte, die wir jetzt durchfiihren werden, keinen Unterschied, da eine Anderung
des Integralwertes nur der Verschiebung jedes Dirichleteigenwertes um diese Konstante
entspricht.

Die Hillgleichung
—y" +q(x)y =My

(22 0) ()2 ()

Mit der Definition k2 := —\ erhalten wir als Matrix

0 1
e (0, 0)

wird zu
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Die Matrix H werden wir nun adjungieren mit einer Matrix G = T'A, definiert durch

() res(h )

o530 o)

(k0 1 q/k —q/k\ .
GHG _(0 _K)+2<q/ﬁ _q/ﬁ) =: fo+ P

Wir haben durch die Adjungierung also eine Aufteilung der Matrix H erhalten. Es
sind die Diagonalmatrix 3, und die Matrix (;, dessen Norm fiir grofes x klein wird,
entstanden.

Es ergibt sich

und

Das folgende Lemma liefert eine Aussage iiber die Konvergenz der darauf folgenden
Picard-Iteration. Einen dhnlichen Beweis hatten wir bereits in Theorem 1.3.

Lemma 1.25. Sei o : [0,1] — C*2 Lebesgue-integrierbar. Dann konvergiert die Abbil-
dung

:EI—>11+Z// / (t)a(ty) - - - aulty)dty - - - dt,, (1.18)

gegen die Losung von F' = Fa mit F(O)

Bewets. Die Reihe (1.18) konvergiert wegen

[ [ fottsae -t

j / / a()llatia)] - ) ldes -~
0 / / / Jatt) o]+ (e, ---d
j ool )

IA

VAN
§|H
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1.4. Dirichlet-Problem

O

Fiihrt man nun eine Variation der Parameter durch, so ergibt sich, dass die eindeutige
Losung von F'(z) = F(x)ag + B(z) mit F(0) = 1 und z-unabhéngigem o gegeben ist
durch

T

F(z) = exp(zap) + / B(t) exp((x — t)ayg)dt.

Somit ist die Losung von F'(z) = F(ag + a1) mit z-unabhéingigem «q gegeben durch

=) Cule)
mit N
Co(x) = exp(ragy) und Chiq(x) = /C’n(t)ozl(t) exp((x — t)ap)dt

fir alle n € N,.

Nun kénnen wir die Differentialgleichung 16sen, die durch die beiden Matrizen 3, und
(1 gegeben ist. Wir 16sen £’ = E(fy + (41) und F(0) = 1 mit dem Ansatz

= ZEn(:c) mit  Fy(r) = exp(z5).

Es ergibt sich als rekursive Gleichung fiir £,,, n > 1

T x

Evir(a) = [ (051 (6) exp((o — )t = [ En(0)5u(0)Eo(~0)dtEn().

0 0

Setzen wir jedes F,(x) rekursiv in diese Gleichung ein, so erhalten wir eine Schreibweise
als n-faches Integral.

// /EO t) B (t1) Eo(—t1) Eo(t2) 51 (t2)
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Nun schétzen wir die Norm von E,(z) ab.

|Ea@)]| < / / / VEo(t) 118t | Boltz — t0) 1161 (t2)]

x tn to

/ / / 1B OB (e - - 131 (1)

1 Eo(t)|[| Eo(ta — t1)|| - - - || Eo(x — t,)||dtrdts . . . dL,

IN

Dies gilt fiir alle || Eo(t1)||||Eo(ta — t1)|| -« - || Fo(x — t,)|| < [|[Eo(x)||. Féhrt man weiter
fort wie im Beweis von Lemma 1.25, so ergibt sich die Abschitzung

g™l Eo ()l

E,(z)| <
) < FE

(1.19)

Insbesondere wird also E,, () klein fiir grofes n. Dies folgt auch bereits aus der Konver-
genz der Summe E(x). Es gilt nun

fuscona= [ (s =) o (1)

Mit den Bezeichnungen M fiir die Monodromie eines beliebigen Potentials und M, fiir
die Monodromie des freien Potentials seien die adjungierten Monodromien N und N,
definiert durch N := GMG™! = E(1) und Ny := GMyG™' = Ey(1). Wir erhalten mit
Hilfe von (1.19) die Abschétzung

|V = Nol| = < IE] (¥ 1),

> Ea(l)

Diese Abschitzung hatten wir mit einer anderen Schreibweise bereits in Theorem 1.12
bewiesen. Die Ableitung von Ey(1) nach k ist

Zao-4 (5 2)- (1 5)mon
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1.4. Dirichlet-Problem

Im néchsten Schritt berechnen wir die Ableitung von F;(1).

1
0 0

—B(1) = 5 [ Ba(t)fa(t) Bol(1 — 1)t

_ j{(é2)EM0&@MM1—&—EMO£&@MM1—ﬂ

+Em@@Cgt419%( ﬂﬁ

Nehmen wir nun die Norm, so erhalten wir als Abschitzung

?

i&mHﬁjO+ﬁ+QMwwmwa—wﬁ

(2+ ) 1E L

Leiten wir einen anderen Summanden £, (1) nach s ab, so miissen wir wie oben die
Produktregel beachten. Wir erhalten also analog als Abschitzung fiir die Norm

|2 5w < @+ 0+ 2 ) 10

Zusammen mit (1.19) erhalten wir also

‘ 0 lall™ | Zo(L)]]

n
—F,(1 < 1 _°
gemn] < (e ) MG
lall . llall lg)"~ lal”
E .
V0 (8 + 1) et +
Die Dirichleteigenwerte des freien Potentials bezeichen wir nun mit p,,. Mit dieser Be-
zeichnung gilt p,, = nmi und somit exp(p,) = (—1)". Wir erhalten bei einem Dirichletei-
genwert die Abschitzung

| (on) = 5l

IN

Ok

lall | Nl \ < lgl"~" gl
Ry B +
(mr * n’m? ) e (nm)"~'(n — 1)! ; (nm)"n!

lgll , llgll \ jtar 1o
< (( +ogg)er fem 1)
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Liegt nun ein Dirichleteigenwert x eines beliebigen Potentials nahe bei p,,, dann erhalten

wir fiir die Ableitung
||CJ|| llall llal
< [[Eo(1 )II((| e el el —1).

e — efr 0
0 —e e P

Als eine weitere Abschétzung erhalten wir
< et (e —1) < elferl| s — pol.

0 0
—N — —N,
Ok Ok

H 8N0 8N0 (p )

Wir definieren nun N, (p,,) als die abgebrochene Reihenentwicklung der Monodromie bei
einem Dirichleteigenwert p,, des freien Potentials.

Nl(pn) = EO(lv pn) + El(lvpn)

Wie bei einer Taylorentwicklung erhalten wir als Abschéitzung fiir NV in der Nihe von
pn 71 einem beliebigen Potential

NG) = (Mo + = 0 5000 )|
0N,

= |[N(k) = N(pn) + N(pn) — Ni(pn) — (K — pn)%(pn)

O ()0 — (5= ) ()| + IN (o) = Mol

d¢+exp<%) 1-— Hq”

IN

IN

%(éb) - W(Pn)

nm

/ ON 0Ny

AN, AN, [ 1loN 8N0
W(@—W(Pn)'d(wr/”%( ’

ldl ., < gl )
< it (81 () con () 1) 0 (1)
< mi(omnnizo(3) o (8

IA
—
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1.4. Dirichlet-Problem

Lemma 1.26. Fir eine Konstante K, n groff genug und |k —nmi| = % gilt die Abschdt-

zung
| sinh k| > (exp (%) — 1) elferl,
K

Beweis. Wir setzen x = a + i(b + nm) und kénnen annehmen, dass b < 7 gilt, da
aufgrund der Perioden von sinh die Gleichung | sinh(i(b+nn))| = | sinhb| fiir allen € N
gilt. Aufgrund der Voraussetzung |k — nmi| = % werden fiir grofes n sowohl a als auch b
klein. Wir wéihlen zunéchst n > Ny, so dass die Abschitzungen |cosb| > 3, |sinb| > ‘—g‘
und el*l < 2 gelten. Wir wiihlen nun K > £||¢|| und n > Ns, so dass die Ungleichung

K 8 8 4
— > —|lgll = —llall > = Il¢ll
n  nm |ni| |k
gilt. Mit n > max{ Ny, N, } gilt dann
|sinh(k)] = |sinh(a + ib)| = |sinh acosb + i cosh a sin b
inh 1
s1n2 ¢4 isinb > §|a+z’b|
Kl
— 2n |k

V
o
=
VRS
@
"

o}
VR
==
~_

|
~__

O

Die Eintrige in den Matrizen N und Ny, die relevant sind fiir die Dirichleteigenwerte,
sind nur die Eintrége rechts oben. In der Matrix N bezeichnen wir diesen mit g(x), in
der Matrix Ny mit f(x). Es ergibt sich

VA
= %(isin A—gsin\/X).

f(rk) = %(—COS\/X+COS\/X+/€Sin\/X—% Asinﬁ)

VA

Nun setzen wir —ix = v/\ ein, dann erhalten wir

f(k) = % (isin(—ik) + isin(—ix)) = sinh(k).
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Auf den Konturen der Kreise |k — nmi| < £ gilt wegen Lemma 1.26 die Ungleichung

l9(r) = F(R)] < [f(K)].

Dann folgt aus dem Satz von Rouché, dass f(x) und g(x) im Inneren der Kreise gleich
viele Nullstellen haben, g(x) hat genau die einfachen Nullstellen n7i, somit besitzt auch
f (k) genau eine Nullstelle in den fiir wachsendes  immer kleiner werdenden Kreisen um
nmi. Somit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 1.27. Es ezistiert ein N € N, so dass in den Kreisen |k — nwi| < % fiir
n > N genau ein Dirichleteigenwert liegt. Die anderen N Dirichleteigenwerte liegen in
der offenen Halbebene Rer < (N + 1)m.

Der Beweis des zweiten Teils der Aussage findet man in [30, S.28], das gesamte Lemma
ist eine Verscharfung der Aussage des ,,Counting Lemma“ auf der gleichen Seite.

Um den Ausdruck £;(1) genauer zu verstehen, berechnen wir ihn explizit.

1

Ey(1) exp(—fo) = / exp(—005)51(5) exp(fos)ds

0

; a(s) a(s)
— /exp( Bos)= (i q(s)> exp(fos)ds

A —ee)

- / % (emq(s) ~q(s) )d

_ 1 0 — 01 e 2%q(s)ds
2K fol e?rq(s)ds 0

Nun berechnen wir die Dirichleteigenwerte von

AN,

Ni(pn) + (k — pn)aT(pn),

diese bezeichnen wir mit §. Auferdem sei §(n) = fol e 2™nsq(s)ds der n-te Fourierkoef-
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1.4. Dirichlet-Problem

fizient von gq.

6t (Mt + (-1 (5 0))) 6

1 6725771'71 s)ds
g (1Rl e
= G 1(_1) (f()l erwinq(s)dS 2min G

5 1— K+ nm

1+ Kk —nmi 1

_ (—1)"G‘1< L_G(—n) 1_—?5(:732)(;

27rinq
_ e ( 2+ 55(d(n) — 4(=n)) < (26— 2nmi — 52 (4(n) + d(—n))))
2 \K (26 +2nmi + 52 (G(n) + 4(-n))) 2+ 507 (d(=n) — 4(n))

Damit § ein Dirichleteigenwert ist, muss der Eintrag in der Matrix oben rechts ver-
schwinden. Daraus erhalten wir die Gleichung

1
4min

A

(G(=n) + q(n)).

0 —nmi =

Somit ist 0 — nmi proportional zu den Fouriercosinuskoeffizienten von ¢q. Aufierdem sieht
man, dass die Differenz 6 — nmi fiir grofes n stark abféllt. Da die Ungleichung (1.20)
auch fiir die Dirichleteigenwerte gilt, erhalten wir

K—nml = k—0-+0—nmi

A

(G(n) +G(=n))

< (k- nmi) (m(m i) + 0 (1))

= k—0+

n

‘0 (ni) () + ().

4min

daraus folgt

(5 — nd) (1 Ky(k— nmi) — O (1)) <0 (i) + L G) +d(=n)).

n n? 4min

Wegen Lemma 1.27 geht fiir wachsendes  der Ausdruck 1— K;(k—nmi)—O (1/n) gegen
1 und es folgt

K = nwi+ O (i) . (G(n) +4(-=n)).

n2 4min
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Quadriert man dies, so ergibt sich

N =t g ) +a-m) 0 ().

Wenn wir nun wieder fol q(s)ds beriicksichtigen, dann haben wir das folgende Lemma
bewiesen.

Lemma 1.28. Fiir die Dirichleteigenwerte y,, eines komplezwertigen Potentials q € L%
gilt die Abschdtzung

o = 0T+ /q(s)ds + % (G(n) +G(—n)) + O (5)

wobei e, eine Folge in [? ist.

Die Dirichleteigenwerte eines beliebigen Potentials ¢ € L2 liegen also (bis auf eine Kon-
stante fol q(s)ds, die durch das Potential bestimmt wird) nahe bei den Dirichleteigen-
werten des freien Potentials.

Definition 1.29. Der Hilbertraum [* ist der Raum aller Folgen (ay,as,...) mit

a? < .
> a:

n>1

In [18] werden von Kappeler auch noch zwei weitere Abschitzungen fiir die periodischen
Eigenwerte bewiesen. Es gilt

> win-s — win—al* < Ki(1+ [|g])* (1.21)
n>N
und
> tizn — win-s* < Ky (1+ [|g])*>. (1.22)
n>N

Hierbei sind K; und K, zwei Konstanten und N := K;(1 + ||q||)?.

Im Spezialfall von reellwertigen Potentialen kann man sofort die Asymptotik des Dirich-
letspektrums bestimmen.
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1.4. Dirichlet-Problem

Theorem 1.30. Das Dirichletspektrum eines reellwertigen Potentials q ist eine unend-
liche Folge von reellen Zahlen, die nach unten beschrinkt ist und gegen unendlich geht.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die Folge reell bleibt. Dazu sei A ein Dirichletei-
genwert von ¢ mit der Eigenfunktion y(x). Dann gilt

—y" +a(z)y = My.
Wenn wir diese Gleichung komplex konjugieren, dann erhalten wir
—7" +q(@)7 = Ny,

da ¢ reell ist. Nun multiplizieren wir die erste Gleichung mit 7, die zweite mit y und
bilden die Differenz.

w9 =7y —y"7= = Nyg= A= Ny*
Integrieren wir die letzte Gleichung, so erhalten wir

1

v, = G- [l

Die linke Seite verschwindet wegen den gegebenen Anfangswerten y(0) = y(1) = 0, das
Integral jedoch nicht, also gilt A = A und A\ ist reell. O

Wenn wir uns Dirichlet-Randbedingungen vorgeben, so lédsst sich jede Eigenfunktion
y(z) schreiben als y(z) = 3/(0)ya(z, A, q), somit ist jede Eigenfunktion zu einem Dirich-
leteigenwert \ ein Vielfaches von y,(z, A, ¢). Die Ableitung 0/0\ sei nun mit - bezeichnet.

Theorem 1.31. Wenn \ ein Dirichleteigenwert von q € LZ ist, dann gilt :

1

do(L, A, )w(L, A q) = / Y2 (. \)dt

0
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Bewezs. Nach Theorem 1.23 gilt :

N / Ay2(1)
) Oq(t) «

y2<17)‘)

1

= —/yQ(t)[yl(t)yg(l) — y1(D)y2()] 10,1 (2)

0
1

- / V(A1 )t

0

Die letzte Gleichung gilt, da fiir einen Dirichleteigenwert yo(1, \) = 0 ist und somit auch
die Wronski-Identitét zu y; (1, \)yh(1, A) = 1 wird. O

Im reellen Fall ist das Integral gleich |lyo(+, A)||* und somit die algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes A gleich 1. Im komplexen Fall ist das Integral nicht mehr notwendi-
gerweise positiv. Wir werden spéter zeigen, dass die Vielfachheit jeden beliebigen Wert
annehmen kann.

Lemma 1.32. Die Eigenfunktionen kénnen normalisiert werden, es qilt fol f2#0.

Bewets. Sei ¢ eine infinitesimale Verdnderung von ¢, wir betrachten die Variation der
Hillgleichung

Lfi+ Lfi = X\f+ \f.

Hier sind die Eigenfunktionen so gewihlt, dass sie lokal glatt in ¢ sind. Damit ist A
wohldefiniert, da dann auch die einfachen Eigenwerte lokal glatt in ¢ sind. Nehmen wir
nun das innere Produkt mit f;, so erhalten wir

1

1
/ Gfide = \; / Fda.
0

0

Ist nun [} f?dz =0, dann gilt [ ¢f2dae = 0. Aber da ¢ eine beliebige Funktion ist, gilt
f? = 0. Dies ist ein Widerspruch. O
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1.4. Dirichlet-Problem

Nun weisen wir jedem Eigenwert eine Eigenfunktion g, = g¢,(,¢) zu, die wir normali-
sieren durch

lgnll =1,  gn(z) > 0.

Aus dem obigen Theorem folgt dann

g (ZL‘ q) _ y2<x7,un7Q)
VU2 (1, iy )y (1, fin, q)

Im Speziellen gilt
gn(z,0) = V2sinnrz.

Wir betrachten nun die Dirichleteigenwerte u, als Funktion in Abhingigkeit von dem
Potential, fiir diese Funktion i, (¢) kénnen wir den Gradienten berechnen.

Theorem 1.33. pu,, hat den Gradienten

Opin 2
= g2(t,q).
O 9.(t,q)

Bewets. Wir beobachten

0
— (1
0 8qyz( n(q), q)

o, 0

= ?/2(1,Mn)a—q + 8_qy2(1’/\) .

Nach Theorem 1.23 ist der zweite Term gleich

Y2 (t) [y1(H)y2(1) — 11 (D) y2()] = =y (Vy3 (1) = ——

da aufgrund der Wronski-Identitat yo(1, i,,) = 0 und y;(1)y5(1) = 1 gilt. Wir erhalten
also )
Opn Y3t )

000) ~ Tl pw(L oy B

O

Analog zum charakteristischen Polynom einer n x n-Matrix erhalten wir auch eine Dar-
stellung von y(1, A, ¢). Allerdings miissen wir die Konvergenz des Produktes beachten,
da die Funktion (1, A, ¢) unendlich viele Nullstellen besitzt.
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1. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Theorem 1.34. Fiir ¢ € L2 gilt

fim(q) — A

yQ(l,)\,Q) = m2m2

m>1

Beweis. Es gilt y, = n?7? + O(1). Benutzen wir Lemma B.20, so erhalten wir, dass

fn(q) — A
PN =11
m>1

eine ganze Funktion in A ist. p(\) erfiillt

=28 0[5

gleichmiRig auf den Kreisen || = r,, = (n+ 1)?x? fiir n grof genug. Die Nullstellen sind
genau die Dirichleteigenwerte von ¢, somit ist der Quotient p(\)/y2(1, A, ¢) ebenfalls eine
ganze Funktion. Aufgrund der Abschétzungen fiir v, folgt

(LA q) = %JFO(%M)

- 20 (100(2)

gleichméfig fiir |\| = r,. Somit gilt

fiir |A\| = r,,. Fiir n — oo gilt also

p(A) '
sup |————— — 1| — 0.
[A|=rn y2(17/\7Q)
Aus dem Maximumsprinzip folgt, dass die Differenz identisch verschwindet. Somit gilt
P(A) = ya(1, A, 9). O

Sind die zwei Funktionen y,(1, A, ¢) und y»(1, A, p) gleich, so ist sicherlich p,(q) = pn(p)
fiir alle n > 1. Also haben p und ¢ das gleiche Dirichletspektrum. Nun wissen wir, dass
die Umkehrung ebenso richtig ist. Anders gesagt, die ganze Information iiber y5(1, A, q)
ist bereits im Dirichletspektrum ., (q),n > 1 enthalten.
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2. Inverses Problem

Im ersten Kapitel hatten wir gezeigt, dass die Dirichleteigenwerte eines beliebigen Po-
tentials nahe bei den Dirichleteigenwerten des freien Potentials liegen. Nun interessiert
uns die umgekehrte Fragestellung. Wir geben uns beliebige Punkte, die nahe bei den Di-
richleteigenwerten des freien Potentials liegen und wollen das Potential bestimmen, das
diese Punkte als Dirichleteigenwerte besitzt. Um dieses Problem l6sen zu konnen, fiih-
ren wir eine Riemannsche Fliche ein und betrachten Divisoren auf dieser Riemannschen
Flache.

2.1. Definition der Riemannschen Flache

Bereits im ersten Kapitel hatten wir das Fundamentalsystem der Hillgleichung bestimmt.
Dazu hatten wir auch die Monodromie und die Hill-Diskriminante eingefiihrt. Hier eine
kurze Wiederholung der Schreibweise. Das Fundamentalsystem ist gegeben durch

_ (@A q) a(2, ), 9)
Y(xg )\,Q) - <yi(x’ )\’q) yé(«rg )\7(]) .

Die Monodromie ist das Fundamentalsystem ausgewertet an der Stelle x = 1, M(\) =
Y (1, A\, ¢) und die Hill-Diskriminante ist definiert als

AX) = 3 ((1, A, 0) 151N 1)

Benutzen wir die Wronski-Identitét y,(x, A, ¢)y5(z, A, ¢) — yi(z, A, @)y2(x, A, q¢) = 1 aus
Theorem 1.8, so erhalten wir als charakteristisches Polynom der Mondromie
det(ml — M()\)) = m? — 2A(N)m + 1.

Lost man die dazugehorige quadratische Gleichung nach m auf, so ergibt sich fiir die
Eigenwerte der Monodromie

me = A £ VA2 — 1.
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2. Inverses Problem

Die Wurzel (A% — 1)'/2 definiert eine Riemannsche Fliche mit zwei Blittern. Die un-
endlich vielen méglichen Verzweigungspunkte und/oder singuldren Punkte dieser Rie-
mannschen Fliche befinden sich an den Beriihrpunkten der Blatter. Benutzen wir nun
die Bezeichnungen aus Definition 1.19, dann ist w; fiir A(w;) = 1 und i = 4n —3,4n — 2,
n € N ein periodischer Eigenwert und w; ein antiperiodischer Eigenwert fiir A(w;) = —1
und j = 4n — 1,4n, n € N. An diesen Stellen ist m, = +1 = m_ und M hat die
kanonische Jordanform
+1 «
( 0 il) '

Ist a = 0, so existieren zwei linear unabhéngige periodische oder antiperiodische Eigen-
funktionen und die geometrische Vielfachheit des zugehdrigen Eigenwertes ist maximal,
also gleich zwei. Ist o # 0, dann existiert nur eine periodische oder antiperiodische
Eigenfunktion oder die geometrische Vielfachheit ist 1.

Aufgrund Korollar 1.17 besitzen die Funktionen A(\) — 1 und A(X) + 1 unendlich viele
Nullstellen, somit besitzt auch die Funktion A(A)* — 1 unendlich viele Nullstellen. Da
A()) asymptotisch gleich cos VX ist, folgt aus der Gleichung cos®> VA — 1 = —sin® VA,
dass A(M\)? — 1 asymptotisch gleich —sin? /X fiir grofes X ist. In (B.2) hatten wir die

Produktdarstellung
sin \/_ ﬁ
T n2

als Hadamardprodukt. Also kénnen wir auch A(A\)? — 1 als Produkt

AQ —1= )\ wWo H )\ CLJQn )\ — wgn,l) /n47r4 (21)

schreiben. Die gemeinsame Entw1cklung von wgn_l und wy, ist fiir n — oo analog zu den
Dirichleteigenwerten n?r? + fo s)ds +cin? 4+ con~t + ..., wie in [18] bewiesen wird.
Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes ist die Anzahl von zusammenfallenden
Eigenwerten w; = w;, im Produkt. Ist das Potential ¢ reell, dann sind die geometrischen
und algebraischen Vielfachheiten gleich. Wir werden noch zeigen, dass bei komplexen
Potentialen im Gegensatz zu reellen Potentialen jede beliebige algebraische Vielfachheit
moglich ist.

Man kann mit Hilfe einer Deformation des freien Potentials jedes beliebige komplexe
oder reelle Potential ¢ erhalten. Dazu fiihren wir €q ein, dabei soll £ zunéchst klein sein
und lassen dann € gegen 1 gehen. Das freie Potential entspricht ¢ = 0, das Potential ¢
entspricht € = 1. Unter dieser Deformation ist das Potential eine analytische Funktion
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2.1. Definition der Riemannschen Flache

in e. Nun ist aber A(X,q) = % (y1(1,A,q) +¥5(1,\,¢)) analytisch in g, da die beiden
Funktionen (1, A, ¢) und (1, A, ¢) analytisch in ¢ sind. Somit ist auch A(\, eq) ana-
lytisch in ¢ fiir ein festes ¢q. Zunéchst untersuchen wir den Fall ¢ = 0. Dann sind die
periodischen und antiperiodischen Eigenwerte wo,_; = ws, = n?7? alle doppelt, aufer
dem einfachen Basiszustand wy. Wir betrachten die Werteverteilung der dazugehdrigen
Diskriminante A(),0) = cos /X in der v/ A-Ebene.

(c0) (—o0) (o0) (—o0) (c0) (—o0)

\\‘
\ VA-Ebene
AN

@ (1) @) ) ) )

(o0) (—o0) (c0) (=00) (c0) (—o0)

Abbildung 2.1.: A(\) = cos VX in der v/ A-Ebene

A bildet den schraffierten Streifen bijektiv auf die obere Halbebene ab und nimmt die
Werte in Klammern an den Punkten 700, 0, 7, m7+i00 an. Genauso wird jeder Halbstreifen
auf eine Halbebene abgebildet, so dass ein Streifen (+), der auf die obere Halbebene
abgebildet wird, von Streifen (-) umgeben ist, die auf die untere Halbebene abgebildet
werden und umgekehrt. A ist iiberall konform, aufer an den Punkten nz, bei denen
OA/OXN = 0 gilt. A ist reell auf den Linien, die die Streifen erzeugen und somit streng
monoton wachsend oder fallend auf diesen Linien. Wir wollen nun zeigen, dass weit genug
aufen in der komplexen Ebene die Streifen unter der e-Deformation ihre Form behalten
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2. Inverses Problem

und die Eigenwerte auf natiirliche Weise nummeriert werden kénnen. Wir hatten bereits
in Lemma 1.20 die Abschitzung

A(N) = cos VA1 + O(1/))).

fiir beschriinktes ¢ € L gezeigt. Im Speziellen gilt also |A| > 1 fiir Im A # 0. Die Linien
VA = a + ib, auf denen A reell ist, haben fiir groRes b die asymptotische Entwicklung
a=mnr+c/b+ cy/b?+ ..., n € Z. Wir konnen also einen Kreis D finden, der so
groft ist, dass unter den Deformationen kein Eigenwert auf D liegt oder aus D heraus
bewegt wird. Dann folgt aus dem Theorem A.3 von Hurwitz, dass innerhalb von D
weder neue periodische oder antiperiodische Eigenwerte entstehen noch verschwinden.
Auflerdem behalten wegen den Asymptoten die Streifen das Aussehen von Abbildung
2.1 fiir grokes A, so dass fiir ein beliebiges ¢ die Eigenwerte bei ¢ = 1 zuriickgefiihrt
werden konnen auf die doppelten Paare wy;_1 = ws; oder den Basiszustand wy fiir ¢ = 0.
Dies liefert eine natiirliche Nummerierung.

(c0) (=00)

Abbildung 2.2.: A in der v/A-Ebene nach der Deformation

Die Linien kénnen weder auseinanderreiften noch neue Ecken entwickeln. Aufgrund der
Monotonie von A kénnen sich auf den Linien keine zwei Punkte mit unterschiedlichen
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2.1. Definition der Riemannschen Flache

Werten von A treffen. Somit entstehen keine glatten Schleifen, die sich selbst schneiden.
Wenn sich andererseits einige doppelte Eigenwerte in die imaginire Richtung aufteilen,
also zu einfachen Paaren werden, dann kénnen sich Punkte mit dem gleichen Wert fiir A
treffen, somit kann die algebraische Vielfachheit von den Eigenwerten 2 iiberschreiten.
Abbildung 2.2 zeigt Streifen nach einer Deformation. w3 hat die algebraische Vielfach-
heit 4, dies wurde moglich durch die Auftrennung der urspriinglichen w5 und wg in die
imaginére Richtung. Es ist nun verstindlich, dass jede algebraische Vielfachheit bei dem
periodischen und antiperiodischen Spektrum eines komplexwertigen Potentials topolo-
gisch moglich ist.

Definition 2.1. Die Gleichung

K:yQZR(A):—ﬁ(1—§>

=0 J

definiert eine Riemannsche Fldche unendlichen Geschlechts.

W
0 Wy
/ wz
(0. ¢]

Abbildung 2.3.: Schnitte in C

wo w1 o)

Abbildung 2.4.: Uberlagerung von C

KC wird gebildet, indem man zwei Kopien der komplexen Ebene nimmt, die von oo bis wy
und von wy; 1 bis woy; geschnitten ist, sieche Abbildung 2.3. Die Punkte P auf K sind Paare

1/2
aus einer Projektion A = A\(P) und einem Wert y = y(P) von (— [12(1 — i)) . Die

Wi
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2. Inverses Problem

Bléatter sind so verklebt, dass wir von einem zum anderen kommen, indem wir einen Kreis
um oo oder irgendein w;, ¢ = 0, ... machen und nach zwei Kreisen wieder beim gleichen
Blatt landen. Es gibt zwei Punkte auf /C fiir jeden Punkt in der komplexen Ebene, aufer
an den einfachen Eigenwerten und bei oo, siehe Abbildung 2.4. Die lokalen Koordinaten
bei einem Punkt Py = (Ao, yo) sind auf die folgende Art und Weise definiert.

1. Ist A(Xg)? — 1 # 0, dann existiert eine Umgebung U von P, so dass (\,y) € U genau
dann gilt, wenn y = f(\) ist, wobei f eine analytische Funktion mit yo = f(X\o) ist.
Somit ist 7 : (A, y) — A eine lokale Koordinate auf U.

2. Ist A(Ag)> — 1 = 0 und die algebraische Vielfachheit von )y ungerade, dann existiert
eine Umgebung U von (g, 4o), so dass (Ao + t*,y) € U genau dann gilt, wenn y = f(¢)
ist, wobei f eine analytische Funktion mit f(0) = yo ist. In diesem Fall kann man durch
die Abbildung (A, y) — t = /A — A¢ eine lokale Koordinate auf U definieren.

3. Ist A(Xg)?>—1 = 0 und die algebraische Vielfachheit m von )¢ gerade, dann existieren
parametrisierte Scheiben U; und Us, so dass U; U U, eine Umgebung von (Ao, yo) und
Uy NUz = {(Xo, o)} ist. Also gilt (A, y) € U; genau dann, wenn y = f;(\) ist, wobei
die f; analytische Funktionen mit f;(Xo) = yo und ordy, (f;(-) — yo) = 2m sind. Hier ist
7 (A, y) — A eine lokale Koordinate auf U; und Us.

2.2. KdV-Hierarchie

Die folgende Darstellung basiert auf Gesztesy und Holden, siehe [10]. Wir werden eine
Konstruktion der KdV-Hierarchie iiber eine Polynomrekursion darstellen. Damit wir
diese Hierarchie entwickeln kénnen, benotigen wir zunéchst, dass das Potential ¢ glatt
ist, diese Einschrinkung werden wir spiter wieder teilweise fallen lassen. L bezeichnet
erneut den eindimensionalen Schrodingeroperator.

d2

L=-2
dx?

+q(x)

Um die KdV-Hierarchie zu konstruieren benétigen wir einen rekursiv definierten zweiten
Differentialausdruck, den wir mit P, fiir n € Ny bezeichnen. Wir definieren zuerst die
Funktionen { f;},en, rekursiv durch

fo=1 fi= _i it afi+ %q,fl—l- (2.2)
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2.2. KdV-Hierarchie

Rechnet man die ersten explizit aus, so ergibt sich

fO = 17

fi = %q—i‘cla

fo = —3"+3¢C + 300+,

f3 — 312q//// . 1%qq// . 3%(]/2 + 1_5%(]3

o (50" + 24°) + 230+ cs.

Hierbei sind die ¢; Integrationskonstanten, die beim Losen von (2.2) entstehen. Man
sieht, dass jedes f; ein Polynom in ¢ und dessen Ableitungen ist.

Nun definieren wir Differentialausdriicke P, ; der Ordnung 2n + 1 durch

. d 1 A
PMHZZ(fn_j%—éf,g,j)y, n € Ny. (2.3)
=0
Explizit ergibt sich
d
J
1 d.ﬁC’
b ¢ 3 d+3 Lo
= —— c
3 P L e L
&5 P 7 2 (3 d 15
p = = _° ! 2 3// w 290 — == "
ST s 4% Tl d2+<2q q)d;ﬁqq 167
B L d3+3d+3,+cd
g1 781 TN\ T T 2% T4t ) Ty

Mit Hilfe der Rekursion (2.2) kann der Kommutator von Py, 1 mit L explizit ausgewertet
werden und ergibt

[Pony1, L] = 2fr/z+17 n € Np.

Das Paar (P11, L) wir als Lax-Paar der n-ten Gleichung der KdV-Hierarchie bezeich-
net. Nun konnen wir die KdV-Hierarchie durch das Verschwinden des Kommutators
definieren :

[ Pons1, L) = —2f1,1(q) = s-KdV,(q) =0, neN (2.4)
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2. Inverses Problem

Explizit ausgerechnet ergibt sich

s-KdVy(q) = —¢ =0,
1 3
s-KdVi(q) = qu — §qq’ —c1q =0,
1 5 5 15
S-Kd%(q) — _1_6ql/l/_'_§qq/l/_'_1qlql/_§q2q/
1 3
+c1 (qu - §qq’) —caq' = 0.

Die Gleichung s-KdV;(q) = 0 ist im stationéren Fall, das heikt ohne Zeitabhéngigkeit,
und fiir ¢; = 0 genau die KdV-Gleichung. Somit ist auch die Bezeichnung als KdV-
Hierarchie verstidndlich.

Definition 2.2. Die Menge der Losungen von (2.4) mit n € Ny und ¢; € C ist die Klasse
der algebro-geometrischen Lisungen der KdV. Man bezeichnet die algebro-geometrischen
stationdren KdV-Losungen q abgekiirzt als KdV-Potentiale.

Im Folgenden werden wir annehmen, dass g die n-te stationire KdV-Gleichung erfiillt.
Damit meinen wir, dass q eine der n-ten stationiren KdV-Gleichungen erfiillt, nachdem
eine bestimmte Wahl von Integrationskonstanten ¢; € C, [ = 1,... n getroffen wurde.

Nun fiihren wir ein Polynom F,, vom Grad n mit einem Parameter \ € C ein.

Fn(’z) = an*j)\j (25)
j=0
Hier erhilt man explizit

FO = 17

1
Fl = )\+§q+61,

1 1 3 1
B, = )\2+§q)\—§q"+§q2—|—cl (§q+)\) + ¢,

1 1 3 1 5) )
F, = )\3 _)\2 o 2 Y /N /B v
3 T +< g4 TRY ) AT R Tl T 3t

) 3 2 1 1 " 3 2 1
+— A —g\ — — - A - .
16q + ( +2q 8q +8q + co +2q +C3
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2.2. KdV-Hierarchie

Die Rekursion (2.2) im Zusammenhang mit (2.4) liefert
F" —4(q—2)F, —2¢'F, = 0. (2.6)
Multipliziert man dies mit F;, und integriert beziiglich x, so ergibt sich
IFVF, —iF? — (¢ — N)E? = Ropi1(N). (2.7)

Hierbei ist Ry,.1(A) ein Polynom vom Grad 2n + 1 mit héchstem Koeffizient 1. Die
Nullstellen bezeichnen wir mit {w,, } m-o,.. 2, und kénnen somit

7777

2n
Rypi(N) = [[(A=wn),  wm€C, m=0,... 2n

m=0

schreiben. Mit Hilfe der Gleichung (2.7) lassen sich die Integrationskonstanten ¢; explizit

in Ausdriicken der Nullstellen wy, . .., ws, von Ry, bestimmen (vgl. auch Theorem D.1
in [10]). Es gilt mit w = wy, . .., wa, im speziellen :
Co (£> = 07

2n
1
aqlw) = —§Zwm.
m=0

Nun betrachten wir die Einschrankung von P, ; auf den zweidimensionalen Kern von
(L —\).
ker(L — X) = {¢ : R — Coomeromorph|(L — \)y) = 0} (2.8)

Dann folgt mit (2.3)

d 1
= F(\)——=F/(\
ker(L—X) ( ( )daz 2 al ))

Dieses Ergebnis ist unabhéngig davon ob P,,.; und L kommutieren oder nicht. Wir
haben eine zuséitzliche Beziehung zwischen beiden, wenn sie kommutieren.

. (2.9)

P2n+1
ker(L—2X)

Theorem 2.3. Wenn P,,.1 und L kommutieren und somit die n-te KdV-Gleichung
erfiillen, dann besteht folgende algebraische Beziehung :

~Py, 1 — Rona(L) =0
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2. Inverses Problem

Beweis. Mit Hilfe der Gleichungen (2.9) und (2.7) gilt :

2
Py, — _(AF'F, —L1F? _ (g — \F?
< et ker(L,\)> (22 thn = (= VE) ker(L—N\)
— —Raun(L
2 +1( ) ker(L—2X)

Somit fallen Pj,_; und — Ry, 11(L) auf ker(L — ) zusammen und da A € C beliebig war
folgt die Behauptung. 0

Nun ist es einfach die Motivation der Rekursion (2.2), die den Beginn unserer KdV-
Hierarchie darstellt, zu begriinden. Wenn man nach Differentialausdriicken P sucht, die
mit L kommutieren, dann kann man folgendermafen vorgehen. Man schriankt P auf den
Kern von (L — \) ein, hierbei kann man systematisch d?/dz? durch (¢ — \) ersetzen
und somit P auf ker(L — A) zu einem Differentialausdruck erster Ordnung von dem
Typ Plier(t—x) = (F(N)d/dx + G(X)) |ger(r—x) machen, hierbei sind F' und G Polynome.
Verlangt man nun Kommutativitdt von P und L auf ker(L — \), so folgt G = —F"/2
und aukerdem liefert [P, L]|kerz—») = 0 die Gleichung

F" —4(q— N F' —2¢'F = 0. (2.10)

Somit haben wir die Identitét (2.6) . Wenn wir nun den Ansatz F(A\) = > ., f, Al in
(2.10) einsetzen, bekommen wir die Rekursionsformel fiir f; mit der wir gestartet sind.

Dies ist eine Darstellung der KdV-Hierarchie im endlichen Fall, es existiert jedoch auch
eine natiirliche Erweiterung auf den unendlichen Fall, wie wir in Abschnitt 2.4 darstellen
werden.

2.3. Dirichlet-Divisor

y2(1, A) ist eine ganze Funktion der Ordnung 1/2 mit den Nullstellen py, k € N, die
das Dirichletspektrum bilden. Die Funktion y,(1, ) ist asymptotisch zu sin v/A/v/A und
lasst sich als Hadamard-Produkt (siehe (B.2))

(2.11)
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2.3. Dirichlet-Divisor

schreiben.

Die Dirichleteigenwerte werden nun zu einem Dirichlet-Divisor P = pips... auf der
Riemannschen Fliache K zusammengefasst. Der Punkt p; = (\;, y;) ist gegeben durch die

1/2
Projektion \; = p; und y; = y(\;) = (— [152(1 = ,ui/wj)> . Das Blatt (das Vorzeichen
von y;) wird durch die Normierungskonstanten der Eigenfunktionen bestimmt, wie wir

jetzt erkldren werden. Die Normierungskonstante ist

1

/yi(x,m)dfc = —y(1, 1) ya (1, pa)-

0
Die Gleichungen A = %(yﬁryé) und 1195 —1y2y, = 1implizieren y, = Ad(A2—1—yy1})"/2.
Zunéchst betrachten wir einen einfachen Dirichleteigenwert

1

y2(1, i) = 0 und /yg(xaﬂi)dﬁ = —in(1, ) (A(ps) £ (A% () = 1)'?) .

Sind das einfache Spektrum und die Dirichleteigenwerte bekannt, so sind y,(1, A) und
A(M) als Funktionen von A bestimmt. Die einzige neue Information, die die Normie-
rungskonstanten liefern, ist das Vorzeichen, also das Blatt von I auf dem p; liegt. An-
dererseits verschwinden die Normierungskonstanten, wenn die Dirichleteigenwerte eine
hohere Vielfachheit haben. Auf jeden Fall kann y5(1, 14;) # 0 immer benutzt werden um
das Blatt zu bestimmen, da y5(1, y1;) nicht gleichzeitig mit y,(1, i;) verschwinden kann,

weil yo(x, p;) # 0 gilt.

Lemma 2.4. y5(1, ;) bestimmt das Blatt auf dem p; = (\;,y;) liegt. Bei einem mehr-
fachen Dirichleteigenwert miissen die zugehdrigen p; auf demselben Blatt von K liegen.
Eine solche Vielfachheit kann bei einem einfachen periodischen oder antiperiodischen
FEigenwert nicht auftreten.

Betrachte zunéchst Abbildung 2.5. Die einzige erlaubte Vielfachheit ist von Typ 3,
dies nennen wir eine nicht-spezielle Position, 1 und 2 sind spezielle Positionen, die bei
Dirichlet-Divisoren nicht erlaubt sind.
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2. Inverses Problem

P1 D1 = P2 P1 = Do
D2
Typ 1 Typ 2 Typ 3

Abbildung 2.5.: Mogliche Positionen der Eigenwerte

Bewets. Bei einem mehrfachen Dirichleteigenwert gilt 1; = pt; = ¢ und nur ein Vorzei-
chen wird von y5(1, it;) bereitgestellt. Also ist (1, y;) = (15, y;). Die Ableitung von A
beziiglich X ist

1 1 1
. 0A
A= T [y1 — 3] /yldefE - yQ/?/%dx*yi /ygdx,

0 0 0

wie in (1.12) berechnet. Bei einem einfachen Eigenwert w; ist A # 0. Wenn ein Dirich-
leteigenwert mit w; zusammenfillt, so ist

yl(lawi) :yé(lawl) :j:17 yQ(lvwl) :()7

aber 9/, (1,w;) # 0. Deshalb ist A = %11, also 3, # 0. Somit muss die Vielfachheit des
Dirichleteigenwertes 1 sein. U

Nun kénnen wir das Problem stellen, das wir 16sen werden. Wir geben uns Dirichleteigen-
werte vor und suchen das zugehdrige Potential. Dazu stellen wir Differentialgleichungen
auf, die uns die Bewegung der Dirichleteigenwerte bestimmen und entwickeln dann eine
Spurformel, mit deren Hilfe wir das Potential berechnen konnen.

2.4. Dubrovin-Gleichungen und Spurformel

Wir fassen zunichst die benétigten Ergebnisse aus dem ersten Kapitel zusammen, um
die KdV-Hierarchie aus Abschnitt 2.2 auch im unendlichen Fall zu definieren. Sei 7 C R
ein offenes Intervall und z € 7.
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2.4. Dubrovin-Gleichungen und Spurformel

(i) Die Menge der periodischen und antiperiodischen Eigenwerte {w,, }men, C C er-
fiillt Y, |wm| ™' < 00, Re(wm) — +00, Im(wy,) — 0 fiir m — oco. Die w,, sind
dabei nach ihrem Absolutbetrag angeordnet, wobei die Vielfachheiten beriicksich-
tigt sind.

(ii) Fiir die Menge der Dirichleteigenwerte {1;(x)};en C C gilt fiir alle z € Z, dass die
Summe Y (1 — (1 (%)) /(waj—1ws;)"/?) endlich bleibt. Hierbei nehmen wir den

Hauptzweig von (wy; 1wa;)'/?, so dass arg((wsy;_1waj)?) — 0 fiir j — oo gilt.

(111) Es gllt ZjEN W2j—1 +w2j — Q,MJ(ZL‘) < oo und ZjeN(u}Qj_l(UQj — ,LL]‘(ZL')2)/L<}2]‘ < oo fiir
alle x € 7.

Diese Eigenschaften folgen sofort aus den asymptotischen Eigenschaften der periodischen
und antiperiodischen Eigenwerte, sowie denen der Dirichleteigenwerte.

Die Eigenschaft (i) liefert dann zusammen mit der Schwarzschen Ungleichung

1/2 1/2
Z |W2j71w2j‘71/2 < (Z |w2j1|1> (Z ‘W2j‘1> )

jEN jeN jeN

Dies unterstiitzt mit den obigen Eigenschaften die Definition 2.1 der Riemannschen

Flache
o0 )\
Ca2 — _
K:y*=R(\) = ”(1 wj)'

J=0

Wir nehmen an, dass R()\) eine einfache Nullstelle in wy besitzt. Dies kann durch eine
einfache Translation ¢(z) — ¢(x) + Ao fiir ein Ay € C immer erreicht werden. Auferdem
sind in den beiden Funktionen

(P,z) := EHJGN((/JJ(SU) — )/ (woj_1w9j)'?)
gl ) [(wo - /\) HmeN(l — (,\/wm))]l/g

(2.12)

fir P = (\,y) € K und
F(nz) =] @)= (2.13)

oy (W22 1)1

alle auftretenden Produkte konvergent. Die Faktoren p;(z) und w; in den Produkten
sollen geméfs ihrer Vielfachheit wiederholt werden.
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2. Inverses Problem

Definition 2.5. Die Menge
C.:={2z€ C|Re(z) >0, |arg(z)| < ¢}

ist ein Kegel entlang der positiven reellen Achse mit der Kegelspitze im Ursprung und
Offnungswinkel €, 0 < € < 7/2.

Nun fahren wir fort mit unserer Sammlung der Eigenschaften.

(iv) Die Funktion g(P, z) erfiillt

—2¢"(P,x)g(P,z) + ¢'(P,x2)* + 4(q(z) — \)g(P,x)* = 1. (2.14)

(v) Fiir jedes x € T gilt

1 1 1
g(P,x) = W 4\/ﬁq(:}c) +o0 (ﬁ) (2.15)

fir A\ > 00, A\ e C\ C..

(vi) Fiir A — oo, A € C\ C. gilt gleichméfig

g(Px) = _2\—F+ (\}) (2.16)

J(Pa) = 0(%) (2.17)

beziiglich z, so lange x in kompakten Teilintervallen von 7 variiert.

Die Eigenschaft (iv) folgt durch Nachrechnen. Um die Eigenschaften (v) und (vi) zu zei-
gen iteriert man die Integralgleichungen fiir y;(z, A, ¢) und y»(z, A, q), integriert partiell
und benutzt das Riemann-Lebesgue-Lemma, wie in Theorem. Auferdem schreiben wir

(2, A, q)
2V A2 — 1
und setzen die asymptotischen Formeln ein. Wir entwickeln die Theorie fiir x € Z und

nicht fiir x € R (oder x € C), um ein mogliches meromorphes Verhalten von ¢(x)
einzubeziehen. Wir beschrinken uns auch nicht auf glatte, sondern auf einmal stetig

g(va) =
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2.4. Dubrovin-Gleichungen und Spurformel

differenzierbare Potentiale ¢ € C'(Z). Nun folgen einige Uberlegungen, um die KdV-
Hierarchie auch im unendlichen Fall zu definieren. Leiten wir (2.14) nach x ab, so erhalten

wir eine Differentialgleichung dritter Ordnung
—g"(P,x) + 4(q(z) — N g (P,z) + 2¢'(x)g(P,x) =0, PekK,z el

Wir fiithren die Funktion H (A, x) ein als
H(\x) = %F”()\,x) +(AN=gq(x))F(\z), NeC,xel.
Setzen wir nun g(P,z) = F(\, x)/2y(P) in (2.14) und (2.18) ein, so ergibt sich
—%F"(A, ) EF(\ x) + (¢(x) = \NF(\, ) + %F’()\, z)? = R(\)

und
—F" (A x) +4(q(x) — N F'(\, x) +2¢ () F(\, x) = 0.
Kombinieren wir nun (2.19) und (2.20), so erhalten wir
1
—R(\) + ZF'()\,J:)Q =F(\x)H(\ z).
Lemma 2.6. Es sei P = (\,y) € K. Dann gelten die Gleichungen

d 1
Px)— — =¢(P,z),L =
|:g( 7‘r)dx 29( 73:)7 :| 07

ker(L—2X)

2 1
ker(L—)\)) - Z

Beweis. (2.21) folgt direkt aus (2.18) und (2.22) folgt aus (2.14).

(o)~ 9P

2 ker(L—\)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

O

Um die KdV-Hierarchie vollstéindig zu definieren, fithren wir als letzten Schritt Differen-
tialausdriicke unendlicher Ordnung ein, analog zur Definition von Py, aus (2.3).

d 1

Poo = F(L,SE’)@ — §F,(L,.T>

P

— (F(L, x)% - %F/(L,l“)>

ker(L—\) ker(L—\)
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2. Inverses Problem

Aus Lemma 2.6 folgt

1
P L = —ZF" 2 — N F'
Petll, = (S5O + 20 - V)
"()F()\ =
+q(2)F(\, 7)) iy =0
und
2
<Poo ) = R(L) .
ker(L—2X) ker(L—2\)

Analog zu (2.4),(2.5) und (2.6) kénnen wir die stationdre KdV-Gleichung ebenfalls fiir
n = oo definieren durch

1
s-KdV(q) = —§F"'(O, x) — 2q(x)F'(0,2) + ¢'(x)F(0,2) = 0. (2.23)
Somit haben wir auch im unendlichen Fall die KdV-Hierarchie vollsténdig definiert.

Wir reduzieren nun das Problem der Losung der KdV-Hierarchie auf das Problem der
eindeutigen Ldsbarkeit eines Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung, die
Dubrovin-Gleichungen.

Lemma 2.7. Das Potential q erfiille die n-te KdV-Gleichung (2.4)
[Pons+1, L] =0

oder im Falle n = oo die Gleichung (2.23)
[Py, L] = 0.

Auflerdem seien die Dirichleteigenwerte p; verschieden. Die Punkte p; = (u;,y;) auf der
Riemannschen Fldiche erfiillen dann die Dubrovin-Gleichungen

5 (H (pj(z) — /\)>
Ori _ NI ieN (2.24)

Ox H (1j — pi) ’
p
Nun geben wir uns noch Startbedingungen
{(ui(wo), yi(z0))} € K (2.25)

auf der Riemannschen Fldiche fir ein xo vor, wobei die p;(xo) verschieden sind. Dann
eristiert ein offenes Intervall ), C C mit xy € €1, so dass das Anfangswertproblem
(2.24), (2.25) eine eindeutige Losung besitzt.
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2.4. Dubrovin-Gleichungen und Spurformel

Beweis. Dass ; die Differentialgleichung (2.24) erfiillt, folgt aus (2.13) und

1
2= —ZF'()).
Y 1)

Bei der Eindeutigkeit ist der einzige nichttriviale Fall, wenn i, einen der Verzweigungs-
punkte w; trifft und somit die rechte Seite von (2.24) verschwindet. Dazu nehmen wir

iy — w; fir o — x9 €,

an, fiir beliebige k,7 € N. Auferdem fiihren wir fiir z in einem offenen Intervall mit
Zentrum xg

Co(zo) = n(pw(zo) —wi)'?, m= %1, pu(z) = w; + G(x)?

ein. Dann wird die Differentialgleichung (2.24) zu

1/2
aCk<x> T—To .
x| 1L @i = (@)™ | (1 4+ O(G(2)?).
mEk
Dies gilt fiir ein |c¢(n)| = 1 und somit ist die Eindeutigkeit gezeigt. O

Dass auch bei Kollisionen (p; = p;) die Gleichungen (2.24) eindeutig 16sbar sind, ist
etwas raffinierter und wird von Birnir in [1| und [2| ausgefiihrt. Der Ansatz ist jedoch
zu ausfiihrlich, um ihn im Rahmen dieser Arbeit zu besprechen. Ein wichtiger Punkt ist
hierbei, dass der Divisor nicht-speziell bleibt, wie Typ 3 in Abbildung 2.5.

Nun suchen wir bei gegebenen Dirichleteigenwerten das Potential und entwickeln dazu
eine Spurformel. Im Fall reeller und komplexwertiger algebro-geometrischer Potentiale
ist diese Spurformel sehr gut bekannt, im Zusammenhang mit allgemeinen komplexwer-
tigen Potentialen und Kurven unendlichen Geschlechts wurde diese das erste Mal von
Gesztesy [9] bewiesen. Wir beschrinken uns auf den Fall ¢(z) € C', um eine einfache-
re Betrachtung zu erhalten. Wir entwickeln eine Formel, die uns das Potential ¢(x) in
Ausdriicken der {s;(z)} en darstellt.
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2. Inverses Problem

Lemma 2.8. Es gilt firx € 7

g(w) = wo + Y (waj1 +w; — 2p1(x)) . (2.26)

jeN

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften (i)-(iii) erhdlt man fiir x € 7

o (Ml (@) = 2 wssaen) ™ 12
) [Lnen(1 — ﬁ)

iy, )~ 0
T2 %1 & ((wzj—1W2j)( a1t Sty )>
( )’

P ) e ]

)
1 waj—1 + wa; — 25(x)
=52 lo8 (1+ N1 — 2 1)(1— @)

V(1 -

jeN By
N i (2)? —wajawy; )
(1 —==)1-=)
1
= o D (wajor +way — 2u;(x)) + 0 (A7) fiir A — 00, A € C\ C-. (2.27)
JEN

In Bezug auf den o(A~!)-Term in (2.27) haben wir die Gleichung
pi(2)? —wajwwa; g ()7 — wajawy;
A1 = =) (1= =) (1= =) (A —wy)’

die Eigenschaft (iii) und den Satz iiber die dominierte Konvergenz fiir diskrete Mafe
benutzt. Zusammen mit

1o Len (1 (@) — A))? (waj—qwa;) ! 1/2
) = 4(wo—X) LLjeN\TY y ;
e ( [Lnen(l — u)m) )

fir P = (\,y), liefert uns (2.27)

g(P,x) = ﬁ €xp (% ZN(WQj—l + waj — 2p5(x)) + 0(/\_1)> :
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2.4. Dubrovin-Gleichungen und Spurformel

Setzen wir nun die Taylorreihe der Exponentialfunktion ein und benutzen auferdem
(wo — A\)7Y2 — —iX~Y2 fiir A\ — oo, dann ergibt sich

) 1
o(Pa) = == 4\/—<0+Zw2jl+w2j e >>>+o(ﬁ) (2.29)

fir A — oo, A € C\ C.. Wenn man nun (2.28) mit (2.15) vergleicht, ergibt sich die
Spurformel (2.26). O

Eine weitere interessante Fragestellung findet man in [24] von Marletta und Weikard.
Hierbei hat man nur die ersten N Dirichleteigenwerte mit einer Genauigkeit ¢ gegeben
und mochte aus diesen eine Stabilitdtsaussage fiir das Potential erhalten. Bei nur end-
lich vielen gegebenen Werten bekommt man unendlich viele Potentiale als Losung und
es erscheint unmoglich Stabilitdtsergebnisse zu erhalten. Die Standardphilosophie der
numerischen Analysis ist einen Algorithmus zu entwickeln, der eine der unendlich vielen
moglichen Losungen auswahlt. Um diesen Algorithmus zu testen fiihrt man anschliefend
numerische Versuche durch, in denen endliche Spektraldaten aus bekannten Potentialen
generiert werden. Dabei benutzt man eine Norm um den Unterschied zwischen dem be-
kannten Potential und dem wiederhergestellten Potential zu bestimmen. Diese Prozedur
kann nicht sinnvoll sein, wenn man nicht beweisen kann, dass alle der unendlich vie-
len Losungen ,nahe“ beieinander liegen. In dem Artikel [24]| wird bewiesen, dass dieses
Ergebnis stimmt, man muss aber eine relativ schwache Norm benutzen.

Zunichst zitieren wir zwei andere Stabilitdtsaussagen. In [32] schitzt Ryabushko die
Differenz zweier Potentiale ¢; und ¢o mit Mittelwert 0 in L2[0, 1] ab. Bei beiden sollen die
Eigenwerte 1, (q) fiir Dirichletrandbedingungen an beiden Réndern und die Eigenwerte
An(q) fiir Dirichletrandbedingungen bei 0 und Neumann-Randbedingungen bei 1 bekannt
sein. Mit diesen Bezeichnungen beweist er die Formel

lar = goll < C(IAM(gr) = Ma2) [l + llular) = plg2)]) -

Ein anderes Ergebnis stammt von McLaughlin [28]. Sind die Mittelwerte der Potentiale
0, dann existiert ein lokaler Diffeomorphismus zwischen den Potentialen in L2[0, 1] und
Folgen {\, — n?m2, p,} in I2 x [?, wobei die {p,} Normierungskonstanten sind.

Nun zu der Aussage von Marletta und Weikard [24]. Es seien ¢, gy € L]0, 1] komplex-
wertige Potentiale und p;(¢),j € N die Dirichleteigenwerte. Auferdem seien \;,j € N
die Eigenwerte zu dem Randwertproblem

—y" +q(x)y+ Ay, y0)=0, ¢'(1)=0.
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2. Inverses Problem

Beide Eigenwerte sollen mit Vielfachheiten gezéhlt werden. Analog definiert man \;(qo)
und 115(qo)-

Theorem 2.9. Es seien q und qo zwei Potentiale in L]0, 1] mit dem gleichen Mittelwert.
Definiere a; := |\;j(q) — A\j(qo)| und b; := |p;(q) — 1j(qo)|, auferdem seien g > 0 und
Ny € N fest. Dann existiert eine Konstante C, die nur von qo,co und Ny abhdngt, so
dass die folgende Aussage fir alle x € [0,1] gilt :

Ist 0 <e<egy, N> Ny und max{ay,...,ayn,by,...,by} <e, dann gilt

T

0/ (l0) ~ aoo| < 0 (crog e ALY
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3. Parametrisierung der
Hill-Diskriminante

In diesem Kapitel werden wir die Parametrisierung des Spektrums darstellen, wie sie in
dem Artikel [36] von Tkachenko prisentiert wird. Die Mengen in der komplexen Ebene,
die das Spektrum eines Schrodingeroperators sein konnen, werden dabei durch bestimm-
te Riemannsche Flachen parametrisiert. Dazu wird eine Menge IC von Riemannschen
Flachen mit einigen Eigenschaften eingefiihrt, unter anderem sind die Ordnungen aller
Verzweigungspunkte endlich.

3.1. Resultate

Vorab wiederholen wir die Schreibweise, damit sie wieder prisent wird. Wir betrachten

den Schrodingeroperator
2

mit einem 1-periodischen Potential ¢(x) und die dazugehérende Hillgleichung

L=

—y" +q(z)y = Ay (3.2)

mit einem komplexen Parameter A\. Wir bezeichnen mit y;(x, A, q) und ya(x, A, q) die
Losungen zu dem Randwertproblem

Die Monodromie ist ( ) ( )
_ Y1 ]-7/\7(] Y2 ]-7/\7(]
My = (D el ), 3
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3. Parametrisierung der Hill-Diskriminante

Aufgrund der Wronski-Identitét ist die Determinante dieser Matrix 1. Die Funktion
AN = 55 (LA) +y5(1,N)

ist die Hill-Diskriminante. Das folgende Theorem trifft eine Aussage iiber eine Parame-
trisierung des Spektrums des Schrodingeroperators.

Theorem 3.1. Das Spektrum des Schridingeroperators stimmt tberein mit der Menge

o(L) = {\ = rk*|A(k) € R, A(k) € [-1,1]}. (3.4)

Den Beweis fiir dieses Theorem im Falle reeller Potentiale findet man in [35], komplexe
Potentiale werden in [31], [33] und [37] betrachtet.

Ab sofort sei immer A = k2. Eine Funktion u heift gerade, wenn u(—x) = u(z) gilt.

Theorem 3.2. Eine Funktion d(rk) ist genau dann eine Hill-Diskriminante, wenn sie
eine ganze gerade Funktion ist, die sich als
2
500 Q. Q ()

:COSI{+—SiDI€——2COSI€+ 5
K 2K K

(3.5)

darstellen lisst. Hierbei ist () eine komplexe Zahl und f eine ganze Funktion, die die
Bedingungen

+OO o0
/ s <00, 3 [f(n)] < oo (3.6)

erfillt.

Einen Beweis zu diesem Theorem findet man in [38].

Nun werden wir die Konstruktion der Klasse IC beschreiben, die uns spéater die Hill-
Diskriminante parametrisieren wird. Wir beginnen mit Kopien der komplexen Ebene,
die wir mit S, fiir alle n # 0 bezeichnen. Jede dieser komplexen Ebenen schneiden
wir entlang eines Systems von sich nicht schneidenden glatten Kurven mit beschrink-
ter Kriimmung. Diese Kurven sollen an verschiedenen endlichen Punkten starten und
asymptotisch in Richtung unendlich parallel zur imagindren Achse verlaufen. Wir neh-
men an, dass die beiden Seiten von allen Schnitten in der Menge S = {.S,,}, in Paare
aufgespalten werden kénnen. Diese Paare sollen so zueinander passen, dass jedes Paar
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3.1. Resultate

aus Seiten identischer Schnitte besteht. Nun verkleben wir jedes Paar an den identischen
Punkten und machen § somit zu einer Riemannschen Fliche. Bilden zwei Seiten eines
Schnittes ein Paar, dann wird nach dem Verkleben der Startpunkt dieses Paares zu ei-
nem gewohnlichen Punkt. Ansonsten miissen sich mehr als zwei Seiten von identischen
Schnitten bei demselben Punkt treffen, dieser wird dann zu einem Verzweigungspunkt
von S.

Jeder Punkt w € S,, kann fiir n # 0 mit dem fiir alle n gleichen Punkt w € C identifiziert
werden. Diese Identifikation liefert eine verzweigte Uberlagerung von C, sie definiert die
Projektion von § auf C.

Eine Riemannsche Fliche S gehért zu der Klasse IC, wenn sie die folgenden drei Eigen-
schaften erfiillt.

i) S ist einfach zusammenhéngend und alle Verzweigungspunkte haben endliche Ord-
nung.

ii) S besteht aus Bléttern, die mit +n, n = 1,2,... nummeriert sind, so dass die
Verzweigungspunkte auf den Bléttern S,, und S_,, zusammenfallen und die gleiche
Verzweigungsordnung haben. Der Operator J, der einen Punkt w € S, auf den
Punkt w € S_,, abbildet, ist eine holomorphe Involution auf S. Beide Punkte w
haben dabei dieselbe Projektion auf C.

iii) Fiir das Blatt S, existieren fiir fast alle n nur gemeinsame Verzweigungspunkte
mit den Blédttern S, ; und S, ;. Die Verzweigungsordnung dieser Punkte ist 1
und wenn 7,1 bzw. v, die Projektionen dieser Punkte auf C sind, dann gilt

o0

> H=1)" = qaln® < 0. (3.7)

Jede Riemannsche Fliache dieser Klasse ist parabolisch, also konform &quivalent zur
komplexen Ebene. Nun folgt die Hauptaussage des Artikels von Tkachenko.

Theorem 3.3. Die Hill-Diskriminante A(X) der Hillgleichung mit einem komplezwerti-
gen Potential ¢ € L% mit Periode 1 bildet die kompleze Ebene konform und isomorph auf
eine Riemannsche Fliche S € IC ab. Ist umgekehrt eine Riemannsche Fliche S € IC
gegeben, so existiert ein Schrodingeroperator, so dass seine Hill-Diskriminante die kom-
plexe Ebene konform und isomorph auf S abbildet.
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3. Parametrisierung der Hill-Diskriminante

Zunichst stellen wir einige Voriiberlegungen an, bevor wir dieses Theorem beweisen.
Sei P eine Projektion der Riemannschen Fliche S auf C. Eine Uniformisierung ® (d.h.
eine uniforme Abbildung) von einer Fliche S € IC, so dass u = P®~! eine ganze
Funktion ist, ist bis auf eine lineare Funktion bestimmt. Diese lineare Funktion kann
aufgrund Theorem 3.3 so gewihlt werden, dass u die Form (3.5) hat. Nun fordern wir
zusétzlich, dass ®~! einen Punkt, der sich entlang der positiven reellen Achse nach
unendlich bewegt, auf einen Punkt abbildet, der sich auf den Blattern S, bewegt fiir n
gegen unendlich. Ist diese Forderung ebenfalls erfiillt, so ist die Uniformisierung eindeutig
bestimmt. Wir bezeichnen sie als kanonische Uniformisierung. In der folgenden lokalen
Betrachtung identifizieren wir ®~! mit der ganzen Funktion v = P®~'. Sei I(S) die
Menge aller Punkte der Fliche S € IC, deren Projektionen im Intervall [—1,1] C R
liegen. Kombinieren wir nun die Theoreme 3.1 und 3.2, so erhalten wir die folgende
Beschreibung des Spektrums der Hillgleichung.

Theorem 3.4. Eine Menge o C C ist genau dann das Spektrum eines Schrédingerope-
rators mit einem Potential ¢ € L% der Periode 1, wenn

oc={ueClu=ow)?* welS)} (3.8)

gilt, wobei ® die kanonische Uniformisierung von S 1ist.

Ein Vorteil dieses Ansatzes offenbart sich, wenn man kleine Stérungen von Potentialen
betrachtet. Einerseits konnen wir fiir jedes beliebige Potential einige Schnitte etwas ver-
langern, um eine Riemannsche Fliche zu erhalten, bei der keine Verzweigungspunkte in
das Intervall [—1,1] C R projiziert werden. Dieses Verfahren zeigt, dass das Spektrum
eines typischen Schrédingeroperators keine Spitzen enthalt. Andererseits kann man auch
die Enden einiger Schnitte leicht stéren, um so eine Fléche zu erhalten, fiir die ,, = (—1)"
fiir fast alle n gilt. Wird dies kombiniert mit kleinen Stérungen des Dirichletspektrums,
so kann man dies benutzen, um zu zeigen, dass die Potentiale mit endlich vielen Band-
liicken dicht im Raum aller Potentiale L2 [0, 1] liegen.

Nun nehmen wir zwei konform aquivalente Flichen S; € IC,7 = 1,2, d.h. es existiert
eine injektive analytische Abbildung ¥ : §; — Ss. Sind ®; und ®, die kanonischen
Uniformisierungen von &7 bzw. Ss, dann ist die Funktion w = <I>2\IICI>1_1 eine konforme
Abbildung der komplexen Ebene auf sich selbst, wobei unendlich ein Fixpunkt ist. Somit
lasst sich w schreiben als w = aX + b. Fiir jedes z € C existiert eine Umgebung V, und
eine Funktion ., die in V, analytisch ist, so dass ¢.(z) # 0 und ds(aX + b) = ¥, (d1(N))
fiir A\ € V, gilt. Schreiben wir dies an allen kritischen Punkten von ¢;()\), dann zeigt
diese Gleichheit, dass die Nullstellenmengen von d5(aX + b) und 07 (A\) zusammenfallen,
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3.2. Beispiele

wenn man die Vielfachheiten mit beriicksichtigt. Betrachtet man zusétzlich noch die
asymptotischen Verteilungen der Nullstellen beider Funktion, die aus (3.5) folgt, so ergibt
sich @ = 1 und b = 0. Somit ist d5(A\)/d](\) eine ganze Funktion ohne Nullstellen, also
konstant. Da sowohl 4; als auch J, die Form (3.5) haben, miissen sie identisch sein
und die Mengen (3.8), die durch konform &quivalente Flidchen definiert werden, fallen
zusammen. Also ist die Parametrisierung der Spektren aus Theorem 3.4 invariant unter
konformen Abbildungen.

In der Wahl von Schnitten, die .S,, definieren, haben wir einen gewissen Freiraum, sobald
die Startpunkte gewihlt wurden. Eine kleine lokale Anderung eines Schnittes, die sich
nicht mit dem Startpunkt iiberschneidet, produziert eine konform dquivalente Riemann-
sche Fliche und somit die gleiche Menge (3.8). Dies erlaubt uns, falls nétig, Schnitte in
S, durch Kurven mit zusammenfallenden Endpunkten zu ersetzen. Im Speziellen kénnen
wir annehmen, dass fiir fast alle n die Punkte aller Schnitte auflerhalb eines geniigend
groflen Kreises auf der reellen Achse liegen.

Haben wir die Schnitte S,, fiir alle n # 0 fixiert, so kdnnen wir auch die Paarbildung
etwas variieren. Eine Variation der Paarbildung produziert konform nichtdquivalente
Fléchen mit verschiedenen Mengen (3.8). Im néchsten Abschnitt werden wir ein Beispiel
hierfiir angeben.

Um die obige Betrachtung zusammenzufassen, konnen wir sagen, dass alle moglichen
Spektren eines Schrédingeroperators 1:1 parametrisiert sind durch die Klasse IC.

3.2. Beispiele

Um das Theorem 3.4 zu veranschaulichen, werden wir nun einige Flichen aus der Klasse
IC betrachten und die Menge (3.8) bestimmen, die von der jeweiligen Fliche erzeugt
wird.

Beispiel 3.5. Sei S, fiir n # 0 die komplexe Ebene, geschnitten entlang der Streifen

¢, = (—00,1] und ¢t = [1,00) auf der reellen Achse. Wir kleben nun die gegeniiberlie-
genden Seiten von Paaren zusammen, (ci,c 1), (Conit1s Consa)s (Coapios Canys) fir n >0,

sowie flir n < 0 die Paare (¢, _,Co et o ek ). Somit erhalten wir die Riemann-
2n—17 “2n—2/» 2n—27 “2n—3

sche Fliche der Funktion

arccosw = —

H\.»E
—
W H
~
[\]
QL
\.@F
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3. Parametrisierung der Hill-Diskriminante

die invers zu d(k) = cosk ist. Alle Verzweigungspunkte haben die Ordnung 1 und da
Yo = (=)™ fiir alle n # 0 gilt, ist die Gleichung (3.7) offensichtlich erfillt.

Beispiel 3.6. Wir modifizieren die obige Konstruktion etwas und ersetzen die Schnitte
¢, und ¢, durch ¢;; = (—00, =7, ] bzw. ¢ = [7;”,00), wobei Y= > 0,74, 1 = Vo, Und
Vo = Yans1 flir n > 1 gilt. Auerdem soll (3.7) erfillt sein mit Yo = Vans Vont1 = Yap-
Mit den gleichen Paaren von Schnitten wie in Beispiel 3.5 ist S eine Riemannsche Fldche

der Klasse IC und alle Verzweigungspunkte haben Ordnung 1.

Beispiel 3.7. Wir wdhlen zwei ganze Zahlen m = 2p +1 > 3 und k = 2r > 4.
Fir [n| < m und |n| > m + k + 1 seien die Mengen S, wie in Beispiel 3.5 definiert.
Wir definieren die Mengen Syui1, Smakys S—m—1,9—m—x als die komplexe Ebene mit zweri

Schnitten ¢ = (—oo, —1] und ¢* = [0,00) auf jeder dieser Mengen. Auferdem seien
die Mengen S; fir m+2 <|j| < m+k — 1 die komplexze Ebene mit nur einem Schnitt
¢t = [0,00). Um eine Riemannsche Fliche aus der Klasse IC zu erhalten, verkleben

wir zuerst alle Schnitte, die zu S, gehoren fir |n| < m und |n| > m + k + 1 mitein-
ander wie in Beispiel 3.5. Somit bleiben beide Seiten der Schnitte ¢~ auf den Bldttern
Smt1,SmaksS—m—1,9—m—r unverklebt. Der ndchste Schritt ist die gegeniiberliegenden Sei-
ten von ¢~ auf den Paaren (S, Sm+1),(Smaks Smak+1),(S—m, S—m—1),(S—m—k, S—m—k—1)
zusammenzukleben. Danach verkleben wir die oberen Seiten der Schnitte ¢t auf Spy1,. . .,
Skt m1,- -, m_kr1 mit den unteren Seiten derselben Schnitte auf S, io,...,
SrtkesS—m—2, - yS—m_r. Als letztes verkleben wir die unteren Seiten von ¢ auf Sp41
und S_,,—1 mit den oberen Seiten derselben Schnitte auf S, und S_,,_r. Die resul-
tierende Riemannsche Fldche besitzt zwer Verzweigungspunkte der Ordnung k — 1, die
auf A\ = 0 projiziert werden, alle anderen Verzweigungspunkte der Ordnung 1 werden
entweder auf —1 oder 1 projiziert.

Die Menge I(S) ist fiir die Riemannsche Fléche aus Beispiel 3.5 die Vereinigung der
Intervalle [—1, 1] auf jedem Blatt S,. Diese Menge wird durch die Funktion arccosw
isomorph auf die reelle Achse abgebildet, dies impliziert o = [0, 00). Es gibt eine grofe
Klasse von Schrodingeroperatoren mit diesem Spektrum, aber nur einer ist selbstadjun-
giert, ndmlich der mit dem freien Potential ¢ = 0.

Kommen wir nun zu Beispiel 3.6. Wir setzen J(S) = U, o[~ 7] Da jedes Gebiet
S,, invariant unter der komplexen Konjugation j = jz ist und j die Seiten der beiden
Schnitte von §,, vertauscht, kann j als antiholomorphe Involution auf S fortgesetzt wer-
den. Wenn wir die kanonische Uniformisierung ¢ von S benutzen, so kénnen wir j in die
komplexe Ebene transformieren und wir erhalten, dass auch j* = ®j®~! bei geeigneter
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3.2. Beispiele

Wahl eines Koordinatensystems eine komplexe Konjugation ist. Somit ist die Funktion
§ = P®~! fiir reelle x reell. Die Menge der Fixpunkte von j fillt zusammen mit der
Menge J(S), die Fixpunkte von j* fiillen die reelle Achse aus. Das bedeutet, dass die
reelle Achse durch 0(k) surjektiv auf die Menge J(S) abgebildet wird. Auferdem wird
ein offenes Intervall (—v, ,~,;) durch ® auf ein Intervall (u,, ") C R abgebildet, das
keine kritischen Punkte von 0(x) enthélt. Somit ist diese Funktion monoton in (u., 1)
und nimmt die Werte 7, und ~," an den Extremstellen an.

Sei nun = > 1 fiir alle n # 0. Dann ist [—1,1] C [~;, ;7] und das Intervall [-1,1] C S,
wird durch ® isomorph auf ein Intervall auf der reellen Achse abgebildet, das von den
benachbarten Intervallen getrennt ist durch Liicken, die verschwinden konnen, wenn
entweder v, = 1 oder v = 1 ist. Somit ist die Menge o, definiert durch (3.8) reell und
besitzt eine Bandstruktur. Da jede Liicke genau einen Punkt mit §'(x) = 0 enthélt und
da alle Verzweigungspunkte von S die Ordnung 1 haben, sind die kritischen Punkte von
0(k) nicht ausgeartet. Es impliziert, dass

A
R0 _
0(r) = 0/ mdt, ImA >0

eine konforme Abbildung von {A|ImA > 0} auf ein kammartiges Gebiet ist und die
Darstellung 6(\) = cos0(\) gilt.

Ein anderer Extremfall in Beispiel 3.6 tritt auf, wenn 0 < v+ < 1 fiir alle n # 0 gilt.
Dann ist die Funktion §(x) wieder reell fiir reelles x und erfiillt —1 < §(x) < 1. Somit ist
der ganze Strahl [0, c0) ein Teil des Spektrums. Gilt 0 < ;7 < 1 fiir ein n, dann ist der
Teil der Menge I(S), der zu 7,7 gehort, in einer Umgebung eines Verzweigungspunktes
zusammengesetzt aus vier Intervallen mit nur einem gemeinsamen Punkt. Nach Theorem
3.4 erscheint in dem Spektrum eine nichttriviale Spitze, die sich mit der reellen Achse in
einem Punkt yy; = k7 schneidet, so dass d(k;) = 7;" gilt. Eine Spitze erscheint ebenfalls,
wenn 0 < v, < 1 gilt, das Spektrum kann unendlich viele Spitzen enthalten.

Zwischen den beiden obigen Extremfillen liegt eine grofe Bandbreite an Flichen mit
7E > 1 fiir einige n und 0 < v < 1 fiir andere. Sie produzieren Spektren, bei denen so-
wohl Liicken als auch Spitzen vorkommen. Dieses Phinomen tritt bei reellen Potentialen
nicht auf.

Kommen wir nun zu Beispiel 3.7, dort ist /(S) und somit auch o eine zusammenhéngende
Menge. Der Teil von I(S) auf den Blédttern S; mit j = m + 1,...,m + k enthalt 2k
Intervalle mit gemeinsamen Endpunkten, die auf x = 0 projiziert werden. Aufgrund
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3. Parametrisierung der Hill-Diskriminante

(3.8) besteht die Menge o aus einer unbeschrénkten, einfachen, strahlenartigen Kurve,
asymptotisch zu [0, 00) und zusétzlich einem Kamm bestehend aus 2k — 2 Spitzen. Eine
einfache Modifikation von Beispiel 3.7 zeigt, dass die Anzahl der Kdmme, sowie die
Anzahl der Spitzen aus denen er besteht, nicht beschrankt ist und dass jede Spitze auch
zu anderen Kdmmen beitragen kann.

3.3. Von der Diskriminante zur Klasse IC

Um die erste Aussage von Theorem 3.3 zu zeigen, konstruieren wir eine Riemannsche
Fliche S € IC, die ein injektives konformes Bild von C beziiglich A()) ist. Nach Theorem
3.2 erfiillt die Hill-Diskriminante die Gleichungen (3.5) und (3.6). Wir differenzieren nun

(3.5) und erhalten

§' (k) = —sink + %cosn—i— @ (3.9)

F(k) ist eine ganze Funktion, die auf der reellen Achse quadratintegrabel ist. Die kriti-
schen Punkte £, von A(x) bilden eine Folge r,, = m + £ + 22 mit g,, € [>. Setzen wir
dies in (3.5) ein und definieren ~,, := A(k,,), so ergibt sich

o = (1) () Ly L) ) (310

Die kritischen Punkte sind also bis auf endlich viele alle einfach. Dass diese 7,, die Glei-
chung (3.7) erfiillen, folgt aus einer Betrachtung der subharmonischen Funktion |f(t)|?
und ihres Maximums auf Kreisen um ~,,. Wir wéhlen nun ein kleines p und auflerdem
n = n(p) als gerade Zahl, so dass auf der Menge Q= = {x| |Rex| > n — 1/2} die
Abschiitzung |A(k) — cos k| < pel™*l gilt. Jede kleine Kreisscheibe d,, um ,, soll den
Punkt (—1)™ enthalten. Mit ¢, bezeichnen wir eine einfache strahlenartige Kurve, die
in v, beginnt und deren Punkte auferhalb von d,, entweder auf positiven oder nega-
tiven reellen Strahlen liegen. In Q~ liegt A(x) nahe bei cosk und auf jedem c,, liegt
nur ein kritischer Wert +,,. Deshalb ist die Menge [, = {k | A(k) € ¢, A(Km) = Y}
eine einfache Kurve in C, die aus zwei strahlenartigen analytischen Kurven mit dem-
selben Endpunkt 7,, gebildet wird. Diese Kurve ist asymptotisch gleich {x | Rex = m}.
Das streifenartige Gebiet 11,,,1, das von zwei aufeinanderfolgenden Kurven /,,, und [,,,1,
begrenzt wird, enthélt keine kritischen Punkte von A(k).

Fiir gerades m > n nehmen wir nun zwei komplexe Ebenen S,,, und 5,1, diese schneiden
wir entlang den Kurven c,,_1 U ¢, bzw. ¢, U ¢aq, fiit m < —n sei S_,,, = S,,,. Durch
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3.3. Von der Diskriminante zur Klasse IC

A(k) wird der Streifen II,, auf S,, abgebildet. Ist a € S,, ein beliebiger Punkt, so ist
die Anzahl der a-Punkte von A(r) in II,, endlich und gleich der Windungszahl von
A(k) — a auf dem Rand eines Gebietes {k| [Imr| < N, r € Q7} fiir grokes N. Da
I1,,+1 asymptotisch zu {x|m < Rex < m + 1} ist und A(k) nahe bei cosk liegt, ist
diese Windungszahl 1. Somit wird I1,, durch die Funktion A(x) konform und isomorph
auf S, abgebildet und es existiert eine inverse Funktion ¢,,(x), die S,, konform und
isomorph auf II,, abbildet.

Um die Konstruktion der S,, zu vervollstindigen betrachten wir |m| < n. Q% sei das
Gebiet, das durch [, und [_,, beschrinkt ist, dieses wird durch A(x) auf die komplexe
Ebene, die entlang ¢, geschnitten ist, abgebildet. Ist a € c¢,, dann ist die Anzahl der
a-Punkte in QF gleich der Windungszahl von A(k) — a auf dem Rand eines Gebietes
{k| |Imr| < N, k € Q7} mit N grof genug. Diese Windungszahl ist 2n, da Q" asym-
ptotisch zu {k| —n < Rex < n} ist. Also ist A(k) eine 2n-wertige Funktion in Q% und
ahnliche Argumente zeigen, dass es 2n — 2 Punkte gibt mit A(k) = ~,, wenn man die
Vielfachheiten mit beriicksichtigt.

Wir fiihren nun 2n Kopien der komplexen Ebene mit verschiedenen strahlenartigen
Schnitten ein. Die Schnitte sollen fiir jede Kopie gleich sein und bei den kritischen Wer-
ten A(Km) = Ym, A'(km) = 0 starten. Wir nummerieren diese Kopien mit +1,...,+n
und fiigen zusitzliche Schnitte entlang c,, hinzu. Zusammen mit der obigen Beschreibung
fiir |/m| > n ist dies die vollstéindige Beschreibung der Menge S = {S,, }.n0-

Die Funktion A(k) bildet eine Umgebung V' C Q% von &, injektiv auf eine Umgebung
W cC S, von 7, = A(k,,) ab. Wir definieren in S,, die zu A(k) inverse Funktion ¢, (w),
so dass ¢, (w) und ¢,41(w) die bei dem Verzweigungspunkt lokal analytische Funktion
definieren, die bei dem Zusammenkleben der gegeniiberliegenden Seiten von ¢, in S,
und S,, ;1 entsteht. Aukerdem sei ¢_,(w) = —¢,(—w).

Fir m = +1,...,£(n — 1) definieren wir im Gebiet W C S,, paarweise verschiedene
analytische Funktionen ¢,,(w), invers zu A(k), die weder mit ¢, (w) noch mit ¢_,(w)
zusammenfillt. Wir kénnen ¢,,,(w) = —¢_,,(w) annehmen, da A(x) eine gerade Funktion
ist. Jedes Gebiet S, ist einfach zusammenhéngend und wir kénnen jede Funktion ¢,,(w)
als eindeutige analytische Funktion auf S,, fortsetzen.

Nach der obigen Konstruktion ist jedem Blatt S, eine Funktion ¢,,(w) zugeordnet,
die S,, konform und isomorph auf ein ebenes Gebiet II,, abbildet, das keine kritischen
Punkte von A(x) enthélt. All diese Gebiete ,pflastern” die komplexe Ebene, die Grenzen
dieser ,Pflastersteine” sind die Bilder von Schnitten. Fast alle Pflastersteine sind strei-
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3. Parametrisierung der Hill-Diskriminante

fenartige Gebiete, die Halbstreifen sind verkniipft an mehrfachen kritischen Punkten der
Funktion A(k). Wenn wir das gesamte Muster betrachten, so ist dieses symmetrisch in
Bezug auf x = 0. Es éndert sich mit jeder Deformation der Schnitte, aber die Anzahl
der Knoten bleibt gleich der Anzahl der kritischen Punkte von A(k). Somit dndert die
Deformation die Struktur des Musters nicht grundlegend.

Der letzte Schritt der Konstruktion von § ist alle Seiten von allen Schnitten zu passen-
den Paaren zusammenzufassen. Es ist nicht iiberraschend, dass das Aufteilen in Paare
durch die Funktion A(k) bestimmt wird. Wir starten mit der Verkniipfung von gegen-
iiberliegenden Seiten von Schnitten fiir 2m > n. Und zwar verkniipfen wir die Schnitte,
die asymptotisch zu [1,+00) auf Sy, und Sy, sind mit denen, die asymptotisch zu
(—o00, —1] auf Sy,,41 und Sa, 4o sind. Fiir 2m < —n ersetzen wir das erste Paar durch
Som und S5, _1, das zweite Paar durch Ss,,,_1 und S, _».

Sei ¢ ein Schnitt in S, fir 0 < |m| < n, der fiir m = 4+n nicht mit ¢, zusammenfillt
und w € c sei der Startpunkt. Fiir k € QF mit A(k) = w gilt dann A’(k) # 0 und
¢m(w) ist als eindeutige analytische Funktion entlang eines Bogens auf ¢ invers zu A(k)
fortsetzbar. Somit existiert ein p = p(m), so dass diese Fortsetzung lokal mit ¢,(w) zu-
sammenfillt. Es gibt allerdings keinen anderen Wert ¢ = ¢(m) mit derselben Eigenschaft,
da sonst ¢, und ¢, in einer Umgebung von w zusammenfallen wiirden, wahrend sie in
der Anfangsumgebung von -, disjunkt sind. Das Verkniipfen der Seiten von Schnitten
ist somit beendet und das Zusammenkleben aller Paare liefert uns eine Riemannsche
Fliche S € IC mit einer einwertigen Funktion ®, die invers zu A(k) ist. Die Eigenschaft
ii) ist Aquivalent zu A(—k) = A(k).

Der Beweis der ersten Aussage von Theorem 3.3 ist somit komplett.

3.4. Von der Klasse IC zur Diskriminante

Nun sei eine Riemannsche Fliche S € IC gegeben und man mochte den zu dieser Fliche
gehorenden Schrodingeroperator bzw. dessen Hill-Diskriminante bestimmen. Der Beweis
erfordert sehr viel Aufwand und wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen, deswegen
wird hier nur die Struktur des Beweises présentiert.

Um eine Riemannsche Fliche S € IC zu erhalten, wihlen wir zunéchst ein n, schneiden
den Teil der Riemannschen Fliche von arccosw, der die Bléitter S_,,..., S, enthilt,
weg und fiigen stattdessen eine 2n-blittrige einfach zusammenhingende Riemannsche
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3.4. Von der Klasse IC zur Diskriminante

Fldche ein, die in Bezug auf ii) symmetrisch ist. Dann verschieben wir zusétzlich die
Verzweigungspunkte auf S,, fiir |[m| > n leicht, bis die Bedingung (3.7) erfiillt ist. Diese
Verschiebung wird durch eine e-Deformation der Riemannschen Fliche von arccosw
vollzogen. Die Riemannsche Fliche wird so deformiert, dass alle Verzweigungspunkte
Ym €infach bleiben und die Bedingung

. 1/2
1= 70l + (Z\(—D”—%W) <e (3.11)
n=1

erfiillen.

Theorem 3.8. Fiir jedes ¢ > 0 und fiir jede e-Deformation der arccos-Fldiche existiert
eine uniforme Abbildung mit der dazugehirigen inversen Abbildung §(k) in der Form
(8.5), wobei die Bedingungen

1/2

+00 +o00
Q| < Ce / FOsan ] <cs Y rml<ce  (312)

mit einer globalen Konstanten C' erfillt sind.

Nun wahlen wir eine positive gerade Zahl n, so dass alle Verzweigungspunkte auf den
Blattern S,, mit |m| > n einfach sind und die Bedingung

1/2

A=) —gmm® | <e (3.13)

Im|>n

erfiillen. Die Flache S wird in drei einfach zusammenhingende Riemannsche Flichen
aufgeteilt, indem wir & an den Schnitten ¢, und c_,, die an den Verzweigungspunk-
ten w, und w_, starten, zerschneiden. Sei S° die mittlere Fliche, also eine 2n-blittrige
einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche mit den Grenzen c, und c_,. S° hat
inklusive Vielfachheiten genau 2n — 1 Verzweigungspunkte. Wir erhalten die periodische
Fortsetzung SP*" von S°, indem wir jeder ganzen Zahl m eine Kopie S°, zuordnen und an
den gegeniiberliegenden Schnitten ¢, € S%, und c_,, € SY, ., verkleben. Diese periodische
Fortsetzung lisst sich uniformisieren. Wenn wir anstelle von S° den entsprechenden Teil
der Riemannschen Fléche von arccosw einfiigen, dann ist die entstehende Fliche S we-
gen (3.13) eine e-Deformation von S. Die uniformen Abbildungen von S und SP* stellen
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3. Parametrisierung der Hill-Diskriminante

eine stiickweise Uniformisierung der urspriinglichen Fliche S zur Verfiigung, die aber
teilweise unstetig ist. Diese Unstetigkeitsstellen sind genau die Schnitte ¢, und c_,,, die
S° begrenzen. Die Unstetigkeit wird durch eine Verschiebung «a(t) fiir ¢ € ¢, U c_,, kon-
trolliert. Durch die Betrachtung von asymptotischen Eigenschaften dieser Verschiebung
und die Theorie von Randwertproblemen mit Verschiebung wird dann die Darstellung
(3.5) bewiesen.

Die Menge aller Hill-Diskriminanten lasst sich somit durch eine Klasse von Riemannschen
Flachen parametrisieren.
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4. Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist das inverse Problem des eindimensionalen Schrodingerope-
rators bei komplexwertigen Potentialen betrachtet worden. Im ersten Kapitel haben wir
die Spektraltheorie des Schrédingeroperators und der zugehorigen Eigenwertgleichung,
der Hillgleichung untersucht. Wir haben ein Fundamentalsystem entwickelt und dessen
analytischen Eigenschaften studiert. Der Begriff der Hill-Diskriminante A ist als ein wich-
tiges Hilfsmittel bei dieser Untersuchung eingefiihrt worden. Die Eigenwerte des Dirich-
letrandwertproblems, d.h. bei 0 und 1 verschwindet die gesuchte Funktion, haben wir als
Dirichleteigenwerte bezeichnet, die Nullstellen der Funktionen A +1 als periodische bzw.
antiperiodische Eigenwerte. Die asymptotische Lage der Dirichleteigenwerte ist bewiesen
worden, der Beweis hierzu ist in dieser Form neu, das Ergebnis allerdings wohlbekannt.
Das zweite Kapitel hat sich mit dem inversen Problem beschiftigt, bei gegebenen Ei-
genwerten haben wir das zugehorige Potential gesucht. Mit Hilfe der Hill-Diskriminante
haben wir eine Riemannsche Fliche eingefiihrt, die an den periodischen und antiperi-
odischen Eigenwerten Verzweigungspunkte besitzt. Die Dirichleteigenwerte haben wir
anschlieftend als Divisor auf dieser Riemannschen Fliche betrachtet. Wir haben gezeigt,
dass die Bewegung der Dirichleteigenwerte ein System linearer Differentialgleichungen
erfiillt. Durch die Definition der KdV-Hierarchie, einer Folge von Differentialoperatoren
ungeraden Grades, haben wir eine einfache Spurformel zur Rekonstruktion des Potentials
aus den Eigenwerten entwickelt. Das dritte Kapitel hat sich einer Parametrisierung der
Menge aller Hill-Diskriminanten durch die Klasse IC von Riemannschen Flachen gewid-
met. Diese Klasse von Riemannschen Fliachen hat sich dadurch ausgezeichnet, dass alle
Verzweigungspunkte endliche Ordnung haben und die Projektionen der Verzweigungs-
punkte auf die komplexe Ebene alle in der Niahe von 41 liegen. Wir haben angedeutet,
dass die Klasse IC in 1-1-Beziehung zu einer Hill-Diskriminante steht, der ausfiihrliche
Beweis kann in [36] nachgelesen werden.

Es existiert bei dem inversen Problem allerdings auch noch eine andere interessante
Fragestellung, wie bereits in der Einleitung erwéhnt, die in dieser Arbeit jedoch nicht
beriicksichtigt werden konnte, da dies den Umfang gesprengt hiitte. Man versucht das Iso-
spektralproblem zu 16sen, dabei sucht man nach der Menge von Potentialen, die die glei-
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4. Ausblick

che Bandstruktur wie ein vorgegebenes Potential besitzen. Bei reellen Potentialen sind
beide Probleme in [30] ausfiihrlich beschrieben und geldst, bei komplexen Potentialen
sind die Isospektralmengen noch nicht vollstindig bestimmt. Die Idee zur Bestimmung
der Isospektralmenge ist ein gegebenes Potential mit Hilfe von Fliissen auf der Menge
der Potentiale so zu verdndern, so dass das periodische und antiperiodische Spektrum
sich nicht verédndern. Dabei definiert man die Fliisse durch die KdV-Hierarchie, im Falle
reeller Potentiale ist dies ausfiihrlich in [26] beschrieben, die gleichen Strategien werden
auch in [1] benutzt. Man sieht, dass die Isospektralmengen lokal einen unendlichdimen-
sionalen Raum beschreiben. Birnir gibt in [1] drei Darstellungen der Isospektralmengen
an. Allerdings gelten diese nur fiir Potentiale mit endlich vielen Bandliicken und die alge-
braische Vielfachheit der Eigenwerte darf hochstens 2 betragen. Diese drei Darstellungen
sind : 1.Phasenraum der KdV-Fliisse, hier hat man ein Problem mit der lokalen Existenz
fiir ein singuldres Potential; 2.Divisor auf der Riemannschen Fliche, das Problem hierbei
ist die Kollision von Dirichleteigenwerten, dieses 16st er selbst in [2]; 3.Jacobi-Varietit,
die Rekonstruktion des Potentials erfolgt durch die Theta-Funktion. Im Augenblick ist
noch keine Verallgemeinerung dieser Ideen auf allgemeine komplexwertige L2-Potentiale
mit unendlich vielen Bandliicken bekannt.

Die gleichen Probleme findet man auch bei dem mehrdimensionalen Schrédingeroperator
—A+¢ (A ist nun der Laplace-Operator) mit einem Gitter G als Periode. Die Ideen las-
sen sich verallgemeinern, die Theorie wird allerdings abstrakter. Die Isospektralmengen
dieser Operatoren bei C''-Potentialen wurden von Eskin, Ralston, Trubowitz in [6] und
[7] untersucht. In [8] betrachten Feldman, Knérrer und Trubowitz dieses Problem fiir
eine Dimension d < 3. Die Eigenwerte b* bei dem freien Potential sind die Summen der
quadrierten Periodengitterlingen. Fiir ein %—mal differenzierbares reellwertiges Poten-
tial beweisen sie, dass genau zwei periodische Eigenwerte in einem Intervall der Lénge
2|b|7**¢ mit Mittelpunkt b + [q] liegen. Hierbei ist [¢] der Mittelwert des Potentials auf
dem Torus und die Aussage gilt fiir ein festes ¢ > 0 und fiir alle b aufer einer Menge
mit Dichte 0. Die Eigenwerte in Dimensionen 2 und 3 verhalten sich also, abgesehen
von einer Menge mit Dichte 0 und einem kleinen Verlust beim asymptotischen Abfall,
genauso wie die Eigenwerte in einer Dimension.
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A. Satz von Rouché

Wir werden nun drei Sdtze iiber die Nullstellenverteilungen analytischer Funktionen
beweisen. Der erste Satz liefert eine Aussage iiber die Nullstellenverteilung zweier Funk-
tionen, die gewisse Abschitzungen auf dem Rand eines Kreises besitzen.

Satz A.1 (Rouché). Seien f und g zwei analytische Funktionen auf und innerhalb eines
Kreises v ={z| |z —a| = R}. Falls

IF(2)] <lg(2)|

auf v gilt, dann haben f und f+g innerhalb von ~v gleich viele Nullstellen mit Vielfach-
heiten gezdhlt.

Beweis. Wir betrachten das Integral
% f'(z) + g (2
" 2mi (2) + Ag(z
mit 0 < A < 1. Augrund der Voraussetzungen ist die Funktion f + Ag nichtsingular
auf v oder im Inneren von v und hat keine Nullstellen auf . Somit ist wegen dem
Argumentprinzip N(\) gleich der Anzahl der Nullstellen von f+ Ag, die innerhalb von ~
liegen. Dies bedeutet, dass N()\) eine ganze Zahl sein muss. Da v kompakt ist, nehmen

|f| und |g| Minima und Maxima auf 7 an. Also existieren positive reelle Konstanten a
und b mit

[f(2)] > a>b>lg(2)|

fiir alle z auf 7. Die Dreiecksungleichung impliziert nun |f(z)+Ag(z)| > a—b auf . Somit
ist 1/(f + Ag) eine stetige Funktion von A falls 0 < A < 1 und z € ~ gilt. Deswegen ist
der Integrand eine stetige Funktion von - und \. Da v kompakt ist, ist N(\) eine stetige
Funktion in A. Eine stetige Funktion einer reellen Variablen, die nur ganzzahlige Werte
annimmt ist aber konstant. Im Speziellen bedeutet dies, dass die Anzahl der Nullstellen
von f+ Ag innerhalb von v die gleichen sind fiir alle \. Nehmen wir nun die Extremfille
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A. Satz von Rouché

A =0 und A = 1, so bedeutet dies, dass f und f + g die gleiche Anzahl an Nullstellen
innerhalb von v haben. 0

Mit Hilfe dieses Satzes kann man einen weiteren Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra angeben.
Theorem A.2. Ein Polynom f vom Grad n besitzt inklusive Vielfachheiten genau n

Nullstellen.

Beweis. Das Polynom f habe die Darstellung f(z) = 2" + a;2" ! + - - - + a,, dann ist

f(2)

Zn

a
:1+_1+.+an
z

und dies geht gegen 1 fiir z gegen unendlich. Es existiert also ein geniigend grofses R mit

f(2)

zn

- 1‘ <1
fir |z| = R, also gilt |f(z) — 2™| < 2™ fiir |z| = R. Somit folgt aus dem Theorem von
Rouché, dass f(z) genau n Nullstellen innerhalb von |z| = R haben muss. O

Theorem A.3 (Hurwitz). Sei U C C offen, zusammenhdngend und {f;} eine Folge
holomorpher Funktionen auf U, die auf kompakten Teilmengen von U gleichmdflig gegen
f konvergiert. Der Abschluss des Kreises B(zo,1r) = {z]| |20 — 2| < r} soll ganz in U
liegen und [ auf dem Rand des Kreises nicht verschwinden. Dann existiert eine ganze
Zahl N, so dass fiir n > N die Funktionen f, und f die gleiche Anzahl an Nullstellen
in B(zo, 1) besitzen.

Bewezs. Mit der Definition
e = min{|f(2)] | = € DB(z0,)}.
gilt fiir geniigend grofes n
1f(2) = fu(2)] < & < |[(2)]

fiir |z — zo| = r. Die Behauptung folgt aus dem Satz von Rouché, angewandt auf f,, und

e O
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B. Ganze Funktionen

B.1. Faktorisierungssatz von Hadamard

Wir suchen nach analytischen Funktionen, die ein vorgegebenes Nullstellenverhalten
besitzen. Dazu geben wir uns eine Folge {a,}.en vor, die uns die Nullstellen liefert.
Diese Folge darf keinen Haufungspunkt besitzen, einzelne Folgenglieder kénnen aber
in endlicher Anzahl auftreten. Definieren wir naiv die Funktion h(z) = [[(z — a,), so
bekommen wir Probleme mit der Konvergenz des Produktes, deswegen miissen wir einen
anderen Weg einschlagen. Die folgenden Definitionen und Sétze findet man grofstenteils
in [4], die Beweise kann man dort auch nachlesen.

Definition B.1. Fine Funktion f : C — C heifit ganz, wenn sie tiberall holomorph ist.

Vorab einige Lemmas, die Aussagen iiber die Konvergenz von unendlichen Produkten
liefern. Dazu sei {z, },en eine Folge komplexer Zahlen.

Lemma B.2. Sind die Realteile der Zahlen z, alle positiv, dann konvergiert das Produkt

I1 zn genau dann, wenn die Reihe _ log z, konvergiert.

n=1 n=1

Lemma B.3. Sind die Realteile der Zahlen z, alle grofier als -1, dann konvergiert die
Reihe Z log(1 + z,) absolut genau dann, wenn die Reihe E 2, absolut konvergiert.

Deﬁmtlon B.4. Sind die Realteile der Zahlen z, alle posztw dann heifit das Produkt

H z, absolut konvergent genau dann, wenn die Reihe Z log z, absolut konvergiert.

n=1 n=1

Theorem B.5. Es sei G ein Gebiet in C und {f,} eine Folge analytischer Funktionen,
so dass kein f, identisch verschwindet. Wenn > (f.(z) — 1) absolut und gleichmdfig auf

kompakten Teilmengen von G konvergiert, dann konvergiert || f.(z) gegen eine analy-
n=1

tische Funktion f(z). Ist a eine Nullstelle der Funktion f, dann ist a eine Nullstelle nur
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B. Ganze Funktionen

endlich vieler Funktionen f,, und die Vielfachheit von a ist die Summe der Vielfachheiten
von den Nullstellen der Funktionen f,, in a.

Aufgrund dieses Theorems konnen wir die folgende Beobachtung machen. Wenn wir eine
Funktion g¢,,(z) finden kénnen, die analytisch auf einem Gebiet ist, dort keine Nullstellen
besitzt und > |(z — a,)gn(z) — 1] auf kompakten Teilmengen des Gebietes gleichmé-
Kkig konvergiert, dann konvergiert [[(z — a,)g.(2) gegen eine analytische Funktion, die
exakt die Nullstellen a,, besitzt. Um auszudriicken, dass g,(z) nirgendwo verschwindet
schreiben wir g,,(z) = exp(h,(2)), hierbei ist h,(z) eine analytische Funktion.

Definition B.6. Ein elementarer Faktor ist eine der Funktionen E,(z), definiert
durch

Eo(z) = 1-z,
Ey(2) = (1—z)exp(z+§+...+_)

firp=20,1,...

Die Funktion F,(z/a) hat eine einfache Nullstelle an der Stelle a und keine weiteren.
Mit Hilfe der elementaren Faktoren werden wir nun analytische Funktionen erzeugen, die
vorgegebene Nullstellen besitzen. Zunéchst eine weitere Ungleichung, die uns dann er-
lauben wird, Theorem B.5 anzuwenden und somit ein konvergentes unendliches Produkt
zu erhalten.

Lemma B.7. Ist |2| <1 und p > 0, dann gilt [1 — E,(2)] < |2[PTh

Nun kommen wir zu einem Ergebnis fiir ganze Funktionen.

Theorem B.8. Fs sei {a,} eine Folge in C mit lim |a,| = oo und a,, # 0 fir allen > 1.
Ist nun {p,} eine Folge von ganzen Zahlen, so dass

S ( r )pn+1
S (L) <=
n=1 |an|

fir alle r > 0 gilt (dies ist fir p, =n — 1 immer erfillt), dann konvergiert

1) =] B /an)
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B.1. Faktorisierungssatz von Hadamard

gegen eine ganze Funktion. Diese Funktion besitzt Nullstellen genau an den Punkten a,,.
Tritt o in der Folge {a,} erakt m-mal auf, dann hat f eine Nullstelle der Ordnung m
m Q.

Die Folge {p,} kann unterschiedlich gewdhlt werden. Die Grofe der ganzen Zahlen p,
wird bestimmt durch das Maf, wie stark die Folge {a,} gegen unendlich konvergiert,
dies werden wir noch genauer untersuchen. Der néchste Satz wird uns zeigen, wie man
analog zur Linearfaktorzerlegung bei endlich vielen Nullstellen, eine ganze Funktion mit
unendlich vielen Nullstellen faktorisieren kann.

Satz B.9 (Faktorisierungssatz von Weierstrafl). Es sei f eine ganze Funktion und
{a,} die Folge der Nullstellen von f mit Vielfachheiten gezihlt, dabei sei a, # 0 fir
alle n > 1. An der Stelle 0 habe f eine Nullstelle der Ordnung m > 0. Dann existiert
eine ganze Funktion g und eine Folge von ganzen Zahlen {p,}, so dass f(z) geschrieben

werden kann als .
—_.mDTTE (2.
f(z) z e 71_[1 Pn (Gn)

Nun folgt eine Klassifizierung von ganzen Funktionen.

Definition B.10. Es sei f eine ganze Funktion mit den Nullstellen {a,}, die mit Viel-
fachheiten wiederholt werden. Auferdem seien die Nullstellen betragsmdf$ig angeordnet
la1| < |az] < .... Dann ist f von endlichem Rang, wenn eine ganze Zahl p existiert

mit
o
Z |an| P < 0.
n=1

Ist p die kleinste ganze Zahl die dies erfillt, dann ist f vom Rang p. Eine Funktion mit
nur endlich vielen Nullstellen hat Rang 0.

Wenn f endlichen Rang hat, dann kann f geschrieben werden als
f(z) = 2meP) P(2)
mit .
P(z) = [[ Bo(z/an). (B.1)
n=1

Das Produkt heift Standardform von f.
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B. Ganze Funktionen

Definition B.11. Eine ganze Funktion f hat endliches Geschlecht, wenn f endlichen
Rang hat und darstellbar ist als

flz) = zmeg(z)P(z),

wobei P in Standardform und g ein Polynom ist. Ist p der Rang von f und q der Grad
des Polynoms g, dann heifit p = max(p, q) Geschlecht von f.

Das Geschlecht von f ist eine wohldefinierte ganze Zahl. Sobald P in Standardform ist,
dann ist g eindeutig bestimmt bis auf die Addition von Vielfachen von 27i. Insbesondere
ist der Grad von g festgelegt.

Theorem B.12. Ist f eine ganze Funktion vom Geschlecht p, dann ezistiert fir jede
positive Zahl o eine Zahl ro, so dass fir |z| > rg

|f(2)] < exp(al]"*)
qgilt.

Definition B.13. Fine ganze Funktion f hat endliche Ordnung, wenn eine positive
Konstante o und ein ro > 0 existieren, so dass

|f(2)] < exp(]2]*)
fir |z| > ro gilt. Wenn f endliche Ordnung hat, dann heifit die Zahl
A=inf{a]| |f(2) < exp(|z|*) fir z groff genug}
Ordnung von f.

Proposition B.14. Ist f eine ganze Funktion mit endlicher Ordnung \ und € > 0, dann
gilt |f(2)] < exp(|z|*) fiir alle geniigend grofen |z|. Es kann auferdem ein z gefunden
werden, so dass |f(2)| < exp(|z|}~¢) gilt.

Mit diesen Begriffen kénnen wir Theorem B.12 umschreiben in das folgende Korollar.

Korollar B.15. Ist f eine ganze Funklion von endlichem Geschlecht i, dann hat f
endliche Ordnung A < p+ 1.

Dass auch die Umkehrung dieses Korollars gilt, wird der Faktorisierungssatz von Hada-
mard zeigen. Da eine Funktion endlichen Geschlechts aufgrund des Faktorisierungssatzes
von Weierstraf gut faktorisiert werden kann ist dies wirklich ein Faktorisierungssatz. Zu-
nichst ein vorbereitendes Lemma.
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Lemma B.16. Es sei [ eine nichtkonstante ganze Funktion der Ordnung A mit f(0) = 1
und seien {a,} die Nullstellen von f mit Vielfachheiten gezihlt und betragsmdfig so
angeordnet, dass |a1| < |ag| < ... gilt. Ist p > X\ — 1 eine ganze Zahl, dann gilt

i [75] - L

fiirz#al,@,....

Theorem B.17 (Faktorisierungssatz von Hadamard). Ist f eine ganze Funktion
mit endlicher Ordnung X\, dann hat f auch endliches Geschlecht 1 < .

Nun erhalten wir hieraus auch die Tatsache, dass eine ganze Funktion der Ordnung 1/2
unendlich viele Nullstellen hat, der folgende Satz zeigt dies noch allgemeiner.

Satz B.18. Sei [ eine ganze Funktion mit endlicher Ordnung X\, wobei \ keine ganze
Zahl ist. Dann hat f unendlich viele Nullstellen.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nur endlich viele Nullstellen {ay,as,...,a,} besitzt,
diese seien mit Vielfachheiten gezihlt. Dann gilt f(2) = /) (2 —a;) ... (2 — a,) fiir eine
ganze Funktion g. Wegen dem Faktorisierungssatz ist g ein Polynom vom Grad < A
Aber f und e9%) miissen die gleiche Ordnung haben. Da die Ordnung von e9*) der Grad
von g ist, muss A eine ganze Zahl sein. Somit ist die Behauptung bewiesen. 0

B.2. Unendliche Produkte

In diesem Abschnitt geben wir drei Lemmas iiber unendliche Produkte an. Wir ver-
anschaulichen nur den Beweis fiir das erste Lemma, die iibrigen Beweise findet man
in [30, Anhang E|. AuRerdem entwickeln wir eine Produktdarstellung fiir die Funktion

sin \/X/\/X

Lemma B.19.
(a) Es seien apm,, m,n > 1 kompleze Zahlen, die

1
ol =0 ()t
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B. Ganze Funktionen

erfillen. Dann gilt

H(1+amn):1+0(bgn), n>1.

n
m>1
m#n

(b) Ist zusdtzlich {b,} eine quadratsummierbare Folge komplexer Zahlen, dann gilt

[T (1 + amnbn) < o

m,n>1
m#n

Bewezs.
(a) Aufgrund der Annahme gilt

>l SOY p

m>1 m>1

mit einer Konstanten C. Die Summe auf der rechten Seite kann man abschéatzen durch

1 1 1
Z|m2—n2| - Z |m—n|m+n+zzm2—n2

m>1 1<m<2n m>2n
2y ey < P omm 4t
k2 - n & n’
1<k‘<n k>n

Somit erhalten wir mit einer anderen Konstanten C’ die Abschitzung

[T +am) =1 < T+ lamal) —1

m>1 m>1
m#n m#n
< exp( E |@mnl|) — 1
m>1
m#n

IA

o (CH181) (0,

Z |tpn| < — (1 + logn).
m>1

m¥#n

(b) Aus (a) erhalten wir

| Q
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Wenden wir nun die Schwarzsche Ungleichung an, so ergibt sich

Z|amn||bn| = an Z|amn|

m,n>1 n>1 m>1
m#n m#n
1+logn
< C _—
< oy Ltleny
n>1
1 1 1/2
< C(Z( +ogn) Z‘b ‘2>
n>1 n>1
< Q.

O

Nun untersuchen wir die Produktentwicklung von sin v/A/v/A an der Stelle VA = 7z,
dazu betrachten wir zunachst die Funktion sin wz. Die Nullstellen dieser Funktion sind

die Punkte z = #n. Da die Reihe Z n~2 konvergiert, aber die Reihe Z n~! divergiert,

ist der Rang der Funktion 1, wir konnen p = 1 wihlen. Es gilt also

sinTz = zeI®?) H (1 — E) exp (E> .
n n

neZ\{0}

Um g¢(z) zu bestimmen, berechnen wir die logarithmische Ableitung % dieser Funktion.

7rcot7rz-—+g —l—Z( —)
z—n

Dies gilt aufgrund der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Mengen, die z = n
nicht enthalten. Nun benutzen wir die Taylorreihendarstellung von cot 7z, somit gilt
g'(z) = 0 und g(z) ist konstant. Wegen

sinmz

1m
Z—00 ya

folgt e9*) = 7. Also gilt

sinmz =1z H (1 — E) exp (E)
n n

neZ\{0}
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B. Ganze Funktionen

und wenn wir die Terme fiir n und —n zusammenfassen erhalten wir

sin 7wz 22
“TI(1-%)
TZ n

neN

Setzen wir nun wieder /A = 7z ein, so ergibt sich

Sh}f =11 (1 - #) . (B.2)

neN

Wenn man im Zihler die Zahlen n2?7r? durch komplexe Zahlen z, mit dem gleichen
asymptotischen Verhalten ersetzt, dann erhalten wir eine ganze Funktion, die sin v/ / VA
auf gewissen Kreisen approximiert. Dies ist die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma B.20. Ist z,,,m > 1 eine Folge komplexer Zahlen, so dass
Zm = m?m? + O(1)
gilt, dann ist das unendliche Produkt

Zm — A
Il
m>1
eine ganze Funktion von A mit genau den Nullstellen z,,,m > 1. Zusdtzlich gilt

)

m>1

gleichmaf$ig auf den Kreisen |\ = (n + %)%2.

Nun noch eine Variante des vorherigen Lemmas.

Lemma B.21. Sei z,,,m > 1 eine Folge von komplezen Zahlen mit z,, = m*m* + O(1).
Dann ist fiir jedes n > 1
Zm — A
[} ey

m>1

m¥#n
eine ganze Funktion in X\, so dass

= A1 logn
1:[1 m2m? _2( D (1+O( n

m#n

gleichmdfig fiir A\ = n*m? + O(1) gilt.
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