Martin Schmidt Analysis I 31. Oktober 2019
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10. Ubung

Kontinuitat durch Gleichheit.

Es sei X C IR eine nichtleere Teilmenge von IR und f : X — IR eine Funktion. Wir sagen, dass
f in xg € X linksseitig stetig (bzw. rechtsseitig stetig) ist, wenn es eine in xq stetige Funktion
fo X N (—o00,z0] = IR (bzw. eine in xq stetige Funktion fi : X N [zg,00) — IR) gibt, die auf
X N (=00, zg] (bzw. auf X N[z, 00)) mit f iibereinstimmt.

Beweise: f ist genau dann in xy € X stetig, wenn f in xp sowohl linksseitig stetig als auch
rechtsseitig stetig ist mit f(xg) = f—(x0) = f+ (o). (5 Punkte)

Quantorendschungel Part I1
Sei X C IR eine nichtleere Teilmenge von IR und f : X — IR eine Abbildung. Nach Definition
5.20 heifit f gleichmdfig stetig, falls gilt:

Ve>030>0Va, 20 € X : (|1 — 22| <6 = |f(x1) — fx2)] <€)

Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent zur gleichméfigen Stetigkeit von f? Begriinden
Sie Thre Antwort mit Beweis oder einem Gegenbeispiel.
(a) 30 >0Ve>0Vry,x0 € X : (o1 —x2| < = |f(z1) — f(z2)]| <€) (8 Punkte)

(b) Vzp € X Ve > 036 > 0V, 29 € B(xo,0) : |f(z1) — f(z2)] <€ (3 Punkte)
(mit B(zg,d) ist hierbei der Ball in X um zp mit Radius 0 gemeint, vgl. Definition 5.1)

(c) Ve>03c>030 >0Vr,m0 € X : (|r1 —x2| <cd = |f(z1) — f(x2)| <€) (2 Punkte)
(d) Ve >03c>030 >0V, 20 € X : (|x1 —a2| < = [f(x1) — f(22)]| < cé) (2 Punkte)

Punktweise oder Gleichmafiig.

Wir definieren die Funktionenfolge (fy,)nen durch

o2z falls 0 <z < Lt

n
faotR—=TR, x> 2n—2n%z falls - <z <1

0 sonst
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f, fiir n € {1,2,3}. (1 Punkt)
(b) Zeigen Sie, dass f,, fiir alle n € IN stetig ist. (2 Punkte)

[Tipp: Aufgabe 38.]

(c) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)nenw punktweise gegen die Nullfunktion konver-
giert. (8 Punkte)

(d) Untersuchen Sie, ob die Funktionenfolge (f,)nen gleichméfig konvergent ist. (3 Punkte)



41. Spielwiese der Stetigkeit.

(a) Man zeige, dass die Funktion

1 falls x € Q
0 falls e IR\ Q

f:R—1R, z+—

an keiner Stelle z € IR stetig ist.

(b) Man zeige, dass die Funktion
fR—R, z— a2

stetig, aber nicht gleichméafig stetig ist.
(c) Wir betrachten die Funktion

f:]0,00) = R, z+— Vx,

von der wir bereits aus Aufgabe 37 wissen, dass sie stetig ist.

(4 Bonuspunkte)

(2 Bonuspunkte)

(i) Zeigen Sie, dass fl(1 ), d.h. die Einschrénkung von f auf das Intervall [1,c0),

Lipschitz-stetig ist.

(2 Punkte)

(ii) Zeigen Sie, dass f auf [0,00) gleichméfig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig auf [0, 00)

ist. [Tipp: Satz 5.22]

(4 Punkte)

Die Losungen sind bis spétestens Freitag, den 08. November 2019, 10:00 Uhr in den entspre-

chenden Briefkasten (Eingang A5-Geb#ude, Teil C) einzuwerfen



