Martin Schmidt Analysis I 04. Oktober 2019
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21. Unnétig.

(a) Sei (an)nen eine Folge, die gegen ein a € K konvergiert. Zeige, dass die Folge (by)nen
definiert durch
1
b, = E(al—i—ag—i—...—&—an)
ebenfalls gegen a konvergiert. (4 Punkte)

(b) Man gebe ein Beispiel einer divergenten Folge (ay,)nen an, bei dem die wie in (a) definierte
Folge (by,) konvergiert. (2 Punkte)

(c) Gibt es eine divergente reelle Folge (ap)nen, sodass a, > 0V n € N, mit der Eigenschalft,
dass die in (a) definierte Folge (by,)nen konvergiert? (4 Punkte)

22. Bernoulli Ultimate.

Sei k € Ny beliebig. Das Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass (a,)nen, definiert durch

eine Nullfolge ist.

(a) Zeige, dass es einen Index Ny € N gibt, mit der Eigenschaft:
W (-1
n — on—1
fir alle n > Ny. [Tipp: Bernoulli-Ungleichung| (5 Punkte)
(b) Zeige durch vollsténdige Induktion, dass fiir alle & € Ny gilt:

L (R D)t

n—oo  9n(k+1) -0

| Tipp: auch hier kann Bernoulli an einer Stelle niitzlich sein, benutze ausserdem die Grenz-
wertsétze. | (8 Punkte)

(c¢) Kombiniere (a) und (b) um die Aussage zu zeigen, dass die Folge (a,)nen eine Nullfolge ist.
| Tipp: (b) zeigt, dass eine Teilfolge von (1) eine Nullfolge ist.| (2 Punkte)

23. Unwahre Umkehrungen.

(a) Untersuchen Sie die im Folgenden definierten Folgen (ap)new, (bn)neN, (¢n)nenw auf Kon-

vergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert:

(i) ap:= (71?71 (2 Punkte)
(if) by = 5rot s (2 Punkte)
(iii) ¢, == FE" (2 Punkte)




(b) Man finde jeweils ein Beispiel fiir reelle Zahlenfolgen (ay)nenw und ggf. (by)nenw mit den

folgenden Eigenschaften, und zeige, dass das Beispiel tatséchlich die Eigenschaften besitzt.

(1) (an)new ist nach oben unbeschrankt, aber es gilt nicht lim,,_,~ a, = 0. (1 Punkt)
(i) lim,— 00 ap = +o00 und limy, o0 by = —00 und limy, o0 (an + by) = ¢,

wobei ¢ € IR eine vorgegebene Zahl ist. (1 Punkt)

(iii) a, < b, fiir alle n € IN, aber lim, o0 Gy, = limy, o0 by, - (2 Punkte)

24. In einem Land vor unserer Zeit.

Bereits vor 4000 Jahren war den Sumerern ein Iterationsprozess bekannt, der bei Eingabe einer
Zahl a > 0 eine Naherung fiir /a liefert. Wir formulieren diesen hier speziell fiir a = 2 (also

zur Niherung an v/2): Dazu definieren wir eine Zahlenfolge (z,,)nemN, rekursiv wie folgt:

3 1 2
ro:== und VneNy : xpp1i==-|(zn+—| .
2 2 n

(a) Mithilfe eines (Taschen-)Rechners berechne man 1,2, x3 und x4 . Sieht man daran schon,

wie sich die x,, an /2 annihern? (2 Bonuspunkte)

Wir schreiben im Folgenden die z, als Briiche, d.h. wir schreiben z,, = Z—Z mit pp, g, € IN und

den Startwerten pg:=3 und qp:= 2.

(b) Man zeige, dass fiir n € Ng gilt: ppy1 = p2 +2¢2 und ¢ui1 = 2pngn. (2 Bonuspunkte)

(c) Zeigen Sie, dass pni1 — V2¢ns1 = (Pn — v2¢,)? und somit p,1 > v/2 g1 fiir alle n € INg
gilt. [Warum kann in der letzten Ungleichung keine Gleichheit gelten?| (8 Bonuspunkte)

(d) Zeigen Sie mit Hilfe von (c), dass die Folge (z,)nen gegen /2 konvergiert.
(5 Bonuspunkte)

(e) Man zeige p2,; — 2¢2,; = (p2 — 2¢2)* und folgere hieraus durch vollstindige Induktion,

dass p2 —2¢2 =1 fiir alle n € INy gilt. (4 Bonuspunkte)

an folgere aus (c) und (e), dass fiir jedes n € INg gilt:
(f) Man folg (c) und (e), dass fiir jed Ny gil
1

1
< —F- 8 Bonuspunkte
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(g) Zeigen Sie mit Hilfe von (d), dass

L2 (P _ L
,}gfgoqn(n ﬂ)m
_1

gilt und folgern Sie mit (f), dass ¢ := 7 die kleinste (und somit bestmdgliche) Zahl ¢ € IR

ist, so dass
1
" n
fiir alle n € INy gilt. (8 Bonuspunkte)



Bitte beachten Sie: Wenn Sie eine vorangehende (Teil-)aufgabe nicht 16sen kénnen, dann diirfen Sie
trotzdem die Aussage benutzen, um andere (Teil-)aufgaben zu zu 16sen.
Beachten Sie ausserdem: Falls Sie nichts anderes lesen, diirfen Sie NUR den Stoff aus der Vorlesung

und/oder aus den vergangenen Ubungsblittern benutzen.

Die Losungen sind bis spétestens Freitag, den 11. Oktober 2019, 10:00 Uhr in den entsprechenden
Briefkasten (Eingang A5-Gebaude, Teil C) einzuwerfen.



