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1 Wiederholung einzelner Aspekte des
Dirichletproblems

1.1 Wiederholung komplexwertiger L>-Funktionen, also aus
Lt
Wir betrachten Funktionen ¢, die dem komplexwertigen Lebesgue-Raum
g€ LE(9)

angehoren. Dabei bezeichnet LZ(Q2) den Raum der (Aquivalenzklassen von) mess-
baren Funktionen ¢ : 0 — C, die quadratintegrierbar sind, also

/ lq(x)|? dz < oco.
Q

Dieser Raum ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(r.9)= | s@g@)dz,

wobei g(z) die komplexe Konjugation von g(x) bezeichnet.

1.2 Wiederholung der wichtigsten Definitionen zum
Dirchletproblem

Definition 2.1 (Dirichletproblem)
Die Differentialgleichung

-y +ql@x)y=xy, 0<az<l1

mit den Randwerten

heifst Dirichletproblem.

Definition 2.2 (Dirichleteigenwerte)
A € C sind die Dirichleteigenwerte von q, wenn das Dirichletproblem geldst wer-
den kann.

Definition 2.3 (Dirichleteigenfunktion)
Die nichttriviale Lésung wird Eigenfunktion von q fir A genannt.

Definition 2.4 (Dirichletspektrum)
Das Dirichletspektrum ist die Menge aller Dirichleteigenwerte.
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1.3 Wiederholung Korollar 1, Kapitel 1 (Vortrag B)

Bendtigt fiir den Beweis von Theorem 6, Kapitel 2

Korollar 1. Jede Losung der Differentialgleichung —y" + q(x)y = My, 0 < x < 1 ist
eindeutig gegeben durch

y(z) = y(0) y1(x) + ' (0) ya(x).

Auflerdem gilt: Falls eine Losung eine doppelte Nullstelle in [0,1] besitzt, so ver-
schwindet sie identisch.

1.4 Wiederholung Theorem 3 (Basic Estimates), Kapitel 1
(Vortrag B)

Benétigt fiir den Beweis von Theorem 5, Kapitel 2
Theorem 3. Auf [0,1] x C x L2 gilt:

(2, A, @) — cos(VAz)| < —= exp (| Im VX[ + uqnﬁ),

<A
ol A q) — ‘“fjwﬁ < e (| m VA + V7).

i A q) + VAsin(VAo)| < [l exp (|1 VAls + ] vz

(. 0.0) = cos(VA)] < L0 exp (11 v + V).

1.5 Wiederholung Lemma 1, Kapitel 2 (Vortrag C)

Bendtigt fiir den Beweis von Theorem 5, Kapitel 2

Lemma 1. Wenn |z —nm| > % fir alle ganzzahligen n, dann gilt elSEI < 4sin(2)).

1.6 Wiederholung Lemma 2, Kapitel 2 (Vortrag C)

Bendtigt fiir Theorem 6, Kapitel 2 bzw. Lemma 3, Kapitel 2

Lemma 2. Sei ¢ € L% und N > 2ell4ll ganzzahlig. Dann hat y3(1, N, q) genau N
Nullstellen, mit Vielfachheiten gezdihlt, in der offenen Halbebene

2
Re )\ < <N+%) 72,
und fiir jedes n > N, genau eine einfache Nullstelle im eiférmigen Gebiet

VA —nx| < g

Es gibt keine anderen Nullstellen.



1 Wiederholung einzelner Aspekte des Dirichletproblems

1.7 Wiederholung Theorem 2, Kapitel 2 (Vortrag D)

Bendtigt fiir den Beweis von Korollar 2, Kapitel 2

Theorem 2. Wenn A ein Dirichleteigenwert von q € Lﬁ ist, dann gilt:

i)

. 1
(LN 2 [ 3 N2 el VI

iv) Insbesondere ist y2(1, \) # 0.
v) Somit sind alle Nullstellen von ya2(1,\) einfache Nullstellen.

1.8 Wiederholung Theorem 4, Kapitel 2 (Vortrag E)

Bendtigt fiir den Beweis von Theorem 5, Kapitel 2
Theorem 4. Fiir q € Lﬁ gilt

1
fn ( —n27r2+/ t)dt — (cos2mnzx, q>+0<n>

—n27r2—|—/ t)dt + €*(n)

und )
gn(z,q) = V2 sin(mnz) + O<n> ,
d(z,q) = V2mn cos(mnz) + O(1).

Diese Abschdtzungen gelten gleichmdfig auf beschrinkten Teilmengen von [0, 1] X
2.



2 Drei Lemmata aus dem Anhangskapitel
E zur Vorbereitung von Theorem 5 & 6

2.1 Lemma 1, Kapitel E

Benotigt fiir den Beweis von Lemma 2, Kapitel E

Lemma 1, E. (S. 165)

(a) Sei amy fir m,n > 1 eine Folge komplexer Zahlen, die die Bedingung

1
’amn|:O<|m2_n2’>7 m#nv

erfillt.
Dann gilt
1
T (1 + amn) = 1+0< Og"), n>1.
m>1 n
m#n

(b) Falls zusdtzlich (by)n>1 eine quadratsummierbare Folge komplexer Zahlen ist,
dann gilt
H (1 + amnby) < oc.

m,n>1
m#n

2.2 Lemma 2, Kapitel E

Bendtigt fiir den Beweis von Theorem 5, Kapitel 2

Lemma 2, E. (S. 167)
Sei zm,m > 1 eine Folge komplexer Zahlen, so dass zy, = m2m? + O(1) ist.
Dann ist das unendliche Produkt

I
2.2
mo1 T

eine ganze Funktion in X\, deren Nullstellen genau die z,, m > 1, sind. AufSerdem

qgilt
H zm2—2A _ sin VA 1 +O<logn>
mo1 T vV n

gleichmafig auf den Kreisen |\| = (n + %)2772.
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2.3 Lemma 3, Kapitel E

Bendtigt fiir den Beweis von Korollar 2, Kapitel 2

Lemma 3, Kapitel E. fiir den Beweis von Korollar 2, Kapitel 2 (S. 168).
Sei 2y, m > 1 eine Folge komplexer Zahlen, so dass z, = m*m? + O(1) ist.
Dann ist fiir jedes n > 1

I

2.2
m>1 mAm
m#n

eine ganze Funktion in X\, sodass

H Zm;z)\ = 1(—1)”“ (1 +O<logn>)
1 mam 2 n

m#n

gleichmdfig fiir X = n?7% + O(1).
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3.1 Theorem 5, Kapitel 2

Theorem 5. Sei q € L. Dann gilt:

pm(q) — A

1\ q) =
3/2( q) m27r2

m>1
Beweis. Gegeben:
1. reellwertige Funktion q(x), die lokal integrierbar ist
2. Dirichlet-Randbedingung auf [0,1] mit —y” + q(z)y = Ay, y(0)=0, y(1)=0
3. pn = n?7? 4+ O(1) nach Theorem 4
4.
o m2rt+0(1) — A

H 2.2

m=1

m=Tm

ist eine ganze Funktion in A nach Lemma 2, Kapitel E

und es gilt:
ﬁ m27r2+0(1)—)\:sinﬁ 10 logn
m2m? vV n

m=1
gleichméifig auf den Kreisen [A| = (n + 3)%r2
Sei -
pan(q) = A
A) = —_—
p(A) S R

Wir miissen zeigen, dass diese Funktion p(\) gleich y2(1, ), q) ist.

i)  Nach Lemma 2, Kapitel E gilt, dass
IO—OI 22+ 0(1) — A

m2n2

m=1

eine ganze Funktion in A ist.

ﬁ m27r2 + 0(1) . Theorem 4, = M

2.2 ; 2.2
me1 m*em Kapitel 2 =1 mem
)
fim(g) — A
= 2.2
m=eTm
m=1

ist eine ganze Funktion in A.
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ii) Auf den Kreisen |A| =r, = (n+ %)271'2 gilt fiir gentigend grofle n gleichméfig:

)\ - =
p( ) ot m2m2 et m2m2 Kapitel B \A n

T pm(e) A ﬁ m2r? +0(1) — (n+ %)2772 Lemma 2, sin VA (1 +O<logn>)

iii) Die Nullstellen von y3(1, A, ¢) sind genau die Dirichlet-Eigenwerte von ¢
= X = um(q) sind die Nullstellen von p und die Dirichlet-Eigenwerte von g
= p und y2(1,-) haben die gleichen Nullstellen (mit demselben Vielfachheits-
argument)
= der Quotient
p(N)
y2(17 )\)
ist eine ganze Funktion [es gibt keine Polstellen, weil diese von den Nullstellen
aufgehoben werden)]

iv) zz: Fir h(\) := yzfl()\A) g gt h=1

Wegen der Abschétzungen fir yo (Theorem 3, Kapitel 1) gilt:

sinVA 1l

Vi A

y2(1> )‘) <

und fiir [A| = r,, gilt wegen Lemma 1, Kapitel 2 gleichméBig:

i ImVAl'\ Lemma , si - |s2 i - |s1
smﬁ_i_O(e ) u 1 51nﬁ+0<4 |szn\m>:smﬁ+o<4 |sm\m>

A N A A VAV

_sin\ﬁ sinﬁ_ i - sinﬁ l
BRI O(ﬁ) ieimidie VA (“O(n)>

_Sinﬁ e|1mﬁ| _sinxf)\ 1
= ya(1,\) = 7 +0( a )_ ¥ <1+0<n>>

Lemma 1, Kapitel 2 diirfen wir hier anwenden, weil Folgendes gilt:

- Sei z € C mit |z| = (n+ 3) fiir ein festes n € N. Die Voraussetzung von
Lemma 1, Kapitel 2 lautet: Fiir alle ganzen Zahlen m gelte

|z —mm| >

NS

- zz: |z — mm| > 7 fiir beliebiges m € Z
Beachte, dass die in Lemma 1, Kapitel 2 erwdhnte ganze Zahl nicht zwin-
gend mit dem n des Kreises identisch sein muss; wir bezeichnen sie daher
durch m.
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vi)

Beweis. Fiir ein beliebiges ganzzahliges m benutzen wir die Dreiecksun-

gleichung:
|z| = |z — mm + mn| < |z — mn| + |mmn|.
Daraus folgt, weil |z| = (n + 1)m und |mn| = |m|r gilt,
|z — mn| > ‘(n—{—%)ﬂ'— |m|71" =In+3—|m||m.

Weiterhin gilt (zweite Dreiecksungleichung):

|mr| = |mrm —z+ 2| < |mm — 2|+ |z| & |m7 — 2| > |m7| — |2|

Fall 1: |m| < n. Dann ist n — |m| > 0 und somit gilt wegen der ersten
Dreiecksungleichung
s
|z = ma| > |(n+ D — mix| = [n+ 3 = |m] |7 > 5
Fall 2: |m| > n. Dann ist |m| —n > 1, weil |m| und n ganze Zahlen
sind und diesem Fall ja |m| > n gilt und somit gilt wegen der zweiten
Dreiecksungleichung
1 1 us
jz—m] = 2| > ||~ |2] = mlx—((n+)m) = (pm|—n—3)7 > 7.
In beiden Fillen, also fiir jedes m € Z, gilt daher die stérkere Ungleichung

| > T
z—mm|> = > —

-2 4

= Die Voraussetzungen von Lemma 1, Kapitel 2 sind erfiillt
= Lemma 1, Kap. 2 liefert fiirjeden Punkt z

auf dem Kreis |2| = (n + 3)7, dass elS% < 4| sin 2| gilt.

Also gilt e/SVA < 4 |sin v/A|. O

sin VA <1+O log(n) )
n 1
p(A) VA ( ) _ 1+O< ogn)

y2(1,2) sin /3 (HO(}I))

logn

fir |\ = ry, weil O( 5 ) dominiert

Daraus folgt, dass

— 0 firn — oo.

p(N)
y2(17 )‘) !

A=

Das Maximumprinzip besagt, dass eine konvergente Potenzreihe in A¢ holo-
morph ist und ihr Maximum immer am Rand annimmt. Jede obere Schranke
auf dem Rand vom oberen Ball ist auch Schranke im Inneren. Wenn eine Funk-
tion also ein lokales Maximum besitzt, ist sie konstant.

Aus dem Maximumprinzip folgt also, dass die Differenz identisch verschwindet.
Daher gilt:

p(A) = 2(1, ).
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Sind die zwei Funktionen y2(1, A, ¢) und y2(1, A, p) gleich, dann gilt sicher u,(q) =
n(p) fiir alle n > 1. Also haben p und ¢ das gleiche Dirichletspektrum. Nun wissen
wir, dass die Umkehrung ebenso richtig ist. Anders gesagt, die ganze Information
tiber ya(1, A, q) ist bereits im Dirichletspektrum p,(¢q), n > 1 enthalten.

3.2 Theorem 6, Kapitel 2
3.2.1 Korollar 2, Kapitel 2

Bendtigt fiir den Beweis von Theorem 6, Kapitel 2

Exkurs: Unterschied zwischen yj(x, \) und 9(z, \)

Sei
ya(z, \) = sin(v/Az),

eine Funktion, die sowohl von z als auch vom Parameter A > 0 abhéngt.

1. Ableitung nach x

Die partielle Ableitung nach z, dem Parameter in [0,1] ist:

yh(z, \) = ;xsin(\ﬁa:) = Vcos(VAz).

2. Ableitung nach \

Die partielle Ableitung nach dem Parameter A ist:

Yoz, \) = (,%\sin(\/xm) = 2\% cos(VAz).

Interpretation

o yh(z, \): beschreibt die Anderung der Funktion in Abhéngigkeit von der Posi-
tion .

e 92(x, \): beschreibt die Anderung der Funktion in Abhiingigkeit vom Parame-
ter A, z. B. einem Eigenwert in der Spektraltheorie.
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Korollar 2.

a)
. N —1 Hm — fn (=" log(n)
Ja(1, pin) = n2m? m2w2  2n2x2 1+0 n ’

m#n

sgn (1, pin) = (—1)" = sgnys(1, pin).

Beweis.  a) Leite mit Leibnizregel

1.\ =
ya(1,A) P e
nach A\ ab:
. (0 =N\ o fm— A OO(1>°°,um>\
1 )\ — —_ e R A
g2(1,A) ;(8)\ 1272 )m:l m2m2 12:; 272 ot m2m?
m#l m#l

oo
A=t . B 1 Hm — Pn
== (L) = =) 1272 mZn2
=1 m=1
m£l
Fiir alle Terme mit [ # n enthélt das Produkt den Faktor u, — p, =0
= diese Summanden verschwinden

= nur der Summand mit [ = n bleibt iibrig:

y2 7/’LTL - n27T2 m27T2

m=
m#n

Die zweite Umformung folgt aus Lemma 3, Kapitel E mit

5o o)

m>1

m#n
. —1 HUm — HUn 1 (_1)n log(n)
= 921, ) = n2m? H m2n? 2 nir? 1+0 n
m#n
b
: 7o (1 =(=1)" = L1

sgn Yo (1, pn) a—)( ) Theorem 2 sen Yo (1, fin)-

Kapitel 2,
erstes =
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3.2.2 Lemma 3 (Deformation Lemma), Kapitel 2
Bendtigt fiir den Beweis von Theorem 6, Kapitel 2

Lemma 3. Sei hy, 0 <t <1, eine Familie reellwertiger Funktionen auf a < x < b,
die gemeinsam stetig differenzierbar in t und x ist. Angenommen, fiir jedes t besitzt
hy eine endliche Anzahl von Nullstellen in [a,b] - alle einfach, und die Randwerte
sind unabhdngig von t.
Dann haben hg und hy dieselbe Anzahl von Nullstellen in [a,b].

Anschaulich gesprochen bewegen sich die Nullstellen von h; im Inneren von [a, b],
wenn sich ¢ dndert, aber sie konnen sich niemals vereinigen oder teilen, da alle
Nullstellen einfach sind. Daher ist ihre Anzahl unabhéngig von t.

Beweis. Annahme [zur Vereinfachung]:
ht(a):0:ht(b), 0§t§1

Andere Fille werden analog behandelt.

o Fixiere ein ¢ € [0, 1]. Nach Voraussetzung sind die Nullstellen von h; einfach.

= Man kann um jede dieser einfachen Nullstellen ein Intervall legen, sodass
h; innerhalb dieser Intervalle das Vorzeichen wechselt.

o Im Inneren ist A} nicht Null und auflerhalb dieser Intervalle ist h; selbst nicht
Null. Siehe Abbildung:

—

S

Verlauf einer Funktion h; mit einfachen Nullstellen.

e Durch Stetigkeit verhalten sich hs und h; auf diesen Intervallen exakt gleich,
wenn s hinreichend nahe bei ¢ liegt = hs hat genau dieselbe Anzahl von
Nullstellen wie h¢, wenn s nahe bei t ist

o Dieses Argument gilt fiir alle ¢ € [0, 1], also ist die Anzahl der Nullstellen
unabhéngig von t. Insbesondere gilt dies fiir hg und h;.

O]

3.2.3 Theorem 6 (Eigenschaften der Eigenfunktion ¢, )

Definition von g, (z, q):

oy = 2@ ) y2(, pin)
gn( 7Q) Hy2(,ﬂn)” \/yQ(lvﬂn)yé(l,Mn)
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Theorem 6.

(a) 1) Fiir jedes q € L% hat die Eigenfuktion gy, firn > 1 genau n+1 Nullstellen
in [0, 1].
ii) Die Nullstellen sind alle einfache Nullstellen.

Die Gradienten sind gemeinsam stetig in Bezug auf z, A, g.

(b) Sei q gerade.

Dann ist g, gerade, wenn n ungerade ist.

Und gy, ist ungerade, wenn n gerade ist.

Gerade und ungerade meint gerade und ungerade am Punkt %
Die Aufgabe, die Nullstellen von g, zu zéhlen, wird durch das vorangegangene Lem-
ma 3, Kapitel 2, das ,,Deformationslemma‘ vereinfacht.

Beweis. a) i) gn(z,q) verschwindet nicht identisch
— fiir ein festes q ist gn(x,q) =0
— aber g, kann nicht identisch Null fiir alle x sein,
weil yo(z, uy) abgeleitet eins und nicht null ist

Korollar 1

Nullstellen von g,, sind alle einfach
Kapitel 1

i) Beh.: Die Anzahl der Nullstellen ist endlich
Beweis:
Ann.: es gibt unendliche viele Nullstellen in [0, 1]
Da [0, 1] kompakt und beschriankt ist, gidbe es einen Haufungspunkt an
einer mehrfachen Nullstelle
— Widerspruch zu ii)
= Anzahl der Nullstellen ist endlich

Betrachte nun die Deformation h; von g,, gegeben durch
hi(x) = gn(x,tq), 0<t<1.

Offensichtlich verschwindet h; fiir jedes ¢ bei 0 und 1 und besitzt nur eine
endliche Anzahl von Nullstellen in [0, 1], die alle einfach sind.

Lemma 3
Kapitel 2
wie hg = v/2sinnrz mit den Nullstellen xj, = k

n°

h1 = gn, besitzt ebenso viele Nullstellen in [0, 1]

= gn hat genau n + 1 Nullstellen in [0, 1].

b) Sei ¢ gerade, d.h. ¢(1 —z) = g(z) fir 0 <z < 1.
Setze 1 — z anstelle von x [um die Eigenfunktion zu spiegeln| in

—n + a(%)gn = Hngn
ein und verwende g, als Losung und p,, als Eigenwert:

—gn(1 =) + q(2)gn(1 — ) = pingn(1 — 2).
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= gn(1 — x) ist ebenfalls eine Eigenfunktion von ¢ zum Eigenwert p,
mit Norm 1.
=
gn(@) = —sen (g,(1) ) gn(1 - ).
Korollar 2, Kap.2
sgn(g, (1)) = (=1)"

und es folgt die Behauptung.
|

Eines der Hauptziele der klassischen Sturm-Liouville-Theorie besteht darin, die
Fourier-Sinus-Entwicklung zu verallgemeinern. Die Idee ist, die Sinusfunktionen durch
Eigenfunktionen eines Randwertproblems fiir eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung zu ersetzen. Dies war ein Vorlaufer des abstrakten Spektralsatzes fiir selbstad-
jungierte Operatoren.
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