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Einleitung

Diese Arbeit behandelt das Thema ,, Vortrag B: Die Fundamentallésung I1“ aus dem Se-
minar ,,Ausgewdhlte Themen gewdhnlicher Differentialgleichungen und dynamischer Sys-
teme’. Ziel ist es die Fundamentallosung eines Anfangswertproblems zweiter Ordnung
zu bestimmen. Grundlage bildet das erste Kapitel von Pdéschel, J., Turbowitz, E. In-
verse Spectral Theory. Boston, (1987) [1]. Dariiber hinaus werden die Kenntnisse aus
dem vorangegangenem ,, Vortrag A: Die Fundamentallésung I“ von Felix Haas und den
Skripten ,, Analysis I/II* und ,, Dynamische Systeme* von Prof. Dr. Martin U. Schmidt

vorausgesetzt.

Das Ausgangsproblem

Wir wollen einen kurzen Blick auf das Ausgangsproblem und die bisher gewonnen Er-
kenntnisse werfen.

Fiir ¢ € LA([0,1]) und A € C wollen wir fiir das Anfangswertproblem

-y +q(x)y =Xy zel0,1] (1)

y(0)=a, y'(0)=b

eine Fundamentallosung finden. Da die Differentialgleichung zweiter Ordnung ist folgt
aus dem Satz von Picard-Lindel6f, dass der Losungsraum zweidimensional ist und wir fiir
eine Fundamentallésung zwei linear unabhéngige Losungen finden miissen. Eine Losung

definieren wir wie folgt:

Definition 1
y ist eine Losung fiir das Ausgangsproblems 1, falls y € C* N W2([0,1])! und y die
Anfangswertbedingungen erfillt.

Um nun die Fundamentallsung zu konstruieren machen wir den folgenden Ansatz.
Seien y1,92 € C* N W?21([0,1]) zwei Losungen der Differentialgleichung 1 mit den An-

fangsbedingungen

'W2L([0,1] = {u € L' : D*u € L', |a| < 2} (Sobolev Raum)



Dann zeigen wir, dass die Fundamentallésung gegeben ist durch
y(@) = y(0)y1(z) +y'(0)ya2(x).

Riickblick

Bevor wir mit der Konstruktion von g1, y2 beginnen konnten hatten wir die Losung der

Differentialgleichung 1 mit ¢ = 0 in Lemma 1 festgehalten.

Lemma 1
Sei f € L&([0,1]) und a,b € C. Die eindeutige Lisung von

—y" =Xy - f(x) z€[0,1]

mit Anfangswerten
y(0)=a y'(0)=0

st gegeben durch

y(z) = acos(VAz) + bSin(\ﬁ) n /m sin(vA(z —t))
0

VA

Mit cy(x) = cos(v/x) und sy(x) = w gilt

(@) = acr(z) + bsa(a) + [ sa(a - OB
0
Beweis. Siehe Seite 4 Poschel, J., Turbowitz, E. Inverse Spectral Theory. Boston, (1987)
[1]. O

Die Idee war nun y,y2 als Potenzreihen in ¢ zu konstruieren. Wir betrachten hierfiir
Y1, da fiir yo das Vorgehen analog funktioniert. Wenn y; eine Potenzreihe in q ist, so

konnen wir g1 in der Darstellung
yl(fE, )\a Q) = CO(‘T? )‘) + Z Cn($a )\7 Q)
n=1

betrachten. Zweifache Differenzierung nach = und einsetzen in die Differentialgleichung

1 liefert dann

icg+§:qcn_1 = )\iCn.
n=0 n=1 n=0



Durch einen Koeffizientenvergleich ergibt sich die Rekursion
= Ay

und
~Cl'+qCh1 = XC,, n>1.

Die Anfangswerte folgen aus den Anfangswerten von y; und sind gegeben durch

Fiir n = 0 ergibt sich als Losung Co(x, \) = cos(vAz) und fiir n > 1 ergibt sich mit der
Anwendung von Lemma 1 mit f(z) = ¢(z)Cph—1

Cn(z, N\ q) = /01’ sx(z —t)q(t)Cr—1(t, A, q)dt.

Durch Induktion erhalten wir
n
Colz, A q) = / / atn) [J[saltivn — t:) q(ts)] dty - - dtn
0<t) < <tpi1=a i=1

Analog konstruieren wir y» und erhalten

ya(z, A, q) = sa(x —i—ZS (z, A, q)

wobei

Sn(z, N, q) = / / f[ (tivr — i) q(ty)] dty - - - dty,

0<t1 < <tpp1=z =1

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Konstruktion von y; und ys findet sich auf Seite 5f.
Poschel, J., Turbowitz, E. Inverse Spectral Theory. Boston, (1987) [1].

Theorem 1
Die Potenzreihen y1, ya2 konvergieren gleichmdfig auf beschrinkten Teilmengen von [0, 1] x

C x L4([0,1]) gegen die eindeutige Lésung von

—y" +q(z)y=Xy z€[0,1]



und erfillen die Anfangsbedingungen

Ferner gelten

y1(z, A, q) = cos(VAz) + x—t))

o
sin( \fx / sin( x—t))

——————=q(t)y1(t, A, q)dt

ya(x, A, q) = ——————q(t)y2(t, A, q)dt

und

91(a, X, )|, [y2(g, A, )] < exp(|[Im(VA) |z + ||g[|V).

Beweis. Siehe Seite 8f. Poschel, J., Turbowitz, E. Inverse Spectral Theory. Boston, (1987)
[1]. O

Die Fundamentallosung |1

Wir wollen zu Beginn die analytischen Eigenschaften von y; und o hervorheben. Ziel
des Abschnittes wird es sein die eindeutige Fundamentallosung der Differentialgleichung

1 zu konstruieren und einige grundlegenden Abschétzungen zu zeigen.

Lemma 2

(1) Fiir alle x € [0,1] sind y;(x, A, q) und y;(q:, A, q) fiir j = 1,2 ganze Funktionen' auf
C x LA4([0,1]). Sie sind reell auf R x L%([0,1]).

(2) Die Lésung y1(-, A, q),y2(-, A, q) ist eine analytische Funktion® von C x L([0,1])
nach HA([0,1])7.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir y1, da fiir yo die Beweisschritte analog sind.
(1) Wir betrachten y; in der Darstellung als Potenzreihe

yl(l‘a >\7 Q) = Co(llf, >\) + Z Cn(ma )‘7 Q)

n=1

!Funktion die auf ganz C holomorph (also auf ganz C differenzierbar) ist.
2Funktion die lokal durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann.
*HE([0,1]) = {ue L? :u/,u" € L?}



n

Cow g = |- extt) TTlsaCtior — )] TTat)dts ---dt.
q / / At Hl[x 1-t)] [[a 1

0<t1 <---<tpy1=x v =1

Sowohl ¢y als auch sy sind ganze Funktionen beziiglich A\. Damit ist der Integrand
ganz in \. ¢ tritt polynomial im Integranden auf, also ist der Integrand auch ganz
in ¢. Die Integration iiber eine kompakte Menge erhélt diese Eigenschaft. Damit
ist C), eine ganze Funktion in A und q.

Mit der gleichméfigen Konvergenz der Summe auf kompakten Teilmengen von
[0,1] x C x LZ([0,1]) erhalten wir, dass y; eine ganze Funktion in A und ¢ ist fiir
alle z € [0, 1].

Nach Theorem 1 gilt

yh(x, X, q) = =V Asin(VAz) +/ cos(VAz)q(t)yr (£, N, q)dt.
0
Wieder ist aufgrund der stetig Differenzierbarkeit in A und ¢, ¥ eine ganze Funktion
in A und q.
Seien A € R und ¢ reellwertig. Es gilt

yi = (q(z) = N
vl = (q(x) = My1 = (q(x) = N7r = (q(z) — Nx

Da sowohl y1, 77 die Differentialgleichung erfiillen, folgt mit der Eindeutigkeit sofort
y1 = y1. Damit ist y; reell.

Wir betrachten wieder die Summanden C),. Da diese ganze Funktionen von C x
L%([O, 1]) nach Cc sind, sind diese auch analytisch. Das folgt aus der Cauchy-
Integralformel. Wieder folgt wegen der gleichméafigen Konvergenz, dass y; und ys

ebenfalls analytische Funktionen von C x LZ([0, 1]) nach C¢ sind. Die Einbettung
i:Cc— Lg, fr f

ist wegen || f]lz2 < ||flloo stetig. Also ist y; auch analytisch als Abbildung von
C x LA4([0,1]) nach LA4([0,1]). Wegen

Yl = (g — N



ist auch y{ € LZ([0,1]). Damit ist y; als Abbildung von C x L% nach HZ([0,1])

analytisch.

Definition 2

Fiir zwei differenzierbare Funktionen f, g definieren wir die Wronski-Determinante durch

[ﬁg%=wﬁ[ ]:fd—fb-

g
Damit kénnen wir im folgenden das schone Ergebnis festhalten.

Lemma 3
Fir yp und yo gilt
[y1,y2] = 1. (Wronski-Identitiit)

und damit

. e SLe2,0).

Yy Y2
B Y

Bewets. Es gilt

[ybyz]/ = (ylyé - yiyz)'
= Y1Ys + 1Y — Y1Ys — Y1 Y2
= y1y5 — Y1 Yo

y1 und ys erfiillen die Differentialgleichung 1 und einsetzen fiir ¢} und y4 liefert
1,2 = y1(qg — Ny2 — y2(qg — Ny = 0.
Damit ist [y1, y2] konstant und wir erhalten
[y1, y2)(z) = [y1,2](0) = y1(0)y2(0) — ¥1(0)y2(0) = 1.

O]

Insbesondere haben wir gezeigt, dass y; und ys linear unabhéangig sind und damit den

gesamten Losungsraum aufspannen.

LGruppe der komplexen 2 x 2 Matrizen mit Determinante 1.



Theorem 2
Seien f € L%(]0,1]) und a,b € C. Dann hat das inhomogene Anfangswertproblem

—y" +q(x)y =y — f(z) xe€l0,1]

mit Anfangsbedingung

emne eindeutige Losung. Die Losung ist gegeben durch

y(z) = ayi(x) + byz(z) + /Om(yl(t)yz(x) — y1(x)ya(t)) f(t)dt.

Beweis. Da y; und yo die Differentialgleichung fiir f(x) = 0 erfiillen reicht es

o) = [ C( (O (@) — 1 (2)ya(8) F(2)dt
— (@) /0 " (Ot — () /0 " yalt) f(t)dt
zu betrachten. Differentiation nach x liefert
V(@) = h(x) /0 " () F (Bt + o) () () — 4, (2) /0 "ot F(£)dt — g1 (2)ya () f ()
— () /0 " () F(t)dt — o (x) /0 ") (1)t

Erneutes differenzieren nach  und die Anwendung der Wrosnki-Identitét ergibt

yi(z) = yl(2) /0 " F Ot + (@) (@) (@) — ol (2) /0 "ot F(£)dt — o (2)ya(x) ()
— () / (O F Ot — ) (2) / " at) ().

Wieder nutzen wir aus, dass y1, y2 die Differentialgleichung 1 erfiillen und erhalten.

T

yi(z) = ol () /0 () f(t)dt — o () /0 o) (t)dt
— ()2 - @) | O F (1)t — (@) — qle)) / " yalt) () dt
0 0

= Ayg(x) — q(@)ys () — f(2),



Damit erfiillt y die Differentialgleichung und die Anfangswerte sind gegeben durch

0
y(0) = ay1(0) + by (0) + /0 (11 ()y2(0) — 11 (0)yo(8)) f(B)dt = a

und

0

0
4/ (0) = ay (0) + by (0) + 4(0) / (D) (1)t — 3/, (0) /O yat) (1)t = .

0

Um die Eindeutigkeit zu zeigen betrachten wir v = y — ¢, wobei ¢ eine weitere Losung

der Differentialgleichung ist und die gleichen Anfangswerte hat. Dann gilt

y// _ g//)
Ay +q(z)y + f(z) + A\J — q(2)7 — f(2))

—(
—(
—(=Av+qu)

1
— =

Av — qu.

Damit ist die Losung gegeben durch

Also folgt sofort y = 3. O

Damit haben wir gezeigt, dass y1, y2 zusammen mit den Anfangswerten die eindeutige

Fundamentallésung der Differentialgleichung 1 bilden.

Korollar 1
Jede Lésung der Differentialgleichung

-y +qz)y =Ny

st gegeben durch
y(@) = y(0)y1(z) +y'(0)ya(x).

Hat die Losung auflerdem eine zweifache Nullstelle in [0,1], dann gilt sofort y(x) = 0 fir
alle z € [0, 1].

Beweis. Die erste Behauptung ist einfach Theorem 2 mit f = 0. Fiir die zweite Behaup-



tung betrachten wir die Losung und die Ableitung der Losung in Matrixschreibweise

[y(m)] _ [ylm m(az)] [y(@)] |
y(@)| () wi@)] [v(0)

Sei xg die doppelte Nullstelle. Dann gilt

[y(l‘o)] _ [yl(fﬂo) yz(xo)] [y(())] _ [0]
y(xo)|  |¥i(wo) wh(wo)| |¥/(0)] |0f

=:M(x0)

Wegen der Wronski-Identitat gilt det(M (zp)) = 1, womit M (z) invertierbar ist. Damit

folgt
y(0) 0 y(O) | _ 1 |0] _ |0
M [y'<0> H - L/(m] ~ H - H
Also gilt y(z) = y'(0)y1(z) + y'(0)y2(x) = 0. O

Abschliefsend wollen wir einige grundlegende Abschétzungen betrachten, die eine obere
Schranke fiir die Abweichung der Lésungen y1,y2 der Differentialgleichung 1 von den

Losungen der homogenen Differentialgleichung —y” = Ay liefern.

Theorem 3

Auf [0,1] x C x L&([0,1]) gelten

(e 2,0) —eos(VAz) < ﬂ exp(|Tm(V)z + g]lva) &
ol X, q) - Sm(f“’”)\_uexpufm Nl + [l V) ©)
und
4@, A ) + VAsin(VA2)| < gl exp(Im(V D)o + gl va) 3)
3@, A q) — cos(VAa)| < % exp(|Tm(VD)e + [lg]| /). (4)

10



Beweis. Im allgemeinen gelten fiir « € [0, 1] die Abschétzungen

lex()] = | cos(vAz)| = | WAy eV < exp(| Tm(VA) ),
B | sin(v/Az)| 1
(@) == S < s exp([Tm(VA)|z),

[sa(z)] = | /Ox ex(t)dt] < exp(|Im(V)|).

und

Theoreml
T el (lalva"

nl
0<t1 < <tpp1=z =1

(1) Es gilt die y1(x, A, q) = cos(vVAz) + 300, Cp(w, A, q) mit
o= [ [ et [Tt~ ta(e)] dt -,
0<t1 < <tpy1=z i=1
Wir schétzen zuerst mit Hilfe von Theorem 1 die Summanden C), fiir n > 1 ab:

|Cn (2, A, 9)] / / lea(th)] |8A(ti+1 —t;)||q(ts)|] dty - - - dtp

0<t) < <tpi1=a i=1

< [ |cm\H|sm+1—u||sw—tn|ﬂ|q )t -

0<t1< <tn+1 X

T / /exp|]m t1+2t+1—t qu

1< <tn+1 T

exp(Tm(VAa) [+ [ H\q Yt -

0<ty < <tpyr1=z "’

exp(|Im(v/) 1) TV

_ 1
IVAY

1
<
~ VA

11

dt -

TL



Und damit gilt

[y (2, A, q) — cos(VAz)| < 3Gl A, g)|

n=1

L o (lallvE)”
< 173 em(/A) 3

T (1 N
_‘f‘e p(ITm(V2)| )?ZO o
— ‘\})\‘exp(um(ﬁ)‘w + HQH\/5>

(2) Analog zu (1) betrachten wir ya(z, A, q) = Sin(\\gm + >0 Snl®, A, q), wobei

n(T, A, q) = / / HsAtM—t q(t;)] dty - dty
=1

0<t1< <tn+1 X

Wieder schétzen wir die Summanden S, ab

Suaaals [ [ Il rsmtm—tnuq(ti)udtlmdtn

0<t1 < <tpt1=2x

< // ‘3)\ tl ’H’S)\ tiv1 — HS)\ I'—t ‘H’q |dt1

0<t1 < <tpy1=x

/ / exp(|Im(V/A t1+2t+1 +ao—ty) H\q )|dty - - dty,

0< 1< <tn+1 x

exp(|Tm(V)|z) // H q(t)dt - -

0<ty < <tpyi=z "’

< eV 1

W

12



Damit folgt dann genauso

o) - 0| < i Calir 1)
< e/l 3 HvE
< ylMexp(Hm(\f)\)Ix);W
< ,i,expum(w + llalva).

(3) Nach Theorem 1 hat y; die Darstellung

i) = eos(VA) + [ O 03 g

0 VA

Damit ergibt sich fiir die Ableitung

yi(z, A q) = —VAsin(VAz) + /0z cos(VA(z — 1)q(t)y1 (t, A, q)dt.
Mit der Abschéitzung fiir y; aus Theorem 1 gilt dann
[1.(2, X, ) + VAsin(VAz)| < /Ox | cos(VA(z — 1)) []a(®) Iy (¢, A, q)|dt

< exp(iTm(VN)|(z — 1)) exp([Tm(V )t + g VDla(t) dt
< exp(|Im(vVN)|z) /0 exp(lalvVDla(t) dt

< exp([Im(vN|z + allv/) /0 o) de
= llall exp({Im(VR) |z + lgl|Va).

(4) Schétzen wir in (2) die S, nur einmal die Sinusfunktion mit der ﬁ—Absehé‘czung

13



ab, erhalten wir

‘yl(xv)‘uq” S +

AT
< L(1 + exp(|[Im(V\)|z) Z lallv=) )

n

|sin(vAz)] 1 (m(VR)) 3 (\qllnx‘/i)n
=1 :

n
|

n=1

exp([Im(A)]x + llgllv/z).

Wie in (3) liefert Theorem 1 die Darstellung

B sin(v/\z)  sin(vV Az —t)
e ha) = TS / O

Differentiation nach x ergibt

yh(z, X, q) = cos(VAz) + /0 ’ cos(VA(x — £))q(t)y2(t, A, q)dt.
und wir erhalten mit Hilfe der Abschéitzung von 1> aus Theorem 1
sl Na) = cos(VAa)| < [ cos(vVAGe — ) la(O)l It Aol

< ‘\1[\‘ /Ox exp(|[Im(VN)|(z — 1)) exp([Im(VA) ¢ + [lall V#)la(t)|dt

1

VA
1

VA

gl
< W exp(|[Im(VA)|a + 4l va).

<

exp(|Tm(V)z) / " exp(lallV)la(t) dt

<

exp([Im(VN|z + [lg][v/z) /0 o) dt

14
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