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Einfiihrung

Meine Seminararbeit untersucht das klassische Dirichlet-Problem fiir die fol-
gende Differentialgleichung zweiter Ordnung;:

=y (@) + qla)y(x) = My(z), O0<a<l,
unter den Dirichlet-Randbedingungen

y(0)=0,  y(1)=0.

Dabei sei A € C und g € L?([0,1]) reell.

Der Raum L?([0, 1]) bezeichnet hier den Hilbertraum aller reellwertiger Funk-
tionen auf dem Intervall [0, 1], deren Quadrat integrierbar ist. Fiir dieses
Intervall lasst sich die Losung des Dirichlet-Problems durch eine Folge von
Eigenfunktionen beschreiben, die jeweils die zugrunde liegende Differential-
gleichung erfiillen.

Die Eigenfunktionen zum n-ten Eigenwert p,(q) bezeichnen wir mit g,,. Im
Folgenden arbeiten wir ausschliefilich mit normierten Eigenfunktionen, das
heif3t

lgnllzz =1, 9a(0) > 0.

Fir diese Eigenfunktionen gilt die explizite Darstellung

) = Y2(2, pn(q))

gn(z,q) =
" ly2( s 110 (@)) 20,0y

wobei im Fall ¢ = 0 die Standardform
gn(2,0) = V2 sin(nnz)
resultiert.

Fir die spatere Theorie werden bestimmte Werte der beiden Fundamen-
tallosungen aus dem 1. Kapitel der Literatur entscheidend:

yl((),lL) =1, yi(O,,u) =0, yQ(O’ﬂ) =0, yé(onu’) =1

Jede Losung der Differentialgleichung lasst sich als Linearkombination dieser
beiden Fundamentallosungen darstellen. Insbesondere ist eine Zahl A genau
dann ein Dirichlet-Eigenwert, wenn

yg(l, )\) =0.
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Diese Charakterisierung motiviert die sogenannte shooting method: Man
schiefit die Losung yo bei z = 0 mit Anfangsneigung 1 und variiert A so
lange, bis die Losung bei x = 1 wieder den Wert Null erreicht.

Theorem 7
Fiir jedes ¢ € L?[0, 1] bildet die Folge

gn(z,q), n>1

eine Orthonormalbasis des Hilbertraums L?[0, 1].

Beweis

1. Orthonormalitat

Man betrachte zwei verschiedene Eigenfunktionen g,,, g, mit den zugehorigen
Eigenwerten fi,,, i, die folgende Eigenwertgleichungen erfiillen:

L =g+ a9m = fimgm, 1L = g7+ q9n = Hngn-
Multiplizieren wir (I) mit g, und (II) mit g,,:

I = gngm + 49nGm = HnGnGrm-
Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:

—gmGn + Gngm = (ltm — fin)Gmgn (1)

Integration von (1) iiber [0, 1] liefert:

1 1
(fm — fin) / GmGn dx = / (GmGn — G Gn) dz
0 0

1
- / (G + gl — gl — glogn) do
0

L d
/ /
= — — ) d
/0 dx(ngn ng) T



wobei letzte Gleichheit aus den Dirichlet-Randbedingungen g,,,(0) = ¢,,(0) =
gm(1) = gn(1) = 0 folgt. Hierbei miissen die Ableitungen g/,(0), ¢.,(0), ¢.,(1), ¢..(1)
nicht notwendigerweise 0 sein.

Da m # n folgt (fm, — ptn) # 0 und damit

1 1
(fm — un)/ Imgndz =0 & Gmgndr =0 = (Gm,gn) =0
0 0

Demnach sind g, und g, orthogonal.

Die Orthonormalitat folgt unmittelbar aus der Definition der Eigenfunk-
tionen. Diese sind normiert, das heif3t

0, m#n,
<gmagn> =
1, m=n,

Daher also ¢,,,,9, orthonormal.

2. Vollstandigkeit

Man zeigt jetzt, dass die Menge der g, vollstandig ist, also eine Basis des
Hilbertraums L?[0,1] bildet. Der Beweis nutzt zunichst den Vergleich mit
der bekannten Sinusbasis.

Im Spezialfall ¢ = 0 sind die Eigenfunktionen des betrachteten Problems
gegeben durch
gn(2,0) = V2sin(mnz) =: e, ().

Diese e,(z) bilden eine Orthonormalbasis des Hilbertraums L?[0, 1], was
leicht nachzurechnen ist.



Fiir den allgemeinen Fall ¢ # 0 gilt nach Theorem 4, dass die Eigenfunktio-
nen g,(z,q) die Form

gn(2,q) = V2sin(mnz) + 0(%)

annehmen. Durch die quadratsummierbaren Storterme handelt es sich bei
den g, um kleine, stetige Storungen der bekannten Orthonormalbasis (e,,).

Man definiere den Operator

A LP0,1) = L20,1],  Af:= angn

mit
tn = (f, en) = / f@)eaa)dr, e I2([0,1)).

A ist der Basiswechseloperator, der die Sinusbasis e,, durch die Eigenfunktio-
nen g, ersetzt. Da e, eine Orthonormalbasis ist, kann das Parseval-Riesz
—Fischer-Theorem angewandt werden.

Parseval—-Riesz—Fischer-Theorem

Fiir eine Orthonormalbasis gilt:

00 N

Sla =l f= Jim S e,
[e.e]

n=1 n=1

mit Konvergenz in L?[0, 1].

Das Theorem zeigt, dass die Summe der Betragsquadrate |a,|*> endlich ist,
weshalb (a,) im Raum der quadratsummierbaren Folgen liegt. Zusétzlich
gilt aus dem oberen Teil des Beweises die Orthonormalitat der g,.

Demnach konvergiert
> anga()
n=1

im Hilbertraum L?[0, 1], und Af ist fir alle f € L? wohldefiniert.

Die Idee hinter dem Definieren dieses Operators liegt darin, zu zeigen, dass
A eine Isometrie ist. Denn dann ist A insbesondere injektiv und bildet den
L?-Raum der Sinusbasis isometrisch auf den Raum der g, ab.
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Nachrechnen der Isometrie

1. Endliche Summen:

Sei

N
SN = angn.
n=1

Dann gilt

N N
= <Z angn, Z amgm>
n=1 m=1
N N
= Z Z QA Ay, gnagm

n=1 m=1

= lanf? (1)

n=1

=

wobei die dritte Gleichheit aus der Bilinearitat des Skalarprodukts und die
vierte aus der Orthonormalitat der g, folgt.

2. Grenziibergang N — oc:

Sy konvergiert in L?[0, 1] gegen den Grenzwert Af (Parseval-Riesz Fischer).
Damit und mit (1) folgt:

N 00
[Af13 = Jim [Sx[? = lm S fau? = 3" Jal? = 7]
n=1 n=1

wobei in der ersten Gleichheit Norm und Limes vertauscht werden diirfen,
da Sin L?[0, 1] gegen Af konvergiert und die Norm stetig ist. Die zweite Gle-
ichheit folgt aus (1) und die letzte aus dem Parseval-Riesz-Fischer Theorem.

Also ist A eine Isometrie.

Mit dem Hilbert-Schmidt-Theorem sowie dem Theorem D1 lisst sich
zeigen, dass

A=I1+K

mit K Hilbert-Schmidt ein Operator ist, der von der Identitdt nur um eine
Hilbert—Schmidt-Storung abweicht.



Hilbert-Schmidt-Theorem
Ein Operator T auf L?[0, 1] heifit Hilbert-Schmidt, wenn

Z |Te,||32 < oo fiir eine Orthonormalbasis (e,,).
n>1

Theorem D1 sagt dann, dass jeder Hilbert-Schmidt-Operator kompakt ist.

Aus
Aen - Z<6n> €m>gm = 0n
m>1
folgt
(A—1)e, = Ae, —Ie, = g, — e, (2)

und mit (2) sowie der Asymptotik aus Theorem 4 dann

Do IA=Deallie =D lgn — eallz2

n>1 n>1
1
n

Also ist (A — I) ein Hilbert—Schmidt-Operator, der nach Theorem D1
kompakt ist. Es werden oft kompakte Storungen der Identitat betrachtet.
Das sind genau Operatoren der Form I + K mit I Identitat und K kompakt.
Solche Operatoren werden als Fredholm Operatoren bezeichnet, fiir welche
die Fredmholm Alternative gilt.

Theorem D2 - Fredholm Alternative

Sei A ein Fredholm-Operator.

Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent:

A ist beschrankt invertierbar < A ist surjektiv < A ist injektiv

Aus der Isometrie von A und der daraus resultierenden Injektivitat, folgt
mit der Fredholm Alternative, dass A surjektiv ist und eine negative Inverse
bestitzt. Da Ae, = g, fir alle n > 1 bildet A die Orthonormalbasis (e,,)
isometrisch und bijektiv auf das System (g,,) ab. Mit der Orthonormalitét
der g, sowie der Vollstandigkeit, die daraus folgt, dass A surjektiv ist und
das Bild von A ganz L?[0, 1] umfasst, folgt die Aussage des Theorems. q.e.d.
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Es gibt elementarere Beweise fiir die Vollstandigkeit der Dirichlet Eigenfunk-
tionen, die sich nicht auf die Fredholm Alternative stiitzen. Zum Beispiel
machten Birkhoff und Rota interessante historische Bemerkungen. Die hier
verwendete Methode ist dennoch leichter zu verallgemeinern. Grob gesagt
gilt, dass jede Folge von Vektoren, die linear unabhéangig ist und hinreichend
nah an einer Orthonormalbasis liegt selbst eine Basis ist. Theorem D3
formuliert diese Aussage prézise und wird auch im folgenden niitzlich sein.
Tatsachlich wird Theorem 7 hier nie direkt benotigt, sondern nur als Proto-
typ fiir andere Vollstandigkeitssatze aufgenommen.

Theorem 8

Fir m,n > 1 gilt:

Das Theorem beschreibt entscheidende orthogonale Relationen und dient als
Grundlage fiir vieles was in dieser Seminararbeit folgt.

Die Funktionen a,, definieren hierbei das Produkt der beiden Fundamen-
tallosungen zum selben Eigenwert, das heif3t

am () = Y1(2, ftm) Y2(2, fin)-

Die Definition stammt aus der allgemeinen Konstruktion der Fundamen-
tallosung im 1. Kapitel der Literatur.



Beweis

Teil A

1. Partielle Integration
d ! 2 2
2 2 /
il — d
<gm, dxgn> /0 I (9,)" dz
2 271 ! 2/ 2
= [gmgn]o _/ (9) 9, dz
0
1
=— / (92.) g7 da
0
1 1 1
=5 (—/ (92.) 92 dﬂf—/ (92.) 92 dfﬁ)
0 0
1 1 1
5 ([ pra- [@rew)
0 0
1

5 [ ) @)

1 1
=5 / (92,2919 — 29m i 9z) dx
0

1
= / Imn (gmgq/z - g:ngn) dr
0

1
= / Imn [gmagn] dx
0

Fall 1: m=n

Dann gilt [gn, gn] = [gms gm) =0

d d
Also <gfm @gi> = <93m %g,{i> =0



Fall 2: m #n

Fiir zwei Eigenfunktionen mit verschiedenen p,,, u, gilt:

Setzt man diese Gleichungen in die Ableitung des Wronskian ein, erhalt man:

(G Gn) = GG+ GG — GimGn — GGl
= 9mn — I
= 9m(q9n — tnGn) = (q9m — tmGm)In
= (,um - Mn)gmgn

also )
Imn = ———[GmGn]
,um - ,un
und damit
1 1 1
/ gmgn[gmagn] = —/ [gmagn]/[gmagn] dx
0 Hm — Hn Jo
1 271
=57 [l9n: 9n
G — i Lm0 o

=0

wobei die letzte Gleichheit aus den Dirichlet-Randbedingungen folgt.
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Teil B

Mit partieller Integration und den Dirichlet-Randbedingungen gilt

a a2 —/1a (¢2) dx
madxgn - 0 mgn

1
= [amg?], — /0 a,,gn dz

1
= —/ ay,gp v
0

und damit

2 ( am ig2 =2/1am(92)’d$
Tdx" 0 "
1 1
=/ am(gi)’dl’—/ a,, gz dx
0 0

1
- / (am(g2) — ding?) da
0

1
= / (Y1.9n (Y25 9n] + Y290 [Y1, gn]) dz
0

wobei letzte Gleichheit aus dem Einsetzen der Definition von a,, folgt, das
heif3t

am(92) — angs = 2y1Y2 gngh — (VY2 + 11¥5) 92
= Y142 GnGh + Y1Y2 Gn — VY2 9n — Y1h G
= gn(Y1(Y29,, — Y29n) + Y2 (119, — Y19s))
= Y19n [Y2, Gn] + Y290 [Y1, 90

Fall 1: m=n

Dann ist y, eine zweite Losung derselben Eigenwertgleichung wie ¢, und
damit ein Vielfaches von g,. Es gilt also

Yo =cCg, mitc#0

11



und damit
Damit folgt

d
2{ a,, —qg* ) =

1
= / (Y29n919), + Gov1Ys — Goy1Yh — Y29nYign ) d
0

1
/ Yon (Y1, gn) dx
0

1
= / (v19n (Y2, 9n] + 92v1, yo]) da
0

1
= / gi[yhyz] dx
0

1
:/gi-ldx
0
1
z/gidx
0

=1

wobei letzte Gleichheit daraus folgt, dass die gn normiert sind.
Die fiinfte Gleichheit folgt aus

[y17y2] =1

denn

1, va]" = v1vs — ¥l ye
=yi(q — 1)y — (¢ — 1)y1y2
— 0

Also gilt fiir zwei Losungen 1, und y, derselben Differentialgleichung

[y1,42] = 0.

Demnach ist der Wronskian [y, y»] fast tiberall konstant. Da er aus stetigen
Funktionen zusammengesetzt ist, ist er auflerdem stetig.
Mit der Stetigkeit und der Auswertung an der Stelle x = 0 folgt dann:

[y1, y2](x) = [y1,92](0) =1 fiir alle z.
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Umstellen der oberen Gleichung nach dem Skalarprodukt liefert uns dann
unsere Aussage.

Fall 2: m #n
Analog hergeleitet wie oben gilt fiir y;(u,,) und g, () die Wronski-Identitét:

[yiagn]/ = (,um - ,Un)yzgn (Z = 17 2)

und damit
1 /
Yign = ——[Yi» Gn)
Mm — Hn,
Es folgt
2oy, Lgp) = L /la 102, ] + 920 9ol T, 9n]) d
Amy 79, ) = s Yn s Yn y Yn y Yn X
dxg T Y1, 9nl (Y2, 9 Y2, 9n] (Y1, 9
1 1
= ——— [[v1, 9nl[y2, gn)]
Hm — Hn 0
=0

wobei letzte Gleichheit aus den Dirichlet-Randbedingungen sowie den oben
definierten Fundamentallosungen folgt.

Im Fall z =0 gilt
(2 9n] = 42(0) 9,(0) = 45(0) g (0) = 0
da y2(0) = ¢,(0) = 0. Daraus folgt unmittelbar, dass auch

Y1, Gn] Y2, gn] = 0.

Im Fall x = 1 nutzen wir die Dirichlet-Randwerte yo(1, 1) = 0, da u,
Eigenwert und g, (1) = 0.

Damit folgt
[Y2, gn] = y2(1) g5, (1) — y5(1) gn(1) = 0

und demnach unmittelbar

Y1, gn) [Y2, 9] = 0.
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Teil C

Fall 1: m =n

wobei die letzte Gleichheit aus a,(0) = a,(1) = 0 folgt.

Fall 2: m#n

Analog zu oben erhilt man auch hier iiber partielle Intergration

1
<am,ian> :/ A, @), d
dz 0

1
= [amanhl) —/ a,, a, dr
0

1
=— / a,. a,dz.
0
und damit

d 1
2 <am, %an> = /0 (ama;l — a’man) dz
1
= / [am, a,] dx
0

A L s R ) e o P A e R )

B 1
Hm — Hn

[ st ) o ) )]

+ /0 [ (1) 91 (11)) (2 (11m) 92 (110 ]

—_ 1 . [ [yl (,U/TVL)’ Y1 (Mn)] [y2(/vbm)7 yZ(Mn)] ](IJ
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Die dritte Gleichheit erhélt man durch Einsetzen der Definition von
am(2) = Y1(2, pm) Y2(@, ) vnd an () = y1 (2, i) Y2(2, ),
in
[am, an] = y2(pim) Y2 (i) [y () 91 ()] 91 (i) 91 (pt) [y2 () 2 (1)
Dann folgt mit
[ (), 45 ()] = (o = p) 5 () 95 () (5 = 1, 2)
die fiinte Gleichheit. Die sechste erhélt man dann mit dem Hauptsatz.

Aus

2 (ttm ) Y2 (1)} (0) = y2(0, 1) Y5(0, pin) — Y5(0, fim) y2(0, 1) =0

sowie

[YZ(/Lm)aZD(Nn)](l) = yQ(LNm) yé(LMn) - yé(Lﬂm) y2<1a,un) =0

folgt dann die letzte Gleichheit.
Abschlieflend sei angemerkt, dass der Ausdruck
da er nur im Fall m # n auftritt. q.e.d.

1

Hm — HUn

stets wohldefiniert ist,

Theorem 8 formuliert Orthogonalititsrelationen zwischen den Eigenfunktio-
nen g, des Dirichlet-Problems, welche insbesondere fiir Theorem 9 von zen-
traler Bedeutung sind.

Im Fall ¢ = 0 lasst sich unser Eigenwertproblem explizit losen.
Die Vektoren

g2 — 1= —cos(2mnz), %gi = 2mn sin(2mn)

sowie die Konstante 1 bilden eine vollstandige Fourier-Basis des Hilbertraums
L?[0,1]. (Dies folgt aus dem Korollar 1)

Theorem 8 und die asymptotic estimates aus dem Korollar 1 lassen uns
nun dieselbe Aussage fiir alle ¢ beweisen. Das Theorem ist demnach das
Bindeglied zwischen der klassischen Fourier-Orthogonalitdt und der allge-
meinen Spektralstruktur des Dirichlet-Problems, ohne dem man nicht zeigen
konnte, dass die abgeleiteten und quadrierten Eigenfunktionen sowie die Kon-
stante 1 tatsdchlich eine vollstandige, orthogonale Basis in L?[0, 1] bilden.
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Theorem 9
Sei (gn)n>1 das normierte Eigenfunktionssystem des Dirichlet-Problems

—gn 4+ q(2)gn + fingn = 0, 9n(0) = gn(1) = 0.

Dann gilt

1. Die Funktionen

sind linear unabhangig.

2. Auch die Funktionen

—q? > 1
dxg"’ =

sind linear unabhéngig.

3. Die beiden Folgen

d
2 -1 d 2
{gn }nZl un {dxgn}n21

sind orthogonal.

4. Zusammen bilden sie eine orthogonale Basis des Hilbertraums L?[0, 1].
Genauer: Die Abbildung

d
Em) — D &gn + w0+ D mlga—1)
n>1 n>1

definiert einen linearen Isomorphismus zwischen

BxRx? und  L*0,1].

Aus Theorem 6 folgt, dass in L?[0, 1] an einem geraden Punkt die Vektoren
17 gi__lu n > L

eine Basis des Unterraums der geraden Funktionen in L? bilden und die

Vektoren p
—q? >1
dxg"’ "=

eine Basis des Unterraums der ungeraden Funktionen bilden.

Y
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Beweis
1. Lineare Unabhabgigkeit

Eine Folge von Vektoren (v,),>1 in einem Hilbertraum heifit linear un-
abhangig, wenn kein v, in der abgeschlossenen linearen Hiille der iibrigen
Uy (mit m # n) liegt.

Annahme
gi—lE{R-l + ZR-(gfn—l)}
m#n

Beweis p
Man wahle als Testvektor d—an.

T
Dann gilt

1
(1, %an) = / 1-a,dr = a,(1) —a,(0) = 0.

0

und

<g7%z -1, %an> = <g72na %a’n> - <1a %ar)

1
:/ gz, ay, d
0

1 1
~[gta, - [ @2y ands
0 0

1
__ / an (g2 du
0

= - <an7 %gi&
= 0.

wobei die erste Gleichheit aus der Linearitat des Skalarprodukts, die dritte
aus partieller Integration und die letzte aus Theorem 8 (b) folgt.

Damit g2 — 1 tatsichlich wie angenommen in der linearen abgeschlossenen
Hiille der anderen Vektoren liegt, muss g2 — 1 ebenfalls orthogonal zu -2

dz dn
Seln.
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Aber 2 d 2 d d
<gn -1, @an> = <gn7 @an> - <17 @an>
_ d 2
- <a”7 %9n>
=—3 #0.

Auch hier folgt die letzte Gleichheit aus Theorem 8 (b). Die Annahme wurde
demnach zum Widerspruch gefiihrt. g2 — 1 liegt nicht in der abgeschlossenen
linearen Hiille der iibrigen Vekoteren und die lineare Unabhangigkeit wurde
gezeigt.

Annahme

d , d
@ R. -2 g2
dz " € {Z dxgm}
m#n
Beweis
Nach Theorem 8(b) gilt

(an, Lgo)y =0 fiir m#n.

Das heif}t a,, ist orthogonal zu allen %gfn mit m # n.
Damit auch % g2 in der linearen abgeschlossen Hiille liegt, muss % g2 orthog-
onal zu a,, sein.

Aber

(&2 an) = (an g2y =3 #0.

Die letzte Gleichheit folgt wieder aus Theorem 8(b) fiir m = n. Damit
entsteht erneut ein Widerspruch und die lineare Unabhangigkeit wurde gezeigt.

2. Orthogonalitat

Die Orthogonalitdt von

18



folgt unmittelbar aus

(1)

(1:40) ()
(2 4)

=0

wobei auch hier die letzte Gleichheit aus Theorem 8 (a) folgt.

3. Basis

7 zeigen ist jetzt, dass

eine vollstandige Basis des Hilbertraums L?[0, 1] bildet.

Die Argumentation stiitzt sich an dieser Stelle auf die Asymptotik aus Korol-
lar 1. Da die Funktionen g, als kleine Storungen mit quadratsummierbaren
Stortermen auftreten, sind die Voraussetzungen von Theorem D3 erfiillt und
dessen Anwendung ist gerechtfertigt.

Theorem D3

Sei (e,)n>1 eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums H.
Man betrachte eine weitere Folge (d,,),>1 von Vektoren in H, die entweder
H aufspannt oder linear unabhangig ist.

Gilt zusatzlich
Z ||dn - en”2 < 00,

n>1

so bildet auch die Folge (d,,)n>1 eine Basis von H.

Dariiber hinaus ist die Abbildung

T = (<377 dn))n21

ein linearer Isomorphismus zwischen H und ¢2.
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Demnach folgern wir unmittelbar aus Theorem D3, dass die Vektoren 1, g2 —

1 und g2 eine Basis des Hilbertraums L? bilden.

Im letzten Schritt zeigt man nun, dass die Abbildung

T:02xRx? — L*[0,1])

d
TEm =) &g + 0 + ) m (g —1).

n>1 n>1

tatsichlich einen linearen Isomorphismus zwischen £2 x Rx ¢? und L?definiert.
Wahl der Koeffizientenradume

Die Ableitungen der Eigenfunktionen erfiillen asymptotisch (wegen g, ~
d

sin(nmz))
‘ %gn

sodass fiir die ungeraden Komponenten gilt

Nn’

L2

2
~ (2mn)*[€al”.

d 2

L2

Damit die Reihe in der L?-Norm konvergiert, muss gelten

Z(27m)2 &n|* < o0.

n>1

Daher gilt

Eel?= {(an) > (2mn)an]” < oo} .

n>1

Fiir die Koeffizienten der geraden Basisfunktionen g2 —1 gilt

77662:{(%):2|an|2<oo}.

n>1

und 79 € R als Koeffizient der konstanten Funktion 1.
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Damit wird genau die Norm definiert, die das Wachstum der Basis kompen-
siert und spater die Isometrie sicherstellt.

1. Linearitat

Seien (&,71) und (£',7') Elemente aus £2 x R x £, und «, 8 € R. Dann gilt:

T(afg,m) + B 7)) =T(ag + BE, an+ Bn)

= 3 (g, + 5¢,) —gn (amo + ) + > _(omn + Bnl,) (g7 —

n>1 n>1

— (an —go 0+ Y nalgn 1))

n>1 n>1

+8 (Z& %gi +h+ Y (g — 1))

n>1 n>1
=aT(En)+BTE 7).

2. Bijektivitat
Injektivitat

Angenommen

T(&,m0,m) = 0.

Dann gilt
d , 2
n7_ n —1) =
> En G + 0+ > (g —1)=0

n>1 n>1

Die drei Basissysteme

{Za} W W

sind im L2-Raum linear unabhingig.

21
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Also folgt

Somit ist 1" injektiv.
Surjektivitat

Die Surjektivitat der Abbildung T beruht wesentlich darauf, dass der Ziel-
raum L%([0,1]) vollstiandig von der Basis
n > 1}

d
1, ¢> -1, —¢g?
{,gn » 7 n

aufgespannt wird. Das bedeutet, dass der Abschluss der linearen Hiille dieser
Funktionen gerade der gesamte Raum L?([0, 1]) ist. Damit gilt unmittelbar,
dass das Bild der Abbildung T" genau L*([0,1]) sein muss.

Anschaulich bedeutet dies Folgendes: Die Abbildung T" ordnet jeder moglichen
Wahl von Koeffizientenfolgen (&,,), (n,) sowie der Konstante 7, eine Funk-

tion in L? zu, indem diese Koeffizienten die oben genannten Basisfunktionen

multiplizieren. Da diese Basis vollstindig ist, kann jede L2-Funktion f durch

eine solche Linearkombination dargestellt werden.

Somit erreicht T durch geeignete Wahl der Koeffizienten tatséichlich jede
Funktion f € L?([0,1]). Es folgt daher, dass das Bild von T' der gesamte
Raum L?([0,1]) ist, und damit, dass T surjektiv ist.

Aus der Injektivitat und Surjektivitat von T folgt die Bijektivitat.
3. Isometrie

Die Norm im Produktraum ist definiert als

(&m0, mII* = @n)?|6nl” + Imo* + D Inal”

n>1 n>1

Fir die Basisvektoren gilt definitionsgemaf
(T(ei), T(ej)) 2 = (€, €) 2 xmuer-
Durch Linearitét des Skalarproduktes folgt fiir alle (£, 7), (£/,1):
(T(&m), T(E 1 )2 = (& m); (€1) axrnee-

Insbesondere
||T(§7770777)||L2 = ||(€7770an)||€%><R><£2'
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Die Wahl des Gewichtes (27n)? in der Norm von £? kompensiert genau das

Wachstum
d ,

dz

sodass die Langenstrukturen beider Raume iibereinstimmen.

/'\J’[’L’

L2

Damit ist T isometrisch.

Da T linear, bijektiv und isometrisch ist, folgt, dass

T:(IxRx* — L*([0,1])

ein linearer Isomorphismus ist.
Jede Funktion f € L*([0, 1]) ldsst sich somit eindeutig durch die Koeffizienten
(&,m0,m) darstellen. q.e.d.

Korollar 3

Fiir alle ¢ € L?[0,1] sind

d
U:{anagi ; 565?} und V:{no—FZnn(gi—l) :neERx

n>1 n>1

Dann sind U und V' Unterrdume von L*[0,1]. Es gilt:

1. U und V sind orthogonal,

N

. U und V sind abgeschlossen in L?|0, 1],

w

L L0, =UaV,

N

. Falls g eine gerade Funktion ist, sind U und V' genau die ungeraden
bzw. geraden Teilraume von L?[0, 1].

Beweis
1. Orthogonalitat

Die Orthogonalitat folgt unmittelbar aus Theorem 8.
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2. Abgeschlossenheit

d
TEm = &on +m + Y (g —1)

n>1 n>1

Nach Theorem 9 ist 7" ein linearer Isomorphismus.
Demnach sind U und V' abgeschlossen in L?[0, 1].

3. Direkte Summe

T ist bijektiv, das heifit jede Funktion f € L?[0,1] lasst sich eindeutig in die
beiden Komponenten

an%gi + (770 + > gy - 1)) =f

n>1 n>1

zerlegen. Demnach ist L?[0,1] die direkte Summe aus U und V.

4. Spezialfall: q gerade
Mit Theorem 6(b) gilt
gn(1 — ) = (=1)"gn().
g2 ist gerade, denn
Ga(1 =) = (9a(1 = 2))" = (-1)"gu(2))” = Gi(2).
4 g2 ist ungerade, denn

d

a1 =) = 2g.(1 =) g,(1 — 2) = 2(=1)""""gu(2) g/, () = ———g, ().

Daher erzeugt

U= {]R 1+ ZR- (Gnz — 1)} alle geraden Funktionen,

n>1

und

d
V= Z R-—g,2 alle ungeraden Funktionen. q.e.d
n>1 dx
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Abschluss

Anwendungsbereich des Dirichlet Problems

Das Dirichlet-Problem gehort zu den grundlegendsten Fragestellungen der
mathematischen Physik und der Analysis. Sein Aufbau ist zwar einfach for-
muliert, doch die dahinterstehende Theorie hat weitreichende Konsequenzen.
In vielen physikalischen Modellen treten Situationen auf, in denen ein Sys-
tem durch eine Differentialgleichung beschrieben wird, wahrend bestimmte
Randwerte vorgegeben sind. Genau in solchen Fallen liefert das Dirichlet-
Problem den passenden theoretischen Rahmen.

Ein klassisches Beispiel findet sich in der Quantenmechanik. Dort beschreibt
eine Funktion y(z) den Zustand eines Teilchens, und der Parameter A lasst
sich als die Energie dieses Zustands interpretieren. Ahnliche Strukturen
treten in der Warmeleitung auf, wo Temperaturverteilungen modelliert wer-
den, oder in der Mechanik schwingender Saiten, bei denen y(z) den Auss-
chlag und A die Frequenz einer Schwingungsform angibt. In all diesen An-
wendungen sind die Losungen des Dirichlet-Problems eng mit physikalisch
beobachtbaren Grofien verkniipft.

Uber seine praktischen Anwendungen hinaus besitzt das Dirichlet-Problem
eine hohe theoretische Bedeutung. Die Analyse seiner Eigenfunktionen und
Eigenwerte fithrt zu einem grundlegenden Verstéandnis der Spektralstruktur
von Differentialoperatoren. Gerade diese spektrale Sichtweise zeigt, wie ver-
schiedene Teilgebiete der Mathematik zusammenwirken: Methoden der Anal-
ysis verbinden sich mit Strukturen der linearen Algebra und den Konzepten
der Funktionalanalysis. Durch diese Verzahnung entsteht ein umfassendes
Bild der Eigenschaften von Differentialoperatoren und deren Losungen.
Damit ist das Dirichlet-Problem nicht nur ein wichtiges physikalisches Mod-
ell, sondern auch ein zentrales Bindeglied fiir das Verstandnis der mathe-
matischen Grundlagen, die in vielen modernen Anwendungen unverzichtbar
sind.
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