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Die Fundamentall6sung I

1 Vorbereitungen

In dieser Seminararbeit wird sowohl ein Lemma als auch ein Satz zur Fundamental-
16sung einer inhomogenen Differentialgleichung vorgestellt, die aus dem Werk "Inverse
Spectral Theory” von Jiirgen Poschel und Eugene Trubowitz (1987) stammen.
Lemma 2.1 liefert dabei eine explizite Darstellung der Losung des inhomogenen An-
fangswertproblems und ist damit das zentrale Werkzeug, um die spéteren formalen
Potenzreihen-Konstruktionen durchfiihren zu konnen. Satz 4.1 zeigt anschliefsend, dass
diese formalen Reihen tatséchlich konvergieren und eindeutig die fundamentalen Lo6-
sungen y; und gy der Differentialgleichung liefern, sodass alle Losungen vollsténdig
beschrieben werden koénnen.

Wir betrachten dazu folgende Gleichung:
—y"+qlx)y=X\y, 0<z<I1. (1)

Hierbei ist ¢ € L2 = L]0, 1] und ¢(x) damit eine komplexwertige quadratintegrierbare
Funktion. L% bezeichnet dabei den Hilbertraum.

Definition 1.1. Der Raum L2[0,1] = {f : [0,1] — C | [} |f(t)]?dt < oo} ist ein
vollstandiger Vektorraum mit einem inneren Produkt und hezﬂt deshalb Hilbertraum.
Das innere Produkt ist gegeben durch < f,g >= fo g(t)dt, f,g € L?0,1]. Die

induzierte Norm ist ||f|| = v/< f, [ > = fo £ (t)|2dt)2

Ferner verwenden wir im Beweis und im Folgenden des 6fteren den Begriff der absoluten
Stetigkeit. Darunter versteht man:

Definition 1.2. Eine Funktion f : [0,1] — C heifst absolut stetig, wenn fir f fast
tberall ein Ableitung f’( ) existiert dz’e integm’erbar ist (f € LY([0,1]). Auferdem gilt
Vo € [0,1], dass f(x 0)+ [, u

Man méchte Losungen y (x, A, ) und yo(x, A, ¢) zu der Gleichung (1) finden mit den
Anfangsbedingungen:

y1(0, X, q) = y5(0, A, q) =
y1(0, X, q) = 42(0, X, q) = 0.

Wie bereits angedeutet, ist das Ziel dieser Ausarbeitung zu zeigen, dass y;(z, A, ¢) und
y2(z, A, ¢) ein Fundamentalsystem bilden. Das heift, jede andere Losung der Gleichung
(1) kann als Linearkombination dieser beiden Losungen dargestellt werden:

y(x) = y(0)y1(x) + ' (0)ya(x).
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1 VORBEREITUNGEN

Motivation und Losungsbegriff

Bevor wir zur expliziten Konstruktion der Fundamentallosungen iibergehen, soll zu-
nachst die zugrunde liegende Idee motiviert werden. Ziel ist es, das Anfangswertproblem
zur Differentialgleichung (1) zu l16sen. Die dabei konstruierten Funktionen y;(x, A, q)
und ys(x, A, q) bilden ein Fundamentalsystem, sodass jede andere Losung durch eine
Linearkombination dieser beiden dargestellt werden kann. Damit erhédlt man eine voll-
standige Beschreibung des Losungsraums. Dieser Zugang ist auch fiir die Behandlung
von Randwertproblemen zentral, da sich diese auf geeignete Anfangswertprobleme zu-
riickfithren lassen.

Da g € L?[0,1] gilt, ist die Differentialgleichung (1) streng genommen nur fast iiberall
definiert. Daher prazisieren wir den Begriff einer Losung:

Definition 1.3. Eine Funktion y : [0,1] — C heifit Losung der Gleichung (1), wenn y
stetig differenzierbar ist, y' absolut stetig ist und die Differentialgleichung —y"+q(z)y =
Ay fast diberall erfillt ist.

Zur Motivation wird im Buch zunéchst der Spezialfall ¢ = 0 betrachtet. In diesem Fall
reduziert sich die Gleichung auf

—u" = AMu, wu(0)=1, «'(0)=0.

Die Losung u(x, \) = cos(v/Ax) kann durch eine Entwicklung in eine Potenzreihe in
A dargestellt werden. Dieses Vorgehen legt nahe, auch im allgemeinen Fall ¢ # 0 mit
Potenzreihenentwicklungen zu arbeiten. Um dies rigoros zu rechtfertigen, benotigen
wir jedoch zunéchst eine Darstellung der Losung des inhomogenen Problems, die im
folgenden Lemma formuliert wird.
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Die Fundamentall6sung I

2 Losung des inhomogenen Problems

Zur Vorbereitung auf Satz 4.1 wird zunéchst folgendes Lemma gezeigt.
Lemma 2.1. Sei f € L% und a,b € C. Die eindeutige Losung von
=y =Xy — f(2), 0<z<1
zu den Anfangswerten
y(0) = a, y'(0)=1b

1st gegeben durch

y(z) = acos(vVAz) + bM . /m sin(vA(z —t))

VA VA

Wir verwenden folgende Abkiirzung
ex(z) = cos(VAz), sy(r) = ——=—
Dann lautet die Losung
y(x) = acy(z) + bs\(z) + /OI sx(z —1t)f(t)dt.

Beweis: Wir betrachten das Integral y,(z) = [ si(x — t)f(¢)dt. Durch Anwendung
des Additionstheorems fiir Sinusfunktionen folgt

wla) =) [ es(OF 0~ er(o) [ salo)s (0t
0 0
Da cy\f und s, f integrierbar ist, ist y; absolut stetig. Deshalb gilt fast iiberall

50 =5 (530 [ @5 e [“sws)

:ﬂwlﬁwvww+m@QMAm

- 6@ [ 5O = @) (@@
—wwlﬁwvwa—mwﬁlwvwﬁ
T (sa@)er (@) f(2) — ex(@)sa (@) £(2)

=) [ et -G [ o

— (z) /0 " F(0) dt + Ao () /0 " a0 (1) dt.
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2 LOSUNG DES INHOMOGENEN PROBLEMS

Da die rechte Seite der Gleichung stetig ist in z, gilt es aulerdem iiberall. Die zweite
Ableitung liefert:

y;(x):%(c,\(x) /Oacc)\(t)f(t)dt—l—)\s)\(x) /Oms,\(t)f(t)dt)

) /0 ex(B)F(£) dt + ox(x) %/0 ex(®) (1) dt
ex(@)F ()
+ /\s;(a:)/o sx () f(t) dt + Asy(x) di/o sx(t) f(t)dt

T

N

-~

=sx(z) f(x)
= &(x) / " OF(0) dt + ex(@)’ F(@) + Ash(2) / ") dt + s ()2 (2)

= (ex(x)® 4+ Asa(2)?) f(x)
+ <—>\S,\(ZL‘)/O ex(t) f(t) dt + )\c,\(x)/o sx(t) f(t) dt> (da ) = —Asy, sk =cy)

T

= f(@)+ X [ [=sa(z)ex(t) + ex(z)sa(t)] f(E)dt

=f(x)+ X[ sa(t—x)f(t)dt (Additionstheorem)

/
[

= f(z) — )\/0 sx(x —t) f(t)dt (da sy ungerade ist)

= J(x) = Ayp().

Damit folgt unmittelbar, dass y; eine Losung von —y” 4+ ¢(z)y = Ay, 0 < 2 < 1 mit
den Anfangswerten y;(0) = 0, y;(0) = 0 ist.

Da ¢y und s, die homogene Gleichung, also wenn a = b = 0 ist, 16sen, ist y(z) =
acy(z) + bsx(z) + ys(z) eine Losung von —y” = Ay — f(z) zu den Anfangswerten
y(0) =a, y'(0) =b.

Um schliefslich die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, ¢ sei eine andere Lsung
der inhomogenen Differentialgleichung mit den gleichen Anfangswerten. Dann erfiillt
die Differenz v = y — y die Differentialgleichung

—v" = A, v(0) =0, v'(0) = 0.

Damit folgt, dass v verschwindet, also die Funktion v(z) = 0 fiir alle x, also gilt y = 7.
q.e.d.
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Die Fundamentall6sung I

3 Konstruktion der Losungen

Jetzt sind wir in der Lage, die beiden Fundamentallésungen y; und y, zu konstruieren.
Im Folgenden wird exemplarisch die Konstruktion von y;(z, A, ¢) dargestellt, diejenige
von y, verlduft analog. Dazu entwickeln wir y; als Potenzreihe in q.

Wir nehmen an, dass wir

yl(xa A?Q) = C10(377 )‘) + ch(l',)\,q)

n>1

schreiben konnen mit
Co(z, N, q) = Cox, N\ qa,s - - . ,qn)}qlz.“:qn:q.

Dabei ist Cp(x, A, q1,-..,q,) eine beschriankte, multilineare symmetrische Form auf
LA x...x L& ((L&)™), also fiir jedes = und A. Folglich ist C} lineare in ¢, Cy quadratisch
in ¢ und so weiter.

Der Term nullter Ordnung ergibt sich, wie bei der Taylorentwicklung, durch ¢ = 0. Das
ergibt Co(x, \) = cos(v/Az). Wie zuvor differenzieren wir die Potenzreihe fiir y; zwei
mal nach x, benutzen die Differentialgleichung und vergleichen die Terme, die homogen
vom gleichen Grad in ¢ sind. Wir erhalten dadurch fiir alle C),

—C" = \Cy — qCoy,  n > 1.

Die Anfangswerte ergeben sich, da y;(0) = 14> o, C,,(0) = Lund y;(0) = >, -, C1(0) =
0 ist fiir alle ¢ als - -

C(0,\, q) =0, C!(0,),q) =0, n>1.
Nach Lemma 2.1 folgt dann
Con(z, N q) = / sx(x —t)q(t)Croa(t, \,q)dt  n > 1.
0

Wir bestimmen jetzt durch Berechnung C; und Cs, also die ersten beiden C,,. Durch
das Einsetzen von Cy(x, ) = cos(v/Az) = c(x) erhalten wir C;:

Culw A, q) = / (@ — 11)g(t1)Colt1, A, 0)dty
0

_ /0 ()53 (2 — 1)q (1)t

Durch erneutes Einsetzen erhilt man Cs:

Cal A, q) = / sx(@ — 2)q(t2) Ca (b1, A, q)dt
0

_ /0 " sx(@ — ta)q(ts) ( /0 ? ()5t — tl)q(tl)dtl) dts

= //(Kt e ex(ty) H [sx(tiv1 — t3)q(t;)] dt1dts

i=1
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4 KONVERGENZ DER POTENZREIHEN

Durch Induktion erhilt man schlieklich €, und damit folgende Gleichung;:

(. M, ) :// ex(t) [ Isa(tion — ta(ts)] dtr . dt,
<1 <..<tpy1=2x i—1

1=

Somit ist y; eine formale Potenzreihe in ¢ mit

y1(z, A, q) = cex(x +ZC’ (z, A, q).

n>1

Analog dazu funktioniert die Entwicklung von y, als Potenzreihe

y2(x, A, q) = sx(z —1—25 (z, A, q)

n>1
in ¢ mit

n

5,00 = [ - / sn(t0) [T fsaltis — ta(t)] dy ...,

=1

Im folgenden Satz wird nun gezeigt, dass die Reihe auch gegen eine Losung der Glei-
chung (1) konvergiert.

4 Konvergenz der Potenzreihen

Satz 4.1. Die formalen Potenzreihen yi(x, A, q) = cx(x) + 32,5, Cul®, A, q) und
Y2(2, A, q) = sx(2) + 32,5 Sulx, A, q) konvergieren auf beschrinkten Teilmengen von
0,1] x C x L& gleichmifig gegen die eindeutige Lisung von

—y" +a(z)y = My, 0<z<l1
die folgende Anfangsbedingungen erfiillen

y1(0,,9) = 45(0, X\, q) =
y1(0,X,q) = y2(0, A, q) = 0.

Ferner gelten die Integralgleichungen

yi(z, A\, q) = cos(\/Xx) - /Ox sin(vA(z - t))q(t)m(t, A, q)dt,

VA
s q) = sm(\;/XXx) +/0 sm(\/f/(;’ - t))q( it A g)d

und die Abschdtzungen

(e A ol e A @)l < exp (|3 (VA) |2+ lallva)
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Die Fundamentall6sung I

Beweis: Wir beweise die Aussage fiir y;. Der Beweis fiir yo funktioniert analog. Durch
die Abschéitzung

lex()] = 5 \expw A2) + exp(—ivAz)| < exp (IS(VA)Jz)

erhalten wir fir 0 <z <1
sy (z)] = cA(t)dt‘ < / exp (\%‘(\/X)u) dt < exp <|C5(\/X)|x> .
0

Der n-te Term in der Potenzreihenentwicklung von y; kann dann wie folgt abgeschétzt
werden

(z, A\ q </ / ea(ty) sx(t; i)|dt
|Cn )| e <tn+1zh 1!H!A 41— ti)q(t)|diy
<exp (BWe) [ [Llattldes ..t
0<ti<..<tpy1=z i=1

Der Wert des Integrals &ndert sich nicht unter einer Permutation der Variablen t4, ..., t,.
Aufserdem ist die Vereinigung aller permutierten Integrationsbereiche genau [0, z]". Es
folgt daher

// [T lat)ldt, ... dt, = / qu )dty ..
0<t1 <o Stng1=2 0.a]™ 51
= = t)|dt
[

< = (lallva)”

nach der Schwarzschen Ungleichung. Wir erhalten demnach folgende Abschétzung

Calar, A a)l < oo (ISR (lallva)”

Das zeigt, dass die formale Potenzreihe fiir y; auf beschrankten Teilmengen von [0, 1] x
C x L? gleichmifig gegen eine stetige Funktion konvergiert. Damit definiert die Reihe
eine stetige Funktion und zugleich erhalten wird eine brauchbare Konvergenzabschét-
zung.

Im néchsten Schritt betrachten wir die zugehorige Integralgleichung

yi(z, A, q) = ex(z +ZC (z, )\, q)

n>1

= cx(z +Z/ sx(z — 1) q(t)Cry(t, X, q)dt
n>1

:cA(x)—l—/ sy(x —t)q (ZC’nlt)\q>
0 n>1

=c\(z) + /01” sx(z —t)q(t)ya(t, A, q)dt.
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4 KONVERGENZ DER POTENZREIHEN

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz kénnen wir das Integral und die Summe ver-
tauschen. Entsprechend ist die Integralgleichung fiir y; bewiesen. Es folgt, wie im Be-
weis von Lemma 2.1, dass y; eine Losung von —y” + ¢(x)y = Ay zu den richtigen
Anfangswerten ist.

Um schliefslich die Eindeutigkeit zu zeigen, sei 7; eine weitere Losung der Gleichung
(1), die die gleichen Anfangswerte hat wie y;. Aus Lemma 2.1 folgt

71 = cx(z) + /Ox sa(z —t)q(t)g,(t)dt.

Dann erfiillt die Differenz v(x) = yi(z) — 1 (x) die Gleichung

v(z) = /Ox sx(x —t)q(t)v(t)dt

und somit gilt

o) < [ loste— P [ Jote)Pae
0 0
Der erste Integrand lésst sich wie folgt abschétzen:
[ tsste = P < (max{(s3nllo < 7 < 13)” [ laco)ar
< (max{|s3(7)]|0 < 7 < 1})* [ql.

Damit folgt

o) < Jallmax0l0 <t < 1) [ ot

=C

nach der Ungleichung von Schwarz mit c. Es folgt, dass die nichtnegative Funktion
exp(—cz) [} [v(t)[*dt eine nichtpositive Ableitung auf [0, 1] hat. Da sie bei 0 verschwin-
det, muss sie auf [0, 1] identisch verschwinden. Somit gilt v(x) = 0, was die Eindeutig-
keit beweist. q.e.d.
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