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1 Einleitung

Im Rahmen einer Seminararbeit betrachten wir das Dirichlet-Eigenwertproblem

—y" +q(x)y = py, y(0)=y(1) =0,

wobei ¢ € L*(0,1) gegeben ist. Ziel ist es, das asymptotische Verhalten der Eigenwerte
iy, und der zugehorigen Eigenfunktionen g, fiir n — oo zu bestimmen. Die Ergebnis-
se verbinden das Potential ¢ iiber seine Mittelwerte und Fourier-Koeffizienten mit den

Spektraldaten und sind grundlegend fiir inverse Probleme.

2 Setup und Werkzeuge

Wir arbeiten auf dem Hilbertraum L?(0, 1) reellwertiger Funktionen. Der Sturm-Liouville-

Operator lautet
2

Lq = —@ + Q(.’K)

mit Definitionsbereich H2(0,1) N H}(0, 1) und Dirichlet-Randbedingungen y(0) = y(1) =
0. Seine Spektralwerte (Eigenwerte) werden {/,,(¢)}n>1 genannt.
Das Skalarprodukt auf L?(0,1) ist

(f.9) = / f(x) g(x) dr,

und die Norm ist || f|| = (f, f)¥/>.

2.1 Fundamentallosungen

Fiir festes p € R seien y; (-, 1) und yo(-, ) die Fundamentallosungen der Gleichung
—y' +a(x)y = py
mit Anfangsbedingungen
yi(0, ) =1, 91 (0,) =0, 32(0, 1) = 0, 950, ) = 1.

Jede Losung ist eine Linearkombination von yy, 4.



2.2 Normierte Eigenfunktionen

Eine normierte Eigenfunktion zu pu,(q) ist

ol q) = Y2 (T, 11n(q))

= TG 19 =1 9a(0) = (1) =0.

2.3 Black Box: Zihllemma und Basisabschatzungen

(i) Zahllemma (Counting Lemma).

\//T@):nﬂ—l—O(%) (n = o0),

gleichméBig auf beschrinkten Mengen in L?(0,1).

(ii) Basisabschitzungen (Basic Estimates). Fiir grofes p > 0 verhalten sich die

Fundamentallosungen y; (z, 1) und yo(z, 1) der Gleichung
—y" +q(z)y = py

folgendermafsen:

1 (5, ) = cos(y/Fiz) + O(i) ,

NG
yo(, 1) = % +0(%> :

Vi@, p) = =/ sin(y/x) + O(1),

() = cos(y/Fiz) + o(ﬁ) |

gleichméRig fiir x € [0, 1] und ¢ in beschréinkten Teilmengen von L?(0,1).

Satz (asymptotisches Verhalten fiir grofe p). Fiir p — oo néhern sich die

Fundamentallosungen den ungestoérten trigonometrischen Funktionen an:

yi(w, 1) = cos(vpa),  uye(z, p) = sin(y/uz),
und ihre Ableitungen konvergieren entsprechend zu
yi(@, ) = —/psin(yuz),  ys(@, 1) = cos(yp ).

Damit verhalten sich die Losungen des gestorten Problems fiir grofe p wie die Eigenfunk-

tionen des ungestorten Operators —y” = py mit Dirichlet-Randbedingungen.



3 Theorem 4

Voraussetzungen: g € L?(0, 1), Dirichlet-Randbedingungen y(0) = y(1) = 0. Sei g,(-, q)

die L*-normierte Eigenfunktion zum Eigenwert p,(q).

pin(q) = n?m® + /01 q(t) dt — {(cos(2mnz),q) + O (l> :

n

1
= n?r? + / q(t)dt + £*(n),
0

und

gn(z,q) = V2 sin(mnzx) + O(%) ,
g\ (z,q) = V2rncos(mnz) + O(1).

Die Abschitzungen gelten gleichmdpig in beschrinkten Teilmengen von [0, 1]x L?(0,1).

Bemerkung. Die quadratsummierbare Folge ¢?(n) bezeichnet den Fehlerterm in der
asymptotischen Entwicklung der Eigenwerte. Das bedeutet, dass die Abweichungen p,,(q)—
n27r2—f01 q(t) dt+{cos(2mnx), ¢) nicht nur gegen null gehen, sondern sogar eine ¢*-Struktur

besitzen, also
oo
Z |02(n)]* < co.
n=1

Dies liefert eine stirkere Aussage iiber die Konvergenz und ermdglicht eine prézisere Ana-

lyse spektraler Storungen bei Variation des Potentials q.

Beweis. Wir zeigen das Resultat in mehreren Schritten.

Voriiberlegung: Rechtfertigung der trigonometrischen Naherung. Fiir grofe n

liegt 11, (q) nach dem Zihllemma in der Néhe von n’n?, genauer

Vit (q) = nm + 6, 5n:0(1>.

n

Wir kénnen daher die Fundamentallosung yo(z, i) mit Hilfe des Additionstheorems ent-

wickeln:
: : : : 1
sin(y/p, ) = sin(nmx) cos(0,x) + cos(nmx) sin(d,x) = sin(nrz) + O (E) :

da cos(d,x) = 1+ O(1/n?) und sin(d,x) = O(1/n). Dieser Einschub zeigt, dass wir
sin(y/Inx) von Anfang an durch sin(nmz) ersetzen diirfen, ohne die Giiltigkeit der asym-

ptotischen Formeln zu gefdhrden.



1.Normierung der Fundamentallésung -

Ausgangspunkt (Basic Estimates). Fiir grofses n gilt

sin "X 1
Yo (2, fin) = (/i ) + 0(—

NS m)’ x € [0,1].

Normquadrat entwickeln.

ly2 (-, )| = /01(% + 0(%))2611’ = i OlsiHQ(\/ATnl‘) d + O(%) .

Trigonometrische Umformung. Mit 2sin? o = 1 — cos(2a) folgt

Tt 1
— [ sin®(y/p, ) dx
Hn Jo 2!“”

L sin2y7)

2;“% 4 u3/2

(1 — 08(2y/1tn x)) da

Mit /fin, = nm + O(1/n) ist sin(2,/f1,) = O(1/n). Damit ldsst sich der Ausdruck relativ
zu ﬁ schreiben als
ot )| = 5= (14 0(2)).
O(1

(Die zuvor auftauchende absolute Ordnun /n?®) wird hier zur relativen Ordnung
O(1/n) gegeniiber dem Hauptterm 5. -, da 7— = O(1/n?).)
Waurzelziehen.
o) | = ——=/1+0(3) = —=—(1+0(2)).
’ V24, n V24, n
Inversion.

lya (s )l = v/ 2410 (1 - O(%)).

sin nl 1
Normierte Eigenfunktion. Mit yo(z, i,) = (—M> + O<—) erhélt man
MTL I’LTL

RIS sin x 1
gn(e0) = = V2 S ”O(n)'

2.Verfeinerte Naherung der Eigenwerte

Aus Theorem 3

pn(q) = 11 (0) =/0<gi(%tQ)7 q)dt,  pn(0) =n’z7’,



Quadrat der normierten Eigenfunktion Aus der Normierung gilt
1
n

gn(,0) = V2 sin( i ) + 0( ) ,

also

gn(,¢)* = 2sin*(\ /1t ) + o(%) =1 —cos(2y/1in ) + O(%) :

Mit /i, = nm 4+ O(1/n) (Zahllemma) und dem Additionssatz ergibt sich

on(2, )2 = 1 — cos(2mnz) + o(l) |

n

Eigenwertformel Setzt man dies in die Integraldarstellung ein:

tn(q) — pn(0) = /0 (1 — cos(2mnz) + O(1/n), q) dt.

Da das O(1/n)-Glied unabhéngig von t ist, folgt

() — n2® = /0 " 4(t)db — (g, cos(2mna)) + O (%) |

Aquivalente Schreibweise mit quadratsummierbarer Folge Da die Fourier-

Koeffizienten (g, cos(2mnz)) selbst eine ¢(2-Folge bilden, gilt:

(g, cos(2mna)) € (), 0(1) € ().

n

Somit lasst sich die Gleichung auch schreiben als

) =+ | ot dt + ),

wobei die ¢?(n)-Terme sowohl die Fourier-Koeffizienten (g, cos(2wnz)) als auch die asym-

ptotischen Restglieder enthalten.

3.Asymptotik der Eigenfunktionen ¢, und ihrer Ableitungen

Ausgangspunkt Nach der Normierung gilt

(o) = 2L ) = V0L el = Vam (140(3 ).



Einsetzen in die Definition von g,.

ga(2,9) = V2 (14 O(1)) (W + o(i)) = V2 sin(\/r z) + o(%) .

Mit /i, = nm 4+ O(1/n) (Zahllemma) und dem Additionssatz folgt

sin(y/pn, ) = sin(nmx) cos(d,x) + cos(nmx) sin(d,z) = sin(nwz) + O <l> ,

n

wobei d,, = \/li, — nm = O(1/n). Daher gilt die asymptotische Darstellung

on(,9) = V2 sin(mnz) + o(%) ,

gleichméRig fiir x € [0,1] und ¢ in beschrinkten Teilmengen von L?(0,1).
Ableitung Aus der Definition g, (x,q) = ya(z, pn)/||y2(-, in)|| folgt

, Yo (T, pin)
gn(xv Q) TR T
2 (- o)l

da die Norm ||ys(+, 4, )|| unabhéngig von x ist.

Einsetzen der Basic Estimates fiir y, Nach den Basic Estimates gilt fiir grofes pu,

Yo, pn) = cos(y/bn @) + O(\/L_n) .

Mit der Normierung ||[y2(-, )|~ = v/2tn (1 + O(1/n)) erhiilt man

g, (x,q) = \/%O + O(%)) <Cos( Ln, ) + O(ﬁﬂ)) = /21, cos(\/lim ) + O(1).
Mit \/tt, = nm + O(1/n) folgt daraus
g.(z,q) = V2mn cos(mnz) + O(1),

gleichmiRig fiir z € [0, 1] und beschriinktes ¢ € L?(0,1).

Somit haben wir die asymptotische Struktur der Eigenfunktionen vollstindig be-
stimmt: Die Hauptordnung entspricht exakt der ungestérten Sinusbasis, und die Stérung
durch ¢ erscheint nur in den kleineren Korrekturgliedern der Gréfenordnung O(1/n).

Damit ist die asymptotische Entwicklung sowohl der Eigenwerte als auch der Eigen-

funktionen gezeigt.
O



4 Korollar 1

Korollar 1. Fir q € L*(0,1) gilt:

1
g2 =1 — cos(2mnzx) + O(—) , igi = 2mnsin(2mnz) + O(1),
n dz
und 1 1 d 1
— — sin(2 - ~a, = ) -
=5 sin(2mnx) + O<n2> , 7 cos(2mnzx) + O<n) :

gleichmifig auf beschrinkten Teilmengen von [0,1] x L?(0,1).

Beweis. (1) Basic Estimates. Fiir grofses n (mit /i1, = nm+O(1/n)) gelten gleichméfig
in z € [0, 1]

) = cos(VTm) +O(L) . 9o m) = — T sl ) + O,
Yo (@, ftn) = W +0(%), Yo(, pin) = cos(y/in ) + O (1),

und aus der Normierung (vorheriger Abschnitt)

o) |7 = /2100 (14 O(2) ).

Damit

o y2($7/in) _ sin T 1 " (o _ yé(l‘,,un) — cos T
ol 0) = ] ~ V2SI DOG) gnla) = R = V2t cos(in )+ O(1)

(2) ¢2 Quadrieren und trigonometrische Identitiit 2sin® v = 1 — cos(2a):

0 = (VEsin(yime) + 0(2))’
= 2sin’(y/u, z) + O(2)
=1—cos(2y/i ) + O(1).

Mit /i1, = nm+ O(1/n) und dem Additionssatz cos(2./i,x) = cos(2mnz) + O(1/n) folgt

gn(z,9)* =1 — cos(2mnz) + O(2) |

(3) Ableitung von ¢ (Kettenregel) Setze h,(x) := g,(r,q). Dann

d 2 /
e hn(2)* = 2h,(z) b, ().



Mit den Abschitzungen aus (1):

2 ho () W () = 2(\/5 sin(y/fin ) + O %)) (m cos(y/fin ) + 0(1))
= 4/, sin(\/tin, ) cos(y/1n, ) + O(1)
= 2\/Itn, sin(2y/pt, ) + O(1),

wobei sin(2a) = 2 sin a cos a benutzt wurde. Mit /i, = nm + O(1/n) und sin(2,/p,z) =

sin(2mnx) + O(1/n) erhalten wir

d

T gn(r,q)* = 27n sin(2rnz) + O(1) |.

(4) Definition a,, := y;(-, ptn) Y2 (-, ) Mit den Basic Estimates

) = 1 ) (i, 1) = (cos( o) + O(3)) (V) | o)),

N/

Hauptterm:
sin(y/fn ©)

NN

sin(2\/m x)

cos (/i T)

Damit insgesamt

ay(x) = 2\;/771 sin(2y/1t, ) + O(t) .

Setzt man /f,, = nm + O(1/n), so

a,(z) = % sin(2mnz) + O(%) |

(5) Ableitung von a,. Aus dem zuvor erhaltenen Ausdruck

an(z) = —— sin(27nz) + o( ! )

27N n?

folgt durch direktes Differenzieren

o (2) = —— - (27n cos(2mnz)) + O (1) — cos(2mmz) + O (%) |

2mn n

ay(z) = cos(2mnz) + O(1) |

Damit sind die in der Aussage von Korollar 1 angegebenen Asymptotiken fiir g2, %gg,

a, und a, hergeleitet.

]



5 Fazit

Theorem 4 liefert eine prézise asymptotische Beschreibung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen des Dirichlet-Problems. Wesentlich ist die Rolle des Mittelwerts von ¢ und
der Koeffizienten (g, cos(2mnz)), die direkt in die Spektralkorrekturen eingehen. Korollar
1 zeigt, dass sich daraus auch Aussagen iiber Quadrate/Produkte der Eigenfunktionen

ableiten lassen — relevant fiir inverse Fragestellungen.
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