Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im folgenden werden wir des ofteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reellen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reellen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n — a,,. Wir bezeichnen sie
mit (a,)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt und
fir jedes € > 0 ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (a,)nen

Wir schreiben dann lim,,_,, a,, = @ oder lim a,, = a oder auch a,, — a fiir n — oo.
Beispiel 3.2. lim % =0 (Folgen, die gegen 0 konvergieren heifsen Nullfolgen).
n—,oo

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N
mit < €. Dann gilt wegen Satz 2.14 (vi) fiir alle n > N auch [+ — 0] <e. q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) Eine komplexe Folge konvergiert genau dann, wenn die entsprechenden Folgen der
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Flir jede konvergente Zahlenfolge (an)nen ist {|an| | n € N} C R beschrinkt.

Beweis: (i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (ay,)nen. Fiir ein
¢ > 0 gilt dann |a, —a| < § fiir alle n > N und |a, —b| < § fiir alle n > M. Dann folgt

OS\a—b|S\a—an]+\an—b|<%%—%:eﬁjralleanax{N,M}.
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32 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0, 00) = 0. Also ist |a — b| = 0 und damit auch a = b.
(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (z,)nen bilden zwei reelle
Folgen (z,)neny und (yn)neny mit z, = x, + 1y, fir alle n € N. Sei z = = + wy die
Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen Satz 2.59 (vi)

max{|z, — x|, [yn — y|} < |20 — 2|

konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge gegen
den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt die Folgen
(Zn)nen bzw. (Yn)nen gegen z bzw. y, dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei natiirliche
Zahlen N, M € N so dass |z, — x| < § fiir alle n > N gilt, und |y, —y| < § fiir alle
n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

[Zn + 2 — (2 + )| < |2n — 2| + |[1(yn —y)| = |20 — 2| + 2| - [yn —y| < e

Also konvergiert eine komplexe Folge mit ihren Realteilen und Imaginérteilen.

(iii) Sei (@y)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so

dass |a, —a| < 1 fiir alle n > N gilt und damit auch |a,| < |a, —a+a| < 1+4|a|. Daraus

folgt la,| < max{|a| + 1, |a1], |az], ..., |lan_1|} fiir alle n € N. q.e.d.
Eine Folge (ay)nen heifit divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein

a € K gibt, so dass lim,,_, a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein

N € N gibt, so dass a, > b bzw. a, < b fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt dann

schreiben wir lim,,_,o a,, = 00 bzw. lim,,_,., a, = —oc Weil in beiden Féllen die Folgen
nicht beschrinkt sind, konnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren.
Es gilt offenbar lim,,_,o, » = co und lim,, ,,, —n = —o0.

Satz 3.4. (i) Sei|z| <1 dann gilt lim,, o 2™ =0
(i) Sei |x| > 1 dann ist (z"),en divergent.

(iii) Sei z =1 dann gilt lim,_,,, 2™ =1

(iv) Seix € (1,00) dann gilt lim,,_,. " = 00.

(v) Sei|z] =1 und x # 1 dann ist (z"),en divergent.

Beweis: (i) Fiir x = 0 gilt lim,,_,o, 2™ = 0. Sei also 0 < |z| < 1. Dann ist 1 < ﬁ =1+y
mity = 1|_z|‘x‘. Aus der Bernoulli Ungleichung folgt # = (1+y)™ > 1+ny > ny = n1|_z||x|
und |z]" < rlLlEU||x|' Aus dem Satz von Archimedes-Eudoxos folgt dann, dass es fiir jedes

e > 0ein N € N gibt, so dass % < e- 2 Daraus folgt fiir alle n > N

||

2" — 0] = |z|" < — < — < e
n —_—
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(iii) Wegen 1" = 1 ist lim,, o 1" = 1.
(iv) Seix > 1. Dannist y = z—1 > 0. Fiir jedes b € R gibt es ein N € N mit N > z—il
Dann folgt fiir alle n > N aufgrund der Bernoulli Ungleichung

2" =1+4+y)">1+ny>ny=n(z—1) > N(x—1) >b.

Also gilt lim,, , 2" = o0.
(ii) Fir |z| > 1 gilt wegen (iv) lim,,_,« |2"| = co. Also ist (2"),en nicht beschrankt.
(v) Fiir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt

2" =yl +ly — 2" = 2" —y+y — 2" =1 @) = [1—a] - |2

|1 —

2
Also kann es fiir  # 1 keinen Grenzwert geben. q-e.d.

Fiir |z| = 1 gilt also max{|z" — y|, [z""" —y|} >

Satz 3.5 (Rechenregeln). Fiir konvergente Zahlenfolgen (x,)nen und (Yn)nen gilt
(i) lim (z, +yn) = lim z, + lim y,

n—oo n—,oo n—oo
(ii) lim Az, = A lim z,, fir alle A € K.

n—oo n—,oo

(iii) lm z,y, = (lim z,)( lim y,)
n—oo n—oo n—oo

(iv) Wenn x,, # 0 fiir alle n € N und lim x, # 0, dann gilt auch lim - = m
n—o00 n—oo “mn n—oo
(v) 15, Von] = | J10, 2l

(vi) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N x,, <y,
erfilllen, dann gilt auch lim z, < lim y,.
n—oo n—oo
(vil) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (z,,)nen und (Yn)nen fir allen € N z,, <y,
erfiillen und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fir jede reelle Folge (z,)nen,
die x, < z, <y, fir alle n € N erfiillt, nh_)rglo Zn = 7}1—{20 Ty = nh_)rr;o Yn.-

Beweis: Seien x = lim z,, und y = lim y,. (i) Fiir jedes ¢ > 0 gibt es natiirliche
n—,oo n—,oo

Zahlen N,M € N, so dass |z, — x| < § fiir alle n > N und |y, — y| < § fiir alle
n > M gilt. Dann gilt |z, +y, — (z +y)| < |2, — 2| +[yn —y| < § + § = € fiir alle
n > max{N, M}. Also konvergiert (z,, + yn)nen gegen = + y.

(ii) Fir A =0 gilt lim Az, = A- lim z,. Sei also A # 0 und damit 0 < |A|. Dann gibt

n—oo n—oo
€

es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |z, — x| < o fiir alle n > N gilt. Daraus folgt:

Az, — Az| = |\ - |z, — x| <e firallen > N.
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(iii) Weil (z,)nen konvergiert, gibt es ein A > 0 mit |z, | < A fiir alle n 6 N. Also gibt

es fur alle e > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — x| < g7 fir n > N
gilt und |y, — y| < 55 fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

ol = |y — ol < _ Ll
[Ty — 2y| = |Tnyn — Tny + 20y — 2y| < |n] - [yn =yl + 20 — [ |y| < o1

(iv) Fiir lim, o0 2, = @ # 0 gibt es cin N € N, so dass |z, — 2| < & fiir alle n > N
gilt. Aus |z| = |z — x, + x| < |z — 24| + |2,] folgt dann
x| _ |z

1 2
lzp| > || — |z —xp| > 2] — — == und < — fir allen > N.
2 2 |wn| ||

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass |z,
Dann gilt fiir alle n > max{N, M} auch

1 1

T, T

T— | |r—x,] ez 2 1

wat | |wal -l 2 Jalfa]

(v) folgt aus der Ungleichung ||z, | — |z|| < |z, — z|.
(vi) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N und M, so dass |z, — x| < § fiir
alle n > N gilt und |y, —y| < § fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

T—y=(T—2,) + Yo —y) + (Tn —yn) <€

Also ist x — y < inf(0, 00) = 0. Daraus folgt = < y.
(vii) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — x| < € fiir
alle n > N gilt und |y, — 2| < € fiir alle n > M. Fiir alle n > max{N, M} gilt dann

— €< Ty —T< 2, — <Y, —x <€

Daraus folgt |z, — x| < e. q.e.d.
Offenbar gilt fiir alle n € Ny

I+z+2*+. +2"1—-a)=1+z+...+2") —(+2°+... + 2" =1 -2

1— n+1
Also gilt 1+m+...—i—x”:1—x fiir x # 1 und n € Ny.
—x

Aus Satz 3.4 folgt, dass die Folge y,, = 1+a+...+a" fiir [z| < 1 gegen 1 konvergiert.

. 1
Satz 3.6. li ™= — i <1 .e.d.
atz ng&Zw T fiir |z| q.e
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3.2 Konvergenzprinzipien
Wir stellen 3 Methoden vor, um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder nicht.

Definition 3.7 (Monotonie). Eine reelle Folge (ay),, oy heift:
monoton wachsend, wenn a, 1 > a, fir alle n € N.
streng monoton wachsend, wenn a,,1 > a, fir alle n € N.
monoton fallend, wenn a,,1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir alle n € N.

Satz 3.8 (Monotonieprinzip). (i) FEine monoton wachsende (fallende) beschrinkte re-
elle Folge (an)nen ist konvergent, und es gilt

lim a,, = sup{a, | n € N}  bzw. lim a, = inf{a, | n € N}.
n—oo n—oo

(ii) Fir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrankte reelle Folge gilt

lim a, = o0  bzw. lim a, = —oo.

n—oo n—o0
Beweis: (i) Sei (a,)nen eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge.
Dann existiert sup{a,, | n € N} bzw. inf{a, | n € N}. Fiir alle € > 0 gibt es N € N mit

sup{a, | n € N} —e < ay < a,,, <sup{a, | n € N} bzw.

fiir all > N.
inf{a, | n € N} <a,, <ay <inf{a, |n € N} +¢ et =

Daraus folgt |a,, —sup{a, | n € N}| < € bzw. |a,, — inf{a, | n € N}| <€ fir m > N.

(ii) Sei (@n)nen eine monoton wachsende (fallende) unbeschréinkte reelle Folge. Fiir

jedes b € R gibt es N € N mit a,, > ay > b bzw. a,, < ay < b fiir alle m > N. q.e.d.

Beispiel 3.9 (Existenz und Konstruktion der k—ten Wurzel). Fir alle a > 0 und alle
k € N\ {1} definieren wir die Folge (ap)nen, Tekursiv durch

a— aF

py1 =a, [ 1+ ] fiir alle n € Ny.
k- ak

n

a—1

a0:1+ ]{7

Fir a =1 ist dann a, =1 fir alle n € N. Fira # 1 gilt fir allen € N
0<a, <ag, an < Gp_1 und a< afl.

Beweis durch vollstandige Induktion in n:



36 KAPITEL 3. ZAHLENFOLGEN

(i) Fiira > Ound a # 1ist —1 < —3 < %% # 0. Wegen der Bernoulli Ungleichung gilt

a’é:(1+%1)k>1+a—1:a.Esfolgt —1<—%<a];;,g(’§ < 0. Also gilt 0 < a; < ag

a—al\" a—af
und mit der Bernoulli Ungleichung a} = af (1 + - 0) > af (1 +hk—7F O) =a
kag kag

(ii) Wir nehmen an es gilt 0 < a,, < ag, a, < a,_1 und a < af fiir ein n € N. Dann

_qk
folgt —1 < —7 < 2% — 1 = T < 0. Daraus folgt 0 < a,41 < a, < ap und wegen der

k

k
Bernoulli Ungleichung: a¥ ., = af (1 + aka’?n) > aP (1 + kaka:n> = a. q.e.d.

Die Folge (a;,)nen ist monoton fallend und beschriankt. Wegen dem Monotonieprin-
zip konvergiert sie gegen b > 0. Wir multiplizieren die Rekursionsgleichung mit ka®~!:

k

k

n*

Unsr - ka"™ = ka* +a—a
Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — oo so erhalten wir mit Satz 3.5
b kbF 1t = kb* = kb* + o — b* oder auch v* = a.

Also existiert eine positive Zahl b mit b* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell.
Auflerdem sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”. Fiir r=0 setzen wir a® = 1.

(i) Fir jede positive rationale Zahl T > 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” < b".

(iii) Fir jede negative rationale Zahl r < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a”.

Beweis: (i) Fiir r = - definieren wir a” = V/ar. Offenbar ist a” eine positive Losung
der Gleichungen (a")?" = (a?)" = o™ fur alle n € N. Wir zeigen, dass fiir a,b € (0, o)
und fiir n € N die Ungleichung a < b dquivalent ist zu a" < b". Fiir n € N\ {1} gilt

V' —a" = (b—a)(b" P+ 0" 2a+ ... +ba"* +a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch @™ < b" und aus 0 < b < a auch o < b". Also ist fiir
a > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b dquivalent zu der Ungleichung a" < b™. Also
gibt es fiir alle n € N und alle r = § > 0 genau eine positive Losung a” der Gleichung
(a")™ = aP". Fiir r < 0 ist a” = L die entsprechende positive Zahl,

(ii) Sei r = § > 0. Dann ist fiir a,b € (0,00) die Ungleichung a < b dquivalent zu

aP < b und das wiederum dquivalent zu ai < ba.
(iii) Sei r = =2 < 0. Dann folgt (iii) aus (i) wegen Satz 2.14 (vi). q.e.d.

Definition 3.11 (Teilfolge). Fine Teilfolge einer Folge (ay,)nen ist eine Folge (by)men
von der Form b,, = a,,, wobet 0 < n; < ny < ... eine streng monoton wachsende
Folge von natiirlichen Zahlen ist.
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Z.B. hat die divergente Folge (a,)nen, = ((—1)")nen, zwei konvergente Teilfolgen
(bm)MGNo = (an)mGNo = (17 L1,.. ) und (Cm>m€N0 = (a2m+1)m€No = (_17 -1,-1,.. )

Satz 3.12 (monotone Teilfolgen). Jede reelle Folge enthdilt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen eine reelle Folge und A die Menge A = {n € N | a,, > a,,Ym > n}.
Wenn A eine unendliche Menge ist, dann sei n; < ny < ... eine Abzidhlung der Elemente
von A. Die Teilfolge (by)men = (an,, )men ist dann monoton fallend.

Wenn A eine endliche Menge ist besitzt sie ein Maximum N. Dann gibt es also
zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist. Also definieren wir induktiv eine
Teilfolge (b,)men, so dass by = ayy1 und fir alle m € N b,,.1 > b, gilt. Diese Folge
ist streng monoton steigend. Also besitzt (a,)nen entweder eine monoton fallende oder
eine streng monoton steigende Teilfolge. Umgekehrt gilt auch, dass (a,)nen entweder
eine monoton steigende oder eine streng monoton fallende Teilfolge besitzt. q.e.d.

Satz 3.13 (Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstral). Jede beschrdnkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen eine monotone
Teilfolge (by,)nen. Wenn die urspriingliche Folge beschrankt ist, ist auch die Teilfolge
beschrankt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z + wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer komplexen beschriankten Folge beschrinkt. Wegen dem Auswahlprinzip
von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge, und
dann auch die entsprechende Teilfolge der Imaginérteile. Wegen Satz 3.3 (ii) konvergiert
die der zweiten Teilfolge entsprechende komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15 (Cauchyfolge). Eine Folge (a,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fir
jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass |a, — a,| < € fir alle n,m > N gilt.

Satz 3.16 (Kriterium von Cauchy). Eine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim, . a,| < 5 erfiillen. Also gilt auch

| — a;] < !am— lim an| —I—‘ lim an—al| < e firalle m,l > N.

Sei umgekehrt (a,),en eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
m > N gilt |a,, — ay| < 1, und damit auch |a,,| < |ay| + |am — an| < |an| + 1. Fiir
alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|ai],...,|an_1|, |any| + 1} Deshalb ist die Folge
a, beschrankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl eine
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konvergente Teilfolge (by,)nen. Sei a = lim,_, b,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — a,,| < §
erfiillen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < §. Weil (b, )nen eine Teilfolge von

(@n)nen ist, folgt |a, — a| < |a, — b,| + |b, — a| < € fiir alle n > max{N, M}. q.e.d.
Satz 3.17. Fir einen angeordneten archimedischen Korper ist folgendes dquivalent:
Vollsténdigkeitsaxiom Ab5.

(i) aus dem Monotonieprinzip.

Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstraf3.

Jede Cauchyfolge konvergiert.

Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis*: Wegen der Beweise des Monotonieprinzips, des Auswahlprinzips von Bol-
zano—Weierstrafl und des Kriteriums von Cauchy und wegen Satz 2.51 geniigt es zu
zeigen, dass aus dem Kriterium von Cauchy das Vollstéandigkeitsaxiom A5 folgt.

Sei M eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge. Sei a; € M und b; > ag
eine obere Schranke von M. Wir konstruieren wie im Beweis von Satz 2.51 eine Folge
a1 < ay...in M und eine Folge b; > by > ... von oberen Schranken von M mit

0 <max{byi1 — bpsm, Cnim — i1} < bpyr — a1 < 27"(by — aq) fiir alle m € N.

Dann sind (a,)neny und (b,)neny Cauchyfolgen und konvergieren gegen den gleichen
Grenzwert s. Fir alle x € M gilt © < b, fir alle n € N. Aus Satz 3.5 (vi) folgt
xr <lim,_,. b, = s. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir alle x < s = lim,,_, ay,
gibt es ein a, > x. Deshalb ist s das Minimum der oberen Schranken von M. q.e.d.
Insbesondere sind die reelllen Zahlen auch als der angeordnete archimedische Korper
charakterisiert, in dem jede Cauchyfolge konvergiert. Wir werden die reellen Zahlen
spiter auch als Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen von rationalen Zahlen auffassen,
wobei zwei Cauchyfolgen dquivalent heiflen, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Haufungspunkte

Definition 3.18 (Haufungspunkt). Die Grenzw_erte von konvergenten Teilfolgen hei-
Ben Hdiufungspunkte. Bei reellen Folgen sind in R zusdtzlich +00 bzw. —oo Hdufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten in R gibt.

Satz 3.19 (Limes superior und Limes inferior). Ist die Menge der reellen Hdufungs-
punkte einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) in R beschrinkt, so besitzt
sie ein Mazimum (Minimum) in R.
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Beweis: Die Menge der Haufungspunkte der reellen Folge (a,)nen sei in R nach oben
beschrinkt. Sei @ € R ihr Supremum, und fiir jedes m € N sei b, € (a — 5-,q]
ein Haufungspunkt. Dann kénnen wir induktive eine Teilfolge (¢,,)men von (a,)nen SO
withlen, dass |, —b,| < o= fiir alle m € N gilt. Weil dann |¢,,—a| < ¢ —bp|+|bpn—a| <
% fiir alle m € N gilt, ist a ein Haufungspunkt von (a,),eny und damit das Maximum
der Haufungspunkte. Der Beweis fiir das Minimum ist analog. q-e.d.

Definition 3.20. Fir eine nach oben (unten) beschrinkte reelle Folge (ay)nen heifit
das Supremum (bzw. Infimum) der Haufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir
bezeichnen es mit lima, = lim SUp,,_, 00 An bzw. lima,, = liminf, . a,. Wenn (a,)nen
nicht nach oben (unten) beschrinkt ist, dann sei lima, = oo bzw. lima, = —oc.

Satz 3.21. (i) a ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrdnkten
reellen Folge (apn)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hochstens endlich viele a, > a + €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrinkten reellen Folge
(@n)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a, < a + € erfiillen, aber
hochstens endliche viele a, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (ay)nen
eine nach oben beschrénkte reelle Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—
Weierstraf ist jede untere Schranke einer Teilfolge von (a,),en auch eine untere Schran-
ke von mindestens einem Haufungspunkt. Aus der Charakterisierung der Zahl a in (i)
folgt also, dass a—2¢ keine obere Schranke, aber a+¢ eine obere Schranke der Haufungs-
punkte von (a,)nen ist. Umgekehrt folgt sie daraus, dass a — € keine obere Schranke,
aber a eine obere Schranke der Haufungspunkte ist. Damit ist ihre Giitigkeit fiir alle
€ > 0 dquivalent dazu, dass a das Supremum der Haufungspunkte ist. q.e.d.

Korollar 3.22. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
wenn lima,, = lima,, gilt, sie also nur einen Hdufungspunkt hat.

Weil lima,, und lima,, das Maximum und das Minimum der Hiufungspunkte sind,
ist lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Beweis: Wenn (a,,),en beschrankt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass lima,—e < a,, < lima,,+¢
und damit auch |a, — a| < € fur alle n > N gilt. Also konvergiert(a,),en gegen a.
Wenn (a,)nen konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen a = lim,, o a,,. Also
besitzt (ay,)neny nur einen Haufungspunkt und es gilt lima, = lima,, = a. q.e.d.

Korollar 3.23. Seien (an)nen und (by)nen nach unten (bzw. oben) beschrinkte reelle
Folgen, die fiir allen € N a,, < b, erfiillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,.
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Hier miissen lima,, und limb,, bzw. lima,, und limb,, nicht in R existieren.
Beweis: Im Fall limb, = oo = limb,, (bzw. lima, = —oc0 = Man) ist die Aussage
richtig. Andernfalls gibt es eine beschrinkte Teilfolge (d,,)nen von (by)nen, die gegen
limb,, (bzw. eine beschrinkte Teilfolge (¢, )nen von (ay)ney die gegen lima,, ) konvergiert.
Die entsprechende Teilfolge (¢, )nen von (ap)nen (bzw. (dy,)nen von (by,)nen) erfiillt dann
auch ¢, < d, fiir alle n € N. Sie ist beschréankt und besitzt konvergente Teilfolgen. Jeder
Héufungspunkt von (¢, )nen ist aber auch ein Haufungspunkt von (a,)nen (bzw. jeder

Héufungspunkt von (d,,),en auch ein Haufungspunkt von (b,)en. Also gilt

lima,, < lime, < lim d, = limb,, (bzw. lima, = lim ¢, < limd, < limb,). q.e.d.
n—oo n—oo

3.4 Beispiele

(i) Fiir alle z € Cist lim %7 = 0.

n—o0

Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes-Endoxes gibt es ein N € N mit |z| < N.
Dann gilt fiir alle n > N

IO A O A 4 A N 2V 1
n'| (N-1)! N---n =~ (N—-1)!\N n = (N-1)! n
Weil aber 1 eine Nullfolge ist, konvergiert dann |Z:| auch gegen Null. q.e.d.

(ii) Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim - = 0.

n—oo
Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N
mit N > L. Fiir alle n > N folgt # < % < €. Also konvergiert # nach Null. q.e.d.

€T

(iii) Fiir alle z € (0,00) gilt lim {/z = 1.
n—00

Beweis: Sei zunichst x > 1. Sei also y, = /z — 1 > 0. Wegen der Bernoulli Unglei-
chung gilt dann x = (14 y,)" > 1+ ny,. Daraus folgt 0 < y,, < IT_l Dann konvergiert
yn aber gegen Null. lim {/x =1+ lim y, = 1.
n—oo n—oo
1
Sei jetzt 0 < z < 1. Dann ist % > 1. Also gilt lim /2 = ——— = 1. q.e.d.
n—o00 . 1

lim (/-

n—00 x

Binomische Formel 3.24. Fiir alle n € N und alle Zahlen x,y € K gilt

e =35 (£, o () MO0 gy ()

k=0
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Beweis: durch vollstéindige Induktion: (i) Fir n =1 gilt (}) =1 = (}).
(ii) Wenn die binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

@+ =@ +y)@+y)" =@+y) Y (Z> T

n+1 n
— n k, n+1—k n k n+l—Fk
=S () () )et

k=1 k=0

<kn(n—1)---(n—kz+2)+n(n—1)---(n—k+1))xkyn+1_k

— k! k!
n+1 n+1
n+)n---(n—k+2 1 n+1 bl
= << ) k:'( >>x’“y ! k:Z( . )x’“y Tt qed.
k=0 ’ k=0

. "\ (k+1-1 l
Ubungsaufgabe 3.25. Zeige Z ( +l ) = (71_1) fiir alle I,n € N.
k=1

(iv) lim /n = 1.

n—oo

Beweis: Sei y, = /n — 1 > 0. Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n

n=(/n)" = (1 +y)" = (Z)yfi

k=0

(n—1) , 2

2
Fiir alle n > 2 folgt nzl—l—n 5 Un = Yy, <- = y,<
n

Wegen (ii) ist dann y,, eine Nullfolge.

(v) lim {/n! = cc.

n—oo

Beweis: Wegen (i) gibt es fiir alle z € (0,00) ein N, so dass fiir alle n > N gilt Z; < 1.

n!

Dann gilt auch ,\1% <1<= 2z < Vnl. Also folgt lim ¥/n! = co. q.e.d.
n: n—00

Satz 3.26. Sei (a,)nen eine reelle positive Folge, dann gilt

an an

lim (a"“) < lim/ay, lim {/a,, < lim (a"“) :

Wenn die Folge {/a,, also einen reellen Hiufungspunkt hat, dann hat auch die Folge “>+

an

einen reellen Hiufungspunkt. Und wenn gilt lim (%) < 0o dann auch im /a, < co.
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Beweis: Wenn lim (%) = 0 ist, ist die erste Aussage richtig. Fiir lim (“Z“) >0

n

gibt es wegen Satz 3.21 (ii) ein @ > 0, und fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass
alle n > N auch QZ—II > a — ¢ > 0 erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

An _ AN41  On (a—e)" an
i oy a2 (a—e)"~ a aN( oF {/a L (a—e)
Wegen (iii) und Korollar 3.23 gilt dann lim{/a,, > (a — €). Weil dies fiir alle ¢ >
0 gilt, folgt auch lim/a, > a. Also ist lim{/a, > a nicht kleiner als der kleinste

Haufungspunkt von (QZII Jnen. Und fiir lim #2+ = oo gilt auch lim {/a, = ooc.

Fiir die Folge (a,,')nen gilt entsprechend lim hm - < lim{/a,! = lim (an)~ ' We-

gen Satz 2.14 (vi) und Satz 3.5 (iv) ist fiir eine posmve Folge (by)nen limb,, 1 = (Ebn)f1
(mit - =0 und § = 00). Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz 2.14 (vi). q.e.d.

(vi) <Z %) ist streng monoton wachsend und durch 3 beschrankt: Fiir n > 2 gilt
k= neN

5 1 .
— — <2 =2+ — —— | =24+ —— =2 1——.
QZk—+Zk_1 Z( ) Z; Zk +
Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (g, 3.

.o . l n —
(vii) nh_)rglo (1+3)" =e.

Beweis: Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n

() =S ()m -t S s

k=0 k=0 k=
) : . ny1 . nn-1)---(n-k+1) 1 1
Fiir alle £ € N gilt nh_>nolo (k) = nh—>Holo - T
T, (M1 1
Also gilt fiir alle m € N lim (1 + > > an)n;o (k) 5= Z o

n

(viii) nlg{)l(} e = e
Beweis: Sei (a,)nen die positive Folge “:. Dann gilt fatl = ((’;:_11);; = (1+ )"
Wegen (vii) folgt lim,, “Zf = e Dann folgt aus Satz 3.26
. Qpyt . n — N —anpi1
=1 <1 < <1 =e.
e = lim . = lim— < lim v S im e
Daraus folgt 7}1_)1210 nnn' =e q.e.d



