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Analysis 1
6. Ubung

Martin Schmidt, Ross Ogilvie 13. Oktober 2025

Quantorendschungel.

Es sei (ap, )nen eine reelle Zahlenfolge und a € R. Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent
dazu, dass (an)nen gegen a konvergiert? Begriinde deine Antwort mit Beweis oder Gegen-
beispiel.

Ve>03INeNVR>N : |a, —a| < 1. (2 Punkte)
dc>0Ve >03dN e NVn > N : |ap, —al < ce. (2 Punkte)
Ve>03de>03IN eNVn> N : |a, —a| < ce. (2 Punkte)

Ve >0VN e NVn > N : |ay, —a| <e. (2 Punkte)

Auf die Platze.
Seien £ € N und ¢ > 1 fest. Fiir n € N betrachten wir die Folge

Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass (a,)nen eine Nullfolge ist.

Betrachte zuerst den Fall k = 1. Zeige, dass 5 gegen 0 konvergiert. (8 Punkte)
[Hinweis: ¢ = /c" - /c" und Aufgabe 5.3(d) .

Beweise nun, dass (a,)nen eine Nullfolge ist. (1 Punkt)

In einem Land vor unserer Zeit.

Bereits vor 4000 Jahren war den Sumerern ein Iterationsprozess bekannt, der bei Eingabe einer
Zahl a > 0 eine Naherung fiir \/a liefert. Wir formulieren diesen hier speziell fir a = 5 (also
zur Niherung an v/5): Dazu definieren wir eine Zahlenfolge (n)nen, rekursiv wie folgt:

9 1 5
r1:= - und VnEN:an::-(mn—i—).
4 2 Tn
Mithilfe eines (Taschen-)Rechners berechne man x9, x3 und 4. Sieht man daran schon, wie sich
die x,, an v/5 annidhern? (1 Punkt)
— Pn

Wir schreiben im Folgenden die z,, als Briiche, d.h. wir schreiben x,, = . mit pn, g, € N und

den Startwerten pg := 9 und ¢y := 4.

Zeige, dass fiir n € N gilt: p,y1 = p2 + 5¢2 und g1 = 2pngn. (1 Punkt)



(d)
(e)

(f)
(g)

(h)

(i)

Zeige, dass pni1 — V5qni1 = (Pn — V/5q,)? und somit x,, > /5 fiir alle n € Ny gilt.
(1 Punkt)

Warum kann in der letzten Ungleichung keine Gleichheit gelten? (1 Punkt)

Zeige, dass (zy,)nen eine streng monoton fallende Folge ist. Warum muss sie konvergieren?
(2 Punkte)

Zeige, dass die Folge (x,)n,en gegen /5 konvergiert. (2 Punkte)

Man zeige p? 11— 5q> 1= (p2 — 5¢2)? und folgere hieraus durch vollstindige Induktion, dass
p2 — 5¢2 = 1 fiir alle n € N gilt. (1 Zusatzpunkte)

Man folgere aus (c) und (g), dass fiir jedes n € N gilt:

1 1
Pn \/5‘ < . 1 Zusatzpunkte
qn 2\/5 2 ( p )

n

Zeigen Sie mit Hilfe von (g) und (f), dass

gilt und folgern Sie mit (h), dass ¢ := 2—\1/5 die kleinste (und somit bestmogliche) Zahl ¢ € R ist,
so dass

1
qn qz

fiir alle n € N gilt. (2 Zusatzpunkte)



