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Ein zeitdiskretes dynamisches System besteht aus einer Menge X, die als
Zustandsraum bezeichnet wird, und einer Abbildung f : X — X, die den
Ubergang von einem Zustand zum néichsten beschreibt. Das System entwick-
elt sich durch die wiederholte Anwendung der Abbildung f, d.h.:

F (o) = f(f" D (x0))

beschreibt den Zustand des Systems zum Zeitpunkt n € Z, ausgehend von
einem Startwert zo € X.

Wir betrachten im Folgenden lineare zeitdiskrete dynamische Systeme,
d.h. wir nehmen an, dass f eine lineare Abbildung A : £ — FE auf einem
endlich-dimensionalen normierten Vektorraum F ist.

Definition: Zwei Normen | - ||; und || - ||z auf E heiffen dquivalent, wenn
es eine Konstante K > 1 gibt, sodass:

Kol < ol < Kol Yo € B
Wir nennen K relative Konstante zwischen || - |1 und || - ||2-

In einem endlich-dimensionalen normierten Vektorraum sind alle Normen
aquivalent.

Definition: Ein linearer Isomorphismus A : E — E heifst hyperbolisch
wenn sich E in eine direkte Summe E = E* @& EY teilt, wobei E* und E“
invariant unter A sind, d.h. A(E®) = E* und A(E") = E", und zwei Kon-
stanten C' > 1 und 0 < X\ < 1 existieren, sodass die folgenden Abschatzungen
gelten:

|A"v| < CA"|v|,Yv € E*,n >0

|A™"| < CA"|v|,Yv € E*,n >0
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Weil CA\"|v| wegen A € (0, 1) monoton fallend in n ist, folgt aus der Definition
direkt lim,,_,, [A™v| = 0,Vv € E*® und lim,,_,o |A"™0| = 0,Vv € E“, sowie
lim,, o |[A7"0| = 00,Vv € E* und lim,,_, |A™0| = co,Vv € E". Deswegen
nennen wir £° den kontrahierenden bzw. den stabilen Unterraum von A und
E" den expandierenden bzw. den instabilen Unterraum von A.

Sei A : E — E hyperbolisch beziiglich der Norm || - ||, d.h. 3C > 1,
0<A<L:
||An1}||1 S C)\nHUHl,VU € Esﬂ’b Z 0

[A™"0]ly < CA™||v]]1, Vv € E¥,n = 0

Sei nun || - ||2 eine zu || - ||; dquivalente Norm, d.h. 3K > 1:

K- ol < vl < Kol Yo € B
< vl < K||v||2, Vv € E und ||v|]2 < K||v||1,Yv € E

Aus der Definition von Hyperbolizitit und der Definition von der Aquivalenz
von Normen folgt nun:

[A™ ]|z < K[[A™]ly < KCX"[Jv]ly < KCX"K |[v]l2 = (K*C)A"|[v]|2, K*C > 1
A" 0]l < KAy < KCA"[Jv]ly < KOA"K|[v]lz = (K*C)X"[v]l2, K*C > 1

Somit ist A auch hyperbolisch beziiglich der Norm || - |2.

WEeil in einem endlich-dimensionalen Vektorraum alle Normen aquivalent
sind, ist demnach die Hyperbolizitat unabhangig von der Wahl der Norm
auf F.

Es ist nicht ausgeschlossen, dass der stabile oder der instabile Raum nur
den Nullvektor enthélt. Im Fall E* = {0} nennen wir A eine Quelle, da A
auf alle Vektoren expandierend wirkt. Im Fall E* = {0} nennen wir A eine
Senke, da A auf alle Vektoren kontrahierend wirkt.

1
Beispiel: A:R? = R? v Av = (2)

Sei X = {x ((1)) i x GR} die z-Achse und {y ([1)) Dy ER} die y-Achse.
1 0 xz 2
X@Y:{x(0)+y<1> :xeR,yeR}:{<y) :xeR,yeR}:R
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Somit ist R? die direkte Summe von X und Y .
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Also ist A ein hyperbolischer linearer Isomorphismus, wobei X der stabile
und Y der instabile Unterraum ist.

—_

Bisher sind E* und E* nur abstrakte Unterraume, deren genauere Struktur
unbekannt ist. Deshalb fithren wir folgende Definition ein:

Definition: Fir v > 0 sind die v -Kegel um E* und E" gegeben durch
Cy(E") ={v e E||v] <vlvsl}
Cy(E") ={v € E | |vs] < vlval}

Mit Hilfe dieser v -Kegel lassen sich nun der stabile und instabile Raum
eines hyperbolisch linearen Isomorphismus eindeutig charakterisieren. Die
Idee dahinter ist, dass aus A"v € C,(E®), Vn > 0 folgt, dass

| Ay | < y|A™v4|,¥n > 0 gilt. Weil aber v, in E* liegt, gilt lim,, ., A"vs = 0,
was wiederrum lim,,_,,, A"v, = 0 impliziert. Da allerdings eigentlich aus
v, € B, lim,,_,« |A"v,| = oo folgt, muss v, = 0 gelten, woraus

v =ws + v, =vs € E° folgen wiirde.

Theorem: Sei A : E — E ein hyperbolischer linearer Isomorphismus mit
der Zerlegqung E = E* @® E". Dann werden E® und E* charakterisiert durch:

Esz{v€E| limA”vzo}

n—oo
={veFE|Ir>0:|A"| <r Vn>0}
={veFE|Iy>0:A"% e C,(E*), Vn >0}

E“:{veE\ lim A*%:o}
n—oo

:{U€E|Elr>0:|A‘”v|§T,VnZO}
={veE|Iy>0: A" e C\(E"), Vn >0}
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Beweis: Sei v € E*. Da E? der stabile Unterraum ist, folgt direkt
lim,, oo A" = 0. Also gilt v € {v € E | lim,,_,o, A"v =0} und somit
E* C{v € FE|lim, o A" = 0}.

Sei als ndchstes v € {v € E | lim,,_,oo A~"v = 0}. Nach Definition gilt

Ve > 0,dN € Ny : VYn > N : |A"v — 0] = |A™| < €. Das bedeutet, dass
fiir grofe n > N, |A™v| durch € beschrinkt ist. Also existiert eine Schranke
r1 =€, sodass |[A"v| < r1,¥n > N. Firn < N ist A™ eine endlich-fache
Ausfithrung einer linearen Abbildung in einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum und somit ist A"v selber wieder ein wohldefinierter Vektor in einem
endlich-dimensionalen Vektorraum. Daraus folgt wiederrum, dass

|A"v| < 00,¥n < N gilt und deswegen existiert das Maximum

max,«y |A"| < 0o. Setzen wir nun ry = max,<y |A"v|, folgt

|A"v| < re,¥n < N. Wahlt man jetzt r == max{ry,ro}, gilt

|A™| < r,¥Vn > 0. Somit gilt v € {ve E|3Ir>0:]|A"v| <r, Vn >0},
also {v € E | lim, 00 A"v =0} C{ve E|Ir>0:|A"]| <r Vn>0}.

Seiv ¢ {ve E|3y>0:A" e C,(E*), Vn > 0}. Das bedeutet, dass fiir

jedesy > 0 einm > 0 ezistieren muss, sodass A™v ¢ C,(E®) ={v € E | |v,| < v|vs|}.
Insbesondere existiert also einm > 0, sodass A™v ¢ C1(E®) ={v € E | |v,| < |vsl},
d.h. |A™vs| < |A™v,|. Somit kann nicht |A™v,| = 0 gelten, weil sonst

| A, | = 0 < |A™vg| ein Widerspruch zu |A™vs| < |A™v,| wdre. Auferdem

folgt aus der Invarianz von E® und E" unter A, dass A™vs € E* und A™v, €

E" gilt. Also gilt lim,,_,o0 |A"(A™vs)| = 0 und lim,, . |A"(A™v,)| = c0.

[A™(A™0)] = A (A™ (v, + va)| 2 AT (A™v,) + AN (A™,)|

<A™ (A™vg)| — A" (A )| — |0 — oo = 0

Somit ist {|A™v|} ", unbeschrinkt, was wiederrum bedeutet, dass ¥r > 0,
dn>0:|A| >r. Also giltv ¢ {ve E|3r>0:|A"|<r Vn>0} und
nach Kontraposition folgt

fveE|Ir>0: A <r,Vn>0}C{ve E|3y>0:A" € C,(E*), Vn > 0}.

Seiv ¢ E*. Wir wissen, dass eine Zerlegung v = vs + v, mit vs € E* und
v, € BY, existiert. Es muss also v, # 0 gelten, weil sonst

vV =05+ v, =vs+0 =0, € E* ein Widerspruch zu v & E* wdre. Somit gilt
lim,, o, A"vs = 0 wegen vs € E* und lim,,_,, |A"v,| = 0o wegen 0 # v, € E™.
Demmnach ezistiert fiir jedes v > 0 ein n > 0, sodass |A™v,| > v|A"vs| gilt,
d.h. A" ¢ C,(E®). Alsov¢{ve E|3y>0:A" e C,(E"),Vn >0} und
nach Kontraposition folgt {v € E | 3y > 0: A"v € C,(E®), Vn > 0} C E°.



Nimmt man alle Teilmengenimplikationen zusammen erhdlt man

ESg{veEy limA”v:O}

n—oo
C{veE|Ir>0:|A"| <r Vn>0}
C{veE|Iy>0:A" e C,(E°),Vn>0} C E°.

Daraus folgt wiederrum

ES:{UGE| hmA%:o}

n—oo
={veE|Ir>0:|A"| <r Vn>0}
={veE|Iy>0:A" € C,(E*), Vn>0}.

Der Beweis fir E* verlauft analog. g.e.d.

Aus der Charakterisierung des stabilen und instabilen Unterraums folgt di-
rekt die Eindeutigkeit der hyperbolischen Zerlegung. Angenommen E =
G* @ G" sei eine weitere hyperbolische Zerlegung von A. Nach vorherigem
Theorem gilt dann

G'={veE|3y>0: A" € C,(E%), Vn >0} = E°

G'={veE|Iy>0:A"veC(E"),Vn>0}=E"

Weil C'A\" aus der Definition der Hyperbolizitat fiir kleine n nicht kleiner als 1
sein muss, folgt aus |A"v| < CA"|v|,Vv € E® und |A™"v| < CA"|v|,Yv € E*
nicht unbedingt |A"v| < |v|,Vv € E® und |A™"v| < |v|,Vv € E*. Also kann
es durchaus dauern, bis die Kontraktions- bzw. Expansionseigenschaften von
A unter der Norm | - | sichtbar werden. Folgendes Theorem besagt allerding,
dass es eine Norm ||-|| auf £ gibt, sodass die hyperbolischen Eigenschaften
von A klar erkennbar werden. Durch die Wahl einer geeigneten Norm kann
also das Kontraktions- bzw. das Expansionsverhalten unmittelbar sichtbar
gemacht werden.

Theorem: Sei A ein hyperbolischer linearer Isomorphismus mit der zer-
legung E = E*®E". Dann existiert eine Norm ||| auf E und eine Konstante
0<7<1, sodass:

|Av|| < 7l|v]|, Vv € E*

A=l < 7ol Yo € B



Beweis: Sei | - | weiterhin die urspringliche Norm aus der Definition fir
Hyperbolizitit. Nach Definition existieren zwei Konstanten C' > 1 und 0 <
A < 1, sodass:

|A"| < CAN"|v|,Vv € E¥,n >0

|A™"| < CA"|v|,Yv € E¥,n >0
Da CA\" — 0,n — oo gilt, AN > 1 : CAN < 1. Mit Hilfe von diesem N
definieren wir nun die Norm |[v| == SN |A™| und a == SN} O™
Seiv € F°.

N-1
Df
ol = 1AM
n=0

& o] = a ]

|Am| <O o], voeBs ¥
<

ZC)\" o] chv 2 )|

N-1 N— N—1

Def. n n Index Shzft n n

| Av]| =) 1A (Av)| = Z\A ol Z|A vl =) A% + AN

n=0 n=0 n=1 n=1
N-1 —

2N 4] 4 |A%)| — |A%] + |ANo| = > |Am| = [A%] + [ANv]
n=1
N—-1 b

= 1A~ fol + 4V 2 o]l — [o] + 14| " [lol] o] + CAV]o|
n=0

vy P .
= [lvll = (1 = CAT) o] loll = (1 = CAT)a™ o]

=(1—-a'(1 —CAN))IIUII

Sei jetzt v € B,

N-1 N—-1
ol =37 (A = 37 AT (AN )
n=0 n=0
N—-1

B ANy $T O 2 | AN e AV > 0o

n=0

|A- "v|<C)\"|v| voeEs N

Z O)\nIAN 1
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N-1 N-1
Def n — n— n— —
A7 ]| =) 1AM (AT )| = ZIA o] = Y A" o]+ A |
n=0 n=1

n=0
N—-1
=3 Ay + AT yf”d“S’”ﬂZyA%mA L]
n=1 n=0
N-2
N7 14| 4 |AN | = AN + [A7 |
n=0
N—-1

Def

A" — [AN o] + [A7 | = o]l = [AY ] 4+ JAT |

=0
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AN-1ycpv
= vl = [AY o + ATV (AN ) < o] = [AY o]+ OAN[ AN |
“lo[>a ||

|AN
=[]l = (1= CAY)|AM | < loll = (1 = CAY)a™ o]
=(1—a ' (1-CAV))|]

Wihlen wir nun 7 == 1 — a (1 — CAY), gilt ||Av|| < 7|lv||,Yv € E* und
1A ]| < 7lol], Yo € E.

Weil a = Zn 0 'C\" eine Summe aus positiven Summanden ist und unter
anderem CA\° = 1 einer dieser Summanden ist, gilt a > 1. Daraus folgt
unmittelbar 0 < a=' < 1. N war so gewdhlt, dass 0 < CAN < 1 gilt was
wiederrum direkt 0 < 1 — CAN < 1 impliziert. Zusammen folgt

0<a (1 —CAV) <1 und somit auch 0 <1 —a (1 —CAY) < 1.

Also existier eine Norm || - || und eine Konstante 0 < 7 < 1, sodass

|Av|| < 7||v||, Vv € E* und ||A~ || < 7]|v]|, Vo € E". g.e.d.



