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Der Satz von Hartman-Grobman besagt, dass sich ein Diffeomorphismus f
nah an einem hyperbolischen Fixpunkt p € E dhnlich zu dessen Linearisierung
x +— D(p)z nah an der 0 verhélt.

Definitionen und Satze

Sei FE ein endlich dimensionaler Vektorraum. Wir nennen einen linearen Isomor-
phismus A : E'+— E hyperbolisch, wenn F in eine direkte Summe F = E* @ E*
invarianter Mengen E° und E* zerféllt, sodass esein C' > 1und ein 0 < A < 1
gibt mit

|A™v| < CA™|v| fiir alle v € E® und n > 0 und

|[A™"v| < CA"|w| fiir v € E¥ und n >0

fiir eine Norm | - | von E. Invariant bedeutet, dass A(E®) = E* fiir den soge-
nannten stabilen Unterraum und A(E") = E" flir den sogenannten instabilen
Unterraum gelten. Es ist E° N E* = {0}: Wahlen wir ein v € E® N EY,
so ist auch A"v € E" fir alle n € Z, da E" invariant ist. Somit gilt auch
[v] < CA"|A™v| fiir v € E* und n > 0. Weil aber v € E*| gilt

lu| < CA"|A™v| < CA"(CA"|v|) = C?A*"|v| , fiir beliebige n > 0

und fiir ein n, das grof genug ist, ist C?A?" < 1. Die obere Ungleichung ist also
genau dann erfiillt, wenn v = 0 gilt. Damit folgt £* N E* = {0}.

Wir betrachten die lineare Abbildung ¥ : E* x E" — E, (a,b) — a + b. Sie
ist injektiv, da fir (a,b), (a’,0’) € E* x E* mit

a+b=Y(a,b) =V, b)=d +V

«— F*3>a—d =b—b € E"

gilt, weil E* und E* Unterrdume sind. Also ist a —a’ = 0 = b— b’ und damit ist
U injektiv. Wegen £ = E* @ E°® und E* N EY = {0} ist dim(E) = dim(E*) +
dim(E") und damit ist U auch surjektiv. Somit existiert die Umkehrabbildung
U= (U705, Seien Py := W' und P, := ¥,' die Projektionen auf
E? bzw. E". Wir definieren vy = Psv, v, = Pyv fir v € F und s = P o
N, = P, on fiir eine stetige Selbstabbildung n € C(E). ns bzw. n, sind also
Abbildungen F — E° bzw. E — E".

Eine Norm | -| von E heifit adaptiert an A, falls es ein 0 < 7 < 1 gibt, sodass

|Av| < 7|v| fiir alle v € Eund

|A™ o] < 7|v] fiir alle v € E*



gelten. 7 heiit die Verzerrung von A. | -| heifit zusdtzlich vom Boxtyp, falls fiir
vel
|v] = maz{|vs], [vul}

gilt. Unter anderem wegen Satz 2.3 existiert zu jedem hyperbolischen linearen
Isomorphismus A stets eine an A adaptierte Boxnorm.

Sei E’ ebenfalls ein endlich dimensionaler Vektorraum mit der Norm |-|" und
sei A: E — E’ eine linearen Funktion. Die Minimalnorm von A ist definiert als

m(4) = inf {|4v]}

und falls A zusétzlich invertierbar ist, gilt m(A) = |[A7!|7!. Seinun A : E — E’
ein linearer Isomorphismus und sei ¢ : F — E’ Lipschitzstetig mit Lipp <
m(A),wobei Lipgp := inf{L|L ist Lipschitzkonstante von ¢} bezeichne. Satz 2.7
besagt, dass auch A + ¢ : E — E’ ein Lipschitzstetiger Homdomorphismus ist
mit Lipschitzstetiger Umkehrabbildung.

Finen Fixpunkt eines Diffeomorphismus f nennen wir hyperbolisch, wenn die
lineare Abbildung Df(p) : E — E ein hyperbolischer linearer Isomorphismus
ist. Es sei

Ch(E) = {¢ € C(B) | sup6(a)| < oo}

mit der Supremumsnorm

[6]loc := sup [¢(x)
z€E
die Menge der stetigen, beschrankten Selbstabbildungen. Dies ist bekannter-

mafen ein Banachraum.

Lemma

Sei A : E — E ein hyperbolischer linearer Isomorphismus und sei | - | eine an
A adaptierte Boxnorm von E mit Verzerrung 0 < 7 < 1. Seien ¢, € Cp(E)
Lipschitzstetige Funktionen mit

max{Lip ¢, Lipy} < min{l —7,m(A4)}.

Dann existiert genau ein n € Cy(FE), sodass id+n : E — FE ein Homomorphismus
ist und folgende Gleichung erfiillt:

(id+n)(A+¢) = (A+)(id +n).

Die Multiplikation ist hier als Verkettung von Funktionen zu verstehen.

Beweis:

Die Beweisidee ist es, das Problem der Losung der Gleichung in ein geeignetes
Fixpunktproblem einer Selbstabbildung T’ von Cy(F) zu tiberfiithren. Daraufhin



wenden wir den Banachschen Fixpunktsatz an, welcher die Existenz und Ein-
deutigkeit eines Fixpunkts garantiert. Diese stetige beschriankte Funktion n €
Cy(F) wird gleichzeitig eine Losung der Gleichung sein. Zum Schluss wird dann
gezeigt, dass id-+n tatsachlich ein Homdomorphismus ist. Mit Aquivalenzumformungen
erhalten wir:

(id+n)(A+¢) = (A+)(id +n) (x)
— dA+9¢)+n(A+¢)=AGld+n)+v(id+n)
— A+¢+nA+9¢)=A+ Anp+y(id+n)

= nA+¢)=An+yY(id+n) —¢

Wenn wir die Gleichung zerlegen in den stabilen Teil £ und den instabilen
Teil E* erhalten wir wegen der Hyperbolizitdt von A:

775(A + ¢) = Ans +ws(ld + 77) - ¢sa
nu(A + (yb) = Anu +7/}u(ld+ 77) — Gu.

= s =(An+Y(id+n) — ¢s) (A+¢) 7,
M =A"" (N (A+ ¢) — o (id + 1) + o)

Da Lip¢ < min{l —n,m(A4)} < m(A) gilt, ist nach Satz 2.7 (A + ¢) tatsdchlich
invertierbar. Es sollte angemerkt werden, E° und E" im Allgemeinen keine
invarianten Mengen von 1 bzw. 7 sind und sich deshalb id + 1 bzw. A 4+ ¢
nicht etwa weiter zerlegen lassen, sodass nur noch s(ids 4+ 7s), Ny (Au + du)
oder 1, (id,, + n,) tUbrigblieben.

Wir definieren T : Cp(E) — Cp(E),

0= To(n)+Tu(n) = (Ans+1s(id+1) = 65) + (A7 (1 (A + ¢) —thy (id + 1)+ )

Da wir nur Aquivalenzumformungen verwendet haben, folgt, dass ein 1 genau
dann (x) erfiillt, wenn es ein Fixpunkt von T ist. Weil ¢,v,n € Cp(E) gilt, ist
deren Wertebereich beschrinkt. Das Bild einer beschriankten Menge bleibt nach
Anwendung der linearen Abbildung A beschrankt. Also ist T' tatsdchlich eine
Selbstabbildung. Nun beweisen wir die Kontraktionseigenschaft von T: Fiir
n,n € Cp(E) gilt mit der Boxeigenschaft von | - |

1T(n) = T(0')llec = sup [(T(n) — T(n"))(x)|

xeFE
= sup max{|Ps(T(n) — T(n'))(x)|, |Pu(T(n) = T(n"))(x)[}
= max{igg [(Ts(n) — Ts(n'))(2)], sup [(Tu(n) = Tu(n')) ()]}



= max{[[(Ts(n) = Ts(n)(@)lloo, [(Tu(n) = Tu(n'))(@)lloc }-

Wir kénnen also den stabilen und den instabilen Teil getrennt voneinander ab-
schitzen. Fir den stabilen Teil gilt:

I Ts(n) = Ts(n)lloo = [(A(ns — 1) +sm — Ysm)(A+ )"l o
= sup [(A(ns — 1) +sn — s ) (A + )" (2)]

rxel

< sup [(A(ns —n%) + Ysn — Ysn’)(y)]
< EEE(TK”S — )W) + (s — 1) (y)])
< ztelg(fl(n —n')(y)| + Lipy|(n — n')(v)])

= (r+LipY)|In — 7|l

Die dritte Zeile gilt, weil (A+)![E] C E. Fiir die vierte Zeile verwenden wir
die Dreiecksungleichung und die Tatsache, dass | - | adaptiert ist an A. Und, da

| - | auch von Boxtyp und ¢ Lipschitzstetig ist, gilt die vorletzte Ungleichung.
Fiir den instabilen Teil gilt:

I1Tu(n) = Tu()lloo = AT ((nu — 1) (A + ¢) — Yu(id + 1) + 9 (id + 1))l

sup A (0 — 1) (A+ ¢) — Yu(id + ) + Yu(id + 7)) (2)]

< 7sup (7 — 77;)(14 +¢) — P (id + 1) + ¥, (id + 'r)/))(x)‘

zeFE

< Ti‘ég(“”" = 1) (A + ) ()] + Lipy|(n — n')(z)])

= 7(sup [(nu — 1) (y)| + Lipe||n — 1]l
yeE

< 7(sup [(n — 1) (y)| + Lipe|ln — 1[0
yeE

=7(|(n = 1)|loe + Lip®||n — 1]l 00)
< (t+Lip¥)|In — 7|l

Die dritte Zeile gilt, da | - | adaptiert ist an A. Die vierte wegen der Dreiecksun-
gleichung und der Lipschitzstetigkeit von 1. Wieder folgt aus (A + ¢)[E] C E
die fiinfte Ungleichung Und die drittletzte gilt, weil |- | von Boxtyp ist. Also ist

IT(n) =T )|lso < (74 Lipth)||n — 1'l|so

und somit ist 7" wegen 7 + Lipy) < 7 — (1 +7) = 1 eine Kontraktion. Nach
dem Banachschen Fixpunktsatz existiert ein eindeutiger Fixpunkt von 7' . Es
gibt also ein eindeutiges n € Cp(FE), sodass gilt:

(id +n)(A+¢) = (A+)(id +n)



Nun zeigen wir, dass ¢d + 1 ein Homdomorphismus ist:

Man vertausche ¢ und . Die Voraussetzungen sind symmetrisch; man
kommt auf analoge Abschitzungen und wegen Lipyy < min{l — 7,m(A4)} ist
(A + 1) nach Satz 2.7 ebenfalls invertierbar. W ir erhalten also damit auch ein
eindeutiges £ € Cp(F), sodass gilt:

(id+&)(A+¢) = (A+)(id +¢)

Aus beiden Gleichungen folgt:

(id + &) (id +n)(A + ¢) = (id + (A +9)(id +n)

= (A+ ¢)(id + &) (id + n)

und analog

(id +n)(id + )(A +¢) = (A+¢)(id +n)(id +§)
Es ist offensichtlich, dass

(id+n)(id+¢&) € id + Cy(E)
Mit der Eindeutigkeit des Fixpunkts und, da id(A + ¢) = (A + ¢) id ist, gilt:
(id+¢&)(d+n) = (id +n)(id+¢) =id

und somit ist id + n auch tatséchlich ein Homéomorphismus.

q.e.d.

Nun kommen wir zu dem zentralen

Satz von Hartman-Grobman

Seien U C FE offen, f : U — E ein Diffeomorphismus auf sein Bild und 0 € U
ein hyperbolischer Fixpunkt. Dann existiert eine offene Umgebung V von 0 in
U und ein Homoomorphismus h : V' U f[V] — E auf sein Bild, sodass ho f|y =
Df(0) o hl|y gilt.

Es sollte angemerkt werden, dass h kein Homoomorphismus im eigentlichen
Sinne ist, da weder f|y noch Df(0)|y dynamische Systeme sind, weil sie im
Allgemeinen keine Selbstabbildungen sind.

Beweis:

Es reicht, die Aussage in einer Norm zu zeigen, und so wéhlen wir eine Boxnorm
| -], die an Df(0) mit Verzerrung 0 < 7 < 1 adaptiert ist. Wir wollen méglichst
das vorherige Lemma anwenden. Hierfiir wihlen wir eine Testfunktion o : E
R, die 1 auf B(0; %), 0 auf B(0; 2)¢ abbildet und sonst Werte zwischen 0 und




1 annimmt. « ist glatt, wobei |Da(x)| < M fiur ein M € R sei. Es sei A :=
Df(0) und sei ¢ := f — A : U — E. Offensichtlich ist ¢ stetig differenzierbar
und es gilt ¢(0) = 0 und D¢(0) = 0. Damit die Stérung, die ¢ darstellt, klein
genug ist, schrinken wir jene auf einen Ball um 0 ein: Sei ¢(z) := a(%)¢(z)

fiir ein r EJR+ mit B(0;7) C U, das spéter noch verkleinert werden soll. Es ist
klar, dass ¢ stetig differenzierbar ist, und es gilt:

Dg(x) = Da(*)6() + a(2)D(a).
Des Weiteren gilt ¢ € Cy(E) mit é(z) = ¢(x) fiir € B(0; L) ) und ¢(z) = 0 fiir
z € B(0; %)e.

Wir behaupten, dass Lipp — 0 fiir » — 0. Wegen des verallgemeinerten
Schrankensatzes reicht es, sup,c g |[D¢(z)] — 0 fiir r — 0 zu zeigen. Es gilt:

D ()] < IDa( )\,|¢( )|+|a( )Do()|

Da ¢(0) = D¢(0) = 0, gilt:
[6(x)] _ |¢(x) — ¢(0) — D(0)(z - 0)

= — 0 firz — 0.
|| |z — 0

Fiir alle € > 0 gibt es also ein § > 0, sodass fiir z € B( ;0) gilt
[6(2)] < 7|x\ und [De(z))| <

Da ¢(x) = 0 fiir z € B(O;’/‘) , konnen wir |z| < r annehmen. Fir r < § gilt
dann:

|D$(z)|§B7 \|+§_§+§*5
Damit ist die Behauptung bewiesen. Nun wéhlen wir r» > 0 klein genung, sodass
Lipp < min1 — 7,m(A)

auf ganz E gilt. Mit dem vorherigen Lemma existiert somit ein n € Cy(E),
sodass id +7n : F +— E ein Homdomorphismus ist und folgende Gleichung erfiillt
ist:

(id+n)o(A+¢) = Ao (id+n).
Wir wahlen h :=id +n und V = B(0; ) Dann gilt:

ho flv = Df(0)ohly.

Damit ist der Satz bewiesen.
q.e.d.
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