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1 Einfiihrung

In dieser Seminararbeit betrachten wir das Konzept der Hyperbolizitét linearer Isomorphismen und
die Persistenz dieser Eigenschaft unter Stérungen. Insbesondere zeigen wir, dass lineare Abbildungen,
die nahe eines hyperbolischen linearen Isomorphismus liegen, ebenfalls hyperbolisch sind.

Es wird Grundwissen {iber die Theorie Dynamischer Systeme vorausgesetzt.

Im Folgenden sei E immer ein endlich-dimensionaler, normierter Vektorraum. Fiir das Infimum der
Lipschitzkonstanten einer Abbildung f : X — Y wird die Notation Lip f verwendet, d.h.:

Lipf = inf{L >0 | dy (f(z1), f(z2)) < L-dx(x1,22) V1,29 € X}

Wegen 7 <7 ist das Infimum Lipf weiterhin eine Lipschitzkonstante.

2 Wichtige Definitionen

Definition 2.1 (Hyperbolischer Isomorphismus). Fin Isomorphismus A : E — E heifit hyperbolisch,
falls E in einen stabilen und einen instabilen Unterraum zerfdllt:

E=FE®FE"

Definition 2.2 (Hyperbolischer Fixpunkt). Sei O C E eine offene Menge, und sei f : O — E eine
C-Abbildung. Ein Fizpunkt p € O von f heifit hyperbolisch, wenn die Ableitung Df(p) : E — E ein
hyperbolischer linearer Isomorphismus ist.

Definition 2.3 (C"-Distanz). Seien f,g: U — E in C". Die C" — Distanz zwischen f und g ist gegeben
als:

T — k _ Nk
d’(f,9) _ogz?éigB’D f(z) — DFg()|

Definition 2.4 (B'). Die Menge B'(f,8) sei die Menge der Diffeomorphismen. g : U — E mit

d'(g,f) <6

Definition 2.5 (Angepasste Norm). Eine Norm || - || auf E, die die beiden Ungleichungen

[Av]| < 7lloll, Vv € Es,

JA= ) < 7llv]l, Vo€ E,.

fir ein 7 € (0,1) erfillt, wird als an A angepasst bezeichnet. Wir nennen

7(A) = max{|| Al [, |47 |z, I} <1

das Schiefheitsmafl von A beziiglich dieser angepassten Norm.
Den folgenden Satz wollen wir spéter in Verbindung zu den Ergebnissen zur Hyperbolizitit setzen:

Satz 2.6 (Persistenz eines hyperbolischen Fixpunktes). Sei p € U ein hyperbolischer Fizpunkt von f.
Es gibt 6o > 0 und g9 > 0, so dass es fiir jedes g € BY(f, o) in B(p,co) hichstens einen Fizpunkt gibt.
Auperdem gilt: Fiir jedes 0 < e < eq emistiert ein 0 < & < &y, so dass jedes g € BL(f,6) in B(p,e)
mindestens einen (damit eindeutigen) Fizpunkt py hat.

Bemerkung 2.7. Fir g — f gilt py — p.
pg verdndert sich also stetig in g



3 Vorbereitungen

Wir haben nun gesehen, dass hyperbolische Fixpunkte unter bestimmten Voraussetzungen erhalten blei-
ben. Um am Ende zeigen zu kénnen, dass auch die Hyperbolizitéit erhalten bleibt, benttigen wir zunéchst
einige Vorbereitungen.

Definition 3.1 (Lipeomorphismus). Sei (E,|-|) und (E',| - |") zwei endlich-dimensionale normierte
Vektorrdume mit derselben Dimension.

Wir nennen einen Homdomorphismus f : E — E’ einen Lipeomorphismus, wenn sowohl [ als auch
f~1 lipschitzstetig sind.

Definition 3.2. Wir definieren die minimale Halbnorm m(A) einer linearen Abbildung A: E — FE’

als
m(A) = inf{|Av|" :v € E,|v| = 1}.

Es handelt sich um eine Halbnorm, da m(A) =0 fir A # 0 gelten kann.

Satz 3.3 (Invertierbarkeit). Sei A : E — E’ ein linearer Isomorphismus, und sei ¢ : E — E’ lipschitz-
stetig.
Wenn Lipp < m(A), dann ist A+ ¢ : E — E' ein Lipeomorphismus und

1

Lip((A+¢)7h) < (A = Lipp’

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass A + ¢ bijektiv ist, indem wir zeigen, dass fiir jedes z € E’ die Gleichung
(A+¢)(z) =2
eine eindeutige Losung hat.
At o) =A@)+o@@) =20 Az=2—¢x)cr=A""2— A" p(2)
Hiermit definieren wir die Abbildung
T:E—E, T(x)=A"2— A p(x)

und zeigen mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass diese einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.
Es reicht die Kontraktion zu zeigen, da es sich offensichtlich um eine Selbstabbildung handelt.

Sei z,y € F,

T(x) = T(y)| = A7 2 — A p(x) — A7z + A7 o(y)| = [A7 e (y) — A ()]

< [AMe(y) — e(2)] < [A7Y - Lipgly — =]

Das zeigt bereits die Kontraktion, da:

Lipply —z| <m(A) & 1> ani(pAﬁ = Lipyp - |A7|

A + ¢ ist zudem lipschitzstetig, da A als lineare Abbildung insbesondere lipschitzstetig ist.
Nun zeigen wir, dass die Inverse lipschitzstetig mit der oben genannten Konstante ist.

[(A+ @)z — (A+ @)yl = Az —y)| — [o(x) — @(y)| = (m(A) — Lip ¢)|z —y|.
Wiihlen wir x = (A + )2’ und y = (A + )1y, so folgt:

1

Lip((A+¢)™") < m(A) —Tip ¢

O

Falls ¢ linear ist, so folgt mit dem Satz iiber die Invertierbarkeit, dass A + ¢ ein linearer Isomorphismus
ist.



Definition 3.4 (Box Metrik). Seien A und X zwei metrische Riume. Fir den Produktraum A x X
definieren wir die Box Metrik als

d((a, ), (b,y)) = max{d(a,b),d(z,y)}

Satz 3.5 (Stetigkeit von Fixpunkten). Seien A und X zwei metrische Riume und X wvollstindig.
Sei F': A x X — X eine Abbildung. Angenommen, es gibt 0 < A < 1 mit

d(F(a, ), F(a,y)) < Ad(z,y)
fiir jedes a € A und jedes x,y € X. Sei p(a) der (eindeutige) Fizpunkt von F(a,-). Dies ergibt eine
Abbildung p: A — X. Dann gilt fiir die Abbildung des Fizpunktes:
(1) Wenn F stetig ist, ist auch p stetig.

(2) Wenn F Lipschitz-stetig ist, ist auch p Lipschitz-stetig.

Beweis. Seien p(a),p(b) die jeweiligen Fixpunkte von F(a,-) und F(b,-), dann gilt:
d(p(a),p(b)) = d(F(a;p(a)), F(b, p(b)))
< d(F(a,p(a)), F(a,p(b))) + d(F(a, p(b)), F(b, p(b)))

< Ad(p(a), p(b)) + d(F(a, p(b)), F(b, p(b)))

Hieraus folgen (1) und (2) direkt.
O

Wir werden spéter fiir die Zerlegung Es @ F, von A sehen, dass B eine dhnliche Zerlegung G4 ® G,
hat. Hierfiir werden wir im folgenden Satz die Existenz einer linearen Abbildung beweisen, welche es
uns ermoglichen wird, die Unterrdume direkt zu charakterisieren. Dabei wird eine allgemeine Zerlegung
FE1 @ E5 betrachtet.

Es bezeichne im folgenden £(X,Y) den Banachraum der linearen Abbildungen von X nach Y und
L(X,Y)(1) die abgeschlossene Einheitskugel um den Ursprung.

Satz 3.6 (Graphen-Invarianz-Lemma). Sei B : E — E ein linearer Isomorphismus, der unter der

direkten Summe E = Ey & Ey dargestellt wird als: B By
By Ba

wobei By invertierbar sein muss.

Sei | -| eine Norm von E, die von Boxz-Typ in Bezug auf E1 ® Ey ist, und es existieren zwei Konstanten
A >0 unde >0, so dass:
max (| Bry'|, | Baz|) <A,

max(|Blg|, |BQl|) <eg,
At+e< 1.

Dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung P = Pgp : By — Es mit |P| < 1, so dass der lineare
Unterraum gr(P) B-invariant ist und Blgpy (A\™' — €)-expandierend ist. Auferdem hingt Pg, und
somit auch gr(Pg), stetig von B ab.

Bewets. Zunichst gilt
Ate<led<l-ealc -2

=1<Xl-—¢

Diese Aussage benotigen wir fiir spiatere Abschéatzungen.



Sei P : Ey — Es linear mit |P| < 1. Sei v € Ej.

By B2\ (v )\ _ (Buv+ Bi2Pv
Bs1 Bas ) \Pv/) ~ \ B2jv+ BeaPv
Die Inklusion B(gr(P)) C gr(P) gilt also genau dann, wenn

P (Bll’U + Blgp’l)) = B21’U + BQQPU Yv € E1

Da v beliebig ist, ist dies dquivalent zu:

P (B11 + B12P) = By + B P

Wir wollen nun zeigen, dass (B11 + B12P) invertierbar ist.
Nach der Voraussetzung an B und P gilt:

|B12P| < [Biaf - |P| < ¢

und
|Bi'| <1< m(B) > At

Dies erfiillt den Satz der Invertierbarkeit (3.3), da wegen ¢ < 1 und A~! > X

‘Blgp| < m(BH)
gilt. Also ist (B11 + B12P) : E1 — Ej invertierbar und mit
P (Bi1 + B12P) = Bay + By P
folgt
P = (Bs1 + B2 P)(By1 + B12P) ™!
Hiermit definieren wir die Abbildung: T'=Tp : L(E1, E2)(1) — L(E1, E2)

T(P) = (BQI + B22P)(Bll + Blgp)_l

Eine lineare Abbildung P mit T(B(gr(P))) C gr(P) zu finden, ist also nun ein Fixpunkt-Problem.
Um zu beweisen, dass T tatséchlich einen eindeutigen Fixpunkt besitzt, verwenden wir wieder den
Banachschen Fixpunktsatz. Wir zeigen also, dass T' L(E4, E3)(1) auf sich selbst abbildet und
kontrahierend ist.

(i) Selbstabbildung: Sei P € L(E1, E2)(1).
[T(P)| = |(Ba1 + Bo2 P)(Bu1 + B12P) ™|
< |Ba1 + By P| - |(Bi1 + Bi2P) |
< |Ba1 + By Pl - |(B11 + B12P) ™|

< (e +\)|(B11 + B12P) !

e+ A
— A l_¢

Also haben wir die Selbstabbildung auf £(E1, E3)(1) gezeigt.

<1



(ii) Kontraktion: Seien P, P’ € L(E, E1)(1). Durch Umstellen erhalten wir:

T(P)(Bi1 + B12P) = Boy + By P
T(Pl)(Bll + 312PI) = BZl + BQQP/

Uber subtrahieren der zweiten Gleichung von der ersten erhalten wir:
(T(P) —T(P")By1 + T(P)B12P — T(P')B12P' = Boy(P — P')
In diese Gleichung fiigen wir (T'(P’)B12P — T(P')B12P), also eine 0 ein:

(T(P) — T(P"))Bi1 4 T(P)By2P — T(P')B1yP + T(P')B1oP — T(P')B1yP' = Byo(P — P')

& (T(P) — T(P"))(Bi, + B1sP) = Bys(P — P') — T(P')Bya + T(P') By P’

& T(P) = T(P') = (Byy — T(P')By12)(P — P')(By1 + B1yP) ™"

Wobei (By1 + B12P) wieder mit obiger Begriindung invertierbar ist.

Wir nehmen die Norm auf beiden Seiten. Mit der selben Abschiitzung fiir (B11 + Blgp)_l wie zuvor
und

|Bao — T(P')Bia| < |Baa| + [T(P')|[Bi2| < A +¢
folgt insgesamt durch Einsetzen der Abschétzungen:

Ate
Al —¢

T(P) = T(F)| < P — Pl

Damit ist gezeigt, dass T' kontrahierend ist.

Es gibt also nach dem Banachschen Fixpunktsatz eine eindeutige Abbildung P mit

P = Pp € L(E1, E3), so dass B(gr(P)) C gr(P)

Die umgekehrte Inklusion gr(P) C B(gr(P)) ist klar, da B als Isomorphismus eine Basis vom Graphen
wieder auf eine Basis abbildet. Also ist insgesamt gr(P) invariant unter B.

Zudem ist Blg,(py (A\™! — ¢)-expandierend, da:
|B(U7 P’l})| = |Bllv + Blgp’U| > (/\_1 — E)'U‘
Sei B die Menge aller Isomorphismen, die die Bedingungen des Satzes erfiillen

T:Bx L(El,Eg)(l) — L(El,EQ)(l)

Dann gibt es € und A, so dass die Bedingungen fiir alle B € B gelten. Also ist )\’}J{fa unabhéngig vom

Parameter B. Mit dem Satz iiber die Stetigkeit des Fixpunkts folgt also die Stetigkeit von Pp und
somit auch gr(P) in B. O




4 Persistenz der Hyperbolizitét

Mit den gezeigten Voraussetzungen kénnen wir nun die beiden Hauptergebnisse beweisen.

Satz 4.1 (Persistenz der Hyperbolizitit einer linearen Abbildung). Sei A : E — E ein hyperbolischer
linearer Isomorphismus.

Es existiert ein dg > 0, so dass, wenn eine lineare Abbildung B : E — FE

die Bedingung |B — A|| < do erfiillt, folgendes gilt:

i. B ist hyperbolisch.

it. Fir jedes e > 0 existiert ein 6 > 0, sodass fir ||[B1 — Ba| < § gilt:
IlPBl - PBzH <e und ||QB1 - QBzH <g,

wobei P und Q die eindeutigen linearen Abbildungen in den instabilen und stabilen Raum sind.
Diese linearen Abbildungen variieren also stetig im Isomorphismus. Mit dem vorherigen Satz kénnen
wir die stabilen und instabilen Rdume folgendermafen charakterisieren:

¥ =gr(Pp,) und G5 = gr(Qp,) und analog Gy = gr(Pp,) und G§ = gr(Qp,)
Wir sagen dann, dass sich die instabilen und stabilen Rdume stetig in Abhdngigkeit des Isomor-
phismus verdndern.

Beweis. Aufgrund der Aquivalenz von Normen reicht es, den Beweis fiir eine beliebige Norm zu fiihren.
Wir wiihlen || - | auf A adaptiert und von Box-Typ.
Sei A: E — E hyperbolisch mit der Zerlegung £ = E® @& E* und Schietheitsmaf}

0<7(A) = maX{HA|ES||, A

s} <1

Damit gilt offenbar
[AZl <70 [Ass S 7, Aus = Asu = 0.
Wir betrachten nun B als eine Stérung von A durch ¢ linear, sodass B den Satz der Invertierbarkeit

erfiillt, d.h.:
|A = BJ| < o

fiir passendes dp, welches wir nun genauer bestimmen

Um den vorherigen Satz auf die Situation anwenden zu kénnen, wéhlen wir
T<A<lunde>0sodass A\+¢<1.

Wir wihlen nun §g so, dass die Bedingungen
max (|| Bz, [, [ Bssll) < A,

max (|| Bus||, [ Bsull) < &,
unter der direkten Summe E = E° @ E" erfiillt sind

Dann existieren

Py € L(E*, E®)(1)

und
@p € L(E*, E*)(1)

sodass G* = gr(Pg) und G* = gr(Qp) beide unter B invariant und entsprechend expandierend und
kontrahierend sind.

Insbesondere gilt G* N G® = {0}. Da die beiden linearen Teilriume komplementéire Dimensionen haben,
folgt, dass E = G* @ G* ist. Somit ist B hyperbolisch mit E°(B) = G° und E*(B) = G*.

Ebenso folgt, wiederum aus dem Graphen-Invarianz-Lemma, dass die linearen Abbildungen Pp und Qp
sich stetig in B verdndern, woraus folgt, dass sich die jeweiligen Unterrdume stetig verhalten.

Seien hierfiir By, Bs lineare Isomorphismen, die die Bedingungen des Satzes erfiillen.

Dann gilt: Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0 sodass gilt



1Br = Ba|| <6 = [|Pp, — P, || <C[|Br = Bof| <& wnd [|@p, — Qp,| < C|B1 - By <,

wobei wir § = & gewihlt haben und C' > 0 eine Konstante ist, die nur von A abhéingt.

Da G} = gr(Pp,) und G5 = gr(@Qp,) und analog Gy = gr(Pp,) und G5 = gr(Qp,) folgt die Aussage
iiber die Stetigkeit der Rdume direkt mit der von || - || induzierten Box-Metrik.
O

Fiihren wir nun alle bisherigen Ergebnisse zusammen, erhalten wir, dass hyperbolische Fixpunkte sowie
die Hyperbolizitit unter kleinen Storungen erhalten bleibt. Dies wollen wir formalisieren:

Satz 4.2 (Persistenz hyperbolischer Fixpunkte). Seip € U ein hyperbolischer Fizpunkt von A.

Dann ezistieren §g > 0 und €9 > 0, so dass jede Abbildung B € B1(A,d0) in B(p,co) einen eindeutigen
Fizpunkt py hat, der hyperbolisch ist.

Auferdem variieren py, sowie die stabilen und instabilen Riume E*(py) und E"(py), stetig mit B. O
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