Kapitel 4

Einfiihrung in die
Differentialtopologie

Dieser Abschnitt enthélt eine kleine Einfiirung in die sogenannte Differentialtopologie.
Das ist die Theorie der qualitativen Aspekte von differenzierbaren Abbildungen (vgl.
J.W.Milnor: ”Topology from the differentiable viewpoint”, Princeton Univ. Press).

4.1 Der Satz von Sard

Satz von Sard 4.1. Sei U C R™ offen und f € C*(U,R"). Dann ist das Bild f[C]
der Menge C' = {x € U | Rang T.(f) < n} eine Nullmenge im R".

Beweis: Fiir n = 0 ist C' = () und die Aussage gilt. Fiir n € N zeigen wir die Aussage
mit vollstdndiger Induktion in m € Ny. Fiir m = 0 enthélt C' einen Punkt und die
Aussage gilt. Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir m — 1 € Ny gilt.

Fiir m > n betrachten wir fiir jedes k& € N die Menge Cj aller Punkte, so dass
alle partiellen Ableitungen hochstens k—ter Ordnung verschwinden. Diese Mengen sind
ineinander enthalten: C' D C7 D ... D Cj D .... Wir zeigen, dass erstens f[C\ C],
zweitens f[Cy \ Ciqq] fiir & € N und drittens f[Cy] fiir £ > 2 — 1 Nullmengen sind.
Dann ist auch f[C] = f[C'\ C1]U f[C1 \ Ca]U. .. U f[Cr—1 \ Cx] U f[Ck] eine Nullmenge.
Fiir m < n ist C' = U und aus dem dritten Schritt folgt fiir £ = 0 die Aussage.

1. Im Falln = 1ist C; = C und C'\ C; = (). Fiir n > 1 zeigen wir zuerst, dass jedes
y € C'\ C eine Umgebung V' C R™ enthilt, so dass f[V N (C \ C})] eine Nullmenge
ist. Wegen y ¢ (' ist mindestens eine erste partielle Ableitung von f bei y ungleich
Null. Nach vertauschen der Komponenten koénnen wir %(ly) # 0 annehmen. Dann hat
h :U — R™ mit h(z) = (fi(x),xs,...,2,) bel y eine invertierbare Ableitung und
bildet wegen dem Satz der inversen Funktion eine offene Umgebung V' C U von y mit

93
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einem Diffeomorphismus auf eine offene Menge V/ C R™ ab. Sei g = foh™!. Die Punkte
x € V' mit Rang(7,(g)) < n sind dann genau C’ = [V N C], und f[V N C] = g[C"].
Aufgrund der Definition von h und g bildet g die Hyperebene H; = {t} x R™~ NV’
fiir jedes t € R, fiir das diese Hyperbene nicht leer ist, nach {t} x R"~! ab. Sei g; :
H; — {t} x R""! die Einschriinkung von g auf H;. Auf V' dividiert T'(h™') den Vektor
(1,0,...,0) durch g—ﬁ # 0 und T'(g) bildet ihn auf einen Vektor ab, dessen erster Eintrag
nicht Null ist. Dann hat T'(¢g;) bei z € H; genau dann einen Rang < n — 1, wenn dort
T(g) einen Rang < n hat, also wenn h™!(z) in C liegt. Nach Induktionsvorausetzung
ist das Bild g,[H; N C'] fiir alle diese Hyperebenen eine Nullmenge in {t} x R"~!. Weil
C" als abgeschlossene Teilmenge von V'’ eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten
Mengen ist, ist auch g[C’] eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen
und damit messbar. Dann folgt aus dem Satz von Fubini, dass g[C'] = f[V N C] eine
Nullmenge ist. Weil jede solche Umgebung V' von y einen Ball B(z,7) 3 y mit z € Q™
und r € Q enthilt, gibt es eine abzihlbare Uberdeckung von C'\ Cy, deren Bilder unter
f Nullmengen sind. Dann ist f[C'\ C}] eine Nullmenge.

2. Fiir y € Cy \ Ckyq ist mindestens eine (k + 1)-te partielle Ableitung ungleich
0. Nach Vertauschen der Komponenten kénnen wir annehmen, dass fiir einen Multi-
index a € Nj* der Ordnung k = a3 + ...+ o, und ein 7 € {1,...,n} die Funktion

w(x) = 0%f,(x) bei y verschwindet, aber g—;‘i nicht. Wegen dem Satz der inversen Funk-
tion bildet x — h(x) = (w(z),z,...,x,) mit einem Diffeomorphismus eine offenen

Umgebung V' C U von y auf eine offene Teilmenge V’ C R™ ab. Weil auf C), al-
le k—ten partiellen Ableitungen verschwinden, bildet sie C, NV auf die Hyperebene
H = {0} x R™ 1NV’ ab. Die Einschrinkung ¢|z der Abbildung g = f o h™! auf H
bildet laut Induktionsvorausetzung alle Punkte x € H NV’ an denen der Rang von
T(g|u) kleiner als n ist, auf eine Nullmenge ab. Alle Punkte von h[Cy N V] sind in
dieser Menge enthalten. Deshalb ist g|g[h[Ck N V]] = f[C, N V] eine Nullmenge. Weil
jede solche Umgebung V' von y einen Ball B(z,7) 3 y mit 2 € Q™ und r € Q enthiilt,
gibt es eine abzihlbare Uberdeckung von C \ Cj41 deren Bilder unter f Nullmengen
sind. Dann ist f[Cy \ Ck41] eine Nullmenge.

3. Wir zeigen dass f[Cy] in R" fiir & > ™ — 1 eine Nullmenge ist. Sei || - || die
Supremumsnorm von R™ und @ = B(z,r) C U ein abgeschlossener Ball beziiglich
dieser Norm, also ein Quader mit den Kantenldngen 2r. Weil f (k + 1)-mal stetig
differenzierbar ist, gibt es wegen der Restgliedabschétzung im Satz von Taylor und der
Kompaktheit von @ ein ¢ > 0 mit

£ (@ +h) = f(2)]e < c|l]|"F! fir allex € CyNQ und 2+ h € Q.

Wir unterteilen ) in "™ Quader mit Kantenldngen 2{ Sei @ ein solcher Quader, der

ein z € Cy enthélt. Dann gilt |||l < 2* fiir jeden Punkt = + h € Q. Mit der obigen
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Abschétzung folgt, dass f[Q)] in einem abgeschlossenen Ball beziiglich || - || mit dem
Radius ¢(%")** enthalten ist, also hochstens das Volumen (2¢)"(25)**H" hat. Dann hat
fICk N Q] hischstens das I™ fache Volumen 2n*+2) gnpnktl)m=(+hn \Wegen k + 1 > 2
konvergiert diese obere Schranke im Grenzwert | — co gegen Null.

Im Fall m < nund C = U ist f[U] wegen 3. eine Nullmenge. q.e.d.

Die Aussage dieses Satzes gilt auch fiir f € CY(U, R") mit [ > max{0,m —n}. Um
das zu zeigen muss im zweiten Schritt ¢ = foh™! auf H die Induktionsvoraussetzungen
erfiillen. Dafiir benotigt man ein weiteres Argument und die stéirkere Bedingung [ >
max{0,m — n} anstatt der Bedingung / > ™ aus dem dritten Schritt.

Korollar 4.2 (A.B. Brown). Fir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten ist Y \ {f(x) | x € X mit RangT,(f) < dimTy,)Y'} eine
tiberall dichte (mit keiner offenen nichtleeren Menge schnittfremde) Teilmenge von 'Y .

Beweis: Weil jede offene Teilmenge einen offenen Ball enthilt, hat sie auch positives
Volumen. Wegen dem Satz von Sard enthélt dann jede offene Teilmenge von Y Punkte
aus diesem Komplement. Damit ist das Komplement iiberall dicht. q.e.d.

Lemma 4.3. Sei f : X = Y eine glatte Abbildung zwischen differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten mit dim X > dim Y. Fir reguldre Werte y von f, d.h.

y e fIXI\{f(z) |z € X mit RangT,(f) < dimTyY},

ist f~H{y}] eine dim X — dim Y ~dimensionale Untermannigfaltigkeit von X . Fiir v €
Iy} ist Tof ' [{y}] der Kern von Ty(f).

Beweis: Auf f~![{y}] gilt RangT(f) = dimY. Wegen Satz [L44 ist Rang T'(f) auf
einer Umgebung von f~![{y}] konstant. Dann ist T,(f) fiir alle z € f~'[{y}] surjektiv
und die Aussagen folgen aus Korollar q.e.d.

Wir wollen diese Aussagen jetzt auf Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern.

Korollar 4.4. Sei f : X — Y eine glatte Abbildung von der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit X mit Rand auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y ohne Rand mit
dim X > dim Y. Fiir requlire Werte y von f, die auch regqulire Werte von flaox sind,

ist [ [{y}] eine Mannigfaltigkeit mit Rand Of '[{y}] = f'[{y}] N OX.
Beweis: Die Aussage folgt aus der Anwendung von Lemma I3 auf f und f|sx.q.e.d.

Satz 4.5. Jede zusammenhdngende eindimensionale Mannigfaltigkeit X mit oder ohne
Rand ist diffeomorph zu einem Intervall (d.h. (0,1), [0,1) oder [0,1]) oder S*.
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Beweis: Sei X eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Wir wéhlen einen Atlas von
Karten mit einer entsprechenden glatten Zerlegung der Eins (f,,)men. Jede Funktion
fm verschwinde aulerhalb einer kompakten Teilmenge des Definitionsbereiches U, der
Karte ¢,, : U,, — H' = [0,00). Wir definieren eine Abbildung g : TX — [0, 00) durch

g(v) = Z | frn(2)dpp(v)|  fir alle v € T, X.

{WIIEUm}

Insbesondere ist g~ '[{0}] der Nullschnitt von 77X und g auBerhalb des Nullschnittes
glatt. Fiir alle x € X gibt es genau zwei v € T, X mit g(v) = 1, die auseinander durch
Multiplikation mit —1 hervorgehen. Jedes solche v setzt sich auf einer Umgebung von
z eindeutig zu einem glatten Vektorfeld nach g~![{1}] fort. Die Integralkurven dieser
lokalen Vektorfeldern sind Immersionen ¢ : I — X auf Intervallen mit

g(Ti(¢)(1)) =1 firalle tel und 1eT,]~R.

Damit das Bild von ¢ auch Randpunkte von X enthalten kann, lassen wir Intervalle I
mit Rand zu. Dann gibt es wegen Satz fiir jedes x € X eine solche Integralkurve
¢ I — X mit ¢(0) = z und ¢~ [0X] C OI. Weil die Vektorfelder nach g~'[{1}] bis
auf ein Vorzeichen eindeutig sind, eriillen zwei Integralkurven ¢, : Is — X von solchen
Vektorfeldern mit ¢q(t1) = ¢2(t2) immer eine der beiden folgenden Beziehungen:

¢1(t+t1):¢2(t+t2) fiir allet € I} —t; N 13 — ty
¢1(t+t1):¢2(t2—t) fiir allete[l—tlﬂt2—f2

Dann iibertréigt sich auch der Satz[2.7und es gibt fiir jedes x ein maximales ¢ : [ — X
mit ¢(0) = z, so dass alle anderen solchen ¢ mit ¢(0) = x Einschrankungen von ¢ auf
ein Teilintervall von I, oder Einschrankungen von ¢ — ¢(—t) auf ein Teilintervall von
—1 sind. Wenn ¢ einen Randpunkt von I nach X \ 0X abbildet, dann 148t sich ¢ iiber
den Randpunkt von I hinaus fortsetzten. Deshalb bilden maximale ¢ Randpunkte von
I auf Randpunkte von X ab. Insbesondere ist das Bild eines maximalen ¢ in X offen.
Wenn ¢(ty) fiir eine Folge (t)ren im Definitionsbereich I eines maximalen ¢ gegen
z € X konvergiert, dann existiert ein solches ¢ : I — X mit ¢(0) = x. Das Bild ¢[I] ist
eine Umgebung von x und enthélt unendlich viele ¢(t). Damit 148t sich ¢ so fortsetzten,
dass ¢[I] x enthilt. Also ist ¢[I] auch abgeschlossen. Wenn X zusammenhéngend ist, ist
¢ surjektiv. Wenn ¢(t1) = ¢(to) mit t; < to gilt, dann folgt entweder ¢(t+t1) = Pp(ta—t)
oder @(t + t1) = @(t + t5). Im ersten Fall folgt mit ¢ = 251 + ¢

o(a 1 €) = p(u3 — 9 furld < 5t

Da ¢ eine Immersion ist wiederspricht das der lokalen Injektivitdt von ¢ bei
Im zweiten Fall ist ¢ periodisch ¢(t + v) = ¢(t) mit Periode v = t5 — t;. Weil ¢ als

titto
5 -
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Immersion lokal injektiv ist, gibt es eine kleinste positive Periode v, von ¢. Also ist
¢ entweder ein Diffeomorphismus oder induziert einen von R/v,inZ nach X. q.e.d.

Lemma 4.6 (Hirsch). Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit X mit Rand gibt es keine
glatte Abbildung f : X — 0X mit flox = lox.

Beweis: Sei f eine solche Abbildung mit f|sx = 1px. Wegen dem Satz von Sard gibt
es ein y € 0X, so das f~'[{y}] wegen Korollar .4 eine kompakte eindimensionale
Mannigfaltigkeit mit dem Rand 0f ~'[{y}] = {y} ist. Das widerspricht Satz [L5 we-
gen dem die kompakten eindimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand als disjunkten
Vereinigungen von S' und [0, 1] und eine gerade Anzahl an Randpunkten haben.q.e.d.

Im Beweis vom Fixpunktsatz von Brouwer .34 kann dieses Lemma das Lemma [3.33]
ersetzen. Die Existenz der Einschrankung h|m der dort konstruierten glatten Abbil-
dung h : B(0,r) — S"! mit h|gn-1 = Ign—1 widerspricht Lemma

4.2 Der Grad glatter Abbildungen

Definition 4.7. Zwei glatte Abbildungen f,g: X — Y heiflen glatt homotop, wenn es
eine glatte Abbildung H : X x [0,1] = Y gibt, mit H(z,0) = f(z) und H(x,1) = g(x)
fiir alle x € X. Zwei solche Diffeomorphismen heiffen glatt isotop, wenn x — H(x,t)
fir alle t € [0, 1] zusdtzlich ein Diffeomorphismus ist.

Zuerst zeigen wir, dass die zuriickgezogenen Vektorraumbiindel sich unter einer
Homotopie nicht &ndern. Deshalb sind dann auf R™ alle Vektorraumbiindel trivial.

Satz 4.8. Sei (E, B, ) ein Vektorraumbiindel. Fir glatt homotope glatte Abbildungen
f,9: X — B auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X sind f*FE und g*E isomorph.

Beweis: Sei H : X x [0,1] — B eine glatte Homotopie von f = H(-,0) nach g =
H(-,1). Dann ist H*E ein Vektorraumbiindel iiber X x [0, 1] mit Projektion 7. Es
geniigt offenbar zu zeigen, dass die beiden Vektorraumbiindel f*E = 7~ '[X x {0}]
und ¢g*F = 77! [X x {1}] auf X isomorph sind. Weil {z} x [0,1] fiir jedes x € X eine
kompakte Teilmenge von X X [0, 1] ist, wird diese Menge von endlich viele kartesischen
Produkten U; x I; von offenen Umgebungen von x mit offenen Teilintervallen I; von
[0, 1] tiberdeckt, auf denen H*E durch glatte Abbildungen trivialisiert wird:
FixUxI; 2 7 UxI] — H*E
P2 X p3 T T

1. 1.
UjX[j &) UjXIj — XX[O,l]
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Hierbei bezeichnet ps X p3 die Abbildung (f, z,t) — (z,t) und die offenen Teilintervale
I; tiberdecken [0, 1]. Dann gibt es 0 = ¢y < t1... < t; = 1, so dass [t;_1,t;] jeweils
in I; enthalten ist. Fiir jedes j = 1,...,J, 2 € U, = U1 N...NU; und t € [t;_1,1,]
ist ¢;(-,2,t) 0 ¢, ' (-, z,t;-1) ein Isomorphismus von der Faser m~[{(z,t;_1)}] von H*E
iiber (z,t;_,) auf die Faser 7~ '[{(z,t)}] iiber (z,1), der bei t = t;_ gleich 1r—1({(@s, )y
ist. Wir definieren eine Abbildung ¢, auf F} x U, x [0,¢,] durch ¢,(-, z,t) o ¢7 (-, z,0)
und induktiv in j =2,...,J auf Fy x U, x [t;_1,t;] durch

Gu(fr 2, t) = 05 (. t) 0 97 (-, 1) (¢u(f, 2, 151))

Weil diese Abbildungen auf 7=![{(z,¢;_1)}] jeweils mit dem schon definierten ¢, iibe-
reistimmen, setzen sie sich mit F,, = F} zu einer glatten Trivialisierung

F,xU,x[0,1] 25 2 U, x[0,1] < H*E
P2 X p3 T Tl

1y,
U, x [0,1] —=1 U, x[0,1] < X x][0,1]

von H*E auf U, x [0, 1] zusammen. Sei (h;,)neny mit by = 0 eine glatte Zerlegung der Eins
zu der Uberdeckung (U,).ex von X, U, jeweils das Element der Uberdeckung (U, )zex,
von dem {z € X | h,(z) # 0} eine kompakte Teilmenge ist, und ¢,, die entsprechende
Trivialisierung von H*E auf U, x [0,1]. Dann definiert H,, = (1x X (ho+ ...+ hy)) :
X — X x [0,1] fiir jedes n € Ny einen Diffeomorphismus von X auf ein Unterman-
nigfaltigkeit von X x [0,1]. Fiir n € N unterscheiden sich jeweils H,_; und H, nur
auf einer kompakten Teilmenge von U,. Insbesondere unterscheiden sich die beiden
Vektorraumbiindel (H o H,,_1)*F und (H o H,)*E nur auf U,. Fiir z € U,, definieren

(s Ha(2)) 0 6, (-, Hyr () - 7 [{Hya ()} = 77 [{ Ha(2) 1],
Oy Hooa(2)) 0 6 (-, Ha(@) « 7 [{Ha(2)}] = 77 [{ Hoor(2)}]

zueinander inverse Isomorphismen zwischen Fasern von H*E, die fir z ¢ U, mit
hn(x) = 0 gleich der Identitét sind. Also sind (H o H,_1)*E und (H o H,)*E fur
alle n € N isomorph. Wegen der Eigenschaften der Zerlegung der Eins, induzieren die-
se Isomorphismen zwischen den Vektorraumbiindeln ((H o H,)*E),eny im Grenzwert
n — oo einen Isomorphismus f*F = (H o Hy)*E ~ (H o lim,,_,, H,)*F = ¢*F. q.e.d.

Aus diesem Satz und Beispiel [.62] folgt sofort folgendes Korollar:
Korollar 4.9. Fine differenzierbare Mannigfaltigkeit X heifit glatt zusammenziehbar,

wenn 1x glatt homotop zu der konstanten Abbildung X — X auf ein xg € X ist. Auf
solchen Mannigfaltigkeiten sind alle Vektorraumbindel trivial. q.e.d.



4.2. DER GRAD GLATTER ABBILDUNGEN 99

Beispiel 4.10. (i) Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V ist V x [0,1] —
V,(v,t) = (1 — t)v eine glatte Homotopie von 1y auf die konstante Abbildung auf die
Null. Also ist V' zusammenziehbar und alle Vekorraumbiindel auf V' sind trivial.
(ii) Wegen dem Satz vom Igel[3.2]) ist TS*" nicht trivial und S*™ nicht zusammenzieh-
bar.

Beispiel [{.13 wird zeigen, dass alle kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand nicht
zusammenziehbar sind.

Fiir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen gleichdimensionalen differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten und fir y € Y \ {f(z) | * € X mit Rang(7,(f)) < dimY'} ist
F'{y}] wegen Satz[[.37 eine diskrete Teilmenge von X, von der je zwei verschiedene
Elemente disjunkte Umgebungen besitzen. Wenn X kompakt ist, hat diese Menge also
nur eine endliche Anzahl # f~![{y}] an Elementen. Wir zeigen jetzt

Satz 4.11. Seien f,g : X — Y glatt homotope glatte Abbildungen zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten, wobei X kompakt ist, keinen Rand hat und mit Y die
gleiche konstante Dimension hat. Wenn y € Y ein requldrer Wert sowohl von f als
auch von g ist, dann ist #f 7 [{y}] — #9 ' [{y}] eine gerade Zahl.

Wenn'Y zusammenhdngend ist, dann ist #f1[{y}] bis auf eine gerade Zahl un-
abhdingig von der Wahl vony € Y\ {f(x) | x € X mit Rang(T,(f)) < dimY'}.

Beweis: Sei F': X x [0,1] — Y eine glatte Homotopie zwischen f und g. Wenn y
zusdtzlich nicht zu {F(z,t) | (z,t) € X x [0,1] und Rang(7,(F)) < dimY'} gehort,
dann ist F~'[{y}] wegen Korollar [£4 eine kompakte eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit dem Rand (f~'[{y}] x {0})U (g7 [{y}] x {1}). Wegen Satz[LH enthilt dieser
Rand eine gerade Anzahl an Punkten und #f~'[{y}] — #¢ '[{y}] ist gerade.

Wegen der Voraussetzung an y und wegen dem Satz[1.44] und dem Satz der inversen
Funktion sind die beiden Funktionen z + #f'[{z}] und z — #g '[{z}] auf einer
kleinen Umgebung von y konstant. Wegen dem Satz von Sard enthélt diese Umgebung
einen Punkt z in obiger Menge. Also gilt die erste Aussage. Fiir die zweite beutzen wir

Lemma 4.12. Seien y,z € Y Punkte einer zusammenhdngenden differenzierbaren
Mannigfaltigkeit. Dann bildet ein zu 1y isotoper Diffeomorphismus von'Y y auf z ab.

Beweis: Fiir je zwei Punkte in (0, 1) gibt es eine streng monotone wachsende stiickwei-
se lineare Funktion, die auBerhalb einer kompakten Teilmenge von (0, 1) gleich 1o ;) ist,
und den einen Punkt auf den anderen abbildet. Dann gibt es auch einen Diffeomorphis-
mus ¢ von R auf sich selber, der auflerhalb einer kompakten Teilmenge von (0, 1) die
identische Abbildung ist und den einen Punkt auf den anderen abbildet. Die Abbildung
(x,t) — te+ (1 —t)¢(x) definiert dann eine glatte Isotopie von ¢ zu der Identitit. Fiir
jedes z € B(0, R) C R™ liegt z fir € > 0 mit ||z||(1+2¢) < R, a = —ez und r = R—¢||z||
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und in B(a,r) C B(0, R). Dann ist die Abbildung =z — a + rqﬁ(”x;a”)nﬁ:gu, die a auf
a abbildet, ein Diffeomeorphismus von B(0, R), der auerhalb einer kompakten Menge
in B(a,r) C R™ gleich 1p(,,) ist und isotop zu 1p( g) ist. Fiir ein geeignetes ¢ bildet
sie 0 auf z ab. Fiir gegebenes y gilt die Aussage mit einem solchen Diffeomorphismus
fiir alle z im Urbild eines Balles unter einer Karte, die y auf das Zentrum des Balles
abbildet. Weil die Aussage transitiv ist, ist dann die Menge der Punkte z, so dass die

Aussage fiir ein gegebenes y gilt, offen und abgeschlossen, und damit gleich Y. q.e.d.

Fortsetzung des Beweises von Satz [4.11: Wegen dem Lemma gibt es fiir zwei
Punkte y,z € Y\ {f(x) | € X mit Rang(7,(f)) < dimY'} einen zu 1y glatt isotopen
Diffeomorphismus ® von Y, der z auf y abbildet. Dann sind f und g = ® o f glatt
homotop mit g~ ![{z}] = f~![{y}]. Also folgt die zweite Aussage aus der ersten.q.e.d.

Dieser Satz zeigt, dass degy(f) = #f'[{y}] mod 2 unabhingig von der Wahl des
Punktes y € Y \ {f(z) | * € X mit Rang(7,(f)) < dimY'} ist und eine Homoto-
pieinvariante von solchen glatten Abbildungen f : X — Y definiert. Wenn f nicht
surjektiv ist, dann ist die Anzahl fiir Werte y auflerhalb des Bildes von f Null und da-
mit deg,(f) =0 mod 2. Weil das Bild f[X] immer kompakt ist, ist f nicht surjektiv
wenn Y nicht kompakt ist, und deg,(f) =0 mod 2.

Beispiel 4.13. (i) Jede konstante Abbildung f : X — X hat degy(f) =0 mod 2.

(i) Die Identitit einer kompakten Mannigfaltigkeit 1x hat deg,(1x) =1 mod 2.

(iii) Fir X =Y = S" folgt Lemma [{.4 fir X = B(0,1) C R"™ und damit der
Brouwerschen Fizpunktsatz[3.54, weil jede glatte Abbildung f : B(0,1) — S™ mit
flsr = 1sn eine glatte Homotopie von lsa zu einer konstanten Abbildung definiert.

Definition 4.14. Fir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen orientierten differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt und dim X = dim'Y hdngt das Vorzeichen
von det(T,(f)) bei x € X nur von den Orientierungen von X undY ab. Wir definieren

det(75(f))

des(19) =D T

zef{y}]

firye Y \{f(x) |z € X mit Rang(T,(f)) < dimY}.

Satz 4.15. Seien f,qg : X — Y glatt homotope glatte Abbildungen zwischen orientier-
ten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt, ohne Rand und der gleichen
konstanten Dimension wie Y. Wenn y € Y sowohl ein requlirer Wert von f als auch
von g ist, dann gilt deg(f,y) = deg(g,y).

Wenn Y zusammenhdingend ist, dann ist deg(f,y) unabhingig von der Wahl des
requldren Wertes y von f.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, dass fiir y € Y\ {f(z) | z € X mit Rang(7,(f)) < dimY}
deg(f,y) = 0 gilt, wenn X der Rand einer kompakten orientierten Mannigfaltigkeit Z
ist und f sich zu einer glatten Abbildung F': Z — Y fortsetzt. Wenn y € Y zusétzlich
nicht in {F(z) | z € Z mit Rang(T,(F)) < dimY} liegt, dann ist F~'[{y}] wegen
Korollar [4.4] eine endliche Vereinigung von eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten
von Z, deren Rand in X = 07 liegt. Sei A C F~'[{y}] eine Zusammenhangskom-
ponente mit nicht verschwindendem Rand 0A = {a} U {b}. Die Orientierungen von
Z und Y induzieren die Orientierung von A, deren &ufleres Produkt mit der durch
F' zuriickgezogenen nicht verschwindenden Volumenform von Y positiv proportional
zu der nichtverschwindenden Volumenform von Z ist. Wegen Satz ist A als eine
kompakte zusammenhéngende eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ein abge-
schlossenes Intervall, und die Orientierung von A zeigt an einem Ende aus A her-
aus und an dem anderen Ende nach A hinein. Daraus folgt, dass die Vorzeichen von
det(T,(f)) und det(7,(f)) unterschiedlich sind, und deshalb deg(f,y) verschwindet.
Firy € {F(z) | z € Z mit Rang(T.(F)) < dimY'} ist die Funktionen 3’ — deg(f,v’)
wegen Satz [[.37] auf einer Umgebung von y konstant. Wegen dem Satz von Sard gibt
es in dieser Umgebung ein ¢y’ € Y\ {F(2) | z € Z mit Rang(T,(F')) < dimY}. Daraus
folgt deg(f,y) = 0, wenn sich f zu einem F : Z — Y fortsetzt.

Wenn f und g glatt homotop sind, dann sind f und g die Randwerte von F' :
X x [0,1] = Y mit 9(X x [0,1]) = (X x {0}) U (X x {1}). Weil beide Randwerte
beziiglich der Orientierung von X x [0, 1] umgekehrtes Vorzeichen haben folgt die erste
Aussage. Die zweite Aussage folgt aus der ersten wie im Beweis von Satz 411l q.e.d.

Aus Satz [A.15 folgt ein zweiter Beweis des Satzes vom Igel [3.24]

Beweis: Wenn wir S” mit dB(0,1) C R™™! identifizieren, dann wird in jedem Punkt
r € S" der Tangentialraum 7,S™ mit {y € R"™ | y-z = 0} identifizert. Deshalb werden
die Vektorfelder von S™ durch Abbildungen

F:S" =R 2+ F(r) mit z-F(z)=0

beschrieben. Fiir ungerades n beschreibt = +— (z9, —21, 3, =4, ..., Tpi1, —T,) ein sol-
ches glattes nicht verschwindendes Vektorfeld. Fiir gerades n dreht die Antipodenabbil-
dung die Orientierung des R™* um, und bildet die d&uflere Normale von B(0, 1) auf sich
selber ab. Wegen Satz (iii) hat sie den Grad —1 und ist wegen Satz nicht glatt
homotop zu Ig». Die Abbildung F' zu einem glatten nichtverschwindenden Vektorfeld
definiert aber folgende glatte Homotopie von Is» zu der Antipodenabbildung:

F(z)
IE )]

Fiir gerades n kann es also kein solches Vektorfeld F' geben. q.e.d.

S" x [0,1] = S", (x,t) > cos(tm)x + sin(tm)
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4.3 Vektorfelder

In diesem Abschnitt untersuchen wir qualitative Aspekte von Vektorfeldern auf diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten. Lokal sieht jede differenzierbare Mannigfaltigkeit wie
der R™ aus. Deshalb betrachten wir zunéchst Vektorfelder F' auf dem R™ mit einer
isolierten Nullstelle. Sei also F': B(xg, R) — R™ ein glattes Vektorfeld mit F'(zy) = 0
und F(z) # 0 fiir x € B(xzo, R) \ {0}. Dann definiert fiir alle 0 < r < R die Abbildung

F(xo+rz)
[F' (o + ra)]
eine glatte Abbildung. Diese Abbildungen sind fiir alle 0 < r < R zueinander glatt

homotop und haben deshalb den gleichen Grad. Den Grad dieser Abbildung bezeichen
wir als den Index(F, x) des Vektorfeldes F' an der isolierten Nullstelle .

Lemma 4.16. Fir ein glattes Vektorfeld F : U — R™ auf einer offenen Menge U C R"
mit einer isolierten Nullstelle bei xo € U und einen Diffeomorphismus ® : U — V auf
eine offene Menge V- C R™ hat T(®) o F o ®~! eine isolierte Nullstelle bei ®(xq) mit

Index(T(®) o F o &1, ®(x)) = Index(F, x).

st 5§l e

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass jeder orientierungserhaltende Diffeomorphismus ® von
R™ glatt isotop zu Ig» ist. Nach Verkettung mit einer Translation haben wir ®(0) = 0.

I0(tx) fiir t € (0,1]

F:R" x|[0,1] - R", 1) —
0.1] (1) {TO(CI)) fiir £ = 0

definiert dann eine Isotopie von dem linearen Isomorphismus 7y(®) nach ®. Wegen
®(0) = 0 148t sich ®(x) schreiben als ®(x) = z101(x) + ... + z,¢,(x) mit glatten
Funktionen ¢y, ..., ¢,. Dann ist F(x,t) = x1¢1(tx) + . .. + z,¢,(tx) und deshalb auch
bei t = 0 eine glatte Isotopie. Dann folgt die Aussage daraus, dass die Gruppe der
linearen orientierungerhaltender Isomorphismen zusammenhéngend ist.

Wenn @ orientierungserhaltend ist, konstruieren wir mithilfe der Isotopie aus dem
ersten Teil eine eine glatte Homotopie zwischen der Einbettung U — R"™ und dem
Diffeomorphismus ® : U — R". Das definiert eine glatte Homotopie zwischen den
entsprechenden glatten Abbildungen von S"~' ~ 9B(xy, R) nach S"~!. Dann folgt die
Aussage aus Satz 415 Wenn & nicht orientierungserhalten ist, geniigt es zu zeigen,
dass der Index nicht von der Orientierung abhéngt. Fiir den speziellen Fall zy = 0 und
einer Reflektion einer Koordinate dndert sich der Grad nicht, weil die Ableitung der
entsprechenden Abbildung von S"~! auf sich selber mit der Reflektion konjugiert wird,
und deshalb die Determinante das Vorzeichen nicht dndert. q.e.d.

Wegen diesem Lemma ist der Index eines glatten Vektorfeldes einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit bei einer isolierten Nullstelle unabgéngig von der Karte definiert.
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Lemma 4.17. Se: X C R" eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand, also eine n—
dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand, und F' : X — R™ ein glattes
Vektorfeld mait isolierten Singularititen, das auf 0X nach Auflen zeigt, also in den
Karten in die obere Halbebene eine negative letzte Komponente hat. Dann ist

Z Index(F, x)

z€F~1[{0}]
gleich dem Grad der duferen Normalen N, als glatte Abbildung von 0X nach S**.

Beweis: Mithilfe des in Satz (ii) konstruierten Kragens, konnen wir eine glatte
Homotopie von einem glatten Vektorfeld, das auf 90X nach Auflen zeigt auf das dort
definierte Vektorfeld — N definieren. Wegen Satz[4.15 konnen wir dann annehmen, dass
das Vektorfeld auf 0.X mit dieser d&ufleren Normalen iibereinstimmt. Wir schneiden um
jede isolierte Nullstelle eine kleinen Ball aus X heraus. Auf der entstehenden glatten
Mannigfaltigkeit mit Rand definiert das normierte Vektorfeld eine glatte Abbildung
nach S"~!, deren Grad auf dem Rand wegen des ersten Teils des Beweises von Satz
verschwindet. Dieser Grad ist die Summe des Grades der duBeren Normalen auf 90X
minus der Summe iiber die Indizes von dem Vektorfeld. q.e.d.
Allgemein kann man folgendes zeigen:

Satz von Poincare und Hopf 4.18. Se: I ein glattes Vektorfeld auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit X, das nur isolierte Nullstellen hat, und wenn X einen Rand hat auf
0X nach Auflen zeigt. Dann ist die Summe der Indizes von F unabhdngig von der
Wahl eines solchen Vektorfeldes und gleich der sogenannten Eulerchrakteristik von X :

Z Index(F, z) = x(X).

x € Nullstellen von F

4.4 Pontryagins Kobordismen

Definition 4.19. Zwei Untermannigfaltigkeiten Y und Z einer Mannnigfaltigkeit X
heiffen kobordant, wenn sich die Untermannigfaltigkeiten mit Rand Y x [0, €) und Z X

(1 —€,1] von X x [0,1] zu einer kompakten Untermannigfaltigkeit W mit Rand von
X x [0,1] fortsetzen lifit mit OW = (Y x {0}) U (Z x {1}).

Definition 4.20. Eine Rahmung einer Untermannigfaltigkeit Y C X ist eine glatte
Basis aufY des orthogonalen Komplements von TY bziiglich der natirlichen Paarung
zwischen Ty X und T, X als Unterbiindel von T' X |y. Zwei gerahmte Untermannigfaltig-
keiten'Y und Z einer kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heiffen kobordant,
wenn sich die beiden gerahmten Untermannigfaltigkeiten Y x [0,¢€) und Z x (1 — ¢, 1]
von X x [0,1] zu einer gerahmten kompakten Untermannigfaltigkeit fortsetzen.
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Definition 4.21. Sei f : X — S" eine glatte Abbildung und y € S™ kein Element von
{f(x) | z € X mit Rang(T,(f)) < n}. Dann ist f~1[{y}] eine Untermannigfaltigkeit.
Fiir alle x € f~'[{y}] bildet die duale Abbildung von T,(f) eine orientierte Basis von
T,S™ auf eine Basis des orthogonalen Komplements von T,f~*[{y}] in T.X ab. Jede
orientierete Basis von T,S™ induziert also eine Rahmung von f~[{y}|. Die gerahmte
Untermannigfaltigkeit f~'[{y}] C X heift Pontryaginmannigfaltigkeit von f.

Wir beweisen in diesem Abschnitt folgenden Satz

Satz 4.22. Sei f : X — S" eine glatte Abbildung auf einer m—dimensionalen zusam-
menhdngenden kompakten Mannigfaltigkeit X mit m > n. Dann gilt:

A Seien y,z € S" \ {f(z) | v € X mit Rang(T.(f)) < n}. Dann sind die beiden
Pontryaginmannigfaltigkeiten f~*[{y}] und f='[{z}] kobordant.

B Zwei Abbildungen f,qg: X — S™ sind genau dann glatt homotop, wenn die entspre-
chenden Pontryaginmannigfaltigkeiten kobordant sind.

C Jede kompakte gerahmte Untermannigfaltigkeit von X der Dimension m —n ist die
Pontryaginmannigfaltigkeit einer glatten Abbildung f : X — S™.

Beweis: 1. Eine orientierte Basis von T,S™ bildet eine orientierte Basis des orthogo-
nalen Komplementes von y in R**!, Wenn wir diese orthogonale Komplement mit R"
identifizieren, dann setzt sich eine orientierte Basis zu einer n x n Matrix mit positi-
ver Determinante zusammen. Dadurch werden die orientierten Basen von 7, S" sogar
mit allen n X n Matrizen mit positiver Determinante identifiziert. Weil diese offene
Menge der n x n Matrizen zusammenhéngend ist, hingt die Klasse der kobordanten
Pontryaginmannigfaltigkeiten f~'[{y}] nicht von der orientierten Basis von T,S™ ab.
2. Sei jetzt y kein Element von {f(x) | + € X mit Rang(T.(f) < n}. Wegen dem
Rangsatz [[.44] ist diese Menge abgeschlossen. Deshalb gibt es einen offenen Ball um y
der nur solche Elemente enthélt. Fiir ein z aus diesem Ball wihlen wir eine glatte Fa-
milie (r¢)e[0,1] von Rotationen von R"*! die auf ¢ € [0, €) konstant gleich der Identitét
sind, auf ¢ € (1—¢, 1] konstant gleich einer Rotation, die y auf z abbildet, und y fiir alle
t € [0,1) nur auf Punkte auf dem Grofikreis durch y und z, also innerhalb der Balles
abbildet. Fiir die glatte Homotopie F(t,z) = ry o f(x) ist z ein reguldrer Wert, und
F~[{z}] ein Kobordimus der gerahmten Untermannigfaltigkeit f~'[{z}] auf f~![{y}].
Also sind diese Pontryaginmannigfaltigkeiten kobordant.

3. Wenn f und ¢ zwei glatt homotope glatte Abbildungen von X nach S" sind, dann
wéhlen wir eine Homotopie F' von f nach g, die auf ¢ € [0,¢) konstant gleich f
ist und auf t € (1 — ¢, 1] konstant gleich g. Fiir ein y, das weder zu {f(z) | = €
X mit Rang(7,(f)) < n} noch zu {g(z) | * € X mit Rang(7.(g)) < n} gehort, gibt
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es wegen dem Satz von Sard ein z in jeder kleinen Umgebung von y, das nicht zu
{F(z,t) | (z,t) € X x [0,1] mit Rang(T(,(F)) < n} gehért. Dann ist F~'[{z}] ein
Kobordimus von f~![{z}] nach g7'[{z}]. Wegen 2. sind dann f~'[{y}] und ¢~ '[{y}
kobordant.

Beweis von A: Fiir zwei y, z die nicht zu {f(z) | + € X mit Rang(7.(f) < n}
gehoren, wihlen wir eine glatte Isotopie von 1g. zu einer Rotation, die y auf z abbildet.
Dann sind f~'[{y}] und f~![{z}] wegen 3. kobordant.

Beweis von C: Sei Y C X eine m—n dimensionale kompakte gerahmte Untermannig-
faltigkeit ohne Rand. Dann besitzt wegen Satz[[.45]eine offenen Umgebung von Y C X
einen Atlas von Karten, die jeweils Y auf R™™ C R™ abbilden. Wenn wir die Basen
von R™ mit den invertierbaren m x m Matrizen, und damit mit Diffeomorphismen vom
R™ identifizieren, dann entspricht der Rahmen von Y in den Koordinaten dieser Karten
einer glatte Abbildung von Y in die linearen Diffeomorphismen von R"™. Eine solche
Abbildung induziert auch einen Diffeomorphismus von Y x R"  der auf Y x {0} gleich
der Identitét ist. Die Verkettung der Karten mit diesem Difeeomorphismus definiert
dann auf einer Umgebung einer (m — n)—dimensionalen gerahmten Untermannigfaltig-
keit Y von X einen Atlas von Karten von X, die Y auf R™ " und auf Y den Rahmen
auf die Einsformen dx,,_,41, ..., dx,, abbilden. Mit einer Zerlegung der Eins erhalten
wir dann einen Diffeomorphismus von dem kartesischen Produkt von Y mit einem Ball
B(0,¢) C R™ auf eine offene Untermannigfaltigkeit von X, dessen Einschrinkung auf
Y x {0} die Identitdt von Y ist, so dass der Rahmen durch die Koordinateneinsformen
von R" gegeben ist. Die Verkettung mit dem Diffeomorphismus x — EZEQW von B(0, €)
nach R™ ergibt einen Diffeomorphismus ® von Y x R" auf eine offenen Untermannig-
faltigkeit V' von X, der die gerahmte Untermannigfaltigkeit ¥ x {0} auf Y abbildet.
Dann gibt es eine eindeutige glatte Abbildung ¢ : V' — R"™ mit g(®(y,t)) = ¢ fiir alle
(y,t) € Y x R™. Sei h eine glatte Abbildung R™ — S, die die Punkte auflerhalb von
B(0,1) auf einen Punkt y € S™ abbildet, und B(0, 1) glatt auf S" \ {y} immersiert.
Dann ist Y die Pontryaginmannigfaltigkeit f~'[{y}] von f = hog.

4. Seien f,g : X — S™ zwei glatte Abbildungen und y kein Element von {f(z) |
r € X mit Rang(7,(f)) < n} und {g(x) | x € X mit Rang(7,(g)) < n} mit ¥ =
I 'H{y}] = ¢ '[{y}]. Fiir eine Basis von 7,S" sind dann die entsprechenden Rahmen
genau dann gleich, wenn T, (f) = T,(g) fiir alle z € f~'[{y}] gilt. Wir zeigen in diesem
Fall, dass f glatt homotop zu einer Abbildung X — S" ist, die auf einer Umgebung von
Y mit g iibereinstimmt. Dazu wéhlen wir wieder einen Diffeomorphismus ® von Y x R”
auf eine offene Umgebung von Y C X, die die gerahmte Untermannigfaltigkeiten Y
auf sich selber abbildet. Wir kénnen dabei das Bild von ® so klein wahlen, dass sowohl
f als auch g das Bild von ® in das Komplement von —y € S™ abbilden. Die Verkettung
einer Rotation mit der stereographischen Projektion ist dann ein Diffeomorphismus ¥
von S" \ {—y} nach R", die y auf 0 abbildet. Die beiden Abbildungen f = Uo fo®
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und § = V¥ o g o ® sind glatte Abbildungen von Y x R™ nach R", die Y x {0} auf
0 abbilden, und deren Ableitungen auf Y x {0} {ibereinstimmen. Dann geniigt es zu
zeigen, dass f glatt homotop zu einer Abbildung Y x R" — R™ ist, die auf Y x B(0,1)
mit § iibereinstimmt, und auf ¥ x (R \ B(0,2)) mit f iibereintimmt. Sei h : R — R
eine glatte Funktion, die auf [0, 1] gleich Null ist und auf [2,00) gleich Eins. Dann ist

F((z,5).t) = (1= 1) f(z,5) + t(h(llsl) f(x, 5) + (1 = h(lIs]))g(z, 5))

eine glatte Homotopie von f auf eine solche Funktion von Y x R™ nach R™.

5. Seien f,g : X — S” zwei glatte Abbildungen und y kein Element von {f(z) |
x € X mit Rang(T,(f)) < n} und {g(z) | = € X mit Rang(7.(g9)) < n} mit
Y = f1{y}] = g7 [{y}], so dass f und g auf offenen Umgebungen von ¥ C X
iibereinstimmen. Die Verkettung einer Rotation mit der stereographischen Projektion
ist ein Diffeomorphismus ¥ von ™\ {y} nach R”. Dann sind f = ¥ o fund j=Vog
glatte Abbildungen von X \ Y nach R™. Weil f und ¢ auf einer Umgebung von Y C X
iibereinstimmen, ist folgende Abbildung eine glatte Homotopie von f nach g

Fa,t) = U ((1 =) f(x) +1g(x)).

Beweis von B: Wenn f und ¢ glatt homotop sind, dann zeigt 3., dass die entspre-
chenden Pontryaginmannigfaltigkeiten kobordant sind. Wenn umgekehrt zwei gerahmte
Untermannigfaltigkeiten von X kobordant sind, dann definiert die Konstruktion in dem
Beweis von C fiir die entsprechende gerahmte Untermannigfaltigkeit von X x [0, 1]
mit Rand eine glatte Homotopie von einer Abbildung f auf eine Abbildung §, deren
Pontryaginmannigfaltigkeiten mit denen von f bzw. g iibereintimmen. Aus 4. und 5.
folgt, dass f und f bzw. g und § und damit f und ¢ glatt homotop sind. q.e.d.

Ein analoger Satz gilt auch fiir Mannigfaltigkeiten X mit Rand. In diesem Fall
wird zusétzlich gefordert, dass der Rand auf einen fest gewdhlten Basispunkt von S™
abgebildet wird.

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich einige Aussagen iiber die Homotopiegruppen von
Mannigfaltigkeiten treffen, deren Elemente gerade die Homotopieklassen von Abbildun-
gen nach S" sind. Das fiihrt nur in einigen Fiéllen zu einem befriedigenden Verstéandnis
der Homotopiegruppen. Im Fall dim X = n bestehen die Pontryaginmannigfaltigkeiten
nur aus endlich vielen Punkten mit einem Vorzeichen. Zwei solche endliche Teilmengen
sind genau dann kobordant, wenn die Summe der Vorzeichen gleich ist.

Satz von Hopf 4.23. Auf einer n—dimensionalen kompakten orientierten Mannigfal-
tigkeit X sind zwei glatte Abbildungen f,qg: X — S™ genau dann glatt homotop, wenn
die Grade aus Satz[{.15 gleich sind. q.e.d.

Daraus 148t sich mithilfe der Theorie der Uberlagerungen auch folgern, dass zwi-
schen kompakten n—dimensionalen nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten zwei glatte
Abbildungen genau dann glatt homotop sind, wenn die Grade aus Satz [4.11] gleich sind.



