Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Multilineare Algebra

Definition 3.1. Seien Vi,...,V, und W endlichdimensionale Vektorrdaume tber K.
Dann heifst A Vi x ... x V, = W n-linear wenn fir allei =1,...,n folgendes gilt

A((xlv---vxi—17$i+yiaxi+17---vxn)):A(('rla---vxn))+A((x17---vxi—layiaxi—i-l’---axn»
A((z1, - T, AT, a1y - X)) = ANA((201, -y y) flirz,y e Vi x - x Vi, A € K

Die punktweise Addition und Skalarmultiplikation macht diesen Raum L(V4, ..., V,; W)
aller n—linearen Abbildungen von Vi X ... x V, nach W zu einem Vektorraum.

Definition 3.2. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Vi, ..., V, dber K definiert
Vio...oV =LV,...,V,;K).
das Tensorprodukt von V/,... V. Fir Elemente (Ay,...,An) € V] x ... x V! ist
A®...QA Vix...xV,=K (vg,...,0,) = Ai(v1) -+ Ap(vp)
ein Element von V] @ ...®V, . Die Elemente dieser Form heiffen kohdrente Vektoren.

Fiir endlichdimensionale V;,...,V,, ist die lineare Hiille der kohdrenten Vektoren
von V/ ®...® V! das ganze Tensorprodukt. Fiir die Definition des Tensorprodukt von
unendlichdimensionalen Vektorrdumen werden zusétzliche Bedingungen gestellt. Die
lineare Hiille der kohérenten Vektoren bildet im allgemeinen einen dichten Unterraum.
Im Folgenden sei mit Vektorraum immer ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ge-
meint. Wir definieren des 6fteren lineare Abbildungen nur auf den kohérenten Vektoren.
Das definiert eindeutige lineare Abbildungen auf den ganzen Tensorprodukten.
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64 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

Auf dem n—fachen Tensoprodukt V'®" des Dualraumes V' eines K-Vektorraumes
mit sich selber wirkt die symmetrische Gruppe 5,, aller Permutationen von n Elemen-
ten. Auf K wird S,, erinerseits trivial und andererseits alternierend dargestellt:

S, = {1}, o—1 S, —{1,-1}, o~ sgn(o),

wobei sgn(co) gleich £1 ist je nachdem ob sich o schreiben ldsst als das Produkt einer
geraden oder ungeraden Anzahl von Transpositionen. Entsprechend enthilt V'®" zwei
lineare Unterrdume, nédmlich aller Vektoren, die sich unter der Wirkung der Permuta-
tionsgruppe S,, wie die triviale bzw. die alternierende Darstellung transformieren.

Definition 3.3. Fiir alle n € N wirkt die Permutationsgruppe S,, auf V'®"™ durch
Ao Amit cA: V" =>K (vg,...,0,)— A (0071(1), e ,'Uo-fl(n))

fiir alle A € V'®" und o € S,,. Auf den kohdrenten Vektoren wirkt o € S,, dann wie

O'.(Al ®X...Q An)(vl, N ,’Un) = Al(’Uafl(l)) tee An(’Ugfl(n)) =
= Aa(l)(vl) . Aa(n) (’Un) = (Aa(l) X...x0 Ag(n))(vl, - ,Un) fd?“ (1)1, S ,Un) eV

Die symmetrischen und antisymmetrischen Tensorprodukte sind definiert als
SV ={A e V'®0.A= A fir alleoc € S,}
/”\ V' ={A € V'®|0.A=sgn(o)A fir allec € S,}.

Mit SV' und \V' bezeichnen wir die direkten Summen

SV':ésnv’ und /\V/:é AV
n=0

n=0
Dabei bezeichnet SOV’ =K und N\’ V' = K im Tensorprodukt V'€° = K.

Satz 3.4. Fir einen n—dimensionaler K—Vektorraum V' gibt es bilineare Abbildungen

p+q

p q
AV x AV = AV, (AB)— AAB
so dass \'V' zu einer distributiven K-Algebra wird. In dieser Algebra gilt
p q
BANA=(-1)"ANB firale Ac \V' und Be \ V.

Fiir alle p=0,...,n haben sie die Dimensionen dim A\* V' = (Z) und dim A\ V' = 2",



3.1. MULTILINEARE ALGEBRA 65

Beweis: Wir definieren die Abbildung
p q p+q

AV x AV = AV, (A B) HA/\B—ZQ—A"”J"](A@B) mit

APTU(A®B) = Y sgn(o)o.(A® B).
TESp+q
Dann gilt AP(A) = plA fiir alle A € AP V' und %!Ap VP — APV mit A — %AP(A)
ist eine Projektion von V'®? auf dem Unterraum A’ V' C V'®P. Offenbar gilt

APTI(AP(A = sgu(o) A0 AR B) = Y A"(A® B) =pl A/T(A® B)
o€Sp o€Sp

Ap—irq(A ® Aq Z Sgn Ap+q ARo. B Z Ap-i—q(A ® B) =q! Ap-i-q(A ® B)
0ESy oE€Sy

fiir alle A € V'®P B € V'®4. Daraus folgt fiir alle A€ A'V/, Be AN’V 'und C € \" V'

CA(BAA) = AT (C ® — A(B® A)) AT (CeBe )

1
= m Aptatr <q'7" Aq-H’(C ® B) ® A) (C'AB)AA.

Also ist A ein assoziatives Produkt. Induktiv in n folgt fiir alle A,,..., A, € V'

AN NAy = e A (A1 A AA)) R A)
= g AT (AT A ® @A) R A4,) = ANA ® ... ® Ay).

Die Distributivitét folgt aus der Bilinearitdt der Abbildung

p+q

A /\V’x/\V’—>/\V’ ) — AAB.
Fiir alle p, ¢ € N hat folgende Permutation

(I,....p+q) = (p+1,....p+q,1,....p)

die Signatur (—1)P? weil sie aus pg—Transpositionen zusammengesetzt werden kann.
Dann folgt fiir alle A € APV' und B e AV’

BAA—p—q‘A(B@@A) (—1) p—q,A<A®B> (—1)"A A B.
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Sei E, ..., E, eine Basis von V’. Dann gilt offenbar
Ei1 VANPIRIAN Eip = SgH(O')EZ‘J(l) VANA Eig(p) fir alle o € Sp.

Wenn zwei Indizes gleich sind, dann gibt es eine Transposition, unter der dieses duflere
Produkt das Vorzeichen wechselt. Wenn alle Indizes paarweise verschieden sind, dann
sind {E;, 1) ® ... ® E; ¢ | 0 € SP} linear unabhéngig, und E; A ... A E; # 0. Also
bilden E; A...AE; miti; < ... < 1, eine Basis von A" V"’. Die Anzahl solcher Vektoren
ist (Z) = dim A" V". Mit 377 (Z) =(1+1)" =2" folgt dim A V' = 2". q.e.d.

Satz 3.5. Fir K-Vektorraume V und W und Ay, ..., A, € L(V; W) ist
A @A W SV B Bo(A x... x A

eine lineare Abbildung von WP nach V'*?. Fir A = A; = ... = A, bildet sie SPW' und
auf SPV' und NPW' auf \* V' ab. Die entsprechende Abbildung N A : A\W' — AV’
ist ein Algebrahomomorphismus beziiglich des duferen Produktes.

Beweis: 4; ® ...® A, bildet W’®P nach V'®? ab und ist linear. Fiir A € L(V, W) gilt
APt (B @ C) = A®P(B) @ A®I1(C) fiir alle B € W'*? und C € W'®1,
AuBerdem ist die Abbildung A’®P vertriglich mit der Wirkung der Permutationsgruppe:
A®P(g.B) = 0.(A'®P(B)) fiir alle B € W' und o € S,.

Daraus folgt, dass A®? sowohl SPW’ auf SPV' abbildet, als auch AP W’ auf AP V".
Zuletzt folgt auch, dass A’®? mit AP vertauscht, und deshalb

A1®(p+q)(B A C) _ Al®p(B) A A/®q(0)

fir alle B APW' und C € AW’ gilt. g.e.d.
Fiir die symmetrische Algebra SV’ = @ SPV” gilt eine analoge Aussage zu SatzB.4:
p=0
Al"'AP: ZU(A1®®AP) fir alleAl,...,Ape %8
o€Sy

Eine Basis von SPV’ bilden dann Eil <+ B mit iy,...,4, € Nound 4 + ...+ i, = p.
Die Dimension ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten p Elemente aus 1,...,n mit
Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwihlen. Jede Auswahl
ist durch die Angabe eindeutig beschrieben, an welcher Stelle wir jeweils zu Elementen
mit grofleren Indizies in {1,...,n} iibergehen, also zu der Anzahl ("nlJlrp ) = ("+p 1)
aus einer Menge mit n — 1 + p verschiednen Elementen ohne Wiederholung und oh-
ne Beriicksichtigung der Reihenfolge n — 1 Elementen auszuwéhlen. Diese Dimension
wéchst mit p an und SV’ ist unendlichdimensional. Diese Algebra ist der Raum der

Polynome auf V. Im Folgenden benutzen wir nur die antisymmetrische Algebra.
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3.2 Tensorfelder

Auf einem K-Vektorraum V' definiert jedes v € V das Element A — A(v) von V.
Die entsprechende Abbildung von V nach V" ist ein isometrischer Isomorphismus. Wir
definieren das Tensorprodukt V®P als V"®? = L£(V’ ... V';K). Es enthilt eine Basis
von kohérenten Vektoren v; ® ... ® v, mit vy,...,v, € V. Fir A € L(V, W) wird dann
A" auf natiirliche Weise mit A identifiziert: A”(v)(B) = B(A(v)) = A(v)(B).

Wir definieren jetzt auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit X und alle p, g € Ny
ein Vektorbiindel T/ X. Indem wir die zusammenhéngenden Komponenten einzeln be-
trachten, konnen wir annehmen, dass X die Dimension n hat. Sei also F' der Vektorraum
(R™)®? @ (R™)®P und sei U eine Uberdeckung von X durch die Definitionsbreiche von
Karten ¢y : U — R™. Fiir U,V € Y und x € U NV sind die Abbildungen

T (o) (DU © o) TR = Tg R Top@)(ov o 00') Loy @R" = Tpy )R"
Elemente von GL(R™). Wir definieren eine entsprechende Abbildung in GL(F') durch

Dy () = Thy () (¢v 0 0y)%T ® Ty () (Pv © ;1) P

Die rechten p Faktoren sind dabei genau die Werte der Kozykel des Tangentialbiindels
und die linken ¢ Faktoren die Kozykel des Kotangentialbiindles. Weil beide einzeln die
Kozykelbedingung erfiillen, gilt das auch fiir ®y .

Definition 3.6. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann
sei TIX das durch die Kozykel @y definierte Vektorraumbiindel. Insbesondere ist
T’X =TX das Tangentialbiindle und Ty X = T'X das Kotangentialbiindel. Die Fasern
von TIX bzw. T'X diber einem Punkt x € X bezeichnen wir mit T} X baw. T, X.

Schnitte der Vektorraumbiindel T I?X nennen wir Tensorfelder. Wir konnen die Lie-
Ableitung auf solchen Tensorfeldern definieren.

Definition 3.7. Sei f : X — T71X ein differenzierbares Tensorfeld auf der differenzier-

baren Mannigfaltigkeit X und F € Vec'(X) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
X. Dann sind fiir kleine t 1p(t,-) und p(—t, ) lokal stetig differenzierbare Homéomor-
phismen von X. Wir definieren die Lie-Ableitung von f an der Stelle x € X als

d

- % 0 (Tl,ﬁp(t,x)(wF(t, -)))®q & (Twp(t,:c)(wF(—t, .)))®p f(wF(t,x)).

(Or f)(x)

Wir bemerken, dass wegen T, (¢p(t,-)) : To X — Ty t,2)X die Abbildungen

TwF(tvx) (wF(—t, )) . TdJF(t,Z‘)X — TIX U_nd TiQJF(t,:E)(,l?DF(t? )) . Ti;}F(t,.’E)X — T‘,;X
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zusammen folgende Abbildung induzieren:

® ®
(Tl ra) (@ (8, 0)) ™ @ (Do) (Wr(—1,)) ™ Ty X = T X

Deshalb ist die Ableitung auf der rechten Seite als die Ableitung einer differenzierbaren
Funktion von ¢ € (—¢, € in den Vektorraum 77 X wohl definiert.

Definition 3.8. (Verjingung): Sei p,q € N. Dann induzieren fir jedes i = 1,...,p
und jedes j =1,...,q die Abbildungen

(YT XT,X - R, u®uve (u,v)

einen Verjiingungsmorphismus i von dem Vektorraumbiindel 19X auf das Vektor-

raumbiindel T;,’__llX. Hierbei bezeichnet (u,v) die Auswertung der Elemente von T.X
auf den Elementen von T, X . Wenn fi,. .., f, Vektorfelder sind, und gy, ..., g, Schnitte
von dem Kotangentialbindel, dann wirkt i} auf g1 ® ... ® ¢, ® {1 ® ... ® f, wie

B0 ®.. . 00RAR...®f) =(9,f)0n®...0.. . ®gR R fi.. @ f

Hierbei ist (g;, fi) die Funktion x — (g;(z), fi(x)) auf X und * beduetet, dass der
entsprechende Faktor in dem Tensorprodukt weggelassen wird.

Satz 3.9. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(i) Seien i < j zwei verschiedene Indizes in {1,...,p} und k <l zwei verschiedene
Indizes in {1,...,q}. Dann vertauschen die folgenden Verjingungsmorphismen.:
ik il _
TIX 5 TOX TIX 5 TX
il Lty bzw. i Lik
—1 if —2 —1 i ! —2
X = T)5X X — T)5,X

(i) Die Lie-Ableitung 0p vertauscht mit allen Verjingungsmorphismen Zf mit i =
L...,pund j=1,...,q. D.h. fiir alle differenzierbaren Schnitte f von T} X und
alle stetig differenzierbaren Vektorfelder F € Vec'(X) gilt

0r (i (f)) = i (6r(f)).
(iii) Sei f ein Schnitt von T{X und g ein Schnitt von T X . Dann gilt

Or(f®g)=0r(f)®g+ f®0r(g).
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Beweis: (i) Seien Fi,..., F, Vektorfelder von X und oy, ..., a, Schnitte des Kotan-
gentialbiindels 7" X von X. Dann gilt offenbar
z'g.—_lloz’f(a1®...®aq®Fl®...®Fp) =
= (o, F) o, F)on @ .. .. .. &y... Q@ ®...F...F;...®F,
=ifoill(m®.. R0 ®...0F,).

Hierbei sind (ay, F;) : © — (ag(x), Fi(z)) und (o, Fj) : @ — (u(x), Fj(x)) Funktionen,
und * bedeutet, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Genauso gilt auch

ol ®.. R ®...0F,) =
= (o, F)a, F)on @ .. .g. ... . Qa,@F @ ... F.. . F...®F,
=il ol ®.. 0O ®...QF)

7

(ii) Sei @ : X — Y ein Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten X und Y. Dann sei T¢(®) : T7Y — T X folgende faser weise lineare Abbildung

(T&,(x)(q))m ® Tp(a) (PP : Tg’q)(x)Y — T, X fiir alle v € X.
Dabei sind die einzelnen Abbildungen wegen T, (®) : T, X — Ty(,)Y von der Form
To@ () : TowY — T.X und Ty (P) - TopwY — ToX.

Dann kommutiert folgendes Diagramm, weil fiir u € T3 Y und v € To(2)Y auch
(T (o) (P, Ty (271)0) = (u, To(®) 0 Ty (27" )v) = (u, v) gilt:

T3 (®)

Y TiX
i | b
_ T3] (®) _
TY T X

Also ist fiir jeden Schnitt f von dem Vektorraumbiindel T¢(Y") die Abbildung T7(®) o
f o ® ein Schnitt von dem Vektorraumbiindel T)(.X) ist und es gilt

Tg__ll(cb)oifofoq):ifng(CD)ofOCI).
Fiir die lokalen stetig differenzierbaren Homéomorphismen g (t, -) gilt also auch

T;)]—_ll(q/}F(tv )) © 7’3 ° f © wF(tv ) = 7’3 © Tg(¢F(t7 )) © f © wF(tv )
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Indem wir die linke und die rechte Seite nach ¢ differenzieren erhalten wir 8y (il (f)) =

d

=7 T (et oo fovr(t,) = | HOTHWr(t, )ofovr(t,) = (0r(f)).
t=0

dt|,_,

(iii) folgt fiir t — 0 aus 29129 = il @ g, 4 f @ 99 mit f, = (T"(¢r(t, )™ @
(T(p(=t, )" forr(t, ) und go=(T'(¥r(t, )" @(T(Ur(=t, ) govr(t, ).q.e.d.
Aus (i) und (iii) folgt fiir alle £, F' € Vec'(X) und alle Schnitte o von 7" X

(O a, E) =0p({a, E)) — (o, [F, E]) wegen 0Op({a,E)) = {(0pa,E)+ (a,0p F).

Mithilfe von (iii) lassen sich dann die Lie-Ableitungen von beliebigen Tensorprodukten
von Vektorfeldern und Schnitten des Kotangentialbiindels berechnen.

3.3 Differentialformen

Definition 3.10. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir alle p € N sei
dann A’ X das antisymmetrische Untervektorraumbiindel von TPX . Analog sei \ X
die direkte Summe aller Vektorraumbiindel \* X. Die Schnitte von AP X heiffen p-
Differentialformen oder nur Differentialformen.

Das p-fache antisymmetrische Tensorprodukt A’ V’ des Dualraumes V' eines end-
lichdimensionalen Vektorraumes V ist ein Unterraum des p—fachen Tensorproduktes
V'®P vyon V' mit sich selber. Deshalb sind die Elemente von A"V’ antisymmetrische
p-lineare Abbildungen von V? nach K. Wenn a € A"V’ ein Element dieses p—fachen
antisymmetrischen Tensorproduktes ist, und vy, ..., v, € V Elemente von V' sind, dann
kénnen wir v auf (vy,...,v,) € VP auswerten. Diese Auswertung ist antisymmetrisch
in vy, ...,v,. Wir wollen sie folgendermaflen bezeichnen:

(0,0, ® ... ®@Up).

Das heifit insbesondere fiir Elemente A;,..., A, € V' und Elemente vy, ... ,v, € V:

(AN NA 0 @ @) =Y sgn(0)(Agay, v1) -+ (Ao, 0p) = det (A, 05)).

Auf Differentialformen angewendet heifit das, dass fiir jede r mal stetig differenzier-
bare p-Differentialform « und Vektorfelder Fi, ..., F, € Vec"(X), die Auswertung der
Differentialform « auf dem Schnitt I} ® ... ® F,, des Vektorraumbiindels TI?X eine r
mal stetig differenzierbare reelle Funktion in C"(X,R) ergibt:

(a, 1 ®...® F,) € C"(X,R).
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Definition 3.11. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec(X) ein
Vektorfeld von X. Fiir alle p € N sei ip der eindeutig bestimmte Morphismus ip :
AN’ X — N'7' X, der auf p-Differentialformen o wirkt fiir alle Fy, ..., F,_ € Vec(X)
wie

(iroa, 1®...0F, 1) =(, FRF1 ®...® F,_1).

Wenn X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist, dann ist A" X
ein Vektorraumbiindel der Dimension (Z) Fiir p > n ist also A’ X Null-dimensional
und A X ist ein Vektorraumbiindel der Dimension 2". Der Grund, dass wir gerade die
antisymmetrischen Untervektorraumbiindel von den Tensorprodukten des Kotangenti-
albiindels und nicht von dem Tangentialbiindel betrachten, ist dass die entsprechenden
Schnitte, also die Differentialformen, das richtige Transformationsverhalten haben, um
sie zu integrieren. Diese Differentialformen werden sich als sehr natiirliche Objekte
herausstellen. Eine schéne Eigenschaft kénnen wir sofort ablesen: Sie lassen sich unter
einer differenzierbaren Abbildung zuriickziehen, wiahrend sich Vektorfelder nur unter
invertierbaren differenzierbaren Abbildungen transformieren lassen.

Satz 3.12. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung von X nach Y. Dann gilt

(i) Das faserweise dufere Produkt A : NP X xx AN*X — A7 X macht die Diffe-

rentialformen von X zu einer assoziativen Algebra mit dem duferen Produkt
A:(a,B)—aNnp

fiir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 8 mit p, q € Ny. Hierbei
ist /\0 X das triviale reelle Linienbiindel R x X tiber X . Die 0—Differentialformen
sind reelle Funktionen und die Multiplikation einer reellen Funktion f mit einer
p—Differentialformen o schreiben wir als (f,a) — fo.

(i1) Fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 3 gilt
BAa=(—1)Planp.

(111) Fir alle x € X bilden die Abbildungen
p p p
AT () - Y = \NX wegen  Tj(f):  TjeY = TX
f(=) x
einen Algebrahomomorphismus von A, Y nach A\, X. Jede p-Differentialform
a auf Y definiert also mittels f folgende p—Differentialform f*a auf X :
p
(fra)(@) = N\ (Tjw (M)(a(f(2))),

f(=@)
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(iv) f* ist ein Algebrahomomorphismus von den Differentialformen aufY auf die Dif-
ferentialformen auf X, d.h. fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialfor-
men 8 von'Y gilt

FlanB)=fanfsp

(v) Fiir F € Vec'(X) wirkt die Lie-Ableitung O auf den Differentialformen wie

d *
O a = pr . Ui(t, ).
Sie ist eine Deriation, d.h. fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialfor-
men [ gilt
QF(OK A ﬁ) = GF(OK) A ﬁ +a AN GF(B)

(vi) Fir F € Vec(X) induziert i : NX — N\ X eine Antiderivation auf den Diffe-
rentialformen, d.h. fir alle p—Differentialformen o und alle g—Differentialformen

B gilt
ip(aAB)=ip(a) NS+ (=1)Pa Nip(B).
Auferdem gilt tpotp =0.
(vii) Seien E,F € Vec'(X). Dann gilt Opoip —ip 0 0p = ig,m.

Beweis: (i)-(iv) folgen aus den Sétzen B.4H3.5l iiber antisymmetrische Tensorprodukte
im ersten Abschnitt. Wegen Satz 3.9 (iii) gilt fiir 1-Differentialformen oy, ..., a,

Op(aiN---Nay) = Zngn 0)0o) - Op gy R0y, = Zal/\ bpa;- Ny,
1=1 og€Sp

Daraus folgt (v). Zum Beweis von (vi) betrachten wir 1-Differentialformen oy, ..., a,
und Vektorfelder Fi,..., F,_;. Dann gilt (tplaa Ao N ay), F1®...Q F,_1) =

= sgn(0){eo(1), F) + (o), F1)  + {Qop)s Fpt)

=) (=)Mo, FY{aog Ao NG A Ny, L@ ... @ F, )
i=1

—Z D Yay A Nip(ag) A AN, FL® ... Q F,_y).

Hierbei haben wir jede Permutation o € S, zerlegt in die Verkettung 7 o 0; einer der
Permutationen o; : (1,...,p) — (4,1,...,%,...,p) und einer Permutation 7 € S,_; der
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Elemente {2,...,p}. Diese Zerlegung ist eine bijektive Abbildung S, =~ (S,_1)?. Die
erste Permutation o; hat als ein Produkt von (i —1) Transpositionen sgn(c;) = (—1)""L.
Wegen der letzten Gleichung ist i eine Antiderivation. Weil die Auswertung von p—
Differentialformen antisymmetrisch in den Vektorfeldern ist, folgt ip o ip = 0.

Zum Beweis von (vii) zeigen wir mit (v) und (vi) zunéchst, dass g oip — ip 0 O
eine Antiderivation ist. Fiir eine p—Differentialform « und eine g—Differentialform f gilt

(QE O’éF - ’éF @) QE)(Oé A ﬁ) =
= 0p(ir(@) A B+ (=1)PaNip(B)) —ir(0p(a) A B+ a A0p(B))
= 0p(ir(@)) A B+ (=1)Pa ANOg(ir(8) —ir(0r(a) A B — (=1)’a Nip(0r(8)).

Dann geniigt es (vii) fiir differenzierbare 1-Differentialform « zu zeigen. Sei also F' €
Vec'(X). Dann gilt wegen der Schlussfolgerung nach Satz

HE(ZF((I))—ZF(QE(O()) = 9E<Oé, F>—<9E a, F> = <Oé, QE F> = Z'[EJ:}OL qed

Die Lie-Ableitung 6 stimmt wegen Lemma 2.20] auf den 0—Differentialformen mit der
vorher definierten Derivation # auf den Funktionen iiberein.

3.4 Die duflere Ableitung

Definition 3.13. Fiir jeden Punkt x € X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und
jede differenzierbare reelle Funktion f auf X definiert die lineare Abbildung

df (z) : T, X = R, v+ D,(f)

aus Satz[1.40 ein Element von T, X . Dadurch wird fir jede differenzierbare Funktion f
auf X der Gradient df von [ zu einem globalen Schnitt von T'X :

df : X = T'X mit (df,F)=0p(f) fir ale F € Vec(X).
Wir wollen d : f — df zu einer Abbildung auf allen Differentialformen fortsetzen.

Satz 3.14. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes p € Ny
einen eindeutigen Differentialoperator d von den differenzierbaren p—Differentialformen
in die (p + 1)-Differentialformen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle differenzierbaren p—Differentialformen o« und q—Differentialformen 3 gilt

dlaNp)=daNp+ (=1)Pands.

(11) Auf differenzierbaren Funktionen f (also p =0) wirkt d wie f — df (siehe oben).
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(iii) Fir jede zweimal differenzierbare Funktionen f gilt d(df) = 0.

Beweis: Wir werden gleich sehen, dass jede p—Differentialform eine endliche Linear-
kombination von p-Differentialformen folgender Form ist:

a= fdg N...N\Ndgp.
Die Bedingungen (i)-(iii) erzwingen, dass auf solchen p—Differentialformen d wirkt wie
doao =df Ndgi A ...dgy.

Also ist der Differentialoperator d durch die Bedingungen (i)-(iii) eindeutig bestimmt.

Um obige Aussage und die Existenz zu beweisen, wihlen wir eine Karte ¢ : U —
R"™ von X um einen beliebigen Punkt x € U C X. Die Komponenten ¢q,..., ¢,
sind glatte Funktionen auf U, deren 1-Formen d¢;(z),...,dp,(x) bei allen x € U
eine Basis des Kotangentialraums bilden. Also ist jede p—Differentialform eine endliche
Linearkombination von Differentialformen der Form

fd¢i1A---Ad¢ip mit1§i1<z'2<...<z'p§n.

Fiir eine differenzierbaren Funktion f ist df auf U folgende Linearkombination:

af() =3 M09 (40 - gy ()

= 9%
von doy, . ..,dp, (vergleiche Satz[[L40). Dann folgt
—~(foo™")
d(fdgi, A... Nddy,) ; 5o, 09 dbiNdd N Ao,

Also ist d auf allen p—Differentialformen definiert. Wir miissen noch zeigen, dass (i)
und (iii) gelten. Wir zeigen zunéchst (iii). Aufgrund der Konstruktion von d gilt

n o b1 " 92(fobL
d(df):d;WTf)on.d@:Z%oqyd%/\d@

i,j=1

_ P(fop™t) )
- 1<;<nW ° - (dp; Adgi +dgi Ndg;) =0

Hier haben wir mit dem Schwarz’sche Lemma die Reihenfolge der partiellen Ableitun-
gen vertauscht. Wegen der Linearitit gentigt es (i) fiir Differentialformen

Q:fd¢21AAd¢Zp und ﬁ:gd¢leAd¢]q
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zu zeigen. Fiir diese gilt

aAB = fgdpi A...Ndpi, Adi, A ... Ad;,
d(aAB) = (fdg+ gdf)dds, A ... ANdp;, Ndpj, A ... N dp;,
= (df Ndgi, N...Ndgi,) N (gdds, N ... Ndp;,)
+ (=1)P(fdds, A...ANdd,) A (dg Ndgj, A ... Ndoj,)
=da NG+ (=1)PaNdb. q.e.d.

Satz 3.15. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(i) Fir jede zweimal differenzierbare p—Differentialform o« gilt d(da) = 0.
(i1) Fiir jede zweimal differenzierbare Abbildung f : X — Y zwischen den differenzier-

baren Mannigfaltigkeiten X und Y und jede differenzierbare p—Differentialform o
auf Y ist f*a eine differenzierbare p—Differentialform auf X und es gilt

d(f*a) = f*(da).

(iii) Fiir jedes F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare Funktion g gilt

Or(dg) = d(0r(g))

(iv) Fiir jedes F' € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare p—Differentialform o
qilt
9F da = d(QF Oé)

(v) Fiir jedes F' € Vec'(X) und jede differenzierbare p—Differentialform o gilt

QFOé = (iFOd+dOiF)(Oé).

(vi) Fiir jede differenzierbare p—Differentialform o und Fy, ..., F, € Vec'(X) gilt

P

(do, Fo®...@F)=> (-1)'0p((0, {h®.. . F;...®F,))

=0
+ > (), [FL @ Fy®.. .. F.. . ®F,).

0<i<j<p
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Beweis: (i) Sei o wie im Beweis von (i) des vorangehenden Satzes a = fdgi A. .. Adg,.
Dann gilt wegen (i) und (iii) aus dem vorangehenden Satz

d(da) = d(df Ndgi N ... Ndg,)

p
=d(df) Adgi A ... Ndg,+ Y (=1)df Adgy A Ad(dgy) A ... Adg, = 0.
j=1

(ii) Wegen der Kettenregel gilt fiir alle differenzierbaren Funktionen g auf Y bei z € X
(d(f g))(x) = (d(g o f))(z) = dg(f(x)) o To(f) = Ty (f) 0 dg(f(z)) = (f*dg)(z).

Dann folgt (ii) aus (i), der Linearitdt von d, der Konstruktion von d im Beweis des
vorangehenden Satzes und aus Satz B.I2| (iv): Sei o = gdgy A ... A dg,, dann gilt

d(f*a) = d(f*g(f*dgi) A... A (f*dgp)) =d((fg)d(f*g) A-.. Ad(f"gy))
= ([fdg) N(frdg) Ao A (frdgy) = frd(gdgi A Adgy) = [7(da).
(iii) Aus (dg, E) = 05(g) und der Schlussfolgerung nach Satz 3.9 folgt fiir £ € Vec' (X)
(0r(dg) — d(0r(9)), E) = (Or(dg), E) — (d(0r(9)), E)
=0r({dg,E))  —(dg,[F\E])  —0p(fr(g))
=0r(0e(g)) - G[F,E](g) —0g(0r(9))
= [0r, 05](9) — Oir.51(9) = 0.

(iv) Wegen Satz B.15l (i) ist d eine Antiderivation. Also ist 8 od — d o 6 genauso wie
im Beweis von Satz B.I2] (vii) eine Antiderivation. Dann geniigt es (iv) fiir Funktionen
a = g und 1-Differentialformen o = dg und zu zeigen. Beides folgt aus (iii):

Or(dodg) =0=dod0r(g)=d0Or(dg).

(v) Wegen Satz (i) und Satz (vi) sind sowohl d als auch ir Antiderivationen.
Dann ist ix o d + d o ir eine Derivation: Fiir eine p-Differentialform « und eine ¢—
Differentialform [ gilt ndmlich (irod+doip)(aNpf)=

= ip(da A B+ (=1)PaNdB) +d(ip(a) A B+ (—1)PaNip(B))
=ip(da) NB+aNip(df)+d(ip(a)) AB+aNd(ip(F)).
Also geniigt es (v) fiir Funktionen v = ¢ und 1-Differentialformen o« = dg zu zeigen.

Fiir Funktionen o = ¢ ist ipav = 0 und (v) folgt aus 0p(g) = irp(dg) = (dg, F'). Fur
a =dg ist doe =0 und 0p(dg) = dOp(g) = d(dg, ') = dipa folgt aus (iii).
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Wegen (v) gilt induktiv in p
ip, - ipd =ip, - ip Op —ip, - indig,

= (—1)p+1dz'Fp g Z(_l)z’in g O iR iR

Auf p-Differentialformen a verschwindet der erste Summand auf der rechten Seite.
Wegen Satz B.12 (vii) gilt ip, 0r, = 0F, ir, + i, r). Die Summanden sind dann

—

ZFP.‘.ZF1+19FZZF171‘.‘Z :eFlZFp.‘.ZFl.‘.ZFO

+ Z ZF,, ZF3+1 F]ZFJ LR Ry

J=t+1
Wegen der Antisymmetrie gilt ip,ip, = —ip,ir,. Dann folgt insgesamt (vi):
i, ipd = (1P dip, - i + Z Y Opip, i in
+ Z (—1)Z+]’LFP cee iFj cee iFi cee iFoi[Fi,Fj}- qed

0<i<j<p
Fiir jede differenzierbare 1-Differentialform w und E, F € Vec!'(X) wird (vi) zu
(dw, E® F) = 0p(w, F) — 0p(w, E) — (w, [E, F]).

Die Formel (vi) driickt die dufleren Ableitung einer Differentialform durch Lie-Ablei-
tungen von Funktionen und Vektorfeldern aus. Umgekehrt driickt die Formel (v) die
Lie-Ableitung einer Differentialform durch die &uflere Ableitung aus.

3.5 Orientierungen

Fiir die Integration von Differentialformen miissen wir noch den Begriff der Orientie-
rung einfithren. Weil die Ubergangsfunktionen zwischen zwei vertriiglichen Karten einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen des R”
sind, liegen ihre Ableitungen in GL(R™). Sie werden also durch reelle n x n Matrizen
beschrieben, deren reelle Determinante ungleich Null ist.

Definition 3.16. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit ein Atlas
von X orientiert, wenn die Ableitungen der Ubergangsfunktionen, zwischen zwei Kar-
ten mit nicht schnittfremdem Definitionsbereich jeweils positive Determinante haben.



78 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

Wenn X einen solchen orientierten Atlas besitzt, dann heifit X orientierbar. Andern-
falls heift X mnicht orientierbar. Fine Orientierung von X ist eine Aquivalenzklasse
von orientierten Atlanten, wobei zwei orientierte Atlanten dquivalent sind, wenn die
Vereinigung der beiden orientierten Atlanten wieder ein orientierter Atlas ist.

Die invertierbare lineare Abbildung
I'R"—>R" zw—I(z) mit I(z)=(—x1,22,...,2,)

hat offenbar Determinante —1 und ist eine Involution, d.h. ihr Quadrat ist Ig.. Fiir
jede Karte ¢ : U — R” ist die Verkettung I o ¢ mit I auch eine Karte von X. Wenn
also von zwei Karten ¢ : U — R" und ¢ : V' — R" mit U NV # () die Ableitung der
Ubergangsfunktionen (1)o¢~')" auf einer Zusammenhangskomponente von ¢[U N V] ne-
gative Determinante hat, dann hat die Ableitung der Ubergangsfunktion ((Io)o¢™")
bzw. (¢ o (I o)~1) positive Determinante auf der entsprechenden Zusammenhangs-
komponente von ¢[UNV] bzw. I op[UNV]. Also kénnen wir versuchen einen Atlas von
X dadurch zu einem orientierten Atlas zu machen, dass wir einige Karten des Atlases
durch die Verkettung mit I ersetzen. Wenn X orientierbar ist, dann ist das moglich.

Satz 3.17. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist folgendes dquivalent
(i) X ist orientierbar.
(ii) Jede zusammenhingende Komponente von X ist orientierbar.

(iii) Auf jeder zusammenhingenden Komponente Y von X ist A™¥)Y trivial.

(iv) Auf jeder zusammenhdngenden Komponente Y von X gibt es eine stetige dim(Y') -
Differentialform, die keine Nullstellen aufY hat.

Beweis: (i) «<=>(ii): Offenbar sind (ii) und (i) dquivalent.

(ii)=-(iv): Sei Y eine orientierbare zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Auf dem Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R™ ist d¢p; A ... A d¢, eine
n—Differentialform, die offenbar keine Nullstellen hat, weil d¢y, ..., d¢, alle linear un-
abhéngig sind. Fiir eine zweite Karte ¢ : V' — R™ eines orientierten Atlases von Y ist
dipy A ... Ndip, = det(1p o ™) o pdpy A ... A dp,, weil fiir alle i = 1,...,n gilt

n o b1
ai =3 2 D oo,

j=1

Also sind auf U NV die beiden n—Differentialformen d¢, A ... A do, und_ dyn Ao A
dip,, durch eine positive glatte Funktion proportional zueinander. Die Uberdeckung



3.5. ORIENTIERUNGEN 79

durch die Definitionsbereiche der Karten des orientierten Atlases von Y besitzt eine
entsprechende Zerlegung der Eins (h,,)men. Die Summe iiber die Produkte von h,, mit
den d¢i A. .. Adgp,, auBlhalb deren Definitionsbreichen h,,, verschwinden, ist eine globale
glatte dim(Y')-Differentialform auf Y ohne Nullstellen.

(iii) <= (iv): Weil A™) Y ein reelles Linienbiindel ist, folgt aus Lemma [58, dass
/\dim(y) Y genau dann trivial ist, wenn es einen globalen glatten Schnitt ohne Nullstellen
besitzt. Also sind (iii) und (iv) dquivalent.

(iv)=(ii): Sei w eine stetige dim(Y )-Differentialform auf der zusammenhingenden
differenzierbaren Mannigfaltigkeit ¥ ohne Nullstellen. Auf dem Definitionsbereich U
einer Karte ¢ : U — R" eines Atlases von Y gilt dann w = fdo; A ... A do,
mit einer stetigen Funktion f : U — R, die keine Nullstellen hat. Die Urbilder
FH(=00,0)] = f~(—00,0]] und f7[(0,00)] = f~*[[0, 00)] sind sowohl offen als auch
abgeschlossen. Deshalb ist f auf jeder Zusammenhangskomponente von U entweder
positiv oder negativ. Das Vorzeichen von d¢; A ... A d¢,, dreht sich um, wenn wir ¢
durch I o ¢ ersetzen. Indem wir auf denjenigen Zusammenhangskomponenten von De-
finitionsbereichen von Karten des Atlases die Karte mit I verkniipfen, auf denen das
entsprechende f negativ (bzw. positiv) ist, erhalten wir einen Atlas von Y, so dass fiir
alle Karten ¢ : U — R", die entsprechenden Funktionen f mit w = fdo; A...Ad¢, po-
sitiv (bzw. negativ) sind. Fiir zwei Karten ¢ : U > R* und ¢ : V = R* mit UNV # ()
dieses Atlases gilt mit entsprechenden positiven Funktionen f und g auf U NV

w= fdor A ... Ndoy, = gdir A ... Adiy,.

Ausw/g=dyy A...Ndip, =det(pod™) od-dipy A...Nde, folgt det(pogp™) opp =
f/g >0 auf UNV. Also ist der neue Atlas von Y orientiert. Daraus folgt (ii). q.e.d.

An diesem Beweis erkennen wir auch, dass jede orientierbare zusammenhéngende
Mannigfaltigkeit X genau zwei Orientierungen besitzt. Die zweite erhalten wir aus der
ersten, indem wir alleKarten mit [ verkniipfen. Allgemein besitzt jede orientierbare
Mannigfaltigkeit mit N zusammenhingenden Komponenten genau 2V Orientierungen.

Beispiel 3.18. Satz [3.71 und Beispiel [[.10 werden zeigen, dass im R"™ jede n-
dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit orientierbar ist. Hier zeigen wir,
dass folgende n—Differentialform auf S™ keine Nullstellen hat:

n

> (1)

=0

Weil 2% auf der Untermannigfaltigkeit S* C R™ ! konstant ist, gilt dort

=0
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Fiir jedes k =0, ...,n gilt auf der offenen Teilmenge Uy, = {x € S™ | z}, # 0} von S"

l’.

dl’k = — —ZdLL’Z
x
itk k

Fiir i # k kénnen wir dxy, in (—1)'x;dze A cix\l ... Ndz,, durch —;—;d:ci ersetzen.
Durch eine geeignete Permutation mit der Signatur —(—1)*=% erhalten wir

2

(—1)i$idl’0 AN Cix\z o ANdxy, = (—1)k&d:€0 A @\k oA\ dzy,.
Lk

Weil dies offenbar auch fiir i = k gilt und wegen x3 + - -+ 22 =1 folgt auf Uy
kL o k1o
w=(—1)"—daoA...dzg... Ndx, = (—1)"—pp(dxy A ... Adxy,)
T Lk

mit py, : Uy, = R", (zo,...,2,) = (To, ... Tk ..., x,). Wegen xp = /1 — pi(x) ist py
ein lokaler Diffeomorphismus, also eine Immersion. Weil dxy A ... ANdz, auf R"™ keine
Nullstellen hat, hat w, auf S = U, U...UU, keine Nullstellen und S™ ist orientierbar.

3.6 Integration von Differentialformen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auf einer orientierbaren n—dimensionalen
Mannigfaltigkeit X jede stetige n—Differentialform w iiber alle kompakten Teilmengen
A von X integriert werden kann. Dafiir geben wir an, wie wir dieses Integral lokal in
einer Karte berechnen. Wir zeigen dann, dass dieses Integral nicht von der Wahl der
Karte abhéngt. Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins kénnen wir zuletzt das
Integral von w {iber eine beliebige kompakte Teilmenge A C X definieren.

Sei A C R" eine kompakte Teilmenge des R™. Wir stellen uns vor, dass A der
Abschluss einer offenen Teilmenge von R™ ist. Jede stetige Funktion f : A — R ist
dann beschréankt. Indem wir f auflerhalb von A gleich Null setzen, erhalten wir eine
Lebesque—integrable Funktion auf R". Wenn der Rand 0A von A, also die Schnittmen-
ge von A mit dem Abschluss des Komplements von A, eine Nullmenge ist, dann ist
nach dem Lebesgue-Kriterium die Fortsetzung von f auf R" sogar Riemann—integrabel.
Wenn wir uns im folgenden also auf solche kompakte Teilmengen A von X beschrank-
ten, deren Rander 0A in allen Karten Nullmengen sind, dann kénnen wir auch das
Riemannintegral statt dem Lebesgueintegral benutzen. Im folgenden Satz rufen wir in
Erinnerung, wie sich das Integral unter Koordinatentransformationen verhélt.
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Satz 3.19. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus
von einer offenen Menge U C R™ auf eine offene Menge V' C R™. Dann gilt

/f )| det(P ())|da:1...dxn:/Vf(y)dyl...dyn fiir alle  f € LN(V).

Insbesondere gilt fiir eine kompakte Menge A C U und ein f € C(®[A],R) C L(V)

/f )| det(®' (2))|day . . . dz, = F)dyy . .. dy,.

3[A]

Korollar 3.20. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und
w eine stetige n—Differentialform auf X. Sei A eine kompakte Teilmenge, die in den
Definitionsbereichen U und V' zweier Karten ¢ : U — R™ und v : V. — R" eines
orientierten Atlases von X enthalten ist. Dann gibt es zwei stetige Funktionen f : U —
R und g:V — R mitw|y = fdp1 A ... Ndoy, und wly = gdipy A ... ANdip,. Und es gilt

f(¢‘1(:r))d:c1---dxn=/ g~ () day - - - day,
él4] vl

Beweis: Offenbar ist ¢ o ¢)™!|yny; ein Diffeomorphismus von [U NV] auf ¢[U N V],
und es gilt det((¢pop™1) (¥ (f(x)))) > 0 fiir alle z € UNV. AuBerdem gilt fiir x € UNV

dr(z) A ... A doa(w) = det((9 0 ™") (¥(2))))debr () A A dify(z).
g(x) = f(z) det((¢ov™") (¢(x))).

Seien jetzt~f = fo¢ ' :¢U] > Rund g = goy™' : ¢[V] — R. Dann gilt auf
PUNV] : fo(porp™!)-det((¢porp™!)") = g. Also folgt aus Jacobis Transformationsformel

/ flo™ (x))dxy - - = / x)dxy - -

:/ F(60 471 (2)) det((6 0 1) (2))day - -~ iy
_/ g(x)dxy - -dx :/ g~ (x))dxy - - - dz,. qed.
P[A] P[A]

Mit diesem Korollar kénnen wir das Integral einer n—Differentialform auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit definieren.

Definition 3.21. Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n und w eine stetige n—Differentialform auf X und A C X kompakt. Die Uber-
deckung der kompakten Menge A durch die Definitionsbereiche eines orientierten Atla-
ses von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung und eine entsprechende Zerleqgung der
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Eins (hy)m. Wegen der lokalen Endlichkeit verschwinden alle bis auf endlich viele der
h.,’s auf der kompakten Menge A. Fiir jedes m verschwindet h,, auflerhalb einer kom-
pakten Teilmenge A,, C U,, des Definitionsbereiches einer Karte ¢,, : U,, — R™. Auf
U, seiw gleich w = fr,dpm1 N ... N\ dop,., mit stetigen fp, : Uy, — R. Wir definieren

/A v=3 / o 05 D05,

Wegen dem vorangehenden Korollar héingt das Integral [ 4w weder von der Wahl des
orientierten Atlases noch von der Wahl der Zerlegung der Eins ab. Dieses Integral kann
auch in Analogie zum uneigentlichen Riemannintegral auf nicht kompakte Teilmengen
A von X ausgedehnt werden, wenn die entsprechenden Summen konvergieren.

Wenn wir die Orientierung von X umdrehen, dann wechselt das Integral [ 4w das
Vorzeichen, weil sich in allen Karten das Vorzeichen folgender Funktion f dndert:

(.U|U = fd¢1 VANPIAN dgbn
Zum Abschluss konnen wir Jacobis Transformationsformel noch mal umformulieren:

Korollar 3.22. Sei f : X — Y eine orientierungserhaltender C*—Diffeomorphismus
zwischen den orientierten Mannigfaltigkeiten X und Y der Dimension n. Sei A C X
eine kompakte Teilmenge und w eine stetige n—Differentialform aufY . Dann gilt

/ w:/f*w. q.e.d.
FlA] A

Im Allgemeinen gilt dies nicht, wenn f nur eine Immersion zwischen zwei gleichdi-
mensionalen Mannigfaltigkeiten und damit nicht notwendigerweise injektiv ist.

Beispiel 3.23. Betrachte z.B. die Abbildung f : S' — S', die von der Abbildung
C — C,z — 2" induziert wird mit n € N. Diese Abbildung f ist zwar eine Immer-
sion, und damit auch lokal ein Diffeomorphismus. Allerdings ist sie fir n > 1 nicht
injektiv. Es ist eine sogenannte Uberlagerungsabbildung, d.h. die Urbilder von einzelnen
Punkten bestehen jeweils aus n Punkten. Wir parametrisieren S' durch ¢ — €. Dann
ist w = d¢ eine nichtverschwindende 1-Differentialform auf S* und induziert wegen
Satz[F17 auf S* eine Orientierung. Wegen (e*)" = e™? entspricht die Abbildung f in
dieser Parametrisierung der Abbildung ¢ — n¢. Also gilt f*d¢ = ndp. Damit ist sie
insbesondere orientierungserhaltend. Es gilt aber

f*w:/ndqb:n/ dgb:n/ w.
st st st f181
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Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir noch den Satz vom Igel.

Satz vom Igel 3.24. Die n—dimensionale Sphihre S™ hat genau dann ein nichtver-
schwindendes glattes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

Beweis: Wenn wir S” mit S* C R"*! identifizieren, dann wird in jedem Punkt z € S®
der Tangentialraum 7,S" mit {y € R"*! | y -z = 0} identifizert. Deshalb werden die
Vektorfelder von S™ durch folgende Abbildungen beschrieben:

F:S" =R g2+ F(r) mit - F(z)=0.

Fiir ungerades n ist « +— (z9, —21, T4, —T3, ..., Tys1, —T,) eine solche Abbildung.
Sei jetzt n gerade und F' eine solche glatte Abbildung ohne Nullstellen. Dann ist

fo:S" = S(VITE) = {z e R o] =VIFT S}, ae I“n?gw

ebenfalls glatt. Wir zeigen jetzt, dass diese Abbildung mit einem geeigneten o > 0 fiir
alle € < 9 ein Diffeomorphismus ist. Dazu betrachten wir folgende n—Differentialform:

n

w= —1i:)32~d:£0/\...07\:)5,~.../\dxn.
> (-1

=0

Im Beispiel B.I8 haben wir gezeigt, dass w auf S” keine Nullstellen hat. Weil € in den
Koordinaten von f. linear auftaucht, hat dann fw folgende Gestalt

n+1
flw= (1 + Zeig,) w

i=1
mit glatten Funktionen g¢i,...,g,+1 auf S". Wegen der Kompaktheit von S™ gibt es
dann ein 6 > 0, so dass fw auf S" fiir € < ¢ keine Nullstellen hat. Daraus folgt, dass
die Determinante der Jacobimatrix von f. auf S™ keine Nullstellen hat und f. eine
Immersion ist. Wegen Satz [[.37 ist f.[S"] offen und als stetiges Bild einer kompakten
Menge abgeschlossen. Weil S” zusammenhéngend ist, folgt die Surjektivitét.

Zuletzt zeigen wir die Injektivitéit. Andernfalls gilt f.(z) = f.(y) mit x # y, also

r-y € (F(x) 3 F(y))
| — yll lz =yl \[[E@)[  [[Fw)l
Wegen dem Schrankensatz ist F'/||F|| lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L, also f.

fiir eL < 1 injektiv. Das zeigt, dass f. fiir ein 6 > 0 und alle € < § ein Diffeomorphismus
ist. Fiir die Abbildung h, :  + h,.(x) = ra gilt hiw = r""w. Aus Korollar folgt

[(rEen)on froe [ on froemirar [

S Sn(‘ /1_;’_52 Nid S

Die linke Seite ist ein Polynom in € aber die rechte Seite fiir gerade n nicht.  q.e.d.
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3.7 Mannigfaltigkeiten mit Rand
Definition 3.25. Fir alle n € N seien
H" = {(z1,...,2,) € R" | 2, >0} und OH" = {x € H" | z,, = 0}.

Auf einer offenen Teilmenge U C H™ heifit eine Funktion f : U — R™ (stetig) differen-
zierbar, wenn f eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung auf eine in R™ D H" offene
Teilmenge V- D U besitzt (siehe Korollar [1.31])

In R. T. Seeley: “Extension of smooth functions defined in a half space” Proc. Amer.
Math. Soc. 15 (1964), 625-626 wird gezeigt, dass eine Funktion f auf H" in diesem Sinne
genau dann glatt ist, wenn f auf H™\ OH" glatt ist und sich alle partiellen Ableitungen
von [ stetig auf OJH" fortsetzen. Analoges gilt auch fiir p—mal stetig differenzierbare f.

Lemma 3.26. Sei ¢ : U — V' ein Homdéomorphismus zwischen offenen Teilmengen
von H", und ¢ auf U N (H"\ OH") und ¢~ auf V N (H" \ OH") stetig differenzierbar
mit sich stetig auf U N OH"™ bzw. V N OH" fortsetzenden Jacobimatrizen. Dann gilt

$[U NOH"] = V N oH".

Beweis: Wir nehmen zunéchst ¢(z) € VNOH" fiir ein x € UN(H\0OH") an. Sei W C U
eine in R" offene Umgebung von x. Bei y € ¢[W] N (H\ 0H") ist die Jacobimatrix von
¢~ wegen der Kettenregel die inverse der Jacobimatrix von ¢ bei ¢~!(y). Wegen der
Stetigkeit von den Jacobimatrizen, und weil solche y dicht in ¢[W] liegen, gilt das auch
fiir y = ¢(z). Als Minimum von ¢,, ist x ein kritischer Punkt von ¢,,. Das widerspricht
der Invertierbarkeit der Jacobimatrix von ¢ bei x. Also gilt ¢~ [V N IH"| C U N OH".
Das gleiche Argument fiir ¢! zeigt die umgekehrte Inklusion. q.e.d.

Wegen dem Gebietsinvarianzsatz von Brouwer bilden sogar alle Homoomor-
phismen ¢ : U — V zwischen offenen Teilmengen von H"*! die Mengen ¢[U N OH" ]
und VNOH" ™! aufeinander ab. Wie in dem Beweis von dem Lemma geniigt es zu zeigen,
dass es keinen Homoomorphismus ¢ von einer offenen Teilmenge W in R™ auf eine in
H" offene Umgebung ¢[WW] eines Punktes in OH" gibt. Wegen dem Gebietsinvarianzsatz
ist dann ¢[W] offen in R™, und damit nicht in H" enthalten.

Definition 3.27. Fine Karte einer Mannigfaltigkeit mit Rand X ist ein Homdomor-
phismus ¢ einer offenen Teilmenge U von X auf eine offene Teilmenge von H™.

Zwei Karten ¢ : U — H" und ¢ : V — H" werde wieder vertréglich genannt, wenn
¥ 0 ¢~ Hywny ein Diffeomorphismus von ¢[U N V] nach ¢[U N V] ist. Ein Atlas ist
wieder eine Menge von vertriaglichen Karten, deren Definitionsbreiche X {iberdecken.
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Definition 3.28. FEine n—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Rand
ist ein Hausdorff— und Lindeldfraum zusammen mit einem Atlas von Karten nach H™.
Die Menge aller Punkte, die die Karten nach OH abbilden heifst Rand 0X.

Beispiel 3.29. (i) Fir n € N ist H" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit
Rand.

(11) Jedes abgeschlossene endliche Intervall ist eine eindimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand. Allgemein gilt, dass alle Intervalle differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind. Der Rand von offenen Intervallen ist leer.

(i1i) Eine glatte Funktion f auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ohne Rand
habe keine gemeinsamen Nullstellen mit df. Dann ist {x € X | f(z) > 0}
eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Insbesodnere sind alle abgeschlossenen Bille
B(x,r) C R™ mit r > 0 differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand.

(vi) Offenbar sind fiir alle m,n € N die Ridume H™™ und R™ x H" bzw. H™ x R"
diffeomorph. Wenn also X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand ist
und Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand, dann sind X XY und
Y x X differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand. Der Rand besteht jeweils
aus O(X xY)=0X xY bzw. (Y x X) =Y x 0X.

Satz 3.30. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt:
(i) Der Rand 0X st in X eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

(i1) Fine offene Umgebung U von 0X in X ist diffeomorph zu der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit mit Rand U ~ [0,1) x 0X . Eine solche Umgebung heifst Kragen.

(i1i) Wenn X orientierbar ist, dann ist auch 0X orientierbar, und jede Orientie-
rung von X induziert zusammen mit einem stetigen Vektorfeld N, dessen Fin-
schrinkung auf 0X nach Innen (bzw. Aufen) zeigt, eine Orientierung von 0X .

(iv) Wenn X kompakt ist, dann ist auch 0X kompakt.

Beweis: (i) Der Rand erfiillt die Bedingung von Satz und ist eine Untermannigfal-
tigkeit. Diese Untermannigfaltigkeit besitzt einen Atlas von Karten nach OH" ~ R~}
und ist eine Mannigfaltigkeit ohne Rand. Jeder Punkt z € X \ 0X im Komplement
des Randes ist im Definitionsbereich einer Karte enthalten mit ¢,,(z) > 0. Dann gibt
ist eine ganze Umgebung von z in X \ 0X enthalten. Also ist X abgeschlossen.

(ii) Auf jeder Karte ¢ : U — H" von X induziert wegen Satz die Derivation

% ein glattes Vektorfeld. Diese Vektorfelder konnen wir mit Hilfe einer Zerlegung der
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Eins (h,)nen zu einem globalen glatten Vektorfeld N aufsummieren. Wir zeigen jetzt,
dass die Einschréinkung dieses Vektorfelds N auf den Rand 0X iiberall nach Innen
zeigt und keine Nullstellen auf 0X hat. Sei x € UNOX und ¢ : V — H" eine zweite
Karte von X um z € V. Dann ist ¢ 0 ¢! eine glatte Funktion auf ¢[U NV], die wegen
Lemma die Hyperebene 0H" auf sich selber abbildet. Also gilt:

O, 0 ¢p71) () =0 firi#n
9, >0 fire=n.

Daraus folgt, dass der Koeffizient vor =2—(z) des Tangentialvektors =2 (z) € T, X

M, 8¢

3%
8¢>n Z 8¢n 3%

positiv ist, und deshalb %(1’) auch beziiglich der Karte ¢ nach Innen zeigt. Daraus
folgt, dass bei € 0X auch der Koeffizient von N(z) € T,.X vor 5/~ 9_(x) beziiglich jeder
Karte 1, deren Definitionsbereich x enthélt, positiv ist. Damit zeigt N (x) beziiglich je-
der Karte nach Innen und hat auf 0.X keine Nullstellen. Wegen der lokalen Endlichkeit
der Zerlegung der Eins (h,)nen und der Definition liegt jedes x € 0X im Defini-
tionsbereich einer Karte ¢ : U — H" von X, so dass sich im Bildbereich der Karte das
Vektorfeld T'(¢) o N o ¢! glatt auf eine in R™ offene Umgebung von ¢[U] fortsetzt.
Dann gibt es in 0.X eine offene Umgebung V' von x und ein € > 0, so dass der Fluss ¥y
von dem Vektorfeld N auf [0,€) x V definiert ist. Wegen Satz [[.37 kénnen wir V' und
e so verkleiner, dass ¢ auf ein Diffeomeorphismus von [0, €) x V auf eine offene Teil-
menge von X ist. Mit einer entsprechenden glatten Zerlegung der Eins wird die Summe
der Produkte mit den konstanten Funktionen e auf den Umgebungen U N 90X zu einer
glatten positiven Funktion e auf 0X. Weil die glatte Abbildung (¢, z) — (te(z), z) die
Umkehrabbildung Dann (¢, z) — (t/e(x), x) hat, ist die Abbildung

0,1) x 0X — X, (t,z) — ¥n(e(z)t,x)

ein Diffeomorphismus von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand auf eine of-
fene Teilmenge von X, die damit ein Kragen ist.

(iii) Wegen (ii) gibt es auf X ein glattes Vektorfeld N, das iiberall auf 0X nach
Innen zeigt und keine Nullstellen auf 0X hat. Wir kénnen annehmen, dass X zusam-
menhéngend und n—dimensional ist. Wegen Satz B.17] sind die Orientierungen von X
bestimmt durch nicht verschwindende stetige n—Differentialformen w. Auf dem Rand
verschwindet d¢,,. Deshalb ist die Einschrankung von iyw auf den Rand gleich

in(w) =in(fdopr A ... Nddy) = (=1)""ddn, N) fdpy A ... Adgp_y
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mit einer positiven Funktion f auf dem Definitionsbereich U > x der Karte ¢. Wegen
{(dpn, N) > 0 induziert jede Orientierung von X durch N eine Orientierung auf 0.X.
(iv) 0X ist wegen (i) als abgeschlossene Teilmenge von X auch kompakt. q.e.d.

Im Beispiel (i) werden wir sehen, dass auf R™ alle Vektorraumbiindel trivial
sind. Wegen dem néchsten Satz sind dann alle (n — 1)-dimensionalen abgeschlossenen
Untermannigfaltigkeiten vom R” orientierbar. Insbesondere ist S*~! orientierbar. Nicht
orientierbare Mannigfaltigkeiten konnen aber in den R™ immersiert werden.

Satz 3.31 (Verallgemeinerter Jordanscher Kurvensatz). Sei Y eine n—dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit, auf der alle reellen Linienbiindel trivial sind. Dann
ist Y und jede abgeschlossene (n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit X orien-
tierbar. Wenn Y und X dariberhinaus zusammenhdingend sind, dann hat Y \ X zwei
Zusammenhangskomponenten A und B mit A\ A= X = B\ B.

Beweis: Wegen Satz 317 (iii) ist Y genau dann orientierbar, wenn das reelle Lini-
enbiindel A"Y trivial ist. Also ist Y orientierbar. Sei X eine abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit von Y. Wegen Satz besitzt X eine Uberdeckung U durch die
Definitionsbreiche von Karten ¢ : U — R"™ so dass X N U die Nullstellenmenge der
glatten Funktion fy = ¢, ist. Wenn ¢ : V' — R” eine andere solche Karte ist, dann
verschwindet 1, o ¢ auf ¢[U NV N X], aber Mg%’ffl) = 0 nur fiir j # n. Wegen

1 1

o b1
Yno ¢z, ..., 2p) :/%wnogs—l(xl,...,txn)dt:xn/%(xl,...,txn)dt

0 0

ist dann ¢, /¢, = fv/fu auf U NV eine glatte Funktion gy ohne Nullstellen. Wir
erginzen U durch die offene Menge Y \ X zu einer offenen Uberdeckung von Y und
definieren die entsprechende Funktion fy\x = 1. Die Funktionen gy, = fv// fu definie-
ren einen Kozykel und damit wegen Satz ein reelles Linienbiindel auf Y. Wegen
Lemma ist dieses Linienbiindel genau dann trivial, wenn es einen globalen nicht-
verschwindenden Schnitt gibt. Ein solcher Schnitt definiert fiir alle U € U auf den
lokalen Trivialisierungen U X R eine glatte Funktion hy : U — R ohne Nullstellen, so
dass hy = gyuhy fur alle U,V € U auf U NV gilt. Dann definiert fy/hy = fv/hy
eine globale glatte Funktion f auf Y, deren Nullstellenmenge X ist. Auflerdem hat df
keine gemeinsame Nullstellen mit f. Also ist Z = {y € Y | f(y) > 0} eine Unterman-
nigfaltigkeit von ¥ mit Rand X. Als Untermannigfaltigkeit von Y der Dimension n ist
Z orientierbar und dann wegen dem vorangehenden Satz (iii) X orientierbar.

Zum Beweis der zweiten Aussage bemerken wir zuerst Y \ X = f~![(—00,0)] U
(0, 00)]. Fiir jede Zusammenhangskomponente A einer dieser Mengen ist ANX in X
offen, abgeschlossen und nicht leer, weil nach Satz [L.13] A sonst offen und abgschlossen
in Y wire. Mit X sind also f~'[(—00,0)] und f~*[(0, 00)] zusammenhiingend. q.e.d.
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3.8 Der Satz von Stokes

Satz 3.32. Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
n+ 1. Sei w eine stetig differenzierbare n—Differentialform auf X. Dann gilt

/dw:/ w
X X

Hierbeir hat 0X die durch die Orientierung von X und ein nach Auflen zeigendes
Vektorfeld N (vergleiche Satz[3.30 (iii)) induzierte Orientierung.

Beweis: Wir iiberdecken X durch die Definitionsbereiche eines orientierten Atlases.
Mit Hilfe einer entsprechenden Zerlegung der Eins zerfillt w in eine Summe von stetig
differenzierbaren n—Differentialformen, die jeweils auflerhalb einer kompakten Teilmen-
ge A eines Definitionsbereiches U einer Karte ¢ : U — H""! verschwinden. Wegen der
lokalen Endlichkeit und der Kompaktheit von X sind das nur endlich viele Summanden.
Dann geniigt es die Aussage fiir solche w zu zeigen. Wir unterscheiden zwei Félle:
(A) Der Definitionsbereich U der Karte enthélt keine Randpunkte. Dann ist
@[U] € H™™! eine offene Teilmenge von R™™ und der Satz von Stokes besagt

/dw:/dwzo.
X A

Auf U konnen wir die n—Differentialform folgendermafien schreiben:
w=Y fiddoA...do;... Ndo,
i=0

Hierbei bedeutet = wieder, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Dann gilt

dw—za Adoo A ... dd, . LNy =) (= )ggd(ﬁo/\ A dgn.
i=0 ¢

Aufgrund der Definition des Integrals gilt dann

/dw—/ Z ggz - ))d:co...dxn:Zn:(—l)i/a(ﬁ%)j_l)(x)dxo...dxn.

i=0 #[4]

Die Funktionen fy, ..., f, sind auf ¢[U] stetig differenzierbar und verschwinden aufler-
halb von A. Mit dem Wert 0 auf H" \ ¢[U] setzt sich f o ¢~ ! stetig differenzierbar auf
ganz H" ™! fort. Der Quader Q = [ag, bo] X ... X [an, b,] C HY enthalte ¢[U]:

/dw—z /%)(x)dxo...dxn.
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Das ist ein mehrfaches Integral iiber die Intervalle [ag, bo], . . ., [an, by], deren Reihenfolge
wir wegen dem Satz von Fubini vertauschen konnen: Wenn wir im i—ten Summanden
Ifiogp™)

(—1)f /Q S (@) -,

die Integration iiber die Variable dx; zuerst ausfiihren, erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung die Differenz von f;0¢~! an den entsprechenden
Intervallgrenzen. Weil f; aulerhalb von A verschwindet, sind diese Werte gleich Null:

/dwzo.
A

(B) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt Randpunkte. In diesem Fall
verfahren wir genauso wie in Fall (A), nur dass eine Randseite des Quaders ) auf den

Rand von H"*! liegt, also a,, verschwindet. Weil die Normale N nach Auen zeigt, gilt
(d¢n, N) < 0 auf dem Rand. Wegen Satz (vi) gilt dann auf dem Rand

in(dpo A ... ANdoy) = (—=1)"(dppn, NYdog A ... N\ ddy_1.
Also entspricht die auf dem Rand induzierte Orientierung der n—Differentialform
—(=1)"deog A ... Ndpp_1.
Fiir i = 0,...,n — 1 verschwinden f; o ¢~ auf 9[a;, b;] und es gilt wie im Fall (A)

(1) /Q W%zjb_)(z)da:o ..dx, = 0.

Fiir ¢ = n verschwindet f, o ¢~! nur an der Grenze b,. Dann gilt

-1

(-1)”/ Mdl‘odl’n = _(_1>n/ an(b_leL’(]...dIn_l.
Q axn QNOHn+1

Weil auf U N 90X die 1-Form d¢,, verschwindet gilt dort w|prox = fudd1 A ... Adpp_1.

Weil das Vorzeichen —(—1)" mit dem Vorzeichen der Orientierung {ibereinstimmt, gilt

/dw:/ w. q.e.d.
A XNA

Dieser Satz gilt genauso fiir stetig differenzierbare n—Differentialformen w mit kom-
paktem Triager auf nicht kompakten n + 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten X mit
Rand. Allgemein kann man ihn auch auf nicht kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand
verallgemeinern, wenn man sicherstellt, dass die entsprechenden Integrale konvergieren.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir mithilfe das Satzes von Stokes ein Lemma,
aus dem der Fixpunktsatz und der Gebietsinvarianzsatz von Brouwer folgen.
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Lemma 3.33. Auf einer offenen Teilmenge U C R", die B(0, 1) enthdlt, gibt es keine
glatte Abbildung nach S, deren Einschrinkung auf S*~1 gleich lgn—1 ist.

Beweis: Fiir jede solche Abbildung f = (f1,..., f,) : U — S*" ! folgt aus fi+...+f* =
1 zuerst fidf; + ... + fudf, = 0, und dann, weil fiir alle x € U mindestens eine
Komponente f;(z) nicht verschwindet, auch dfy N ... Ndf, =

—_

—hdf — - — fidfi - - — fadfn
fi

Weil f(x) = z fiir alle z € S"~! gilt, widerspricht das dem Satz von Stokes:

:dfl/\/\dfz—l/\

O:/dfl/\.../\dfn:/d(fldfg/\.../\dfn):/fldfg/\.../\dfn

B(0,1) B(0,1) sn-1

:/Zlfldl'g/\.../\dl’n:/d(l’ldl'g/\.../\dl'n):/dxlA...Ad$n7é0. q.e.d.

sn—1 B(0,1) B(0,1)

Fixpunktsatz von Brouwer 3.34. Jede stetige Abbildung f von dem abgeschlossenen
FEinheitsball B(0,1) C R™ auf sich selber hat einen Fizpunkt.

Beweis: Sei f eine solche Abbildung ohne Fixpunkt. Sei € < || f(0)|| < 1 das Minimum
von z — ||z — f(x)| auf B(0,1). Wegen dem Satz von Stone—Weierstrafl gibt es

pLy--sPp €R[wy, oo ,]  mit [[f(z) —p(o)|| < §  firalle  x € B(0,1).

Wegen 52-(1+ %) = 1 — 15 < 1 — ¢ liegt das Bild g[B(0,1)] von g(z) = 35-p(z) in

B(0,1 - %). Weil g auf B(0,1+ ¢) gleichmiBig stetig ist, gibt es ein 1 <7 < 1+¢, so
dass auch das Bild ¢[B(0,r)] in B(0, 1) liegt. Dann gilt auf B(0,1)

lz = g(@)]| = || = f(2) + f(z) = p(2) + 35p(2)|
2 |l = f@) = 1F(z) = p(@)]] = 5llg(2)|| = € -

€
1 .

=
N

Also hat g auf B(0, 1) und wegen g[B(0,7)] C B(0, 1) sogar auf B(0, ) keinen Fixpunkt.
Die Abbildung h, die jedes = € B(0,r) auf den eindeutigen Schnittpunkt von der
Geraden durch z und g(z) mit S~ abbildet, der auf der gleichen Seite von g(z) €
B(0,1) wie z liegt, gibt es wegen Lemma [B:33] nicht, also auch kein solches f. q.e.d.

Wir beweisen noch mit einem auf Hausdorff zuriickgehenden Spezialfalls des Fort-
setzungssatzes von Tietzsche den Gebietsinvarianzsatz von Brouwer.
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Lemma 3.35 (Hausdorff). Sei f: A — R auf einer abschlossenen Teilmenge A eines
metrischen Raums X stetig und beschrinkt, und d(x, A) = inf,ca d(z, a) fir allex € X.
Dann laft sich [ folgendermajfen stetig und beschrdnkt auf X fortsetzen:

f(x) fir x € A,
g: X =R, z—gx)= d
’ inf (f(a) + 525 1) fire ¢ A

Beweis: Weil A abgeschlossen ist, ist jedes x € X \ A in einem Ball B(z,¢) C X \ A
enthalten und d(z, A) > € > 0. Weil d(x,a) > d(x, A) fiir alle a € A gilt, ist g(z) >
inf,e 4 f(a). Also ist g wohldefiniert. Andereseits gibt es fiir jedes z € X \ A und € > 0
ein Element b, € A mit d(z,b,) < d(z,A)(1 + €). Dann folgt g(x) < f(b;) + € und
g(x) < supgeq f(a), weil das fiir alle € > 0 gilt. Also ist g beschrinkt.

Als néchstes zeigen wir die Stetigkeit von g bei z € A. Mit f ist auch g|4 stetig.
Fiir jedes y € X \ A und € > 0 gibt es neben b, € A noch ein Element a, € A mit

) + G0 <1< gl) < S0 +

Wegen d(y,a,) > d(y, A) liegt dann ¢(y) in (f(a,) — ¢, f(b,) + €). Fiir d(y, a,) folgt

d(y, ay)
d(y, A)
d(z,a,) < d(z,y) +d(y,a,) < d(z,y) + (M + 1+ 2€)d(y, A) < (M + 2 + 2¢)d(z,y).
Genauso folgt d(x,b,) < d(z,y) + d(y,b,) < d(z,y) + (1 + €)d(y, A) < (2 + €)d(z,y)
aus der Wahl von b, so dass f(a,) und f(b,) wegen der Stetigkeit von f beliebig nahe

bei f(z) liegen, wenn d(x,y) hinreichend klein ist. Also ist g bei x € A stetig.
Fir z,y € X\ A und e > 0 folgt aus dem gezeigten fiir die entsprechenden a,, a, € A:

< f(by) — flay) +1+2¢ < M+ 14 2¢ mit M =sup f(a) — iggf(a) und
acA a

d(x,ag) d(z,ay) d(x,ay)
f(ax)+d( Y —1—e<g(x) < flay) + d(r. A) -1, (e A) <M +1+ 2,
d( Y, al/) d(yv aw) d(yv ay)
flay) + 1. A) —1-e<yg(y) < flaz) + A Y Ay S M 41+ 2e,
d(l’, ax) d(y> ax) d(!lf ay) d(y’ ay)
o) =901 < |35 - G| [ ~ | e
(2,a) —d(y,a)| <

Aus d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) fir a € A folgt durch Vertauschen |d
) ) - (

d(z,y) und |d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y). Dann ist g bei z € X \ A stetig, wegen
d(w,0,) _ dly,a0)| _ d(@,00) |d(y, A) = d(z, A)| | |d(w,az) — d(y, 6o)|
d(xz,A)  d(y,A)| ~ d(z, A) d(y, A) d(y, A) ’
)d(%@y) dly, ay)| _ |d(z,ay) — dly, a))|  dly, a,) |dly, A) — d(z, 4)| od
d(w, ) d(y, A)| = d(z, A) Ay, A d(x,A) "
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Gebietsinvarianzsatz von Brouwer 3.36. Das Bild f[U] einer offenen Teilmenge
U C R"™ unter einer injektiven stetigen Abbildung f : U — R™ st offen.

Beweis: Um jedes x € U ist fiir ein > 0 der abgeschlossener Ball B(z,r) von R" in
U enthalten. Deshalb geniigt es fiir eine stetige injektive Abbildung f : B(z,r) — R"
zu zeigen, dass B(f(z),€) fir ein € > 0 in f[B(z,r)] liegt. Weil alle abgeschlossenen
Biille homoomorph sind, geniigt es eine stetige injektive Abbildung auf B = B(0, 1) zu
betrachten. Weil das Bild jeder abgeschlossenen Teilmenge von B kompakt ist, ist die
Umkehrabbildung f~! : f[B] — B stetig und A = f[B] kompakt. Wegen Lemma [3.35]
gibt es eine stetige Fortseztung g : R® — R"™ von f~1. Wegen ¢(f(0)) = 0 gibt es ein
€ > 0, so dass ||g(y)|| < 3 auf y € B(f(0),2¢) gilt. Wir zeigen jetzt B(f(0),¢) C A.
Andernfalls sei z € B(f(0),¢) N (R™\ A). Dann liegt f(0) in B(z,€¢) N A und damit

auBerhalb der beiden folgenden kompakten Teilmengen vom R™:

C={yeAlly—=z|=e > f[B\BO3) D = 9B(z,¢).

Also hat g auf C keine Nullstellen. Sei § = min{||g(y)|| | y € C}U{3} > 0. Wegen z ¢ A
bildet die folgende stetige Abbildung y € C auf y und A\ C' nach D C B(f(0), 2¢) ab:

h:A—CUD, y»—)z—l—(y—z)max{l,h}.

Wegen dem Satz von Stone-Weierstrafl gibt es Polynome

p=(p1,--.,Pn) € (]R[yl,...,yn])n mit  ||p(y) — g(y)|| < g fir alle ye CUD.

Fiir alle ¢ € B(0, g) C R™ hat dann p — ¢ auf C keine Nullstellen. Weil p auf B(z, 2¢)
lipschitzstetig ist, ist p[D] genauso wie D eine Nullmenge des R". Fiir ¢ € B(0, 2)\p[D]
hat dann p o h — ¢ auf A keine Nullstellen und erfiillt auf y € C'

lg(y) = p(h(y)) +all < llg(y) —pW)I + llall < 5+ 5 < 35
Auf y € A\ C liegen y, h(y) € B(f(0),2¢) und g(y), g(h(y)) € B(0, 3). Also folgt
l9(y) = p(h(y)) + all < llg(y) = 9(h(y)) + g(h(y)) — p(h(y)) + 4|
< Ng@Il + lgth)l + llp(h(y) — g(h)Il +llall < 5+ 5+ 5+ 5 < L.
Wegen dem Fixpunktsatz von Brouwer hat dann folgende Abbildung einen Fixpunkt
B(0,1) = B(0,1), @z~ x—ph(f(z)) +q=g(f(z)) —p(h(f(2))) +4q

Also hat p o h — g auf A eine Nullstelle im Widerspruch zu B(f(0),¢) ¢ A. q-e.d.




