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Martin Schmidt Analysis 1 22. Januar 2021
Ross Ogilvie Klausur Losung

1. Zum Aufwirmen.

(a) Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion die folgende Ungleichung:

(b)

n!>2""1 fiiralle neN.

Induktionsanfang: fiir n = 1: 1! =1 = 2°. (1P)
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung stimmt fiir ein n € N. (1P)
Induktionsschluss: Fir n +1 > 2:

(n+1)!'=n+1n! > (n+1)-2""1 >2. 2071 = gnF)—1,

(1P) fiir die Bestétigung der Ungleichung fiir n = 1.

(1P) fiir die Annahme, dass die Ungleichung fiir ein n € N gilt.
(1P) fir (n+1)! = (n+ 1)n!

(1P) firn+1>2

(1P) fiir die Schlussfolgerung, dass die Ungleichung fiir n + 1 gilt.

Berechnen Sie den folgenden Grenzwert

n—oo n n—oo N \/ﬁ

(1P) fiir die Zerlegung des Bruchs, oder das Erweitern mit 1/n.
(1P)+(1P) fiir die Berechnung der Grenzwerte der Summanden bzw.
Zihler und Nenner.

2. Achtung die Kurve! Sei f : R — R definiert durch

(a)

2
x
fla)="
Wir berechnen die Ableitungen:
20 — 2
fl(x) =2ze™ — 2@ = xex i
2 —4x + 22
" o — 0N —x
i) =(2—-2x)e " — (20 —z°)e I—T.

Also sind die kritischen Punkte gleich x = 0,2. Wegen f”(0) = 2 > 0 ist
r = 0 ein lokales Minimum, und wegen f”(2) = —4e~2 < 0 ist z = 2 ein
lokales Maximum. Man kann auch f'(z) < 0 auf (—o00,0) U (2,00) und
f > 0 auf (0,2) benutzen.

(2P) Berechnung von f’(x).

(2P) Berechnung der beiden Nullstellen bei z = 0 und = = 2.

(2P) Berechnung der beiden zweiten Ableitungen bzw. der Vorzeichen
von f'(x) < 0 auf (—o0,0) U (2,00) und f' > 0 auf (0,2).



(b)

2

Fiir  — —oo gehen sowohl 22 — oo als auch e~ — oo. Deshalb konver-
giert z2e™® — oo. Fiir £ — oo gehen 22 und e* nach oo, also kénnen wir

zweimal die zweite Regel von L’Hopital benutzen:

oz . 2z . 2
lim — = lim — = lim — =0.
x—00 el z—o00 e¥ T—00 er

(1P) fiir limg 00 f—i = 00.
(2P) fiir zweimalige Anwendung der ersten Regel von L’Hopital bei
limg oo "z—j = 0. Wenn nur dasteht, dass das exponentielle Wachstum

das potentielle dominiert, dann gibt es nur (1P) fiir lim, i—j = 0.

Aus dem Monotonieverhalten in (a) und f(0) = 0 und den Grenzwerten
(b) folgt, dass f bei z = 0 ein globales Minimum mit Wert f(0) = 0
annimt. Nach (b) gibt es aulerdem kein globales Maximum. Also ist das
Bild f[R] = [0, 00).

(2P) fiir Monotonieverhalten, oder die Abschitzung f(x) > 0.

(1P) fiir f(0) = 0 = min f[R].

(1P) fiir co = sup f[R].

3. Integrative Arbeit.

Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

()

(b)

Sei u = w2, u(0) = 0,u(1) = 7. du = 27 dz.

1 T 1
/ nxsin(rz?) de = / —sin(u) du = —= cos(u)
0 0 2 2

0

1 1
=-3 cos(m) + 3 cos(0) =1

(1P) fiir iregendeine Substitution einschlielich der Substituion von dz.
(1P) fiir das Berechnen einer Stammfunktion nach der Substitution.
(1P) fiir die Resubstituion oder die Substitution der Grenzen.

(1P) fiir Einsetzen der Grenzen.

Seien u =222 — 1,0/ = €®. v/ = 4x,v = €
/(2;52 —1)e* de = uv — /u’v dr = (222 — 1)e” — /4:6635 dzx.
Seien u = 4z,v = €. v = 4,v = €*
/4xex dr = 4zxe” — /46”“ dr = 4ze® — 4e”.
Zusammen
/(23/;2 —1)e” dx = (22° — 1)e® — 4xe® + 4e” + C = (2% — 4x + 3)e® 4 C.

(3P) fiir beide partielle Integrationen, wobei immer das Polynom als
der Faktor zu wéhlen ist, der nur abgeleitet wird. Wenn eine partielle
Integration richtig ausgefiihrt wird, aber keine Stammfunktion gefunden
wird, dann gibt es nur (1P)
(1P) fiir die Stamfunktion.
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(c) Sei%:%—l—%.AlsoA(x+5)+B(x—1):x+11.x:—5
zeigt B=—1 und = = 1 zeigt A = 2.
z+11 2 1

B et — dr=2lnjz—1|-1 :

/(z—l)(a:+5) x /a:—l L nlz—1/—Inlz+5/+C

(1P) fiir den Ansatz f(z) = -2 + %.
(1P) fiir die Gleichung an A und B.
(1P) fiir das Berechnen von A und B.
(1P) fiir das Berechnen des Integrals.

4. Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Es gibt drei Moglichkeiten, diese Auf-
gabe zu losen:
Variante 1: Wir berechenen den Differenzenquotienten und wenden dann zwei-
mal die erste Regel von I’Hopital an:
1

z—0 x x2

fir z # 0. Zweimalige Anwendung der ersten Regel von L’Hopital:

. . et —1 e’
lim h(z) = lim = lim —
z—0+ z—0+ 2 z—0+ 2

1

5-
Wenn wir f/(0) = 1 setzen, ist die Differenzquotient stetig. d.h. f differenzier-
bar in z = 0 ist.

(1P) fiir die Berechnung des Differenzenquotienten.

(1P) fiir die Berechnung der Ableitung von Zéhler und Nenner bei der ersten
Anwendung der ersten Regel von L’Hopital.
(1P) fiir die Berechnung der Ableitung von Zéhler und Nenner bei der zweiten
Anwendung der ersten Regel von L’Hopital.
(1P) dafiir dass in iergendeiner Form lim,_,o— h(z) = lim,_ 04 h(x) mit zwei-
maliger Anwendung der ersten Regel von L’Hopital gezeigt wird.
(1P) fiir die Aussage, dass f bei = 0 differenzierbar ist.

Variante 2: Die erste Regel von L’Hopital wird einmal auf die Ableitung f/(x)

angewendet:
ze® — (e® — 1
pl( ) (2 )

x

(x —1)e” +1
5 :

x
fir z # 0. Eine Anwendung der ersten Regel von L’Hopital:

N e ol G O L LT
x1—1>%l:|: f (37) B :cl—1>I[I)1:i: 2x a x1—1>1(1)1:5: 2 7
Der Mittelwertsatz zeigt, dass f bei z = 0 differenzierbar ist mit f'(0) =
(1P) fiir die Berechnung der Ableitung.
(1P) fiir die Berechnung der Ableitung von Zahler und Nenner bei der An-

wendung der ersten Regel von L’Hopital.

1
3

(1P) fiir das Kiirzen von x.

(1P) dafiir dass in iergendeiner Form lim,_,o— f'(z) = limg 04+ f/(x) mit der



ersten Regel von L’Hopital gezeigt wird.
(1P) fiir die Aussage, dass f bei = 0 differenzierbar ist.

Variante 3: Wir schreiben f(z) fiir  # 0 als Potenzreihe und kiirzen ein x:

1 IR RN > "
1(0) x(e ) x; n! ng:%(n—i—l)! nz:%(n—l—l)!

Und fiir z = 0, ZI?O:O(annU! =4 =1= f(0) und f(0) =

f analytisch und differenzierbar fiir alle x.

ﬁ = % Deshalb ist
(1P) fiir das hinschreiben der Potenzreihe von f ohne sie umzurechnen.
(1P) dafiir, dass diese Potenzreihe im Zihler keinen Term mit 2° enthilt.
(1P) fiir das Kiirzen von einem .

(1P) dafiir dass eine Potenzreihe entsteht.

(1P) fiir die Aussage, dass f bei z = 0 differenzierbar ist.

5. Monotone Funktionen sind Regelfunktionen

(a) Wenn inf I < z < sup [, dann ist = grofer als die grofite untere Schranke
und kleiner als die kleinste obere Schranke. Also ist z weder eine untere
noch eine obere Schranke von I. Also gibt es sowohl ein Element 21 von
1, dass kleiner ist als z, als auch ein Element xo, das grofler als x ist.
(1P) dafiir, dass x keine untere Schranke von I ist.

(1P) dafiir, dass = keine obere Schranke von I ist.

(b) Seien I = f~[J] und = € (inf I,sup I). Nach (a) existieren a1, x5 € I mit
xr1 < x < x2. Weil f monoton wachsend ist, folgt f(z1) < f(x) < f(x2).
Wir wissen, dass f(x1), f(z2) € J und J ein Intervall ist, also f(z) € J.
Deshalb = € I. Das zeigt, dass (inf I,supI) C 1.

(1P) fiir die Ungleichung f(z1) < f(z) < f(x2).
(1P) fiir f(z) € J.

(c) In den beiden Fille, dass I leer, und dass I nur einen Punkt enthélt, ist
die Aussage so formuliert, dass nichts zu zeigen ist.
Wenn also I mehr als zwei Punkte enthilt, dann ist I als Teilmenge von
[0,1] beschrénkt und es existieren a = inf I und b = supI. Weil a eine
untere Schranke von [ ist und b eine obere Schranke von [ ist, ist I in
[a,b] enthlaten. Wegen (b) enthélt I das Intervall (a,b). Dann ist I, je-
damdem ob es inf I = a bzw. sup = b enthélt eine der vier Intervalle
(a,b), (a,b],|a,b), oder [a,b].
(1P) wenn I leer ist, oder nur einen Punkt enthélt ist die Aussage richtig.
Wenn es diesen Punkt nicht gibt, dann darf im folgenden immer ange-
nommen werden, dass I mindestens zwei Zahlen enthilt, auch ohne dass
das dasteht.
(1P) I ist wegen (b) eins der Intervalle (infI,supl), [infI,supl),
(inf I,supI] oder [infI,supl]. Diesen Punkt gibt es auch, wenn



(d)

(e)

)
(inf I,supI) C I C [inf I, sup I] dasteht, oder wenn erkannt wurde, dass

es nur vier Moglcihkeiten gibt, jenachdem ob I sein Infimum bzw. Supre-

mum enthélt.

Wegen der Monotonie muss f(z) fiir alle z € [0,1] in [f(0), f(1)] liegen.
Dieses Intervall wird offenbar fiir alle n € N durch die disjunkten In-
tervalle [yo,y1) U [y1,y2) U ... U [Yn,, Yn) U {yn} tiberdeckt. Desbalb gilt
fiir jedes x € [0,1] genau einer der Fille in der Definition von f,. Dann
folgt aber fu(z) = yr < f(z) < yrp1 = falz) + 5 (f(1) = £(0)) fiir ein
k=0,...,n— 1. Das zeigt die Ungleichung in (c).

(1P) dafiir dass in iergendeiner Form erkannt wird, dass fiir jedes
x € [0, 1] eine der Ungleichungen y; < f(x) < yp41 fir k=0,...,n—1
oder f(z) = y, gelten muss.

(1P) dafiir dass erkannt wird, dass yx = fo(z) in yr < f(x) < yg41 €in-
gesetzt werden kann.

(1P) dafiir dass in iergendeiner Form yy, 1 —y = < (f(1) — £(0)) erkannt

n
wird.

Weil (1(f(1) — £(0))nen eine Nullfolge ist, folgt aus (d), dass die Folge
(fn)nen geleichméBig gegen f konvergiert. Aufgrund der Definition von

fn stimmt diese Funktion mit

n—1
I = Y U4 o)

k=0
iiberein. Wegen (c) sind die Urbilder f~![[y, yx+1)] entweder leer oder
Intervalle. Also ist f, eine Treppenfunktion. Wegen (d) ist also f ein
gleichméssiger Grenzwert von Treppenfunktionen. Dann ist f aufgrund
der Definition von Regelfunktionen eine solche Regelfunktion.
(1P) dafiir dass in iergendeiner Form erkannt wird, dass (1(f(1) —
f(0))nen eine Nullfolge ist.
(1P) dafiir dass aus (c) folgt, dass f,, eine Treppenfunktion ist.
(1P) dafiir dass in iergdeiner Form erwiihnt wird, dass ein gleichméfiger
Grenzwert von Treppenfunktionen eine Regelfunktion ist. Es geniigt Ein

Verweis auf die Definition von Regelfunktionen.



