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10. Ubung

Fixpunkt.

(a) Sei f:]0,1] — R stetig mit f(0) = 1 und f(1) = 0. Beweise, dass ein xg € (0,1) existiert
so dass f(xg) = xo. (3 Punkte)

(b) Sei f : [a,b] — [a,b] stetig. Zeige, dass f mindestens einen Fixpunkt hat, das heift es
existiert ein xg € [a, b] mit f(zo) = 0. (8 Bonuspunkte)

Losung. Hier ist eine einfache Version von dem Zwischenwertsatz 6.1. Sei f : [a,b] — R stetig
und f(b) <0 < f(a). Dann existiert ein g € [a,b] mit f(zg) = 0.

Beweis: Weil min{f(a), f(b)} = f(b) und max{f(a), f(b)} = f(a), wissen wir nach dem Zwi-
schenwertsatz, dass das Bild von f das Intervall [f(b), f(a)] enthélt. Und 0 liegt in [f (D), f(a)].
Deshalb existiert zp mit f(xg) = 0 wegen das Definition von dem Bild (Abschnitt 1.4).

(a) Setze g(x) = f(z) — z. Es ist stetig, weil f(z) und z stetig sind. Bemerke g(0) =1—-0=1
und ¢g(1) = 0 — 1 = —1. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein z¢ € (0,1) mit g(z) = 0.
Es folgt f(xg) = xo

(b) Setze nochmal g(x) = f(z) — x. Wir wissen, dass a < f(z) < b, weil f : [a,b] — [a,b]
abbildet. Deshalb gilt g(a) = f(a) —a > a—a =0und g(b) = f(b) —b < b—b=10. Also

existiert ein Fixpunkt z¢ € [a,b] nach dem Zwischenwertsatz.

Differenzierbarkeit

Alte Version: Es seien a,b € R mit a < b, sowie ¢ € (a,b) und f : (a,b) — R eine stetige

Funktion. Sei ¢(z) := [@=J©) quf 2 € (a,b) \ {c}. Zeige man, dass f in ¢ differenzierbar

T—c
(Definition 7.1) genau so wenn 9161_)mc q(z) existiert. In diesem Fall, warum muss f’(¢) = QI;IE}; q(z)
sein?

Neue Version (30. November 2020): Es gibt ein Problem: wir haben noch nicht die Grenz-
werte von Funktionen definiert. Das ist Definition 7.18 im Skript. Deshalb gebe ich Ihnen eine
neue Version.

Es seien a,b € R mit a < b, sowie ¢ € (a,b) und f : (a,b) — R eine stetige Funktion. Sei
q(x) = % auf z € (a,b) \ {c}.

Zeige man, dass f in ¢ differenzierbar (Definition 7.1) genau so wenn fiir jede Folge (2, )neny C
(a,b) \ {c}, die gegen ¢ konvergiert, die Folge (¢(z))nen konvergent ist. In diesem Fall, warum

muss f'(c) = Jim. q(xy,) sein?

(5 Punkte)



Losung. Nach Definition 7.1 ist die folgende Funktion

@ w fiir x # xg q(x) fir z # xo
g\r) = -
f'(e) firer=c flle) firz=c

stetig in ¢ genau so wenn f in c differenzierbar ist.

Falls g stetig ist: Sei (x,) C (a,b) \ {¢} beliebig mit x,, — ¢. Wir wissen lim, o g(x,) = g(c).
Es folgt
lim g(z,) = lim g(z,) = g(c) = f'(0).

n—oo

Falls lim q(z,) existiert fiir jede Folge x,, — ¢: Bemerke zuerst, dass es eine Zahl L gibt so dass
L= ;111_?220 q(zy) fir jede Folge (zy)n € (a,b) \ {c} mit z,, — c. Beweis: Seien zwei solche Folgen
(Zn)ns (Yn)n mit

Ly = lim g(zn) Lo = lim q(ya),

n—oo

und setzen Sie

T wenn n = 2k

Zp =

yr ~wenn n = 2k — 1.
(zn)n ist auch eine Folge in (a, b) \ {¢} mit z, — ¢ wegen Aufgabe 25. “Zweierlei”. Auferdem folgt
es nach Aufgabe 25, dass die Haufungspunkte von (g(zy)), die Punkte {L1, Lo} sind. Aber die
Voraussetzung sagt, dass (q(x,)), konvergent ist. Daher gibt es nur einen Haufungspunkt. Also

muss Ly = Lo gelten.

Setzen Sie deshalb f’(c¢) := L. Wir sollten jetzt beweisen, dass g stetig in ¢ ist. Wir benutzen
Satz 5.14(iii). Sei (z,,) C (a, b) beliebig mit x,, — c¢. Es gibt zwei Teilfolge: (y) = {, # ¢} und
(zn) = {xn, = c¢}. Es ist klar, dass

lim g(z,) = lim g(c) = g(c) = f/(c).

n—oo n—o0

Und
. s o
nhﬁn;o 9(yn) = nhj;O q(yn) = L = f'(c),

weil g(x) = g(x) fir x # ¢. Weil die beide Teilfolge gegen f'(c) konvergiert, muss g(z,) gegen
f'(c) konvergiert. Deshalb zeigt

lim g(z,) = f'(c) = g(c),

n—oo
dass g stetig in c ist.

Wenn f/(¢) # L := ILm q(zy) gilt, wiirde g(y,) — L aber g(z,) — g(c¢) = f'(¢), und g wiirde

nicht stetig in c sein.

40. Elementary, my dear Watson!

(a) Was ist die Ableitung von sinhz = """ mwzmﬂ? Benutze man Beispiel 7.4(v).
(2 Punkte)



(b) Berechne mit Satz 7.5 die Ableitung von

(i) cosz+ 2 —2° (2 Punkte)
(ii) 2*Inz (1 Punkt)
(iii) sioz (1 Punkt)
(iv) exp(—2?) (1 Punkt)

(c) Die Funktionen aus Beispiele 7.4(ii)-(iv),(vi)-(viii) und 7.8(i)-(xii) heifen elementare Funk-
tionen. Wenn f und g elementare Funktionen sind, sind f+ g, fg und f o g auch elementar.
Hat jede elementare Funktion eine Ableitung? Ist die Ableitung elementar? Warum oder
warum nicht? (1 Punkt)

Losung.
(a)

<1

o0
2m +1
. / 2m 2m
sinh’' z = mgzo 7(2771 1)!33 = mE:O 7(27”)!33 = cosh z.

Man kann auch mit der Form sinh x = %em — %e_z berechnen:

1 1 1 1
sinh’x = Qez - 56_’”(—1) = 5630 + ie_m = coshz.

(b) (i)
(cosz + 3272 — exp((In2)z)) = —sinz — 6272 — exp((In2)z) - (In2)

6
= —sinz — — — (In2)2°.
sine — —3 (In2)
(i)

1
(z*lnz) =42’ Inz +2* - = = 42®Inz + 2°.
x

(iii)

. ! . .
<smm> cosz-xr—sinz-1 xcosz —sinx
- 5 _

T z? T
(iv)
(exp(—2?)) = exp(—2?) - (—2z) = —2z exp(—z?).
(c) Die Ableitungen von elementaren Funktionen wird in Beispiele 7.4 und 7.8 berechnet und

sie sind elementar. Aufserdem zeigen Sétze 7.5 und 7.6, dass
o (f+9) = [ +¢ elementar ist,
e (fg) = f'g+ fg elementar ist,
e (fog) =(f'og)- f" elementar ist,
wenn f und ¢ differenzierbar und elementar sind. Deshalb ist die Ableitung von jeder ele-

mentaren Funktion auch elementar.



41. Hinreichende Kriterien fiir Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Es sei X C R nichtleer mit 0 € X sowie f : X — R eine Funktion und «,C > 0.

(a) Es gelte |f(z)| < C - |z|* fir alle x € X . Zeigen Sie, dass f in xo := 0 stetig ist mit
f(0)=0. (2 Punkte)
(b) Nun sei X sogar eine Umgebung von 0 und es gelte |f(z)] < C - |z[1*T* fiir alle © € X.
Zeigen Sie, dass f in x¢ = 0 differenzierbar ist mit f(0) = f/(0) =0. (8 Punkte)

(c) Sei nun
fR—=R

lz['Fosind  fiir z #0
T —
0 sonst
Folgern Sie aus (a) und (b), dass f sowohl stetig, als auch differenzierbar ist. Fiir welche
a > 0 ist die Funktion f’ in einer Umgebung um 0 unbeschriankt? Fiir welche o > 0 ist f
stetig differenzierbar? (2 Bonuspunkte)

Losung.

(a) Setze x = 0 zuerst. Es folgt dass |f(0)| = 0 und also muss f(0) = 0 gilt.
Es gilt —z% < |z|* < 2 und daher geht es gegen 0 als x — 0 fiir & > 0. Nun ist —C|z|* <
f(z) < C|z|* und deshalb lim,_,o f(z) = 0 = f(0). Das zeigt, dass f in O stetig ist.

(b) Nach (a) wissen wir, dass f(0) =0 und f ist in O stetig. Fur z¢ # 0 sei

g(xo) = f(0) = f(xo) _ f(xo).

O—xo Xo

Es folgt

T Clzx 1+«
|g($0)|: |f( 0)| < ’ 0| :C|$0’a
|2o| |zo|

Setzen wir denn g(0) = 0 und nach (a) ist ¢ in 0 stetig. g(x) ist die Funktion aus Definition
7.1 mit # = 0. Deshalb existiert f/(0) mit f/(0) = ¢g(0) = 0.

(c) Bemerke
[f(@)] = [a]"F®

weil |sinf] < 1 fiir alle § € R gilt. AuRerdem ist |f(0)] = 0 < |0]**2, also die Ungleichung
gilt fiir alle z € R. Jetzt folge es, dass f differenzierbar in 0 ist.

Fiir z > 0 gilt f(z) = 2't%sin L, daher

x

1
sin‘ < M fiir o # 0,
x

1 1
f'(z) = (1 + @)z sin - %1 cos =

und fiir z < 0 gilt f(z) = (—2)'**sind

flx) = -1 +a)(—2)” sin% — (=x)* ! cos %



Wir sehen, dass f’ ist stetig, wenn z # 0 ist. Wenn « > 1 ist, zeigt (a), dass die beide

Formeln gegen 0 als x — 0 konvergiert. In diesem Fall, ist f’ auch in 0 stetig, weil f/(0) = 0.

Aber fir a = 1 haben wir

2xsin%—cos% firz >0
f(z)y=<0 firx =0
2 sin L —cos% fir z < 0.

T

cos% ist beschriankt, aber nicht konvergent als x — 0. Also ist f’ nicht stetig in 0. Der Fall

a—lC

a > 1 ist relativ gleich wie a = 1, aber « os% ist nun unbeschrinkt.

42. Tangens tanzen.

(a) Seiz € R\ {(2k+ 1)r | k € Z} und ¢ = tan(%). Zeige, dass cos(z) und sin(z) unter

dieser Substituion gebrochen rationale Funktionen von ¢ sind. [Man darf das Ergebnis aus

Aufgabenteil (b) verwenden. |
(b) Seit € R. Zeige, dass [{24] = 1.

1—it
1 14t
tan(t) = =
arctan(t) 2arg<1 —it)

(c) Zeige, dass

[Tipp: Sei 6 = arg (ifﬁ) und schreib %f;i in Polardarstellung. |
Lo6sung.

(a) Zuerst beweisen wir nach Abschnitt 4.4 einige weitere Formeln:

9 sin?z  1—cos?z 1
tan® z = = = -1,
cos? z cos? z cos? z
z oz z z z
COSZ:COS<§—|—§>:COSZ§—Sin2§:2COSQ§—1,
. . <z+z) 9 i z z
sinz=sin|{—-+ =) =2sin — cos —.
2 2 2 2
Deshalb folgt es
£ 2 2L 2 2L
t = tan — t“ =t — t 1=t —+1=
an2 an 5 + an 2+
1 9 T 2 9 T 2
= — :2 — J—
21 P9l eyt 241
1—¢2
cosx:200s2£—1:
2 1+ t2
und 1 2t
sinszsinfcosf:2tan£0052£:2t- = .
2 2 2 2 14 ¢2 1+ 2

(8 Punkte)
(1 Punkt)

(8 Punkte)

1

2z
COs™ 3

T
—1=2cos’= —1
COS 5



(b) Es gilt

Lat|  [14it (14t _\/1+z’t L—it _,
1—it| \1—it \1—it) V1—it 1+it
(c) Sei 6 = arg (%fﬁ) Wegen (b) ist 7% = 1. Es folgt
1— %+ 2it 1— ¢ 2t
T—;Z:C089+isina & 1+t2=cos€ undm:sin&
Sei s = tan g. Nach (a) folgt
1— ¢ 1—s?
WZCOSOZT; = (1—t2)(1+52):(1+t2)(1—82) = t2:S2.
Also ist t = +s. Aber wegen ﬁttg =sinf = 1J2r$‘32 muss t = s sein. Deshalb gilt

t = = I Rt 1 ' nit .

43. Die Produktregel fiir n-te Ableitungen
Esseien n € N, I C R ein offenes Intervall, f,g: I — R zwei n-fach differenzierbare Funktionen
und h:= f-g: I — R. Beweisen Sie: h ist n-fach differenzierbar und fiir die n-te Ableitung h(")
gilt fiir alle z € T

n

1) = 3 (1) 790 ")

k=0
mit der Konvention f(©) := f). Dabei bezeichnen (?) := —2- die entsprechenden Binomial-
k (n—k)I&!

koeffizienten. (5 Bonuspunkte)

Lésung. [.B. n = 1. Seien f, g differenzierbar. Dann ist nach Satz 7.5 fg differenzierbar und

n

(fg) = fg+fd = (é) F0 O G) FO =3 (Z) £ g8,

k=0

I.V. Fiir ein n € N und fiir n-fach differenzierbare Funktionen f,g ist fg n-fach differenzierbar
und

U@ =3 () 1) s P o)

k=0

LS. Seien f, g (n+1)-fach differenzierbar. (fg)(™ ist eine Summe von £ g% mit k € {0,...,n}
und sie sind differenzierbar nach Leibnizregel. Deshalb ist (f g)(”) differenzierbar und wir sagen,
dass fg ist (n + 1)-fach differenzierbar.



Nun rechnen wir:

(
(&)

_ (”) (04 gn) 1 g6 o1
(k)

(k+1)  (n—k) — (n (k) (n+1—k)
fEHg +kzzo<k>f g

(”) FED G 4 D) | (”) 9 g 1=R) 4 £(0) (1)
k k

0 k=1

_ n (m) (n+1—m) (n+1) ,(0) ~ (n (k) (n+1—k) (0) (n+1)
> <m1>f g + /7"y +;§1<k>f g + g
= n n _ n
— frgO 4 3 ((k " 1) + (k» 09 1K) 4 £(0) ()



Mehr Ubungen.

44. Differenzierbarkeit
Es seien a,b € R mit a < b, sowie z* € (a,b) und f : (a,b) — R eine stetige Funktion.

(b) Es sei f in z* differenzierbar. Wir setzen weiter voraus, dass es eine Folge (z,)nen mit
xn € (a,b) \ {z*} fiir alle n € N und lim, o 2, = 2* gibt, so dass f(x,) = 0 fir alle
n € N gilt. Zeigen Sie: f(z*) = f'(z*) = 0. (8 Punkte)
Bemerkung: Eine Nullstelle von f, die zugleich Nullstelle von f’ ist, bezeichnet man auch

als Nullstelle héherer Ordnung.

(c) Nun sei f differenzierbar auf (a,b)\ {z*} und es existiere ein ¢ € R mit lim, .~ f'(z) =
¢ = limg .4 f'(z) . Zeigen Sie, dass f dann auch in z* differenzierbar ist, und zwar mit
fl(x*)=c. (5 Punkte)
[Tipp: Zu beweisen ist, dass die Funktion A : (a,b) = R mit h(x) := % fir x # o*
und h(z*) := ¢ stetig ist. Dazu zeige man, dass h in z* linksseitig stetig und rechtsseitig
stetig ist, siche Extra-aufgabe Kontinuitéit durch Gleichheit von 9. Ubungsblatt. Denken Sie

auch an den Mittelwertsatz.]

45. Ein Zwischenwertsatz fiir die Ableitung
Die Funktion f : (a,b) — R sei differenzierbar und f’ sei nicht konstant. Zeigen Sie, dass es zu

jedem 1 € R mit

inf{f'(z): 2z € (a,b)} < n <sup{f'(z): x € (a,b)}
ein € € (a,b) gibt mit f'(§) =n (6 Punkte)
[Tipp und Warnung: Betrachten Sie g(z) := f(z) — na und bedenken Sie, dass f’ nicht notwen-

digerweise stetig zu sein braucht.|

Die Losungen miissen bis spétestens Freitag, den 4. Dezember 2020, 10:00 Uhr per E-Mail an
Ihren Tutor gesendet.



