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9. Ubung

34. Spielwiese der Stetigkeit.

20. November 2020

(a) Man zeige durch unmittelbare Anwendung der (e,d)-Definition der Stetigkeit (Definiti-

(b)

(c)

(d)

(e)

on 5.13), dass die Funktion
fRoR z—a22—1
an der Stelle x = 2 stetig ist.

Man zeige, dass die Funktion

1 falls z €@
fR=R =z~
0 falls zeR\Q

an keiner Stelle x € R stetig ist.

Man zeige, dass die Funktion
f R>R z—=x

stetig (beweise man Beispiel 5.19(i)), und auch gleichméfig stetig ist.

Man zeige, dass die Funktion

0 fallsz <0,
fTR=R, z—
z fallsxz >0

stetig ist. [Tipp. Benutze die Idee von Aufgabe 25 fiir Stetigkeit in 0]

Wir betrachten die Funktion

f:]0,00) = R, x— /z,

(2 Punkte)

(8 Punkte)

(2 Punkte)

(3 Punkte)

von der wir bereits aus Aufgabe 32 “Stetigkeit unter der Erde” wissen, dass sie stetig ist.

(i) Zeigen Sie, dass f|[1 o), d-h. die Einschrinkung von f auf das Intervall [1, co), Lipschitz-

stetig ist.

(2 Bonuspunkte)

(ii) Zeigen Sie, dass f auf [0,00) gleichméfig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig auf [0, c0)

ist. [Tipp: Satz 5.22]

Losung.

(4 Bonuspunkte)

(a) Wir miissen zeigen, dass Ve > 039 > 0 so dass |f(2) — f(y)| < e fur alle y € {|2 — y| <}

gilt. Bemerke

Q) —fWl=B=fwl=4-y’|=12—y| -2+l



(b)

(c)

(d)

(e)

und {y e R| |2 —y| <0} =(2—-5,2+ ). Wenn y € (2 — 6,2+ ) ist, haben wir dann
4—6<2+4+y<4+446. Wenn § < 4 auch ist, gilt |2+ y| < 4 + 0 und deshalb

12—yl - 24+yl<d-(440) < 8.
Sei £ > 0 beliebig. Wihle § als die kleinere von €/8 oder 4. Daher ist

f2)—f)]=12—-yl-24+y| <8 <e.

Die Eigenschaft gilt, also ist f stetig.

f ist in z nicht stetig < Je >0V > 03y € {ly—=z| <&} mit | f(y) — f(z)| > . Seie =3
und § beliebig.

1. Fall: x € R\ Q. Nach Satz 2.47 existiert einy € Q mit t —0 < y < x+4, also |y — x| < 4.
Es gilt f(z) =0, f(y) =1, also [f(y) — f(z)| =1>e.
2. Fall: z € Q. Nach Satz 2.47 existiert ein r € Q mit %(az -8 <r < L(xr+9), und

V2
0B.dAr#0. Alsox -6 <V2r <ax+9d. Seiy:=+v2r ¢ R\ Q (wegen r # 0). Dann ist

ly — x| <d. Esgilt f(z)=1,f(y) =0, und [f(y) — f(z)| =1>e.

Drei Variante: Nach Korollar 5.15(ii) sei (zy,)nen konvergente Folge gegen 2. Dann konver-
giert (f(xn))nen = (Tn)nen gegen f(x) = x. Deshalb ist f stetig.

Nach Korollar 5.15(iii) sei U offen in Y = R. Dann ist das Urbild f~![U] = U auch offen in
X =R. Deshalb ist f stetig.

Nach Korollar 5.15(iv) sei A abgeschlossen in Y = R. Dann ist das Urbild f~![A] = A auch
offen in X = R. Deshalb ist f stetig.

Gleichmafig-stetig heifit, dass Ve > 036 > 0Vaz,y € R mit |z —y| < d: |f(z) — f(y)| > ¢
gilt. Sei € > 0 beliebig und § = €. Sei x und y beliebig mit |x — y| < §. Dann gilt

f(@) = fW)l=lz—yl<d=e

Wir miissen zeigen, dass fiir alle x € R und jede Folge z,,, die gegen x konvergiert, f(z;,)
konvergiert gegen f(x). Sei z < 0 und z,, — x. Dann gibt es ein N so dass Vn > N ist
x,, < 0 auch, denn wir kénnen e klein wihlen so dass (x — e,z +¢€) C (—00,0). Es folgt, dass
f(zy) = 0 konstant ist, so konvergiert gegen 0 = f(x).

Ebenfalls sei > 0 und z,, — . Dann gibt es ein N so dass Vn > N ist x,, > 0 auch, denn
wir kénnen e klein wahlen so dass (z —€,x +€) C (0,00). Es folgt, dass f(x,) = x, und
natiirlich gegen x = f(z) konvergiert.

Der letzte Fall ist z = 0, so f(z) = f(0) = 0. Es gibt zwei Teilfolgen von (z,,): uy, := {x, >
0} und I, := {x, < 0}. Bemerke, dass f(un) = u, — x = f(0) und f(l,) =0 — 0 =
f(0). Nach Aufgabe 25 Zweierlei ist f(0) die einzige Haufungspunkt von {f(x,)}. Deshalb
konvergiert f(z,) — f(z).

(i) Fiir z,y € [1,00) gilt /z,\/y > 1, also \/E}L = < H% =1 also

o | Ve VRWVER V)| eyl L
Wz =yl = Vit Vi) _ﬁ+ﬁ§ |z —y| = Llz —y|

S




mit L := %
(ii) Da jede lipschitz-stetige Abbildung gleichméhig-stetig ist, ist f[[; o) gleichméfig-stetig
nach (i). Nach Satz 5.22 ist flo ] gleichméfig-stetig, da f stetig und [0, 1] kompakt.

Zur Nicht-Lipschitz-Stetigkeit: Gibt es ein L > 0 mit [f(z) — f(y)| < L|z — y| fur alle
x,y > 07 Nein. Sei L > 0 beliebig und setze x := ﬁ und y = 0.

1

1
£@) = )l = Vel = 57 =2+ 5 =2L-|e—y| > Ll —y|

So ist hier ein Wiederspruch.

35. Quantorendschungel Part 11
Sei X C R eine nichtleere Teilmenge von R und f : X — R eine Abbildung. Nach Definition 5.20
heiflt f gleichmafig stetig, falls gilt:

V6>035>0V$1,J}2 e X ( |x1 —.%'2’ <) = ’f(l’l)—f(.%'g)‘ <€)

Welche der folgenden Aussagen sind dquivalent zur gleichméfigen Stetigkeit von f?7 Begriinden

Sie IThre Antwort mit Beweis oder einem Gegenbeispiel.

()
(b)

36 >0Ve>0Vr,xe € X : (|21 —x2| <6 = [f(z1) — f(z2)| <€) (2 Punkte)

Vzg € X Ve > 030 > 0V, x0 € B(xo,9) : |f(z1) — f(x2)| <€ (2 Punkte)
(mit B(zo, ) ist hierbei der Ball in X um z¢ mit Radius ¢ gemeint, vgl. Definition 5.1)

() Ve>03c>030 >0Vay, 20 € X : (|x1 —x2| <cd = |f(x1) — fx2)] <€) (2 Punkte)
(d) Ye>03c>030>0Ve,x0 € X : (|z1 —22| <6 = [f(x1) — f(z2)] < ce) (2 Punkte)
Losung.

(a) Es ist nicht dquivalent. Gegenbeispiel: f(x) = x. Nach Satz 5.22 oder Aufgabe 34(b) ist

(b)

f gleichméfRig stetig. (a) gilt nicht, denn: Sei 6 > 0 gegeben und wéhle € = 0.250,z; =
0.50,x9 = 0. Dann |x1 — 22| = 0.50 < § aber

|f(x1) — f(22)] = |w1 — 22| = 0.56 £ 0.250 = e.

Es ist nicht dquivalent, aber es ist dquivalent zu normaler Stetigkeit. Sei f stetig, zo € X
und € > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass |f(z) — f(zo)| < § fiir alle # € B(wo,§). Seien
x1,x2 € B(xg,0). Dann gilt

£@1) = fla)| £ 1 (1) = £o)| + 1f(@2) = flao)| < 5+ 5 =€,

und daher Stetigkeit = (b). Wenn man x; = x wéhlt, ist (b) einfach Stetigkeit. Jede stetige
Funktion f, die aber nicht gleichméfig stetig ist, ist ein Gegenbeispiel.



(c) Esist dquivalent. Wenn f gleichméfig stetig ist, setze ¢ = 1 und dann gilt auch (c). Falls (c)
fiir f gilt, sei e > 0 beliebig. Dann gibt es ein ¢’ > 0, ndmlich §' = ¢d, mit |f(z1)— f(z2)| < €
fir alle z1, x2 mit |x1 — 22| < ¢’. Das zeigt, dass f gleichmifig stetig ist.

(d) Es ist nicht dquivalent. Wihle

0 falls x <0,
1 fallsxz > 0.

fz) =

Dann ist f offenbar nicht (gleichméfig) stetig in 0. Aber es gilt (d), denn: Sei € > 0, so
wéhle ¢ := 2/e > 0. Fiir alle x1,x9 € R ist

|f(21) — fz2)| <1< 2= ce.

36. Punktweise oder Gleichméfiig.

Wir definieren die Funktionenfolge (f,,)nen durch

2n2z falls 0 < 2 < %
fn i R=>R, 2= < 2n—2n2z falls ﬁ<x§%
0 sonst
(a) Skizzieren Sie den Graphen von f, fir n € {1,2,3}. (1 Punkt)
(b) Zeigen Sie, dass f,, fiir alle n € N stetig ist. (2 Punkte)

[Tipp: Aufgabe 34(d).]

(c) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)nen punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert.
(2 Punkte)

(d) Untersuchen Sie, ob die Funktionenfolge (f,)nen gleichméfig konvergent ist.
[Tipp: Bestimmen Sie zuerst die einzig mogliche Grenzwertfunktion f fiir den gleichméfigen
Grenzwert der (f,), und finde sodann fiir jedes n € N einen Punkt = € R, so dass
| fn(x) — f(x)| maximal wird.] (8 Punkte)

Losung.

()



(b)

(c)

(d)

__.
w
e t—
____->

-1 -0i5 0 05 15 2 2

Auch: https://www.desmos.com/calculator/t9oryfm3mx

Nimm f aus 34(d), aber nenn es g. Bemerke,

0 falls z < b,

z—b fallsz>b

hy(x) :=g(x —b) =

ist stetig nach Korollar 5.16. Man kann
fn(2) =202 ho(z) — 4n? ha (z) + 2n% h1 (2),
2n n

schreiben und das zeigt dass f,, auch stetig ist nach Beispiel 5.19.

Sei x € R. Zu zeigen: lim,, o frn(x) = 0.
Fall 1 = ¢ (0,1): Dann f,(xz) = 0 fiir alle n = lim,, o fn(z) = lim, 60 0 = 0.

Fall 2 x € (0,1): Dann gibt es ein N mit ]lv < z, also % < ]lv < z fiir alle n > N. Fiir solche

n gilt fn(z) = 0 und somit lim, . f(z,) = 0.
1

Wire (f,) gleichmifig gegen f = 0 konvergent, gibe es fiir € = 5 ein N, so dass fiir alle

n> N und alle z € R, | fu(z) — f(z)| < § gelten wiirde. Fiir z = 5- gilt aber
Fal@) = F@)] = 2% —0] =n > 1>+
" 2n -T2

Daher ist (f,,) nicht gleichméfig konvergent.


https://www.desmos.com/calculator/t9oryfm3mx

37. Die kalte Erde.

Bestimme, mit Polardarstellung, alle Losungen z € € der Gleichung z® = 1, und markiere ihre
Lage in der komplexen Zahlenebene. Zeige aufterdem, dass diese ein gleichseitiges Dreieck bilden.

[Vergleichene mit 16(b). Das Eckige im Runden.| (8 Punkte)

Losung. Wir wissen 1 = 1e%+2™ fiir jede n € Z. Also ist z = (1e2™)1/3 = les™in, Bemerke,

dass

L 1€§m‘(—2) _ 1e§m‘(1) _ 1€§m‘(4) _ 1e§m‘(7) _

e 1@%7”'(*1) = 1@%7”'(2) = 1@%7”'(5) — 1@%”(8) = ...

weil z.B. %m’(8) - %m’(5) = 27i. Deshalb sind drei eindeutige Lésungen z = €Y, e%m, e3™. Nach

Eulerschen Formel folgt es

=1
. 2 2 1 3
e3™ = cos §7r + 7sin §7r =3 + 2\2[
. 4 4 1 3
e3™ = cos 3™ + ¢sin 3T="5" 2\2[
und
Q3
—14++/3i
2
1
: R
—1-+/3i
2

Man sieht, dass die Winkeln %71’ sind.



Mehr Ubungen.

38. Kontinuitidt durch Gleichheit.
Es sei X C R eine nichtleere Teilmenge von R und f : X — R eine Funktion. Wir sagen, dass
f in xg € X linksseitig stetig (bzw. rechtsseitig stetig) ist, wenn es eine in xq stetige Funktion
f= : X N (—o0,z9] = R (bzw. eine in z( stetige Funktion fi : X N[z, 00) — R) gibt, die auf
X N (=00, zg] (bzw. auf X N [xg,00)) mit f tbereinstimmt.
Beweise: f ist genau dann in xg € X stetig, wenn f in xp sowohl linksseitig stetig als auch

rechtsseitig stetig ist mit f(xg) = f—(x0) = f+ (o).

Die Losungen miissen bis spéatestens Freitag, den 27. November 2020, 10:00 Uhr per E-Mail

an Thren Tutor gesendet.



