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Ross Ogilvie

Analysis 1

7. Ubung

25. Zweierlei.

26.

Es sei (an)nen, eine Folge mit der Eigenschaft, dass die Teilfolgen (a2n)nen, und (a2n+1)nen,
konvergent sind. Sei H die Menge der Haufungspunkte von (ay)nen,-

Beweisen Sie, dass H = {limy,—,o0 a2n, limy, 00 @211} gilt.

[ Bemerkung: Bei reellen Teilfolgen mit lim, o a2, = 0o bzw. lim, o a2,+1 = £oo gilt die

Aussage ebenfalls, das brauchen Sie aber nicht zu zeigen.| (4 Punkte)

Losung. Sei H die Menge aller Haufungspunkte von (ay,)y.

Beh. H = {lim;,—y00 a2n, limy, 00 G2 +1 }-

“2” Weil (agn)n und (az,+1)n konvergente Teilfolgen von (ay,), sind, sind ihre Grenzwerte Héau-

fungspunkte von (ay), und somit Elemente von H.

“C” Sei ¢ € H, d.h. ¢ ist ein Haufungspunkt von (a,),. Also existiert eine Teilfolge (ay,, )men von
(an)n mit limy, o0 an,, = c. Unter den n,, gibt es unendlich viele gerade Zahlen, oder unendlich
viele ungerade Zahlen. O.B.d.A. seien unendlich viele der n,, gerade. Das bedeutet: Es gibt eine
Teilfolge (an,,, )ren von (an,, )men, die zugleich Teilfolge von (a2, )nen ist. Nun gilt:

c¢= lim a,, = lim a,, = lim ag, € { lim agy,, lim ag,4+1} .
m—o00 r—00 r n—00 n—00 n—00

Drei(h)erlei.
Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz in R . (Die Grenzwerte brauchen nicht berechnet

zu werden.)
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Losung.



(a) Es gilt (ag)r>2 = (\/%)kzg = (ﬁ)mzl ist eine Nullfolge (Siehe Kapital 3, Abschnitt 3.4

(ii) fiir 7 = 3). Auberdem gilt a4 = ﬁ < \/l<;1T1 = aj, (Satz 3.10(ii) auch fiir r = 1). Daher
ist (ax) eine monoton fallende Nullfolge. Aus dem Satz von Leibniz (4.13) konvergiert die
Reihe.

Diese Reihe ist nicht absolut konvergent, denn vk — 1 < k — 1 fiir £ > 2. Also gilt

> |1

k=2

o oo o 1
\/ 1‘ ;2\/ kzﬂk ZE

=1

Wegen das Majoranten Kriterium (Satz 4.7) ist die Reihe ) |ag| nicht konvergent.

(b) Wir benutzen das Wurzelkriterium

5k

5| = = 5Vk=5 = 5k7%/% = 5(kY*)™® = 5(1)7° = 5.

Wegen 5 > 1 sagt das Kriterium, dass die Reihe divergiert.

2(k+1)*

(c) Man wende auf ap = 2ht1)F

das Wurzelkriterium (Satz 4.9) an. Es gilt:

2k + 1)k k+1

k+1F 77 2%k41
Bs gilt limj_ v/2 = 1 nach Beispiel 3.4(iii), und limg_,o0 2@11 limy, o0 21—’“ = 7. Also
ist limg oo /]ax] = 3 < 1, woraus mit Satz 4.9(i) folgt, dass die Reihe > 3 a; in R
konvergiert.
ODER

Wir benutzen das Quotienttest

BTN [T ) . ‘ ((k+1) + DF 2k + 1)
k—oo | Qg k—o0 ( (k+1) 1)k+1 2(k¢+1)k
oy EA2 (E+2)F (2k+1)F
k—oo 2k +3  (k+ 1)k (2k+ 3)*

o B2 (k+2)k < Tim (2k + 1)k

k—oo 2k +3 k—oo (k + 1)k k—o00 (Qk +3)k‘

Das erste Limes 1st . Das zweite ist

(k +2)k . 1 \* . k+1 1 \!
li 1 1+ —— | =1 1+ —— 14— —e-1=e.
e R+ DF ks \ T kA1) T\ TR Trra e

Und das dritte ist

9 k 1 k 1 k+1.5 1 —-1.5 .
lim (1— = lim (1- = lim (1— 1 = e
&%( 2/<:+3> kliilo< k+1.5) &%( k+1.5> ( k+1.5> ¢

denn




gilt. Deshalb ist r = % < 1 und die Reihe konvergiert.

ODER

Bemerke
2+ 1F 1 (k+DF 1 (k405405 1 (05 F
(2k + 1)k 21 (k4 0.5)k  2k-1 (k+05)k  2k-1 k+05)

k
Das Grenzwert von (1 + k_?_é’ 5) ist

k k+0.5 —0.5
0.5 0.5 0.5
lim (1 — lim (1 1 — 051 = 05,

Aber was wichtig ist, ist dass die Folge beschrinkt ist, und jede konvergente Folge ist
beschrankt. Das heifst, es gibt ein L so dass

0.5 \*
1 <L
( +k+0.5> =

Deshalb
[e'e) 0 k [ele) [e’e)
2(k + 1 1 0.5 1 1
Z% 2k + 1)k kZOQ’f—l < +k+0.5> _kZ_OQ’f—l kZ_OQk—l

Die rechts Seite ist ein endliche Zahl, also die Reihe konvergiert.
(d) Fiir k > 14 ist 14k < k2. Und fiir k > 6 ist 30 < k2. Deshalb ist k% + 14k + 30 < 3k? fiir
k > 14. Andererseits ist 2k* + 2k® + k + 12 > 2k%. Daher gilt

k% + 14k + 30 <3k2 3, -2

2 £ 2k + k+12 ~ 2k 2

fiir & > 14. Die Reihe Y k=2 konvergiert wegen Cauchy’s Verdichtungssatz:
o _9 o
EACORS S
k=0 k=0

Daher konvergiert diese Reihe auch.

(e) k(k+1) < (k+1)2 also

(f)

2'7. Monotonangebend.



(a) Es sei (an)nen eine monoton fallende, reelle Zahlenfolge mit a, > 0 fir alle n € N, so
dass > 2 an in R konvergiert. Zeige, dass dann (n - ap)pen eine Nullfolge ist.
(8 Punkte)
[Tipp: Man verwende entweder das Cauchy-Kriterium fiir Reihen (Satz 4.3) oder Cauchy’s
Verdichtungssatz (Satz 4.12).]

(b) Bleibt die Aussage von (a) richtig, wenn man auf die Voraussetzung, dass (a,), monoton
fallend sein soll, verzichtet? Man gebe einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.
(2 Zusatzpunkte)

Losung.

(a) Wenn n = 2% ist, ist n-a, = 2¥ayr, wie im Cauchy’s Verdichtungssatz. Und wir wissen wegen
Cauchy’s Verdichtungssatz, dass 3 2¥aqr konvergiert. Deshalb ist (2€ayr) eine Nullfolge. Sei
by = 2Fayr, falls 28 < n < 28+1ist. (b,) konvergiert gegen 0 auch. Weil (a,,) monoton fallend
ist, gilt

0<n-a, <n-agp < 2 ag, = 2b,.

Wegen den Sandwichsatz ist dann (n - ay,) eine Nullfolge.

(b) Die Aussage bleibe nicht richtig, wenn mann auf die Monotonie verzichtet. Gegenbeispiel:

Sei
%, falls n = 2k
dp =
#, sonst
Es gilt
D= D S<Y mtd
n=0 k=1 n#£2k k=1 n=1

Beide Reihen konvergieren, denn sie sind eine geometrische Reihe und ((2) (und ¢(2) kon-
vergiert wegen Cauchy’s Verdichtungssatz). Also > a, konvergiert nach dem Majoranten-
kriterium.

Jedoch ist
1, fallsn=2"
=, sonst

n’

keine Nullfolge.

28. Bruchlandung.

Beweise, dass die folgende Reihe in R konvergent ist und berechne ihren Grenzwert:

= 1
; 2k + 1)(2k +3) (3 Punkte)

1
2k+1)(2k+3)

[Tipp: Man schreibe 0 = 215—?—1 + 2151—3 mit zu bestimmenden Konstanten a, 3 € R |

4



29.

Loésung. Ansatz:

NI a(2k+3)+8(2k+1) _ 2k(a+B)+(Ba+B) _ 1
%t T 253 = (2k+1)(2k+3) (E+1)(2k+3)  — (2k+1)(2k+3)°
Deshlab miiss a + 8 = 0 und 3a + 8 = 1 gelten. Also a = % und 8 = —%.
Bemerke
— (2k + Zk: +3) P k 4k +6
11 1 1 1 1 1
=Gt tH-©) (G- =
=(3-0)+04+0+0+ (0—5).
Fir all n > 2 gilt
e e R Db B D
— (2k+1)(2k + 3) — 4k + 2 — 4k +6
IR DT
k:14/~c+2 — 4(k+1)+2
— 4k +2 Pt 4142
1 1 1 1
B 6+kZ:24k+2> a (;4l+2 Tin D12
_1_ 1
6 4n+6
Daher
- o 1 1 1
= li =1l - —
; 2% + 1) 2k+3) ngﬁ.lo; 2k + 1)(2k +3)  nmoo <6 in +6
Zone of Danger?
Bestimme den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
o0
(a) > 2"a"
n=0
00 TL2 .
(b) go %
(c) > (1 + %)gn T
n=1
Losung.
(a) Wegen Satz 4.25
. -1 _ -1
R= <lim|an|1/”) - (hm (2”)1/”) = (fm2) ' =27
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(2 Punkte)

(2 Punkte)

(2 Punkte)



(b)

R

)= () - () oo
R= (m]anll/”>_l - (lim (1 + 71L>3> N - ((1 +0)3)_1 ~1.



Mehr Ubungen.

30. Mehrerlei.

(a) Sei £ € N und (an)nen eine Folge mit der FEigenschaft, dass die Teilfolgen
(akn)nen, (@knt1)neNs - - - (@t (k—1) Jnen konvergent sind. Sei H die Menge der Héufungs-
punkte von (an)nen. Zeigen Sie: H = {limy, 00 G, iMp—s00 Qpnt1s - -+ iMys00 Gy (1) }-
[Tipp: Diese Aufgabe ist eine Verallgemeinerung von Aufgabe 25. Der Beweis von Aufgabe
25 mag daher hilfreich sein.|
[Bemerkung: Auch hier gilt die analoge Verallgemeinerung aus Aufgabe 25.] (4
Zusatzpunkte)

(b) Formulieren Sie eine Verallgemeinerung von (a) fiir beliebige Teilfolgen (einen Beweis miissen

Sie nicht angeben). (2 Zusatzpunkte)
Losung.

(a) Sei H die Menge aller Hiufungspunkte von (ay)n.
Beh. H = {hmn%oo Akp, My, 00 Akn+1;5 - - - ylimy, 00 akn—f—(k—l)}'
»=2 Weil (agn)nen, (@knt1)neNs - - - (@knt(k—1))Jnen konvergente Teilfolgen von (ay,), sind,
sind ihre Grenzwerte Hiaufungspunkte von (a,), und somit Elemente von H.

»,C“ Seic € H,d.h. cist ein Hiufungspunkt von (ay,),. Also existiert eine Teilfolge (ay,, )men
von (ap), mit lim,, o a,,, = c¢. Die natiirlichen Zahlen n € N mit n > k lassen sich in k

disjunkte Teilmengen zerlegen, von denen jede unendlich viele Elemente besitzt, namlich:

No :={n > k : nist durch k teilbar}

Ny :={n>k:n—1ist durch k teilbar}

Ny :={n >k :n — 2ist durch k teilbar}...
..Ni_1:={n>k:n— (k—1)ist durch k teilbar}.

Es gilt also {n e N:n > k} = U?;& N;. Es gibt mindestens ein j € {0,...,k — 1}, so dass
unendlich viele Folgenglieder n,, in N; liegen. Das bedeutet: Es gibt eine Teilfolge (an,,, )ren
von (an,, )m, die zugleich Teilfolge von (agn+;)nen ist. Nun gilt:

c= lim a, = lima = lim agpa; € { lim ag,, lim a ..., lim a _
m—roo ™ oo T piigo it {n—>oo ko oo ERTLY "nosoo Fnt(k 1)}7

was zu zeigen war.

(b) Seien k € N, (ap)nen eine Folge und (ang))meN, e (anﬁ,’f))méN konvergente Teilfolgen von
(an)n derart, dass jedes Folgenglied a, in genau einer dieser Teilfolgen vorkommt. Dann ist
{limy, 00 NI imy,—oo anSf)} die Menge der Haufungspunkte von (ay,)nen-

Variante: Seien k € N, (ap)nen eine Folge und Ni,..., N paarweise disjunkte, jeweils
unendliche Teilmengen von N mit N = U?:l N;. Die Teilfolgen (an)nen,; - - -, (an)nen, seien
konvergent mit Grenzwerten cy, ..., ck. Dannist {c, ..., ¢} die Menge der Haufungspunkte

von (an)n€N~



31. Limes Superior. Seien (ap)nen und (b,)nen nach oben beschrénkte reelle Zahlenfolgen, deren

Menge reeller Haufungspunkte jeweils nicht leer sei.

()

(b)
(c)

Belegen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass (ay, + by, )nen im Allgemeinen keinen reellen Hau-

fungspunkt haben muss. (8 Punkte)
Beweisen Sie: lim(a, + b,) < lima, + limb,, . (5 Punkte)

Belegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels, dass lim(a, + b,) = lima, + limb, im

Allgemeinen nicht gilt. (8 Zusatzpunkte)

Losung.

()

(b)

(c)

Seien (ay)n und (by,), definiert durch

—n, falls n gerade, 0, falls n gerade,
Ay = 7bn —
0, falls n ungerade -n, falls n ungerade.

Dann sind (ay), und (by), nach oben beschriankt und beide Folgen haben 0 als Limes
superior. Es gilt jedoch a,, + b, = —n fiir alle n € N. Daher gilt lim,_,o(ay, + b,) = —00

und (a, + by )nen hat somit keinen reellen Haufungspunkt.

Sei ¢ ein Haufungspunkt von (a, + by, )nen. Falls ¢ = —oo (und ¢ der einzige Haufungspunkt
ist), ist die behauptete Ungleichung klar, da deren rechte Seite endlich ist. Der Fall ¢ = oo
kann nicht auftreten, da die betrachteten Folgen nach oben beschrankt sind. Sei also ¢ € R.
Also ex. n1 < ng < ng < ...so dass (an,, + bn,, )men gegen ¢ konvergiert. [Beachte: (an,, )m
und (by,, )m brauchen nicht konvergent zu sein!|

Sei € > 0 vorgegeben. Nach Satz 3.21 (i) gilt fiir hochstens endlich viele n € N : a,, >
lim a,, + 5 und b, > lim b,, + 5. Es existiert also ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:
an <lim ap+§ und by, < lim b, 45, also ap+by, < lim ap+5-+1im by, +§ = lim a,,+1im by, +e.
Somit folgt auch ¢ = limy, y00(an,, + byn,,) < lim a, + lim b, + ¢. Da dies fiir jedes € > 0
gilt, ergibt sich ¢ < lim a,, + lim b,,. Da die letztere Abschitzung fiir jeden Haufungspunkt
¢ von (an + by)nen, also auch fiir den groften gilt, folgt lim (a, + by,) < lim a, + lim b,,.
Sei ay, :== (—1)", by = (=1)""! = —qa,,. Dann ist nach Aufgabe 25 {1, —1} die Menge der
Hiufungspunkte sowohl von (ay,), als auch von (by,),, also gilt lim a,, = lim b, = 1.
Andererseits ist a,, + b, = 0 fiir alle n € N, also lim (a,, + b,) = 0 # 2 = lim a,, + lim b,,.
Variante: Man darf auch mit Teil (a) argumentieren. Mit dem dortigen Gegenbeispiel gilt
lim (a, + b,) = —00 # 0 = lim a,, + lim b,,.



Bitte beachten Sie: Wenn Sie eine vorangehende (Teil-)aufgabe nicht 16sen kénnen, dann diirfen

Sie trotzdem die Aussage benutzen, um andere (Teil-)aufgaben zu zu lésen.

Die Losungen miissen bis spétestens Freitag, den 13. November 2020, 10:00 Uhr per E-Mail

an Thren Tutor gesendet.



Kleine Aufgabensammlung.
Diese Aufgabe dient zum Eintiben moglicher (insbesondere nicht garantierter!) Typen von Klausurauf-
gaben aus der Zwischenklausur. Sie wird nicht bewertet und ist rein als Angebot zur Selbstkontrolle
zu verstehen. Die Linge dieser Aufgabe ldsst auch keine Riickschliisse auf die Lénge der Klausur zu.

Bitte beachte auch insbesondere die gewerteten Aufgaben dieses Ubungszettels.

1. Bestimme alle z € €, die die Gleichung 3(z?) = 2 erfiillen, und skizziere die Losungsmenge.

n
1 1
2. Beweise, dass fiir alle n € N gilt: ; = <2-— -

3. Wir betrachten die Funktion .
: (0, R, t——.
f:(0,00) 1+t
(a) Zeige, dass f streng monoton wachsend ist.

(b) Bestimme Supremum und Infimum der Menge { f(n)|n € N} und untersuche, ob diese

Menge ein Maximum und/oder ein Minimum besitzt.

4. Man bestimme fiir die folgenden Folgen alle ihre Haufungspunkte, und untersuche, ob sie in K

konvergieren.

(a) an:=vn+1—+y/n
(b) cni=(1-3)"

— n 6n+7
(c) dn:=(1+2"): 3ni2

5. Beweise: Jede reelle Zahl a € R ist Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen.

6. Seien (ap)nen und (by)nen zwei Zahlenfolgen, die sich nur in endlich vielen Gliedern voneinan-
der unterscheiden, d.h. fiir alle bis auf endlich viele n € N gilt a,, = b,, . Zeige, dass dann (ay)
genau dann in K konvergiert, wenn (b,) in K konvergiert, und dass im Falle der Konvergenz

die Grenzwerte dieser beiden Folgen iibereinstimmen.

7. Sei (ag)ken eine beschriankte, reelle Zahlenfolge und (b, )nen die durch
by :=sup{ag|k>n}
definierte Folge. Zeige:

(a) Die Folge (by,) ist eine reelle Zahlenfolge, sie ist monoton fallend und nach unten beschrankt.

(b) Die Folge (b,) ist in R konvergent, und zwar gilt lim, . b, = lima,, .
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