Martin Schmidt 4. Dezember 2020

Analysis 1
Ross Ogilvie
11. Ubung
43. Ab ins Krankenhaus.
in(4
(a) Bestimme lim sin x> (2 Punkte)
2—0 tan(2z)
(b) Zeige: lim e® =0 und lim e = oo. (3 Punkte)
T—r—00 T—00
T __ —T
(c) Bestimme lim c-° (1 Punkt)
z—o0 et 4 e~
axr
(d) Bestimme lim i a, > 0. (2 Punkte)
T—00 xﬂ
(e) Zeige lim Inx = —oo und bestimme lim (x - Inx). (2+2 Punkte)
z—0+ z—0+
Losung.
(a) Weil
limsin(4z) =0  und lim tan(2z),
z—0 z—0

(b)

(d)

konnen wir die Regel von L’Hépital benutzen. Also

in(4 4 4
i ST A08UD) g cos(ar) cos?(20) = 2 x 1 x 12 = 2,
ODER: (4 2¢in(2 2

. sm( l‘) — lim s1n( .%') COS( .CL‘) — lim 2COSQ(21') = 2.

2—0 tan(2z)  a—0 it o

cos(2x)
Seien (x;,) C R mit lim;, 00 2, = 00 und ¢ > 0. Da exp : R — R surjektiv ist (Satz 6.7(iv))
gibt es ein b € R mit e® = ¢. Weiter gibt es ein N € N, so dass z,, > b = e® > e = ¢ fiir
alle n > N. Das zeigt lim,,_,o, €* = 0o und damit lim,_,,, ¥ = co.
Seien (z,,) C R mit lim,, -z, = —00 und € > 0. Wieder gibt es ein b € R mit el = e
Weiter gibt es ein N € N, so dass 2, < b= 0 < e*» < e’ = 0 4 ¢ fiir alle n > N. Das zeigt

lim,, oo € = 0 und damit lim,_, ., e®* = 0.

T 2x

e —e”
lim ——— = lim 57 — - 57
zooo et + e % z—oool4e 2% 14 limy o e %%

1—e 22 1 —limg o0 €™

Sei y = —2x. Wenn & — oo geht, geht y — —oo. Daher

ef—e ¥  1-limy, e 1-0
500 €T 4 =T 1+ limy oo e¥ 140

B
Bemerke eXI;(;x 2) — (eng(;’x)> mit y = § > 0. Wir berechnen denn

lim &P0T) o vexp(hr)
T—00 xT T—r00 1
B g ; exp(ow) : exp(ra) ) ?
Weil 2P stetig ist, ist auch lim,_, —F - = (hmmﬁ\Oo ) = 00.

1



(e) Wir wissen drei Eigenschaften: explnz = z (Definition 6.9), exp ist stetig, und In ist
monoton. Daher muss der Grenzwert L := lim,_,o4 Inz existiert und L < In1 = 0. Falls L
endlich ist, gelte

expL =exp lim Inzx = lim explnz = lim x =0.
x—0+ r—0+ r—0+

Aber exp ist immer positiv. Deshalb muss L = —oo sein.

ODER: Sei (y,) C RT eine Folge mit limy,, = 0. Sei ¢ € R beliebig. Da In : RT™ — R bijektiv
ist, gibt es ein b > 0 mit Inb = ¢. da limy,, = 0, gibt es ein N € N, so dass y,, < b fiir alle
n > N gilt. Mit der Monotonie von In folgt Iny, < Inb = c. Dies zeigt limIn y, = co und
damit lim,_,04 Inax = —o0.

Jetzt zeigen wir lim,_,g4 x Inx = 0. Man schreibt

Inx -1
lim zlnz = lim — = lim = lim —x =0.
z—0+ a—0+ 21 z—0+ —x 2 z—0+
44. Achtung die Kurve!
Sei
f:R—>R
xp(x) —exp(3x) s
N : ixg;(@eg)glx fir 70
—% fir z=
a) Zeige f(x) = —exple)_ iy alle z € R. 2 Punkte
exp(2z)+1

(b) Untersuche f auf lokale Extrema. Sind diese (falls existent) auch globale Extrema?

(8 Punkte)
(c) Untersuche f auf Monotonie und bestimme das Verhalten fiir lim,_,1o f(z). (2 Punkte)
(d) Bestimme den Wertebereich von f. (2 Punkte)
Losung.
(a) Seig(z) = %. Bemerke fiir z # 0
flz) = exp(r) —exp(3z)  exp(x)(1 —exp(2x)) ~ —exp(z) ()
T ep(r) — 1 (exp(2z) — )(exp(2z) +1)  exp(2z) +1 0

und g(0) = —3 = £(0). Also f(z) = g() fiir alle .
(b)

7630(62:8 + 1) 4 e . 2€2w 6230 R

f'(@) = (€ 1) GRS

Lokale Extrema konnen nur an den Nullstellen der Ableitung besitzen, aber die Nullstellen

der Ableitung miissen nicht lokale Extrema sein.

fllz)=0 & ¥ =¢" & 2r=x < =0



Also kénnte x = 0 ein Extrema sein. Bemerke, dass f/(z) = % Deshalb ist f'(z) <0
fir x < 0 und f'(x) > fiir > 0. Dies zeigt, dass x = 0 ein lokal und global Minimum ist.

Oder man kann zeigen:

—expx 1 —expzr
—1)2>0 = exp2z+12>2 >1>-2 —— = - < ——
(expz —1)° > expar +1 > 2expx = exp 2z + 1 2 " exp2r+1

(c) Wir haben schon gezeigt, dass f ist streng monoton steigend fiir z > 0 und streng monoton

fallend fir z < 0.

—exp(x) . exp(—x) 0

lim ————— = — lim =— =0
z—o0 exp(2z) + 1 z—oo 1 + exp(—2x) 1+0
und (@) 0
. —exp(z
1 =— =0.
P exp(2z) +1 0+1 0
(d) Zusammentragen von allen Bekannten: [—0.5,0).
45. Achtung die Kurve! II
Sei
fTR—>R
e?® —1
T —
er +1
(a) Bestimme die Nullstelle(n) von f. (2 Bonuspunkte)
(b) Zeige, dass f unendlich oft differenzierbar ist. (8 Bonuspunkte)

(c) Untersuche f auf lokale Extrema. Sind diese (falls existent) auch globale Extrema?
(2 Bonuspunkte)

(d) Untersuche f auf Monotonie und bestimme das Verhalten fiir lim,_, 1 f(z).
(8 Bonuspunkte)

(e) Bestimme den Wertebereich von f. (1 Bonuspunkt)

Lo6sung. Die Aufgabe ist ziemlich leicht, wenn man f(x) = % = e% — 1 sieht. Aber

benutzen wir das hier nicht.

()

f2)=0 & *-1=0 & =1 & 2r=Inl & z=0.

(b) Bemerke zuerst, dass x~! unendlich oft differenzierbar fiir z # 0 ist. Wenn g : X — R

1 ist auch unendlich oft

unendlich oft differenzierbar und nie null ist, beweisen wir, dass g~
differenzierbar.

Behauptung: (¢~)™ = G,, g~ fiir eine unendlich oft differenzierbare Funktion G,,.



IB.n=1:(g7') = —¢g~2¢' nach der Kettelregel. G1 := —¢’ ist unendlich oft differenzierbar.
LS.

(gH D = ((g™H™) = (Gug™ ")
— G'/ng_l_n o (_1 o n)Gng—l—n—lg/
= (Ghg+ (1 +n)Gpg') g~ 1.

Wir sehen: Gy41 = G g+ (1+n)G,¢ ist auch unendlich oft differenzierbar nach der n-fach

1

Produktregel. Diese Induktionbeweis zeigt, dass ¢~ ist unendlich oft differenzierbar.

Nun wissen wir dass e?* — 1 und (e® +1)~! unendlich oft differenzierbar sind, und daher ist
das Produkt f auch so.
(c)
f/( ) 2621(633 + 1) _ (e2x _ l)ea: 6396 + 26236 + e
x) = = .
(e® +1)2 (e¥ +1)2

Das ist nie null, also kann f keine Extrema haben.

(d) f'(z) > 0 fiir alle € R. Deshalb ist f streng monoton steigend.

e -1 o l-e® 1-0
im = lim ¢ — = lim e® x =00
z—oo e¥ + 1 T—00 1+4+e 2 T—00 14+0

e —-1 0-1
lim = = —
z——oo0 €% 4 1 0+1

(e) (=1,00).

46. Die zwei Wertsatze

(a) Seip:R — R, p(z) = 2° + 23 + 3z — 3. Beweise, dass es ein a € [0, 1] mit p(a) = 0 gibt.

Beweise, dass dies a die einige Losung von p(x) = 0 ist. (3 Punkte)
(b) Zeige, dass | cosa — cosb| < |a — b] fiir alle a,b € R gilt. (2 Punkte)
(c) Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar mit f' = ¢'. Zeige, dass es ein ¢ € R mit f(z) = g(x)+c
gibt. (2 Punkte)
Losung.
(a) Bemerke p(0) = —3 und p(1) = 2. Nach dem Zwischenwertsatz existiert a € (0,1) mit
p(a) = 0.

Nehmen wir den Fall an, dass es a # b mit p(a) = p(b) = 0 gibt. Nach dem Mittelwertsatz
gibt es ¢ € (a, b) mit

oy PO)—pla) 0-0 _
ple) = b—a Cb—a

Aber, p/(x) = 52* + 322 4+ 3 > 0 fiir alle z € R. Deshalb kann f nur eine Nullstelle haben.

0.



(b) Wir benutzen den Mittelwertsatz: es gibt ein ¢ € (a,b) mit

cosa — cosb | cosa — cosb|

a—b = la — b

cos’ ¢ = =|—sin¢/<1. = |cosa—cosb| <|a—b|

(c) Sei h(z) = f(x) — g(x). Die Ableitung von h ist dann [ — ¢’ = 0. Wegen Satz 7.15(i) ist h
eine Konstante c.

Die Losungen miissen bis spétestens Freitag, den 11. Dezember 2020, 10:00 Uhr per E-Mail
an Thren Tutor gesendet.



