Martin Schmidt 11. Dezember 2020

Analysis 1
Ross Ogilvie
12. Ubung
47. Achtung Die Kurve! ITI
Wir betrachten die Funktion
x
R—>R —.
f R, z+— e

(a) Berechnen Sie f'(x) fiir # € R und zeigen Sie, dass —1 und 1 die kritischen Punkte von f
sind. (2 Punkte)

(b) Entscheiden Sie fiir die kritischen Punkte von f jeweils, ob es sich um ein lokales Maximum

oder ein lokales Minimum oder keines von beidem handelt. (Benutzen Sie Korollar 7.16)

(2 Punkte)

(c) Untersuchen Sie, ob f auf den Intervallen (—oo,—1],[—1,1] und [1,00) jeweils monoton
wachsend, monoton fallend oder keines von beidem ist. (1 Punkte)

(d) Untersuchen Sie, ob f auf den Intervallen (—oo, —/3],[—+/3,0],[0,v/3] und [v/3, 00) jeweils
konvex oder konkav ist. (2 Punkte)

(e) Skizzieren Sie den Graphen von f. (1 Punkte)

Losung.

(a) Die Ableitung ist
1(1+2?%) — z(22) 1—a?

fi(z) = (14 x2)2 - (14 x2)%

Sie ist Null, genau so wenn 1 — 22 = 0 ist, und das gilt nur in = +1.

(b) Die zweite Ableitung ist

(14 22)* a (1+a2) (1 4a?)?
Also ist (1) = —4/8 < 0 und = = 1 ist ein lokales Maximum. Und f”(—1) = 4/8 > 0
zeigt, dass x = —1 ein lokales Minimum ist.

(c)

fllx)>0 & 1-22>0 e 1>22 & -1l<z <1

Daher ist f auf [-1,1] monoton wachsend. Und auf (—oo, —1] und [1,00) ist f monoton
fallend.

(d) f"(x) > 0 genau so wenn 0 < z(2? — 3) = (x + v3)z(z — v/3). Deshalb ist f” negativ auf
(—00, —/3) und (0,+/3). Da ist f konkav. Auf (—/3,0) und (v/3, 00) ist f” positiv, also ist

f konvex.

(e) https://www.desmos.com/calculator/ozuety6asb



48. Taylorreihen
Die durch f(z) := ?ﬂ% definierte Funktion f sei auf einer geeigneten Umgebung X von
o := 0 definiert.

(a) Man bestimme «, 3,7 € R, so dass fiir alle z € X gilt:

_a+fpx v
S A

[Tipp: Man bringe den Ausdruck ,auf einen Nenner‘ und mache dann im Z&hler einen

Koeffizientenvergleich beziiglich = (Stichwort "Partialbruchzerlegung").| (8 Punkte)
(b) Mit Hilfe der Darstellung von f aus (a) und der geometrischen Reihe bestimme man die

Taylorreihe von f an der Stelle 29 = 0. (2 Punkte)
(c) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe aus (b). (2 Punkte)
Losung.
(a)

atfe 7 _(a+Bn)Bra) | A(l-2?)

) = Y 3 T 2B ) T Bra( - 22D
3a+ 38z + ax + Bx® + vy — 2ya?
- 3+ 2 — 622 — 223
(Ba+7) + (38 + a)r + (B — 2v)z?
3+ — 622 — 223

& 4+z—22" = (3a+7)+ (38 +a)r + (B — 2y)2?

Wir sehen, dass 3a+~v =4, 36+ a =1 und S — 2y = —2 gelten muss. Die Losungen ist
v=1,a=1und f = 0. Deshalb ist

(b) Die geometrische Reihe ist

o0
ot =
1—=x
k=0
Also
1 1
@ =1z ts,
1 1 1

k=0 0
oo oo
1o~ (=1)F
_ k. 2k k
P D D
k=0 k=0
_ k. 2k —" &
> 2+ ) e
k=0 k=0



Die erste Reihe hat nur geraden Grad von z. Wir benutzen einen Trick: 1[1 4 (—1)"] ist 1

wenn n gerade ist, und ist Null wenn n ungerade ist. Dann

k=0 k=0
o0 X 1\k

= Z %[1 + (=)™ 22" Z (3k}r)1 2k
n=0 k=0

— i ([1 + ( 1)n] 2n/271xn + (?)_ni)lnmn>
n=0

= i ([1 + ()12 (?Wﬂjx”
n=0

Oder man kann einfach setzen:

22 4 3"% wenn n gerade ist
Gy =
—371% wenn n ungerade ist,
oo
und f(z) = ) apz™ schreiben.
n=0

(c) Wir wissen schon den Konvergenzradius der geometrischen Reihen:
o0
3 (222)F konvergiert genau so wenn |22 < 1 & |z| < %

k=0
00

> (—3)" konvergiert genau so wenn | — 1z| < 1 < |z] < 3.
k=0
Der Konvergenzradius von f ist denn die kleinere Zahl, namlich %

ODER man kann mit Satz 4.25 berechnen. Sei p = lim {/|ay|.

0] 2n/2 4 3=(+1)  wenn n gerade ist
an| ==
3~ (nt1) wenn n ungerade ist,

Weil 0 < 3=(+D < 1 und 27/2 > 2 (fiir n > 2), folgt es, dass |agi| > |asp_1| = V/|agk| >
Y|agk_1| und deshalb lim {/|a,| = lim %/|ag|. Es gilt

2k 40 <2k 4 3= (2kt]) 9k 4 q
Vok < %/|ag| < W2k +1.

Die linke Seite ist relativ einfach: /2 2% = 205 Die rechte Seite ist ein bisschen

schwerer:

2k +1
2k/2k +71: 2k + ok

2k
_ 2k/1+2_k 2k/72k_
< 141 Vok
= V205 /2.

Nach dem Sandwich Satz konvergiert %/|agy| gegen /2. Der Konvergenzradius ist denn
R=1_—

c

=



49. Integration und Differentiation

Berechnen Sie die folgenden (auf geeigneten Definitionsbereichen definierten) Stammfunktionen

und machen Sie bei (a) bis (c) jeweils die Probe durch Differentiation.

1
P
(a) /2x_5dx (2 Punkte)
x
b —dz 8 Punkte
O (3 Punkte)
(c) /162693 dz (2 Punkte)
cos(z)
d d Punkt
(d) / sin(z) x (2 Punkte)
(e) /cos?’(x) dz (8 Punkte)
x arccos(z) dx unkte

(t) [ warccos(a)d (3 Punke)
Losung.

a) Sei u = 2z — 5. Bs folgt, dass dz = Ldu und

(a) gt, 5

1 11 1 1
/2x—5 dzx = /u §du— §ln|u| + const. = §1n|2x—5| + const.
1 12 1
Probe: = In|2z —5) = = - - .
robe <2 nj2 5’) 2 92-5 22-5
(b)
/ L g = —1/f(<I>(t)) SHdt mit f2) = . B =1— 2
V1—a? 2 vz
1
= 3 < / f (x)dac) o ® + const. nach Substitutionsregel

1
= — (/ Md:c) o ® 4 const.
= —/®(x) + const = —\/1 — x2 + const.

Probe: %(—m) = ;\;1__2‘;)2 = \/1::2'




(c) Mit partieller Integration:

22 . e dac::c2e’”—/2x-ezdx
SN
f(@) ¢'(z)

=~
f(@) g'(z)

:xzex—2<xex—/1-exdw>

= 22e” — 2 (ze” — €” + const.)

:x2ex—2/ z - ' dzx
~

= 22" — 2xe” + 2¢% + const.

Probe:
d

7 (226 — 2ze” + 2¢%) = (2we” + 22e%) — (267 + 2xe%) + 2¢% = 2%e”.
x

(d) Seiu = sinz, also 2 = cos .

1 1
/c.osx d:c:/ —— - COST d:z:/duzln]u| = In | sin x| + const.
sin x sinx u

Dies ist Beispiel 8.6(viii).

(e)
/cos?’x dr = /cos z(1—sin?z) dz = /cos :L’—/sin2 z-cosz dr = sin .'J:—/s.in2 x-cosx dx
Nochmal setze v = sinz. Dann gilt
1

. ) ) . 1 . .
/COS3 T dr = sm:n—/ sin® z-cos z dx = sin :U—/u2 du = smx—guS = sin m—g sin® z+const.

(f) Mit partieller Integration ergibt sich

1 -1 1
x -arccos(x) dx = arccos(z) - (5332) N §x2 dx
RERane
1 1 >
= 51'2 arccos(z) + 3 \/% dz.



x
—r 4
/\:c/ V1—22 v
f(@) ~——
g/

(:b)—:r: 1—ZL‘2—|—/\/1—ZL‘2dZL‘

=z 1—x2+/\/7\/@

1— 22

V1 —x2

=—zV1—-122+

2
x
=—z 1—x2—|—/dx—/dx
V1—az? V1—a?
= —xV1— 22 + arcsin(z) — h(z)
2h(z) = —x\/1 — 22 + arcsin(z)
1 1
h(z) = ——x\/1 — 22 + — arcsin(z).

2 2

Deshalb

1 1 1 1
/x arccos(z) dr = 53:2 arccos(r) 5 <—2:c\/ 1—22+ 3 arcsin(x)) + const.

50. Bestimmte Integrale

Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit der Substitutionsmethode:

(a) /1;7r Slnil2/x) dz (2 Punkte)
(b) /O 1 22\/1+ 223 da (2 Punkte)
Losung.

(a) Wir substituieren v = 1 und damit = = 1. Es ist % = —# = —22 Aus x = 1 ergibt

sich w =1 und aus z = 1/7 ergibt sich u = 7. Damit erhalten wir:

Usin(l/z) o fPsin(w) o4y 1 _ B _
/1/7r — dr = /7r /)2 (—u12) du = /7T sin(u) du = cos(1) — cos(m) = cos(1) + 1.

(b) Wir substituieren v = 1+ 22* und damit 1 = 6z*4Z dm nach der Kettenregel. Aus =z = 0

ergibt sich v =1 und aus =1 ergibt sich u = 3. Damit erhalten wir:

! 5 1 1 12 453 1
/ a:2\/1—|—2:c3dx:/ xQ\/ﬁ'“du:(S/ u? du = = SuP?| = Z(3%%2 —1).
0 1 x

. 63 11 9




51. Die Kettenregel fiir Integrale

2

d X
Bestimme . ( / t2 + tdt) (2 Punkte)

€z —X
Losung. Mann berechnet:

2
2

d [ %, d (1, 1]
— t tdt | = — | =t —t
dw(/_x * > z \3 +2

—x

_dx<3x —1—21: —1—3:1: 5% +C

:2x5+2x3+x2—x.

Aber es gibt eine bessere Methode. Der Hauptsatz (Satz 8.3 oder 8.27) sagt, dass f; f(t) dt =
F(b) — F(a) fiir eine Funktion F(t) mit F'(t) = f(¢). Sei F mit F'(t) = f(t) = t*> + t. Dann
ff; t?2 +t dt = F(2?) — F(—=). Es folgt nach der Kettenregel:

% (/j £ +tdt> = %(F(:vQ) —F(—ﬂf))

=22 F'(2%) — (=1) F'(—x)
= 2f(%) + f(~2)

= 2z(z* 4+ 2%) + (2 — 2)
= 22° +22° 4+ 2% — .

Diese Idee kann benutzt werden, wenn man die Integral nicht weift. Zum Beispiel:

% 02m_4 exp(—t?) dt. Sei F(t) = [ exp(—t?) dt. Denn

d 2x—4 9 d

s _ = (F(2x—4) - F

o) e —(F(2e—4) - F(0))
=2F' (22 —4)—0

= 2exp(—(2z — 4)%).

52. Rekursive Integration
Essei fo : [0,00) — R nicht negativ, stetig und monoton steigend. Definiere rekursiv f, : [0,00) —
R,

furr(z) = /0 " fa)dt

fiir n > 0. Zeige, dass

foi(@) < = al).

n+
fir alle n > 0 und = > 0 gilt. [Tipp: Partielle Integration| (4 Bonuspunkte)

7



Losung. Fir n = 0 und x > 0 beliebig fo(t) < fo(x) fiir alle ¢ € [0, z], weil fp monoton steigend

/fo dt</f0 ) dt
= folz )/0 1 dt

= fo(z).

Sei die Behauptung wahr fiir ein n € Ny. Bemerke, dass f,11 eine Stammfunktion von f, ist.

ist. Denn

fura( / fara(t)

<[ nma o

- ilﬁwm>ﬁ—1£x ilﬁwd)dt

x
a n—i—lfn—H

T

= +1fn+1( r) — Jr1fn+2( x)

1 T
<
+1fn+2( z) < n+1

2
Zilfn-k?( )< %fﬂ"!‘l( )

n+1 x x

fural@) € o S (@) =

(*) = die Monotonie des Integrals (Satz 8.26(iii))

n—+1 fn“

fn+2(x) + fn+1( )

fn+1(x)'

Diese Aufgabe zeigt, zum Beispiel, Ungleichungen von exp. Wir wissen fy(t) := expt ist nicht

negativ und monoton steigend. Denn
x
fi(x) = [expt]o =expr —1
x
fa(x) = [expt — t]o =expr—z—1

Die Aufgabe sagt,

24+ x

2—x

fir x < 2.



Die Losungen miissen bis spéitestens Freitag, den 18. Dezember 2020, 10:00 Uhr per E-Mail

an Thren Tutor gesendet.



