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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen

Georg Cantor (1845-1918) hat den Begriff der Menge definiert als ,eine Zusammen-
fassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen®. Diese Objekte werden Elemente der Menge
genannt. Um ein Objekt a als Element der Menge A zu kennzeichnen, schreiben wir
a € A. Ist a dagegen kein Element der Menge A, so schreiben wir a & A.

Wir konnen Mengen dadurch beschreiben, dass wir alle ihre Elemente angeben, also
z.B. ist

A= {a}

die Menge, die nur das Element a enthélt und B
B ={a,b,c}

die Menge, die drei Elemente a,b und ¢ enthélt. Dabei kann auch ein Element einer
Menge wieder eine Menge sein:

C ={a,{a}}.
M = {z € X | x hat die Eigenschaft p} oder nur M = {x | x hat die Eigenschaft p}

bezeichnet die Menge aller Elemente x (von der Menge X ), die die Eigenschaft p habenE]
A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind.
In Symbolen A C B.

Bei dieser Beschreibung muss man allerdings Vorsicht walten lassen, um die Russellsche Antinomie
zu vermeiden. Lat man ndmlich die Menge aller Mengen zu, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so wird nicht entscheidbar, ob diese Menge sich selbst als Element enthilt oder nicht. Als Ausweg
wird in der axiomatischen Mengenlehre die Frage, ob eine Menge Element einer Menge ist, nicht in
allen Fillen als sinnvoll zugelassen.
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1.2 Operationen von Mengen

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge A U B aller Elemente, die in
mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind. Der Durchschnitt zweier
Mengen A und B ist die Menge A N B aller Elemente, die sowohl Element von A als
auch Element von B sind. Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind. Das kartesische Produkt der Mengen A und B ist die
Menge aller geordneten Paare (a,b) von Elementen von A und B.

Ax B={(a,b)|a€ Aund b€ B}

Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Dabei
ist die leere Menge () stets ein Element der Potenzmenge.

z.B. P({a,{a}}) = {(Z)a {a}, {{a}}. {a, {a}}}.

Wenn wir nur Teilmengen einer vorgegebenen Menge M betrachten, dann wird fiir
eine solche Menge A € P(M) die Menge M\ A auch als das Komplement A€ bezeichnet.
Diese Operationen erfiillen die folgenden Regeln:

(Idempotenz) AUA=A ANA=A
(Kommutativitét) AUB=BUA ANB=BNA
(Assoziativitit) AN(BNC)=(ANnB)NC Au(BuC)=(AuB)ucC
(Distributivitdt) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)  AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
)

(de Morgan (AN B)° = A°U B¢ (AUB)° = A°N B¢

ACAUB ANBCA
Aub=A ANnd =10
A\NA =10 A\D=A
(A=A AC B<«= B°C A
(AC Bund B C A) = A=DB
AUB=18H — ACB
ANnB=A = ACB
(ACCund B CC) = (AUB)CC
(C Cc Aund C C B) = C c (AN B)

AxDP=0xA=0

(AxC)U(BxC)=(AUB)xC (AxC)N(BxC)=(ANB) x C.



1.3. RELATIONEN 7

1.3 Relationen

Als Relationen auf einer Menge bezeichnet man Aussagen iiber mehrere Elemente der
Menge, die entweder wahr oder falsch sind. Wir wollen hier nur Aussagen iiber zwei
Elemente einer Menge A betrachten. Jede solche Relation beschreiben wir durch eine
Teilmenge R aller geordneten Paare in A x A, in der wir alle die Paare zusammenfassen,
fiir die die Aussage der Relation wahr ist. Wir sagen dann, dass (a,b) € A x A diese
Relation erfiillt, wenn (a,b) zu der Teilmenge R gehort. Andernfalls erfiillt (a,b) die
Relation nicht. Wir fiithren jetzt folgende Eigenschaften einer Relation ein:

Reflexivitét: fiir alle a € A erfiillt (a,a) die Relation.
Symmetrie: falls (a,b) die Relation erfiillt, dann auch (b, a).

Transitivitat: falls (a,b) und (b, c) die Relation erfiillen, dann auch (a, c).

Definition 1.1. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Aquivalenzrelation definiert dann sogenannte Aquivalenzklassen. Fiir jedes a €
A ist die Aquivalenzklasse [a] von a die Teilmenge aller Elemente b € A, so dass (a,b)
die Relation erfiillt. Aus der Transitivitat folgt, dass fiir jedes b € [a] die entsprechende
Aquivalenzklasse [b] in [a] enthalten ist. Aus der Symmetrie folgt dann a € [b] und wegen
der Transitivitdt wieder [a] C [b]. Wegen der Symmetrie und der Transitivitdt folgt aus
b € [a] also [a] = [b]. Wenn zwei Aquivalenzklassen [a] und [b] beide ein Element ¢ € A
enthalten, dann gilt also [a] = [c] = [b]. Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder
disjunkt oder gleich. Wegen der Reflexivitit ist jedes Element in einer Aquivalenzklasse
enthalten. Also zerfillt A in eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen, d.h.
jedes Element von A gehort zu genau einer Aquivalenzklasse.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X
genau ein Element f(x) aus Y zuordnet:

f:X=Y, o f(x)

Die Menge X der Argumente wird Definitionsbereich genannt und die Menge Y, in die
abgebildet wird, Wertebereich. Das Bild einer Teilmenge A C X ist die Teilmenge aller
Elemente y des Wertebereichs Y, auf die ein Argument in A abgebildet wird:

Bild f[A] ={y € Y | 3z € A mit f(z) =y}. 3 steht fiir “es gibt (mindestens) ein”
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Definition 1.2. Eine Abbildung f: X —Y, x> f(z) heifst

(1) ingektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente x,x’ € X auch auf verschiedene FEle-
mente von Y abgebildet werden:

Vo, 2" € X folgt aus x # 2’ auch f(x) # f(2'). ¥ steht fir “fiir alle”

(ii) surjektiv, wenn das Bild f[X] der ganze Wertebereich Y ist.
VyeY dxeX mit f(z)=uy.

(iii) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Fiir jede Teilmenge B C Y ist das Urbild von B unter f die Menge aller Elemente
von X, die nach B abgebildet werden:

Bl ={zeX | f(x) € B}.

Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y, x+— f(z) besteht fiir jedes y € Y das Urbild
/7'{y}] nur aus genau einem Element. Also existiert auch die Umkehrabbildung

Y = X0 ye [ y) mit Sy} = {7 ()}
Offenbar gilt dann f~1(f(z)) = x fiir alle z € X und f(f~!(y)) =y fir alley € Y.

1.5 Komposition von Abbildungen
Seien f: X =Y, x+— f(z)und g : Y — Z, y — ¢(y) Abbildungen, dann definiert
gof:X —Z xw g(f(x)) die sogenannte Komposition (Verkettung) von f und g.

Satz 1.3. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fir Abbildungen f :
X=>Y o flx), g:Y—>Z y—gly) undh:Z —V, z+— h(z) gilt

ho(gof)={(hog)of.

Sei f: X =Y, xw— f(z) eine Abbildung und seien 1x : X — X, x — z und
1y : Y =Y, y — y die identischen Abbildungen von den Mengen X und Y . Dann gilt

folx=f=1yof=/f

Ist die Abbildung f bijektiv, dann gilt auch fof =1y und f'of=1x.
Beweis: (ho(gof))(x)=h(g(f(x))) = (hog)e f(z) VreX
folx(z)= f(z) = (1yo f)(x) Ve e X
ol W =1 () =y=1r(y) Vyey

o f(x)=fHf(x) =2 =1x(2) Ve e X. q.e.d.



Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Axiome von angeordneten Korpern
Zunéchst charakterisieren wir angeordnete Korper K durch folgende Axiome:

A1l. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome

Es gibt mehrere angeordnete Korper. Der wichtigste ist der Korper der reellen Zahlen
R. Er wird spéter als der eindeutige angeordnete Korper charkterisiert, der zusétzlich
das A5. Vollstandigkeitsaxiom erfiillt.

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: KxK—=K, (zr,y)—x+y mit

(1) Kommutativgesetz: x +y =y + x fir alle z,y € K.

(i) Assoziativgesetz: v + (y + z) = (z +y) + 2z fir alle x,y, z € K.

(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € K mit x + 0 = x fiir alle v € K

(iv) Ezistenz des Negativen: zu jedem x € K g¢ibt es ein —x € K mit x + (—z) = 0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
KxK—-K, (z,y)—x-y mit

(1) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle z,y € K.

(i) Assoziativgesetz: x - (y-z) = (z-y) - z fir alle z,y,z € K.

9
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(iii) Ewistenz der Fins: es gibt eine Zahl1 € K, 1 # 0 mit x -1 =z fir alle x € K
(iv) Emistenz des Inversen: zu jedem x € K\ {0} gibt es ein x™' € K mit x - 27! = 1.

A3. Distributivgesetz 2.3.
r-(y+2)=(x-y)+(x-2)=z-y+x- 2z firalexy,zeK.

Definition 2.4. Allgemein heifit eine Menge K, die die Aziome A1-A3 erfillt Korper.
Fiir Kérper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1-A3. Es gibt viele Korper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Kiorper besteht aus zwei Elementen Zo = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+40=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome A1-A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1-A3 eindeutig bestimmt sind. In einem angeordneten Kérper K
soll aber 14+ 1 > 0, also 1 + 1 # 0 gelten, so dass wir noch weitere Axiome benétigen
um angeordnete Korper zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

r—y=z+(-y) ay=z-y —ry = —(x-y) vo,y €K
1
_:x*]- y:y.xil VxGK\{O},yGK
T T
r+rytz=a+(y+z) wr=z-(y-2) y+z=(z-y) +2 Vz,y,z € K

Satz 2.6 (Folgerungen aus Al).
(i) Fallsz+y=a+z2, danny =z
(ii) Fallsx+y=x, danny =0
(iii) Fallsz+y =0, danny = —x
(iv) —(—2) =

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kiirzungsregel.
(i1) zeigt, dass die Null eindeutig durch die Figenschaft x + 0 = x bestimmdt ist.
(111) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch x + (—z) = 0 bestimmdt ist.
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Beweis: (i) Sei z +y = = + 2, dann folgern wir

y=y+0 =0+y =(x—x)+y
—(wta)ty  =—etlty)  =—wtts) = (wto)+
=(x—x)+=z =0+z =240 =z

(ii) Sei z + y = x, dann gilt * +y = = + 0. Also folgt aus (i) y = 0.
(iii) Sei x +y = 0, dann gilt = +y = x + (—x). Also folgt aus (i) y = —=.
(iv) -z 4+ 2 =2+ (—z) = 0. Also folgt aus (iii) x = —(—z). q.e.d.

Satz 2.8 (Folgerungen aus A2).

(i) Falls x #0 und xy = xz, dann y = z

(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1

(iii) Fallsz #0undx-y=1, danny ="
(iv) Falls x #0 und 27 #0, dann (z7') ' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heifit (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die Findeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis: (i) Sei z # 0 und zy = xz, dann folgern wir

y=1ly = (%) y = (ix) y=(oy) = - (az) = (%) 2= (xi) r=lz=z

(ii) Sei x # 0 und xy = x, dann gilt zy = = - 1 Also folgt aus (i) y = 1.
(iii) Sei z # 0 und xy = 1, dann gilt xy = z - x~*. Also folgt aus (i) y = 2"
(iv) Sei z # 0. Dann ist 7'z = zoz~! = 1. Also folgt (iv) aus (iii). q.e.d.

Satz 2.10 (Folgerungen aus A1-A3).

(i) z-0=0 fiir alle . Insbesondere gilt x=* # 0 fiir alle x # 0.
(i) 2-y=0<=2x=0o0dery=0

(iii) (—z)y = —zy = x(-y).

(iv) (1) z=—x

(v) (=z)(=y) = zy

(vi) 2 # 0,y # 0 dann (zvy) ' =y o™t
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Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wdire wegen (i)
0=0-0"'=1. Daraus und aus (i) wirde x =x-1=1x-0=0 fiir alle z folgen.

Beweis: (i) z-04+z-0=x-(0+0) =z -0. Aus (ii) von Satz[2.6 folgt dann -0 =0
(ii) Sei -y = 0 und = # 0. Dann gilt wegen (i) z -y = 0 = =z - 0. Also folgt aus

Satz 2.8 (i) y = 0.
(iii) 0=0-y = (v + (—2))y = 2y + (—x)y. Aus (iii) im Satz [2.6| folgt dann

(—2)y = —wy = —yr = (—y)z = z(-y).

(iv) Setze in (iii) x = 1.

(v) Wegen (iii) und (iv) im Satz [2.6] gilt (—z)(—y) = ( (—y) =—(— y) = zy.
(vi) 1 =y(ay) " = (oy)" oy = ((29) "w)y = y((zy)"'x). Wegen Satz 2.8 (iii) folgt
y~ = (zy) e, also y~lamh = ((ay) )T = (ay) M (aa ) = (ay) 7 q.e.d.
A4. Ordnungsaxiome 2.12. Es gibt eine Relation < in K mait drei Eigenschaften:

(i) Totalitat der Ordnung: Fir je zwei Zahlen x,y € K gilt genau eine der drei folgen-
den Relationen x <y oder x =y oder y < z.

(ii) Transitivitit: o <y undy < z=x < z

r+c<y+c firaleceK

(iii) Monotonie: x < y =
x-c<y-c fir alle 0 < ce K
Definition 2.13. FEin Korper, der das Aziom A4 erfillt, heifit angeordneter Kdorper.

Die rationalen Zahlen sind ein angeordneter Korper, und jeder angeordnete Kérper
enthélt die rationalen Zahlen als Unterkérper. Wir benutzten folgende Abkiirzungen:

r>Yy<=y<zx r<y<= (r<yoderx=y) <= y>uzx.
Satz 2.14 (Folgerungen aus A1-A4).
i) 0<z= —2<0undez<0= —x>0
(i) r<y<—=—0<y—=x
(iii) z <y und a < 0 = ya < za
(iv) 2£0=2-2=2>0
(v) 2>0=1>0

(Vi) 0<z<y=0<,<;
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Bemerkung 2.15. Da1-1=1 folgt aus (iv) 1 >0und 1 +1>0+1=1>0. Also
ist Beispiel [2.5 kein angeordneter Kérper. Auferdem folgt aus (i) —1 < 0. Also gilt
—1 < 22 fiir jedes x € K. Also gibt es keine Zahl x € K mit 2 = —1.

Beweis: (i) Sei 0 < z. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—z) < x + (—z), also —x < 0.
Sei < 0. Dann folgt mit Monotonie x + (—z) < —z also auch 0 < —uz.

(ii) Sei x < y. Dann folgt mit Monotonie x — z < y — x, also auch 0 < y — x.

Sei umgekehrt 0 < y — 2. Dann folgt mit Monotonie x < y.

(iii) Sei z < y und a < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie
—za=2z-(—a) <y-(—a) =—ya <= 0 < ra — ya <= ya < za.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie 2% > 0 -z = 0.

Sei z < 0. Dann folgt aus (i) —z > 0 und mit Monotonie z? = (—z)-(—z) > 0-(—z) = 0.
(v) Sei z > 0 Dann ist v ;é 0und 2 # 0. Aus (iv) folgt 1 - 1 > 0. Mit Monotonie folgt
dann 1 =T = > 0- =0.

(vi) Sei 0 <z < Y. Dann ist z > 0 und y > O also wegen

) auch 1 >Ound > 0.
1 1 _

qed

HIH

(v
Dann folgt mit Monotonie & ;= < 5 Loy = -y

xT

< =

Satz 2.16 (Arithmetisches Mittel). Seien z,y € K, dann gilt

T+y
x<y———>x<T<y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus x < y folgt mit Monotonie z +x < z +y < y + y. Weil aber x + x =
x(l—{—l):2xund2:1—|—1>Ofolgtdann2x<$+y<2yundx<x—;“y<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.17. Es gelten auch folgende Regeln:

(i) a<bundec<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund0<c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 < entweder a > 0,b > 0 oder a < 0,b < 0

(iv) ab < 0 <= entweder a > 0,b < 0 oder a < 0,0 >0

Definition 2.18 (Betrag). Der Betrag einer Zahl x € K ist die Zahl

x fallsz >0 <= 2r>0 <= z>—x
|z| = = max{z, —z}.

—x fallsr <0 <+— 2<0 <— z<-—x
x  fallsy <zx

max{x,y} = - Vo, y € K.
xie,y} {y falls y > x Y
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Aus der Definition folgt

lz| >0 und || =0 <= 2z =0.
—lz] <z < |z = z<|z|und —az < |z
| — x| = |z] denn | — x| = max{—z, z}.

Satz 2.19 (Eigenschaften des Betrags). Fiir alle x,y € K gilt:
(i) || >0 und |[z| =0<= 2 =0

(ii) |z -yl =[] - |y]

(iii) [z +y| < |z] + [y]

Beweis: (i) haben wir schon gesehen.

(ii) Wegen Satz (ili) und (v) &ndern sich beide Seiten nicht wenn wir x durch —x
bzw. y duch —y ersetzen. Fiir z > 0 und y > 0 ist die Aussage klar.

(iii) Zwei Falle: x +y > 0: [z +y| =2+ y < |z| +y < |z| + |y| wegen Monotonie.
r+y<0:|z+yl=—(r+y)=—2x—y<|z| -y <|z|+ |y| wegen Monotonie.q.e.d.

Korollar 2.20. llz] — |yl| < |z —y|

Beweis: 2] =z =y +yl < |z —y[+ |yl = |2] — [y < [z —y].
Vertausche x und y = |y| — |z| < |y —z| = |z —y|. Also gilt ||| —|y|| < |x —y|.q.e.d.

Definition 2.21 (Abstand).
Der Abstand d(x,y) zweier Zahlen x,y € K ist die nicht negative Zahl d(z,y) = |z —y|.

Satz 2.22 (Eigenschaften des Abstands).
Der Abstand d : K x K — K, (x,y) — d(z,y) hat folgende Eigenschaften:

(i) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <= x =y
(ii) d(z,y) = d(y,z)
(iii) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle x,y, z € K.

Beweis: folgt aus den Folgerungen der Definition und Satz [2.19]
(iii) [z —y|=lz—2+z2—y| < |z —z|+ |z —y| q.e.d.

Definition 2.23. Sei M C K eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(i) M heifit nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl € K gibt, so dass x < [ fiir
alle x € M gilt. Dann heifst 8 obere Schranke von M.

(ii) M heifit nach unten beschrinkt, falls es eine Zahl o € K gibt, so dass o < x fiir
alle x € M gilt. Dann heifst o untere Schranke von M.
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(iii) M heifit beschrdnkt, wenn M nach oben und unten beschrinkt ist.

Definition 2.24 (Maximum und Minimum). Fir eine nicht leere nach oben beschrink-
te Menge M C K heifit eine obere Schrank m von M, die in M liegt, Mazimum. Wir
schreiben dann m = max M. Analog heifit eine untere Schranke m einer nicht leeren
nach unten beschrinkten Menge M, die in M liegt, Minimum. Wir schreiben dann
m = min M.

Definition 2.25 (Supremum und Infimum einer Menge). Fin Minimum s der Menge
aller oberen Schranken von einer nicht leeren nach oben beschrdinkte Menge M C K
heifit Supremum. Wir schreiben dann s = sup M. Analog heifit ein Maximum t der
Menge aller unteren Schranken einer nach unten beschrinkten Menge M Infimum.
Wir schreiben dann t = inf M.

Bemerkung 2.26. Wenn eine Menge ein Mazimum bzw. Minimum besitzt, ist dieses

eindeutig, weil es weder grofier noch kleiner als ein anderes Mazimum bzw. Minimum

sein kann. Also sind auch Supremum und Infimum eindeutig, wenn sie existieren.
Folgende Charakterisierung erleichtert manche Beweise:

s=supM <= s ist obere Schranke von M und Ve >0 dxr e M mits—e <ux.
t=inf M <= t ist untere Schranke von M und Ve >0 Fdx € M mitx <t +e.

Insbesondere ist jedes Maximum auch ein Supremum und jedes Minimum ein Infimum.

Warnung 2.27. Das Supremum sup M bzw. das Infimum inf M muss im Unterschied
zum Mazximum bzw. Minimum kein Element von M sein.

Wir definieren folgende Teilmengen eines angeordneten Korpers K. Nachdem wir R
eingefiithrt haben, werden wir diese Symbole nur noch fiir Teilmengen von R benutzen:

[a,b] ={r e K|a <z <b} fir alle a <b e K
la,b) ={z € K|a<z<b} fir allea < b e K
(a,b) ={rxeKl|a<az<b} fir alle a < b e K
(a,b) ={r e K|a <z <b} fir alle a < b e K
(—o00,b] ={z e K|z <b} fir alle b € K
(—o0,b) ={zx e K|z < b} fir alle b € K
la,00) ={z €K |a<uz} fir alle a € K
(a,00) ={x e K|a<ax} fir alle a € K
K* = (0, 00) positive Zahlen K™ = (—00,0) negative Zahlen

K¢ = [0, 00) nichtnegative Zahlen Ky = (—00, 0] nichtpositive Zahlen
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Offenbar ist b eine obere Schranke von (a, b). Andererseits gibt es wegen Satz fiir

jedes < b ein y = max{*t2, ¢} mit z < y und y € (a,b). Also gibt es keine obere

Schranke von (a,b), die kleiner ist als b. Damit ist b = sup(a, b). Analog gilt:

a =inf[a,b] =inf[a,b) =inf(a,b] =inf(a,b) = inf[a,o0) = inf(a, c0)

b =supla,b] =supla,b) =sup(a,b] =sup(a,b) =sup(—oo,b] =sup(—o0c,bd)

(—00,b] und (—o0,b) sind nicht nach unten beschriankt

[a,00) und (a, 00) sind nicht nach oben beschrinkt

Also existiert max|a, b] = max(a, b] = max(—oo,b] =0
min[a, b] = min[a, b) = min[a, o0) = a,
wéhrend [a,b) und (a,b) und (—o0, b) kein Maximum besitzen

und (a,b] und (a,b) und (a, 00) kein Minimum.

2.2 Die natiirlichen Zahlen N C K

Wir wollen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge eines angeordneten Korpers K cha-
rakterisieren. Aufgrund von A2 gibt es das Element 1 € N C K\ {0}, das wegen (ii)

in Satz eindeutig ist. Aus (iv) im Satz folgt 1 > 0 aus 1 = 1 - 1. Wegen der
Monotonie ist dann die Nachfolgerabbildung streng monoton:

K — K, n—n+1>n
l—=1+1=2>1, 2=2+1=3>2, n—n-+1>n,

Definition 2.28. Fine Menge M C K heifst induktiv, falls
(i) 1 € M (FEinselement).
(ii) e € M = a+ 1 € M (invariant unter der Nachfolgerabbildung).

K selber ist offenbar induktiv oder auch [1,00). Offenbar ist der Durchschnitt von
induktiven Mengen wieder induktiv.

Definition 2.29 (Natiirliche Zahlen). N ist die kleinste induktive Teilmenge von K,
also der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von K.

Satz 2.30. Es gilt N={1}U{n € K |n—1 € N} = {1}UBild der Einschrinkung der
Nachfolgerabbildung auf N.
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Beweis: Wegen (1+1)—1=1,(n+1)—1=(n—1)+ 1 und weil N eine induktive
Menge ist, ist auch S = {1} U{n € K | n — 1 € N} eine induktive Menge. Also folgt
S O N. Weil N eine induktive Menge ist, folgt S C Nausn = (n—1)+ 1. q.e.d.

Satz 2.31 (Prinzip der vollstandigen Induktion). Eine Teilmenge S C N erfiille
i1es (iij) ae S=a+1ebs. Dann ist S = N.

Beweis: S ist offenbar eine induktive Menge. Also gilt N C S. Andererseits ist S eine
Teilmenge von N. Also folgt N = S. q.e.d.
Beweis durch vollstéindige Induktion: Um eine Aussage A(n) tiber alle natiirlichen
Zahlen n € N zu beweisen geniigt es also zu zeigen:

(i) die Aussage A(1) ist richtig.
(ii) Falls die Aussage A(n) richtig ist, dann auch A(n + 1).
Ein solcher Beweis heifit Beweis durch vollstédndige Induktion.

Satz 2.32 (Bernoulli Ungleichung). Sei 2" fiir alle x € K und n € N das n-fache
Produkt von x mit sich selber und z° = 1. Fiir x € K\ {0} sei x™" = 1/(2"). Dann gilt

(14+2)">1+4+nx firalex € (—1,00) und alle n € N.
Gleichheit gilt nur fir x =0 oder n = 1.

Beweis durch vollstédndige Induktion: Fiir x = 0 oder n = 1 gilt offenbar die Gleich-
heit. Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei A(n) die Aussage

Fiir alle € (—=1,0) U (0,00) gilt (14 2)"™ > 1+ (n+ 1)z

(i) Wenn z # 0 dann folgt (1 + 2)* =1+ 2z + 2% > 1 + 2z. Also gilt A(1).
(ii) Es gelte A(n). Dann folgern wir fir € (—1,0) U (0, c0) aufgrund der Monotonie:

Wegen z > —1 gilt 1 +2 >0, und wegen x # 0 folgt daraus
I+z)14+2)" > A +2) I+ n+Dz)=1+n+2)z+(n+1)2> > 1+ (n+2)z.
Also gilt A(n+1). q.e.d.
Satz 2.33. Fiir alle n € N g¢ibt es keine Zahl in N zwischen n — 1 und n.

Beweis durch vollstdndige Induktion:

(i) [1,00) ist eine induktive Menge. Also ist NN (0,1) = NN [1,00) N (0,1) = (.

(ii) Wir nehmen an, dass es fiir ein n € N keine natiirliche Zahl in (n — 1,n) gibt.

Wenn es eine Zahl m € NN (n,n + 1) gibt, dann liegt m wegen Satz [2.30] auch in

{1}U{z e K|z —1 € N}. Wegen 1 < n < m ist m nicht gleich 1. Also liegt m dann

in {n € K |n—1 & N}. Wegen der Monotonie liegt m — 1 dann in NN (n — 1,n), was

der Annahme wiederspricht. Also gibt es keine natiirliche Zahl in NN (n,n + 1).q.e.d.
Fir allen € Nist also {m e N|m <n+1} ={m € N|m <n}U{n+ 1}. Fir

alle n € N schreiben wir deshalb {1,...,n} ={m e N|m <n}.
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Satz 2.34 (Wohlordnungsprinzip). Fir jede nichtleere Menge M C N existiert min M.

Beweis: Wenn n € M C N, dann ist offenbar jedes Minimum von M N{1,...,n} auch
ein Minimum von M und umgekehrt. Deshalb zeigen wir mit vollstdndiger Induktion,
dass fiir alle n € N jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n} ein Minimum besitzt:
(i) Jede nichtleere Teilmenge von {1} ist gleich {1} mit Minumum min{1} = 1.
(ii) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n + 1} ist entweder M N {1,...,n}
nichtleer oder M = {n + 1}. Wenn also jede nichtleere Teilmenge von {1,...,n} eine
Minimum hat, dann auch jede nichtleere Teilmenge von {1,...,n+ 1}. q-e.d.
Fiir zwei verschiedene angeordnete Korper K und K’ gibt es eine eindeutige Abbil-
dung, die 1K auf 1K’ abbildet, 1K + 1K auf 1K’ + 1K’7 1K + 1K + 1K auf 1K’ + 1K’ + 1K’
usw. Wegen dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist der Definitionsbereich Nk,
und das Bild ist Ng/. Also sind die natiirlichen Zahlen in dem Sinne eindeutig, dass
Nk auf eindeutige Weise mit Nk identifiziert wird, wenn 1x mit 1 und Nachfolger
mit Nachfolgern identifiziert werden. Analoge Aussagen gelten fiir folgende Mengen:

Definition 2.35 (ganze Zahlen Z, rationale Zahlen Q).
No=NU{0}, Z=Nyu{reK|-reN}, Q={7cK|mecZnecN}

2.3 Maichtigkeit von Mengen

Definition 2.36. Zwei Mengen heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
zwischen thnen gibt.

Diese Relation von Mengen ist eine Aquivalenzrelation. Wir zeigen mit vollstindiger
Induktion, dass {1,...,n} fir alle n € N nicht gleichmé&chtig zu einer echten Teilmenge
von sich ist: (i) Die einzige echte Teilmenge von {1} ist leer. (ii) Eine bijektive Abbil-
dung f von {1,...,n+1} auf eine echte Teilmenge von {1,...,n+ 1} bildet {1,...,n}
bijektiv auf eine echte Teilmenge von {1,...,n+ 1} \ {f(n + 1)} ab, also auf eine zu
einer echten Teilmenge von {1,...,n} gleichméchtige Menge. Das zeigt die Aussage,
also insbesondere, dass {1,...,n} und {1,...,m} nur fiir n = m gleichméchtig sind.

Wenn wir 1 € N mit der Aquivalenzklasse von {@} indentifizieren und fiir Mengen
die Nachfolgerabbildung A — A U {A} definieren, werden die natiirlichen Zahlen mit
den Aquivalenzklassen folgender Mengen identifiziert:

1 YRS {0}

{0.{0}}

{0.{0},{0,{0}}}
{0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}}

{0,103, {0,{03},....{0,{0},{0,{0}}, ..., }}

Die Menge aller Aquivalenzklassen kann man als eine Erweiterung von N betrachten.

2
3
4

rTe
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Definition 2.37. Eine nicht leere Menge A heifst

endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A gleichmdchtig ist zu {1,2,...,n},
unendlich, falls sie nicht endlich ist,

abzahlbar, falls sie gleichmdchtig ist zu N,

hochstens abzihlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar ist,

iiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzdhlbar ist.
Satz 2.38. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N ist hichstens abzihlbar.

(ii) FEine Menge A ist genau dann hdchstens abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbil-
dung von N auf A gibt.

Beweis: (i) Mit dem Wohlordnungsprinzip nummerieren wir der GréBe nach mit dem
kleinsten Element anfangend jede Teilmenge M C N durch. Fiir alle m € M ist
{1,...,m} N M gleichméchtig zu {1,...,n} fir ein n € {1,...,m}. Wenn M nach
oben unbeschrénkt ist, erhalten wir eine bijektive Abbildung von N nach M und M ist
abzéhlbar. Andernfalls ist M C {1,...,m} fiir ein m € M und damit endlich.
(ii) Sei A eine hochstens abzidhlbare Menge. Wenn A endlich ist, gibt es ein n € N,
so dass A gleichmichtig ist zu {1,2,...,n}. Die Abbildung N — {1,2,...,n}, m—
min{m,n} ist eine surjektive Abbildung, so dass dann auch eine surjektive Abbildung
auf A existiert. Wenn A abzidhlbar ist, gibt es eine bijektive Abbildung von N auf A.
Sei umgekehrt A eine Menge und f eine surjektive Abbildung von N auf A. Dann
existiert eine Abbildung g : A — N, a ~ min f~![{a}], die offenbar eine bijektive
Abbildung von A auf eine Teilmenge von N definiert. Also ist A gleichméchtig zu einer
Teilmenge von N und damit wegen (i) hochstens abzéhlbar. q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.39. Zeige, dass jede endliche Teilmenge der reellen Zahlen ein
Mazimum und ein Minimum besitzt.

Satz 2.40. (i) Die Menge N x N ist abzdihlbar.

(ii) Fine hichstens abzihlbare Vereinigung von héchstens abzihlbaren Mengen ist wie-
der héchstens abzihlbar.

Beweis: (i) Wir definieren die sogenannte Diagonalnummerierung als die Abbildung

r+y—2

z+y—2)(r+y—1
fiNXN=N, (x7y)'—>f(w,y)=y+( 4 )2< J )Zy—i-Zn.
n=0

Diese Abbildung ist injektiv. Gilt namlich x +y < 2’ + 3/ so folgt aus

fle,y)—y < fl@'y)—y' =@ +y -2) wdy—y' <y<aos+y—1<2"+y -2
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flxy) < fla',y)+y—y — @ +y —2) < f(a',y).

Gilt aber x +y = 2’ + 7/ so gilt auch f(x,y) — f(«',v) =y — v

Also ist N x N gleichméchtig zum Bild von f. Wegen f(z,y) > y ist das Bild nicht
beschrankt und nicht endllich. Wegen (i) vom vorangehenden Satz ist N x N abzdhlbar.
(ii) Wegen (ii) im vorangehenden Satz gibt es eine surjektive Abbildung n +— A,, von
N auf die hochstens abzidhlbar vielen Mengen. Wegen (ii) im vorangehenden Satz gibt
es dann fiir alle n € N eine surjektive Abbildung f, : N — A,,. Dann ist

F:NxN-— UneN A, (n,m)— f,(m)

eine surjektive Abbildung. Also folgt (ii) aus (i) und dem vorangehenden Satz. q.e.d.
Korollar 2.41. Q ist abzdihlbar.

Beweis: ZxN — Q, (m,n)+ ™ ist eine surjektive Abbildung. Z ist abzéhlbar, also
ist Q@ hochstens abzahlbar. Q ist aber nicht endlich und damit abzahlbar. q.e.d.

2.4 R und das Vollstindigkeitsaxiom

A5. Vollstiandigkeitsaxiom 2.42. Fir jede nicht leere nach oben beschrdnkte Teil-
menge M eines angeordneten Korpers K exisitiert das Supremum s = sup M € K.

Wir werden sehen, dass die rationalen Zahlen Q A1-A4 erfiillen aber nicht A5.
Man kann zeigen, dass zwei angeordnete Korper, fiir die A5 gilt, isomorph sind.

Definition 2.43. Sei R der angeordnete Korper, in dem A5 gilt.
Satz 2.44 (Folgerungen aus A5).
(i) Jede nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt ein Infimum inf M € R.

(ii) Fine nicht leere nach oben beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Maximum,
wenn sup M € M. In diesem Fall ist max M = sup M.

(iii) Pine nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mini-
mum, wenn inf M € M. In diesem Fall ist min M = inf M.

Beweis: (i) Weil die Ordnungsrelation nicht symmetrisch ist, erhalten wir dadurch,
dass wir in einer Aussage alle auftauchenden Ordnungsrelationen umkehren, eine andere
Aussage. Zum Beispiel erhalten wir die Definition der unteren Schranke, indem wir in
der Definition der oberen Schranke alle Ordnungsrelationen umdrehen. Dann erhalten
wir aber auch die Definition des Infimums, indem wir in der Definition des Supremums
alle Ordnungsrelationen umkehren. Weil z < y <= —y < —x, sind also Aussagen
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iiber Ordnungsrelationen zwischen reellen Zahlen dquivalent zu den analogen Aussagen,
in denen wir alle Ordnungsrelationen umdrehen und alle reellen Zahlen durch ihre
Negativen ersetzenﬂ. Insbesondere besitzt die Menge M genau dann ein Infimum, wenn
die Menge —M = {z € R | —z € M} ein Supremum besitzt und es gilt inf M =
—sup —M. Also folgt (i) aus dem Vollstandigkeitsaxiom AS5.

(ii) Wenn sup M € M, dann ist sup M eine obere Schranke von M, die Element von
M ist. Wenn sup M ¢ M, dann gilt sogar x < supM < s fiir alle x € M und alle
oberen Schranken s von M. Also gibt es in M keine obere Schranke von M.

(iii) analog zu (ii). q.e.d.

Satz 2.45 (Archimedes-Eudoxos).
(i) Fir jede reelle Zahl x € R gibt es eine natirliche Zahl n > x (Archimedes).
(ii) Fir jedes e >0 gibt es einn € N mit + < € (Eudozos).

Beweis: (i) Es reicht zu zeigen, dass N keine obere Schranke hat. Wenn N eine obere
Schranke hat, dann existiert sup N, und dn € N mit n > sup N — 1, weil supN —1 keine
obere Schranke von N ist. Dann gilt N 3 n + 1 > sup N, was ein Widerspruch ist.

(ii) Nach (i) gibt es ein n > L. Aus Satz (v)-(vi) folgt L < e. q.e.d.

Bemerkung 2.46. In einem angeordneten Korper sind die beiden Eigenschaften (i)

und (ii) aus Satz wegen Satz (v)-(vi) dquivalent. Ein angeordneter Korper
heifit archimedisch, wenn (i) oder (ii) gilt. In jedem angeordneten Korper sind die

rationalen Zahlen archimedisch. Es gibt auch nicht archimedische angeordnete Korper.
Wegen dem Teil (i) von Archimedes enthalten die Intervalle (a, b) rationale Zahlen:
Satz 2.47. Sei a < b. Dann existiert r € Q mit a < r < b.

Beweis: Fiir alle n € Nist a < 7 < b dquivalent zu na < m < nb. Wegen b —a > 0
gibt es nach Satz (i) ein n € N mit n > . Dann gilt na < nb und nb — na > 1.

Wir nehmen zunéchst a > 0 an. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, die grofier ist als
na. Wegen Satz sind die natiirlichen Zahlen enthalten in {1}U{x € R | x—1 € N}.
Also ist m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder gleich Null. Dann folgt

m—1<na<m <= na<m<na-+1<nb.

Als néchstes nehmen wir b < 0 an. Sei —m die kleinste natiirliche Zahl, die grofier
ist als —nb. Wieder ist —m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder Null. Also folgt

—-m—1<-nb<-m <= na<nb—1<m<nb.

"Wenn diese Aussagen aber algebraische Operationen benutzen, die nicht vertréglich sind mit der
Abbildung jeder reellen Zahl auf ihre Negative, wie z. B. das Produkt zweier reeller Zahlen, dann
miissen bei dieser Ersetzung auch die algebraischen Operationen entsprechend geéndert werden, also
z. B. das Produkt in das negative des Produktes.
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Wenn a < 0 und b > 0 ist, wihlen wir m = 0. q.e.d.

Wir haben sogar gezeigt, dass Va < b mit b — a > 1 das Intervall (a,b) eine ganze
Zahl enthélt. Also enthélt jedes Intervall mindestens eine und damit sogar unendlich
viele rationale Zahlen. Insbesondere gibt es fiir jede reelle Zahl x und jedes € > 0 eine
rationale Zahl r € (x — e,z +¢€), die dann d(z,r) < € erfiillt. Wir sagen, dass Q dicht in
R liegt. Die rationalen Zahlen erfiillen als Unterkorper der reellen Zahlen die Axiome
A1-A4. Wir werden gleich sehen, dass sie nicht das Vollstandigkeitsaxiom A5 erfiillen.

Satz 2.48 (Quadratwurzeln). Fiir alle a > 0 gibt es genau ein b > 0 mit b* = a.

Wir schreiben b = y/a = az.
Beweis der Eindeutigkeit: Aus 0 < 2 < y folgt aufgrund der Monotonie 2% < xy <
y?. Also gibt es hochstens ein b > 0 mit * = a.
Beweis der Existenz: Die Menge M = {x € [0,00) | 2% < a} enthilt 0. Dann gilt

?>z(a+1)>(a+1)?=a*+2a+1>2a>a fir r>a+l.

Also ist a + 1 eine obere Schranke von M. Sei b = sup M. Aus 0 € M folgt 0 < b.
Wenn »? < a, folgt 0 < a — b Fir h = min{1, 2b+2} gilt also 0 < h < 1 und
h(2b+ 2) < a — b* und damit auch

(b+h)* = b*+2bh+h> < b*+2bh+h = b>+h(2b+1) < b*+h(20+2) < b*+a—b* = a.

Also ist b < b+ h € M im Widerspruch zu b = sup M
Wenn a < b?, folgt 0 < b, 0> <a—0*> <0und —1 <
Bernoulli Ungleichung

a—0\\> a—b2\?2 a—b?
1 =p (1 >p2(1+2 = a.
(r(1+5")) b(w)—b(+ )=

Dann folgt aus z > b(1 + - ) wieder 22 > b2(1 + 2 o )2 > ¢ und damit auch z & M.
Also ist b(1 + %5 ) < b eine obere Schranke von M im Widerspruch zu b = sup M.
Weil also weder b* < a noch a < b? gilt, folgt b*> = a und b # 0. q.e.d.
Insbesondere gibt es also genau ein v/2 € R. Wir werden in Beispiel fiir jedes
n € N zeigen, dass es fiir jedes a > 0 genau ein b > 0 gibt mit b" = a.

< 0. Also folgt aus der

2b2

Lemma 2.49. /2 & Q. Insbesondere erfillt Q nicht das Vollstindigkeitsaxziom A5.

Beweis: Wir zeigen, dass es nicht zwei natiirliche Zahlen n,m € N geben kann mit

(%)2 = 2. Wenn es zwei solche Zahlen gibt, dann sei ny das Minimum der Teilmenge

M = {n € N|3m € N mit m* = 2n*}.

Also gibt es ein mo € N mit m§ = 2n§. Dann enthélt (7%= 1 m°2+2) eine positve ganze

Zahl mq. Aus mg € (2my — 2,2my + 1) folgt entweder mg = 2m; — 1 oder mg = 2m;.
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Im ersten Fall widerspricht n§ = 2m? —my + 1 € (2m} — my,2m? — m; + 1) dem
Satz [2.33l Im zweiten Fall ist n2 = 2m?, also m; € M. Dann folgt ng = inf M < my

und n3 < m? im Widerspruch zu m? < 2m? = n2. q.e.d.

Satz 2.50 (Intervallschachtelungsprinzip). Seien I, = [a,,b,] C R firn = 1,2,...
abgeschlossene Intervalle mit a,, < b, und den beiden folgenden Eigenschaften:

(i) In41 C I, fir allen € N.

(ii) Fir jedes € > 0 gibt es einn € N, so dass b, — a,, < €.
Dann enthdlt der Durchschnitt (1,5, In = {x} genau ein x € R.

Dieser Satz ist fiir offene Intervalle falsch. Z.B. 1,5, (0,1) = 0 nach Satz |2
Beweis: Wegen (i) gilt

a1 <ay < <Ly S pgr S Kby by < Kby <Dy

Also besteht die Menge A = {aj,as,...} aus unteren Schranken der Menge B =
{b1, bs, ...} und umgekehrt die Menge B aus oberen Schranken der Menge A. Dann lie-
gen x = sup A und y = inf B in der Schnittmenge der oberen Schranken von A mit den
unteren Schranken von B, was gleich [, I, ist. Dann folgt < yund .., I, = [z, y].
Andererseits gibt es wegen (ii) fiir alle ¢ > 0 ein n € N mit y — 2 < b, — a,, < €. Dann
muss aber 0 <y —z <inf{e| e > 0} = 0 und deshalb y = = gelten. q.e.d.

Satz 2.51. In jedem angeordneten archimedischen Koérper folgt aus dem Intervall-
schachtelungsprinzip im Satz[2.50 das Vollstindigkeitsaziom A5.

Beweis*: Sei M eine nicht leere nach oben beschréinkte Menge, a; ein Element von
M und b; > aq eine obere Schranke von M. Wir definieren induktiv eine Folgen a; <
as < ... von Elementen von M und eine Folge b; > by > ... von oberen Schranken
von M. Wenn @ keine obere Schranke von M ist, dann gibt es ein Element a,,,, €
[%, b,) N M und wir setzen b, 1 = b,. Wenn % eine obere Schranke von M ist
setzten wir a,,1 = a, und b, = @ Offenbar gilt

0 S bn+1 — Qn+1 S Qil(bn - an) S 272(bn71 - an71> S s S 27n<b1 - CL1>.

Aus der Bernoulli Ungleichung folgt 2" > n und wegen Satz (ii) gibt es fiir alle
e>0enn € Nmit27"(by —ay) < bl_T‘“ < €. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip
besteht die Schnittmenge der Intervalle (1, oy[an, b,] aus einer Zahl s € R.

Fiir jede Zahl « > s gibt es ein n € N mit ;*=> > = > 27". Daraus folgt b, <
ant1 +27"(b1 —a1) < s+ (x —s) = x. Weil b4 eine obere Schranke von M ist folgt
x & M. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir jede Zahl x < s gibt es einn € N
mit =2 > % > 27" Daraus folgt a,+1 > b1 —27"(by —ay) > s—(s—x) = z. Wegen
any1 € M ist x keine obere Schranke von M. Also ist s = sup M. q.e.d.

Deshalb konnen die reellen Zahlen auch als angeordneter archimedischer Koérper
charakterisert werden, in dem das Intervallschachtelungsprinzip gilt.
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Satz 2.52. Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzdihlbar.

Beweis: Wir nehmen an, dass R abzdhlbar ist. Sei (x,,),en eine Durchnumerierung von
R. Wihle a,b € R mit a < b. Sei I} = [a, b]. Wir definieren induktiv eine Folge (I,)nen
von Intervallen. Fiir alle n € N wihlen wir in [, = [a,,b,] als I,,;; eins der beiden
schnittfremden Teilintervalle [ay,, a, + %2=%] und [b, — %23% b,], das x, nicht enthilt.

3 3
Fiir alle n € N liegt dann z,, nicht in 7,,,;. Wegen der Bernoulli Ungleichung gilt

_ _ bp—an __ _ b1—a1 b—a b—a . b—a
b1 — pypy = 25" = ... = 228 < Tron < o < e fiir e >0und n > 252

Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip enthélt (1), .y I, ein Element, das nicht zu
{z,, | n € N} gehort. Das widerspricht der Annahme, dass R abzdhlbar ist. q.e.d.

Auch die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzédhlbar. Wir kénnen sie
mit den Folgen identifizieren, die Werte in Zs = {0,1} annehmen, also der Menge
aller Abbildungen von N nach Zs. Diese Folgen werden wir mithilfe der dyadischen
Entwicklung mit der Teilmenge [0, 1) C R identifizieren. Diese ist gleichméchtig zu R.

2.5 Die erweiterte Zahlengerade R
Definition 2.53. Die erweiterte Zahlengerade besteht aus R = R U {+o00} U {—o0}.

Mit oo bezeichnen wir auch +oo. Die Ordnungsrelation laft sich auf R durch
—00 < x < oo fiir alle x € R fortsetzen und erfiillt offensichtlich auch (i) und (ii)
des Ordnungsaxioms. Die Operationen + und - lassen sich nicht auf R fortsetzen, so
dass A1-A4 gilt: Fiir alle z,y € R wiirde aus y—z < 0o wegen der Monotonie y < co+z
folgen. Deshalb miisste oo + x = oo gelten. Aus Satz (ii) wiirde x = 0 folgen. R ist
also kein angeordneter Korper.

Die Definitionen von oberen und unteren Schranken, von Supremum und Infimum,
und von Maximum und Infimum iibertragen sich auf die erweiterte Zahlengerade. Of-
fenbar ist oo das Maximum und —oo das Minimum von R. Insbesondere ist oo eine
obere Schranke und —oo eine untere Schranke von jeder Teilmenge von R. Weil oo die
einzige obere Schranke einer nicht leeren Teilmenge M von R C R ist, die in R keine
obere Schranke hat, ist co dann das Supremum von M als Teilmenge von R. Analog ist
—00 das Infimum einer nicht leeren Teilmenge von R C R, die keine untere Schranke in
R hat. In R gilt sup® = —oco und inf ) = co. Daraus folgt, dass jede Teilmenge von R
ein Supremum und ein Infimum hat. AuBlerdem gilt wieder, dass eine Teilmenge M C R
genau dann ein Maximum bzw. Infimum hat, wenn sup M € M bzw. inf M € M gilt.
In diesen Féllen ist wieder max M = sup M bzw. min M = inf M. Wir benutzen die
Symbole sup, inf, max und min sowohl fiir Teilmengen von R als auch fiir Teilmengen
von R, so dass aus dem Zusammenhang klar werden muss, was genau gemeint ist.
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2.6 Die Peano Axiome

Es gibt andere Moglichkeiten die reellen Zahlen einzufithren. Man kann zuerst die
natiirlichen Zahlen einfithren und danach der Reihe nach die ganzen Zahlen, die ra-
tionalen Zahlen und die reellen Zahlen. Dabei kann man die natiirlichen Zahlen im
Rahmen der Mengenlehre einfithren oder sie durch die Peano Axiome charakterisieren:

1. Peano Axiom: 1 € N (Einselement).
2. Peano Axiom: Vn € N 3 genau einen Nachfolger n’ € N (Nachfolgerabbildung).
3. Peano Axiom: Fiir alle n € N gilt n’ # 1 (Eins ¢ Bild der Nachfolgerabbildung).

4. Peano Axiom: Fiir alle n,m € N folgt n = m aus n’ = m’ (Injektivitat der
Nachfolgerabbildung).

5. Peano Axiom: Jede induktive Teilmenge S C N, d.h. jede Teilmenge mit folgen-
den Eigenschaften umfafit die natiirlichen Zahlen N C S

(i)1es. (ii) Falls n € S, dann ist auch n’ € S.

Man kann die natiirlichen Zahlen durch diese Axiome charakterisieren und damit die
reellen Zahlen einfiiren. Dafiir muss viel Schlussfolgerungsarbeit geleistet werden, bevor
die reellen Zahlen eingefiihrt sind (vgl. E. Landau: Grundlagen der Analysis). Wir
skizzieren in diesem Abschnitt, wodurch sich diese zweite Einfithrung der reellen Zahlen,
von der von uns gewéhlten unterscheidet, und stellen sie in ihren Grundziigen vor.
Die Addition von natiirlichen Zahlen n + m wird Vn, m € N so eingefiihrt, dass
(i) n+1=n'fir alle n € N und (ii) n 4+ m' = (n+m)’ fir alle n,m € N gilt.
Fiirn =1 gilt 1+1 = 1’ und fiir alle m € N folgt aus 1+m = m’ auch 1+m/ = (m’)’ =
(1+m)". Wegen dem 5. Peano Axiom ist also 1+ m fiir alle m € N durch m’ definiert.
Wenn fiir ein n € N durch diese Bedingungen n + m fiir alle m € N definiert ist, dann
folgt aus (i) n' +1 = (') = (n 4+ 1)’. Wenn n/ + m fiir ein m € N definiert ist, dann
folgt aus (ii) n’ +m’ = (n’ +m)’ also ist dann wegen dem 5. Peano Axiom n’ + m fiir
alle m € N definiert. Also ist wegen dem 5. Peano Axiom die Menge aller n € N, fiir
die n + m durch diese Bedingungen fiir alle m € N definiert ist gleich N. Deshalb ist
dadurch die Addition zwischen allen natiirlichen Zahlen definiert. Mit Hilfe der Peano
Axiome kann man dann folgern, dass die Addition kommutativ und assoziativ ist.
Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen nm wird Vn,m € N so eingefiihrt,
dass (i) nl = n fir alle n € N und (ii) nm’ = n-m+ n fir alle n,m € N gilt.
Wieder kann man aus den Peano Axiomen folgern, dass diese Bedingungen eine Mul-
tiplikation n - m fiir alle n, m € N definiert. Danach zeigt man, dass auch die Multipli-
kation kommutativ, assoziativ und zusammen mit der Addition distributiv ist.

Die Ordnungsrelation wird auf den natiirlichen Zahlen durch n < n+m und m <
n+m Vn,m € N eingefiihrt. Sie erfiillt A4 wobei alle n € N als positiv gelten.
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Ganze Zahlen: Die ganzen Zahlen werden als formale Differenzen n — m eingefiihrt.
Wegen n —m =n —m < n+m = n+ m sind das Aquivalenzklassen in N x N

(n,m) ~ (n,m) = n+m=n+m V(n,m), (n,m) € Nx N

Die Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation von N wird auf Z fortgesetzt.
Rationale Zahlen: Die rationalen Zahlen werden als formale Briiche ™ mit (m,n) €
Z x N eingefiihrt. Wegen ™ = % & mn = mn sind das Aquivalenzklassen in Z x N

(m,n) ~ (m,n) = mn = mn V(m,n), (m,n) € Z x N

Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf Q definiert, so dass A1-A4 gilt.
Reelle Zahlen werden als Dedekindsche Schnitte eingefiihrt, also Mengen A C Q mit

(i) A#0,Q (i) pe Aundg<p=qe€ A (iii) A hat kein Maximum.
Dabei entspricht a € R dem Dedekindschen Schnitt A = (—o0,a) N Q mit a = sup A.
Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf R definiert, so dass A1-Ab5 gilt.

2.7 Der Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Wir hatten aus der Ordnungsrelation gefolgert, dass x? > 0 gilt, falls z # 0.
Deshalb existieren in den reellen Zahlen keine Quadratwurzeln von negativen Zahlen.
Erweitert man die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel : von —1, so erhélt man
die komplexen Zahlen, in denen sich dann alle algebraischen Gleichungen l6sen lassen.

Definition 2.54 (Komplexe Zahlen). Die Komplexen Zahlen C ist die Menge R x R
aller geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen zusammen mit den Operationen

+: CxC—C, (z,9), (u,v)) = (z,y) + (u,v) = (x + u,y +v)
CxC—C, ((z,y), (u,v)) = (zu — yv,zv + yu)

Mit dieser Definition erfiillt C die Kérperaxiome A1-A3. Dabei ist

Null : 0c = (0,0) Eins : lc = (1,0)
negatives Element : —(z,y) = (—z, —y)
. _ x -y ..
El t: .= f 0,0).
inverses Elemen (z,y) (x2 A y2) tir (z,y) # (0,0)

Wir bezeichnen komplexe Zahlen meistens durch einen Buchstaben, iiblicherweise z. Die
Null und die Eins bezeichnen wir auch durch 0 und 1, so dass aus dem Zusammenhang
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klar werden muss, ob es sich um die Null bzw. Eins der reellen oder komplexen Zahlen
handelt. Aulerdem benutzen wir dieselben Abkiirzungen wie bei den reellen Zahlen:

1
-=1 USwW.
z

1
24+ (—2)=2—2=0 27 == X
z

Da die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, wollen wir R als
Teilmenge von C auffassen. Dafiir definieren wir eine injektive Abbildung

R—C, z~(z,0)

Offenbar ist diese Abbildung vertréglich mit den Operationen 4 und - von R und C:

(0,0) = 0 (1,0) =1
—(z,0) = (—=x,0) (z,0)"! = (z71,0)

Definition 2.55 (Imaginire Einheit). » = (0,1) € C mit * = (—1,0) = —1.
Wir schreiben also (z,y) = x + 1y. Dann ergeben sich die Operationen + und -

r+wtut+w = x+u+(y,v)
(z+uw)(u+w) = zut+i(yu+ 2v) +Pyv = 2u — yo +1(yu + 2v)

Fiir die komplexe Zahl z = x 4 1y heif3t

r = R(z) Realteil von z y = ¥(z) Imaginérteil von z
z heift reell, falls S(2) =0 2z heifit imaginér, falls R(z) =0

Definition 2.56 (komplexe Konjugation). Die Abbildung C — C, z=z+wy+ z =
x —wy heifst komplexe Konjugation oder einfach nur Konjugation

Die komplexen Zahlen erhalten wir aus den reellen Zahlen, indem wir reelle Vielfa-
che einer Wurzel aus —1 hinzufiigen. Weil aber (—1) - (—1) = 1 ist das Negative einer
Wurzel aus —1 wieder eine Wurzel aus —1. Welche dieser beiden Wurzeln aus —1 wir
zur imagindren Einheit machen ist aber eine Konvention. Das legt nahe, dass die Kon-
jugation ein Endomorphismus der komplexen Zahlen, d.h. eine bijektive Abbildung,
die mit den Operationen + und - vertréaglich ist, die die reellen Zahlen invariant 1483t:

Satz 2.57. (i) (2) ==

(i) zFw=z2+w

(iii) zzw=z-w



28 KAPITEL 2. REELLE ZAHLEN

(iv) 242 =2Rz und z — Z = 213(%)

(V) z -z ist reell und nicht negativ.

Beweis: (i)-(iv) nachrechnen. (v) (z +w)(z — ) = 2% + 3> > 0. g-e.d.
Definition 2.58 (Betrag). Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + wy ist definiert

als die reelle nicht negative Wurzel aus z -z, d.h. |-|: C =R, zm—|z] =2 Z.
Satz 2.59 (Eigenschaften des Betrags).

(i) |2/ >0und |2|=0<=2=0

(ii) |z - w| = |z] - |w]

(iii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(iv) [[2| = fw]] <[z —w|

(v) [zl = 2|

(vi) [R(2)] < |z] und [3(2)] < |7]

Beweis: (i) Fiir 2 # 0 oder y # 0 gilt |z +1y| = /22 + y? > 0 und andernfalls |0 = 0.

(ii) folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel aus |z-w|?* = zw(zw) = 22w = (|z||w|)?.

(v) folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel aus |z|* = zz = |z|2.

(vi) Fiir z = 0 gilt die Aussage. Sei also z = z + 2y # 0. Dann gilt 22 < 2 + 32

Aus 0 < y/22 + y? < x folgt aber mit Monotonie 22 + y* < z1/22 + y2 < 22. Also gilt

r < y/a? + y? und damit |R(z)| < |z|. Vertauschen von z und y ergibt |S(z)| < |z].

(iii) |z +w|* = (z + w)(Z + ) =zZ4z0+wz+ww = zzZ42R(zw) + ww
< el +2lz@| + Jw|* = |2 + 22wl + [w* = ([2] + |w])*.

Aus 0 < |z]+|w| < |z+w]| folgt mit Monotonie (|z|+|w])? < (|z|+|w|)|z+w| < |z+w]|?.

Also gilt |z + w| < |z| + |w].

(iv) folgt aus (i)-(iii) genau wie im reellen Fall. q.e.d.

Definition 2.60 (Abstand). Der Abstand zweier komplexer Zahlen ist die nicht nega-
tive Zahl d: Cx C =R, (z,w) — d(z,w) = |z — w|

Aus den Eigenschaften des Betrages folgt genau wie fiir die reellen Zahlen
Satz 2.61 (Eigenschaften des Abstandes).
(i) d(z,w) >0 und d(z,w) =0 <= z=w
(ii) d(z,w) =d(w,2)
(iii) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w). (Dreiecksungleichung).

Wir veranschaulichen die komplexen Zahlen in der zweidimensionalen Ebene. Der
Abstand ist der euklidische Abstand zwischen den entsprechenden Punkten der Ebene.



Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im folgenden werden wir des ofteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reellen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reellen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n + a,,. Wir bezeichnen sie
mit (an)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt und
fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle natirlichen Zahlen n > N gilt.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (ay,)nen

Wir schreiben dann lim,,_.., a,, = a oder lim a,, = a oder auch a,, — a fiir n — oo.
Beispiel 3.2. lim % =0 (Folgen, die gegen 0 konvergieren heiffen Nullfolgen).
n—o0

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N
mit + < e. Dann gilt wegen Satz (vi) fiir alle n > N auch [+ — 0] <e. q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) FEine kompleze Folge konvergiert genau dann, wenn die entsprechenden Folgen der
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Fir jede konvergente Zahlenfolge (an)nen ist {|a,| | n € N} C R beschrankt.
Beweis: (i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (a,,)nen. Fiir ein
€ > 0 gilt dann |a,, —a| < § fiir alle n > N und |a,, —b| < § fiir alle n > M. Dann folgt
€

5 =€ fir alle n > max{N, M }.

Og]a—b]§|a—an\+\an—b|<§+

29
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Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0,00) = 0. Also ist |a — b| = 0 und damit auch a = b.
(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (2, )nen bilden zwei reelle
Folgen (x,)nen und (yn)neny mit z, = x, + w, fir alle n € N. Sei z = x + wy die
Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen Satz m (vi)

max{|zn — |, [yn — y[} < [zn — 2]

konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge gegen
den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt die Folgen
(Zn)nen bZW. (Yn)nen gegen = bzw. y, dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei natiirliche
Zahlen N, M € N so dass |z, — | < § fiir alle n > N gilt, und |y, —y| < § fiir alle
n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

[Zn + 1 — (@ 4+ w)| < |20 — 2|+ [(Yn — y)| = |20 — 2| + 2] - |yn — Y| <€

Also konvergiert eine komplexe Folge mit ihren Realteilen und Imaginérteilen.

(iii) Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so

dass |a, —al < 1 fiir alle n > N gilt und damit auch |a,| < |a, —a+a| < 1+ |a|. Daraus

folgt la,| < max{|a| + 1, |as], |az],...,|an—1|} fir alle n € N. q.ed.
Eine Folge (a,)nen heiit divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein

a € K gibt, so dass lim,,_, a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein

N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt a,, > b bzw. a,, < b dann

schreiben wir lim,, .o, a,, = 0o bzw. lim,,_,, a,, = —oc Weil in beiden Féllen die Folgen
nicht beschrankt sind, konnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren.
Es gilt offenbar lim,, ., n = oo und lim,, ,,, —n = —o0.

Satz 3.4. (i) Sei|z| <1 dann gilt lim, 2" =0
(ii) Sei |z| > 1 dann ist (2")nen divergent.

(iii) Sei x =1 dann gilt lim,,_,, 2™ =1

(iv) Seiz € (1,00) dann gilt lim,, ., 2" = 0.

(v) Sei|x| =1 und x # 1 dann ist (x")pen divergent.

Beweis: (i) Fiir x = 0 gilt lim,, o 2™ = 0. Sei also 0 < |z| < 1. Dann ist 1 < ﬁ =14y

mit y = 1|_x“x|. Aus der Bernoulli Ungleichung folgt # = (14+y)" > 14ny > ny = nla‘x'
und |z|" < %1lf\Ll’ Aus dem Satz von Archimedes-Eudoxos folgt dann, dass es fiir jedes
e >0ein N € N gibt, so dass % <e€- 1|_m||x‘. Daraus folgt fiir alle n > N
1 |a] 1 x|
"0 =" < = < — <e.
[z =l nl—|z| = N1—|z| ‘
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(iii) Wegen 1™ = 1 ist lim, o 1" = 1.
(iv) Seiz > 1. Dannist y = x—1 > 0. Fiir jedes b € R gibt es ein N € N mit N > ﬁ
Dann folgt fiir alle n > N aufgrund der Bernoulli Ungleichung

" =1+y)">1+ny>ny=n(xr—1) > N(z—1) >b.

Also gilt lim,,_, 2™ = o0.
(ii) Fiir |z| > 1 gilt wegen (iv) lim,_, |2"] = c0. Also ist (2"),en nicht beschrénkt.
(v) Fir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt

2" =yl +ly — 2" = 2" —y +y — 2" =1 - 2)2"| = |1 -] f2]™.
1 — 2]

2
Also kann es fiir x # 1 keinen Grenzwert geben. q.e.d.

Fiir |x] = 1 gilt also max{|z" — yl,|z"T" —y|} >

Satz 3.5 (Rechenregeln). Fiir konvergente Zahlenfolgen (xy,)nen und (Yn)nen gilt
(i) lim (z, +y,) = lim z, + lim y,

n—00 n—00 n—00
(i) lim Az, = A lim =, fir alle X € K.

n—oo n—oo

(iii) lim z,y, = (lim z,)(lim y,)
n— o0 n—oo

n—o0
(iv) Wenn z, # 0 fir allen € N und lim z, # 0, dann gilt auch lim - = ——.
n—oo n—oo n—oo
(V) Jig bl = 1 50, el

(vi) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, < y,

erfillen, dann gilt auch lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

(vii) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, <y,
erfiillen und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fiir jede reelle Folge (z)nen,

die x,, < z, <y, fir alle n € N erfillt, lim z, = lim x, = lim y,.
n—oo n—oo n—ro0

Beweis: Seien x = lim z,, und y = lim y,. (i) Fiir jedes € > 0 gibt es natiirliche
n—oo n—oo

Zahlen N,M € N, so dass |z, — x| < § fiir alle n > N und |y, — y| < § fiir alle

n > M gilt. Dann gilt |z, +yn — (z +y)| < |2p — 2| + |yn —y| < §+ § = € fiir alle
n > max{N, M}. Also konvergiert (x,, + ¥, )nen gegen x + y.
(ii) Fir A =0 gilt lim Az,, = A+ lim x,,. Sei also A # 0 und damit 0 < |A|. Dann gibt

n—oo n—00
€

es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |z, — z| < my fiir alle n > N gilt. Daraus folgt:

Az, — Ax| = || - |z, — x| <€ fiir alle n > N.
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(iii) Weil (x,,)nen konvergiert, gibt es ein A > 0 mit |x,| < A fir alle n 6 N. Also gibt

es fiir alle € > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — 2| < g7 fir n > N

gilt und [y, — y| < 55 fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

i =201 = i = ey =] < bl =1+ =]l < 54 5 T < e
2 " 2y +1

(iv) Aufgrund der Voraussetzungen gibt es ein N € N, so dass |z, — z| < % fiir alle
n > N gilt. Aus |z| = |v — 2, + 2| < |z — x| + |2, folgt dann

2
|l‘n|2|$’—|I—l‘n|>% < — fiur allen > N.

und
[Za| |7l

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass |z, — 2| < “5-  fiir alle n > M gilt.
Dann gilt fiir alle n > max{N, M} auch

1 1

T, T

v — 2, e-]x* 2 1

T — T,

T ] - [] 2 ol |2]

(v) folgt aus der Ungleichung ||z, | — |z|| < |z, — z|.

(vi) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N und M, so dass |z, — x| < § fiir

alle n > N gilt und |y, —y| < § fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}
=y < (T =)+ (Yn —y) + (B0 —yn) <€

Also ist z — y < inf(0, 00) = 0. Daraus folgt = < y.
(vii) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — z| < € fiir
alle n > N gilt und |y, — x| < € fiir alle n > M. Fiir alle n > max{N, M} gilt dann

—€e<Tp, -T2z —2c <Y, —x<E€

Daraus folgt |z, — x| < e. q.e.d.
Offenbar gilt fiir alle n € Ny
Q+z+22+.. +2")(1l—-2)=04+a+... +2") - (x+2°+... + 2" =1 2"
1 _xn—i-l
Also gilt 1+x+...+x":1— fiir  # 1 und n € Ny.
-
Aus Satzfolgt, dass die Folge y,, = 1+x+...+z" fiir |z| < 1 gegen ﬁ konvergiert.

O 1 ”
Satz 3.6. nh_{](f)loz_x =12 fir x| < 1. q.e.d.
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3.2 Konvergenzprinzipien
Wir stellen 3 Methoden vor, um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder nicht.

Definition 3.7 (Monotonie). Eine reelle Folge (a,), - heifst:

neN
monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir alle n € N.
streng monoton wachsend, wenn a, 1 > a, fir alle n € N.
monoton fallend, wenn a,1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir alle n € N.

Satz 3.8 (Monotonieprinzip). (i) Eine monoton wachsende (fallende) beschrdinkte re-
elle Folge (an)nen ist konvergent, und es gilt

lim a, =sup{a, |n € N} bzw. lim a, = inf{a, |n € N}.
n—00 n—oo

(ii) Fir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge gilt

lim a, = oo  bzw. lim a, = —oc.
n—oo n—oo

Beweis: (i) Sei (a,)nen eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge.
Dann existiert sup{a, | n € N} bzw. inf{a,, | n € N}. Fiir alle ¢ > 0 gibt es N € N mit

sup{a, | n € N} —e <ay < a,, <sup{a, | n € N} fir alle m > N bzw.
inf{a, | n € N} <a,, <ay < inf{a, |n € N} +€¢ fiir alle m > N.

Daraus folgt |a,, —sup{a, | n € N}| < € bzw. |a,, — inf{a, | n € N}| <e.
(ii) Sei (an)nen eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge. Fiir
jedes b € R gibt es N € N mit a,, > ay > b bzw. a,, < ay < b. fiir alle m > N.q.e.d.

Beispiel 3.9 (Existenz und Konstruktion der k-ten Wurzel). Fir alle a > 0 und alle
k € N\ {1} definieren wir die Folge (ay)nen, rekursiv durch

a—a* .
(pi1 = ap | 1+ ") fiir alle n € Ny.
k- ak

n

a—1

k

CLO:1+

Fira =1 ist dann a, =1 fir alle n € N. Fir a # 1 gilt fir allen € N

k

0<a, < agp, ay < Ap_1 und a<a,.

Beweis durch vollstandige Induktion in n:
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(i) Fira>0und a # 1ist —1 < —% < %1 # 0. Wegen der Bernoulli Ungleichung gilt

af = (1+%)k> 1+a—1=ua. Esfolgt -1 < —% < ak_cfﬁ < 0. Also gilt 0 < a1 < ag
g
‘ - - k_ k a— af ’ % a—ak
und mit der Bernoulli Ungleichung a7 = a; | 1 + ok >ap | 1+k k) =@
o o

(ii) Wir nehmen an es gilt 0 < a,, < ag, a, < a,_; und a < a® fiir ein n € N. Dann

folgt —1 < —% < “kf:,fb < 0. Daraus folgt 0 < a,41 < a, < ag und wegen der Bernoulli
k

k k
. ok k a—a, k a—ap\
Ungleichung: a,  , = a, <1 + Fak ) > a, (1 +k o ) = a. q.e.d.
Die Folge (a,)nen ist monoton fallend und beschrankt. Wegen dem Monotonieprin-
zip konvergiert sie gegen b > 0. Wir multiplizieren die Rekursionsgleichung mit ka®~!:

k

n*

Ung1 - kaF™ ' =ka® +a—a
Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — oo so erhalten wir mit Satz [3.5]
kb* = (k — 1)b* + a oder auch b* = a.

Also existiert eine positive Zahl b mit b* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell.
Auflerdem sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”. Fiir r=0 setzen wir a® = 1.

(ii) Fir jede positive rationale Zahl v >0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” < b".

(iii) Fir jede negative rationale Zahlr < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a’.

Beweis: (i) Fiir r = § definieren wir a” = /a?. Offenbar ist a” eine positive Losung
der Gleichungen (a")? = (a?)" = aP" fiir alle n € N. Wir zeigen, dass fiir a,b € (0, 00)
und fiir n € N die Ungleichung a < b dquivalent ist zu o™ < 0™. Fiir n € N\ {1} gilt

V' —a” = (b—a)(b" P+ 0" 2a+...+ba"*+a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch a” < b und aus 0 < b < a auch a™ < b". Also ist fiir
a > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b dquivalent zu der Ungleichung a™ < b™. Also
gibt es fiir alle n € N und alle r = § > (0 genau eine positive Losung a” der Gleichung

(a")® = gP". Fiir r < 0 ist a” = - die entsprechende positive Zahl.

a="

(ii) Sei r = § > 0. Dann ist fiir a,b € (0,00) die Ungleichung a < b dquivalent zu

aP? < b? und das wiederum aquivalent zu as < ba.
(iii) Sei r = -2 < 0. Dann folgt (iii) aus (i) wegen Satz m (vi). q.e.d.

Definition 3.11 (Teilfolge). Fine Teilfolge einer Folge (ap)nen ist eine Folge (by,)men
von der Form b,, = a,,, wobei 0 < n; < ny < ... eine streng monoton wachsende
Folge von natiirlichen Zahlen ist.
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Z.B. hat die divergente Folge a,, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen b,, = as,, = 1
und ¢, = agme1 = —1.

Satz 3.12 (monotone Teilfolgen). Jede reelle Folge enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,,),en eine reelle Folge und A die Menge A = {n € N | a,, > a,,Ym > n}.
Wenn A eine unendliche Menge ist, dann sei n; < ng < ... eine Abzidhlung der Elemente
von A. Die Teilfolge (by)men = (@n,, Jmen ist dann monoton fallend.

Wenn A eine endliche Menge ist besitzt sie ein Maximum N. Dann gibt es also
zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist. Also definieren wir induktiv eine
Teilfolge (b, )men, so dass by = ayy1 und fiir alle m € N b, > b, gilt. Diese Folge
ist streng monoton steigend. Also besitzt (a,),en entweder eine monoton fallende oder
eine streng monoton steigende Teilfolge. Umgekehrt gilt auch, dass (a,)nen entweder
eine monoton steigende oder eine streng monoton fallende Teilfolge besitzt. q.e.d.

Satz 3.13 (Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl). Jede beschrinkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen eine monotone
Teilfolge (b, )nen. Wenn die urspriingliche Folge beschrénkt ist, ist auch die Teilfolge
beschrénkt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z + wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer komplexen beschrénkten Folge beschrankt. Wegen dem Auswahlprinzip
von Bolzano—Weierstrafl besitzt die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge, und
dann auch die entsprechende Teilfolge der Imaginérteile. Wegen Satz|3.3|(ii) konvergiert
die der zweiten Teilfolge entsprechende komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15 (Cauchyfolge). Eine Folge (ay)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fiir
jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass |a, — an| < € fir alle n,m > N gilt.

Satz 3.16 (Kriterium von Cauchy). Fine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim,_, a,| < 5 erfiillen. Also gilt auch

lam — ai| < |ap, — lim a,| +| lim a, —a;| <€ fiir alle m,l > N.

Sei umgekehrt (a,)n,en eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
m > N gilt |a,, — ay| < 1, und damit auch |a,,| < |an|+ |am — an| < |an| + 1. Fir
alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|a1|,...,|an_1],|an| + 1} Deshalb ist die Folge
a, beschrankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl eine
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konvergente Teilfolge (by)nen. Sei a = lim,, o b,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — a,| < §
erfiilllen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < §. Weil (b, )nen eine Teilfolge von

(@n)nen ist, folgt |a, — al <|a, — by| + |b, — a] < € fiir alle n > max{N,M}. q.e.d.
Satz 3.17. Fir einen angeordneten archimedischen Korper ist folgendes dquivalent:
Vollstindigkeitsaxiom AS5.

(i) aus dem Monotonieprinzip.

Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrai3.

Jede Cauchyfolge konvergiert.

Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis*: Wegen der Beweise des Monotonieprinzips, des Auswahlprinzips von Bol-
zano—Weierstrafl und des Kriteriums von Cauchy und wegen Satz geniigt es zu
zeigen, dass aus dem Kriterium von Cauchy das Vollstandigkeitsaxiom A5 folgt.

Sei M eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge. Sei a; € M und b, > a4
eine obere Schranke von M. Wir konstruieren wie im Beweis von Satz eine Folge
a1 < as...in M und eine Folge by > by > ... von oberen Schranken von M mit

0 <max{bui1 — bnim, Gnom — i1} < bpp1 — appr < 277(by — aq) fiir alle m € N.

Dann sind (a,)nen und (b,)neny Cauchyfolgen und konvergieren gegen den gleichen
Grenzwert s. Fiir alle x € M gilt * < b, fiir alle n € N. Aus Satz (vi) folgt
x < lim,_,o b, = s. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir alle x < s = lim,,_,0 ap,
gibt es ein a,, > x. Deshalb ist s das Minimum der oberen Schranken von M. q.e.d.
Insbesondere sind die reelllen Zahlen auch als der angeordnete archimedische Kérper
charakterisiert, in dem jede Cauchyfolge konvergiert. Wir werden die reellen Zahlen
spater auch als Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen von rationalen Zahlen auffassen,
wobei zwei Cauchyfolgen dquivalent heiflen, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Hiufungspunkte

Definition 3.18 (Haufungspunkt). Die Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen hei-
Ben Héiufungspunkte. Bei reellen Folgen sind in R zusditzlich 400 bzw. —oo Hdufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten in R gibt.

Satz 3.19 (Limes superior und Limes inferior). Ist die Menge der reellen Hiufungs-
punkte einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) in R beschrdnkt, so besitzt
sie ein Maximum (Minimum) in R.
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Beweis: Sei die Menge der Haufungspunkte der reellen Folge (a,)en in R nach oben
beschrénkt. Sei a € R das Supremum der Héufungspunkte, und b, fiir jedes m € N
ein Haufungspunkt b, € (a — 5, a]. Wir definieren induktiv eine Teilfolge (Cp,)men
von (ay)neny mit [¢, — by| < 5- fiir alle m € N. Fiir alle m € N gilt [¢,, — a] <
e — bim| + by — a] < L. Also ist a ein Haufungspunkt von (a,),en und damit das
Maximum der Haufungspunkte. Der Beweis fiir das Minimum ist analog. q.e.d.

Definition 3.20. Fir eine nach oben (unten) beschrinkte reelle Folge (ay)nen heifst
das Supremum (bzw. Infimum) der Hiufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir
bezeichnen es mit lima,, = lim SUp,,_, o0 @ bzw. lima, = liminf, ,. a,. Wenn (a,)nen
nicht nach oben (unten) beschrinkt ist, dann sei lima,, = co bzw. lima,, = —oc.

Satz 3.21. (i) a ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrinkten
reellen Folge (a,)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hochstens endlich viele a, > a + €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrdnkten reellen Folge
(an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a, < a + € erfiillen, aber
hochstens endliche viele a, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (ay,)nen
eine nach oben beschrinkte reelle Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—
Weierstra$ ist jede untere Schranke einer Teilfolge von (ay,),en auch eine untere Schran-
ke von mindestens einem Haufungspunkt. Aus der Charakterisierung der Zahl a in (i)
folgt also, dass a—2¢ keine obere Schranke, aber a+-¢ eine obere Schranke der Haufungs-
punkte von (a,)nen ist. Umgekehrt folgt sie daraus, dass a — e keine obere Schranke,
aber a eine obere Schranke der Haufungspunkte ist. Damit ist ihre Giitigkeit fiir alle
e > 0 dquivalent dazu, dass a das Supremum der Haufungspunkte ist. q.e.d.

Korollar 3.22. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
wenn lima,, = lima,, g¢ilt, sie also nur einen Hdaufungspunkt hat.

Weil lima,, und lima, das Maximum und das Minimum der Hiufungspunkte sind,
ist lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Beweis: Wenn (a,,),en beschrankt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass lima, —e < a,, < lima,,+¢
fiir alle n > N gilt. Also gilt |a,, — a| < € und (a,),en konvergiert gegen a.

Wenn (a,)nen konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen a = lim,,_,o a,,. Also
besitzt (a,)ney nur einen Haufungspunkt und es gilt lima,, = lima,, = a. q-e.d.

Korollar 3.23. Seien (an)nen und (by)nen nach unten (bzw. oben) beschrinkte reelle
Folgen, die fiir allen € N a,, < b, erfillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,.
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Beweis: Sei (d,)nen eine Teilfolge von (by,)nen, die gegen limb, (bzw. (¢;)nen eine
Teilfolge von (a,)nen die gegen lima,,) konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (¢, )nen
von (ap)nen (bzw. (dy)nen von (by)nen), die fir alle n € N auch ¢, < d, erfiillt. Diese
Teilfolge ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge. Wir konnen also ohne
Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass (¢,)nen (bzw. (d,,)nen) konvergiert.
Dann ist aber lim,,_, ¢, ein Haufungspunkt von (a,)nen (bzw. lim,_,o d,, ein Hafungs-

punkt von (b,)nen). Also gilt lima, < lim ¢, < lim d,, = limb,
n—oo n—oo
(bzw. lima, = lim ¢, < lim d, < limb,). q.e.d.
n—oo n—oo

3.4 Beispiele

(i) Fiir alle z € Cist lim fL—T,L =0.

n—oo

Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes-Endoxes gibt es ein N € N mit || < N.
Dann gilt fiir alle n > N

Ca I N | P - A 4 I A ' V1
n'| (N—-1! N--n =~ (N-1D!'\N (N-1)! n
Weil aber % eine Nullfolge ist, konvergiert dann ‘Z—” auch gegen Null. q.e.d.

(ii) Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim X = 0.

n—oo
Beweis: Nach dem Satz von Archimedes—Fudoxos, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein N € N
mit N > . Fiir alle n > N folgt % < < €. Also konvergiert # nach Null. q.e.d.

er

1

NT‘

(iii) Fur alle z € (0,00) gilt lim /z = 1.
n—oo

Beweis: Sei zunichst x > 1. Sei also y,, = /= — 1 > 0. Wegen der Bernoulli Unglei-
chung gilt dann = = (1 4+ y,)" > 1+ ny,. Daraus folgt 0 < y,, < wT_l Dann konvergiert
yn aber gegen Null. lim {/x =1+ lim y, = 1.

n—oo n—oo

1
Sei jetzt 0 < 2 < 1. Dann ist = > 1. Also gilt lim ¢/z = ———— = 1. q.e.d.
n—00 . 1
lim /=

n—o00 z

Binomische Formel 3.24. Fiir alle n € N und alle Zahlen x,y € K gilt

(z+y)" = Zn: (Z) 2*y"*, wobei (Z) = nin—1)- k'(n —k+ D) und 0!l =1 = (g)

k=0
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Beweis: durch vollstédndige Induktion:
(i) Offenbar ist ((1)) = (}) = 1, und die binomische Formel ist fiir n = 1 richtig.

(ii) Wenn die binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

(9" = @ty)le+y)"=(r+y) ) (Z> byt

k=0

1
_ n kn+1k kn+1k
= (e ()

3
+

k=1
=1 (n=k+2) =1 —k+1)\ g rr
= Z k + "y
k! k!
k=0
n+1
<<”+ 1)”"‘("_k+2)) k, ntl—k
= "y :
k!
k=0
Also gilt sie auch fiir n + 1. q.e.d.
(iv) lim {/n=1.

n—o0

Beweis: Sei y, = {/n — 1 > 0. Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n=(n)"=(1+y,)" = i (Z)yﬁ

k=0

nn—1) , 2

2
Fiir alle n > 2 folgt n21+Tyn = Yy, <—- = y,<
n

Wegen (ii) ist dann y,, eine Nullfolge.
(v) lim ¥/n! = oco.
n—o0

Beweis: Wegen ( ) gibt es fiir alle T € (O 00) ein N, so dass fiir alle n > N gilt £ < 1.

Vn! = . q e.d.

Dann gilt auc
n—oo

Satz 3.25. Sei (ay)nen eine reelle positive Folge, dann gilt

lim () < lm /ay T /@, < Tm () |
G

Qn

Wenn die Folge {/a, also einen reellen Haufungspunkt hat, dann hat auch die Folge “***

einen reellen Haufungspunkt. Und wenn gilt im (a"zl) < 0o dann auch lim /a,, < co.
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Beweis: Wenn lim “”:1> = 0 ist, ist die erste Aussage richtig. Fiir lim (“”Il) > 0

gibt es wegen Satz [3.21] (ii) ein a > 0, und fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass
alle n > N auch "“Z—:l > a — ¢ erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

anp, AN +1 Qnp, n—N (CL )
— = > (a— = a, > — Van 2 | —€).
ay  an | Gny (a=¢) n = N(g Z N = \ (a - €)N a=e)

Wegen (iii) und Korollar gilt dann lim/a, > (a — ¢€). Weil dies fiir alle € >
0 gilt, folgt auch limy/a, > a. Also ist limy/a, > a nicht kleiner als der kleinste

Haufungspunkt von (a”zl Jnen. Und fiir lim “25 = oo gilt auch lim {/a,, = oc.

Fiir die Folge (a,')nen gilt entsprechend 11 a;l = hm( an) ' We-

gen Satz(2.14|(vi) und Satz 5| (iv) ist fiir eine posmve Folge (bn)nen lim hmb ' = (limb,) -
(mit = =0 und § = oo). Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz [2.14] (vi). q.e.d.

(vi) (Z %) ist streng monoton wachsend und durch 3 beschriankt: Fiir n > 2 gilt
neN

n n n n—1 n
5 1 1 1 1 1 1 1
- < — <2 — =2 —— =] =2 —— —=241——.
SRPISEERD Dy vy +Z(k:—l k:) DI D
k=0 k=2 k=2 k=1 k=2
Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (g, 3.
oo . l n —
(vii) nh_>rrolo (1+1)" =e.

Beweis: Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n

(1+2) =S () -yt s

k=0 k=0 ’ k
ML o, =Dkt )
nk n—00 nk

Also gilt fiir alle m € N h_m(l—{——) Zkz_onh—{go (k)ﬁzzo ;-

k=
Wegen sup{>_j" ;& | m € N} = e folgt e < lim (1+2)" <lim (1+2)" <e. q.e.d.

Fiir alle £ € N gilt lim

=

-

n

(viii) nhj{.lo’\l/_ﬁ =e.

Beweis: Sei (an)nen die positive Folge ™ 2 Dann gilt “Z:I = ((’:L 111);;1 = (1+ %)n
Wegen (vii) folgt lim,, a’;zl = ¢ Dann folgt aus Satz [3
._an—i-l
< lim =e
f Tk
Daraus folgt =e. q.e.d.

n—o0 \/ '



Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen eine Folge. Dann heifit die Folge (Sy)nen mit s, = > a;
i—1

die zu (an)nen gehorende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit () ap),,cy-

Wenn die Reihe () a,,),, oy konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

lim Z aj; = Z a, = Y. a,. Analog definieren wir Z a, = hm Z aj.

n—xw neN n=m 0 j=m

Beispiel 4.2. () Geometrische Reihe (3 q"),en,- Fiir ¢ # 1 hatten wir berechnet:

n+
Z ¢ =

. Dann folgt aus dem letzten Abschnitt

- 1
Fiir <1 st ( ") konvergent: M= —
gl 20" g D=1 p

Friir > 1 ist < ") divergent.
| > > d") . divers

Fiir reelles g > 1 st (Z q”) divergent: Z q" = oo.

n€eNp

o0

(ii) Die ¢-Funktion ist definiert als ((s) = . = der Grenzwert (wenn er existiert)

der Reihe (Y —)neN

n=1
Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen
s € Q definiert. Fiir s =1 ust (Z #)neN divergent.

Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1 1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + + ...+ > o —. Also
n+1 n+2 n+n 2n 2

41
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2n n—1 2m+l

sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z -=1+

J

1
- q.e.d.
j=1 m=0 j=gm i1

L

(iii) Fiir £ € N konvergiert die Reihe <Z m> oy Segen Z m ==

“ 1 n+k—n
B is: -
ewers ; (n+1) “(n+k) z::k n+1)---(n+k)
1 [ & s, 1/1 1
_E<Z n+k: 1) ; n+k: 1)>_E<H_ (m—l—l)---(m—I—k))
Die Folge Wl(mm < # konvergiert aber gegen Null. q.e.d.

Wir wenden das Cauchykriterium und das Monotonieprinzip auf Reihen an.

Satz 4.3 (Cauchykriterium fiir Reihen). Die Reihe (Y ay),cn
aj’ < € fiir alle m > n > N gilt.

konvergiert genau dann,

wenn es fir jedes € > 0 ein N gibt, so dass ‘Zm

j=n

Insbesondere ist (a,)nen €ine Nullfolge, wenn die Reihe (> an)nen konvergiert. q.e.d.

Satz 4.4 (Monotonieprinzip fiir Reihen). Sei (a,)nen eine Folge von nicht negativen
reellen Zahlen. Dann konvergiert die Reihe () an), oy genau dann, wenn sie beschrinkt
ist. Fir den Grenzwert gilt dann )"~ | a, = sup{> -, a, | m € N}. q.e.d.

Definition 4.5 (absolut konvergent). Die Reihe (Y ay), oy heifit absolut konvergent,
wenn die Reihe () |an|), ey konvergiert.

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt

') 0o
SIS A
n=1 n=1

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt )Z;”:n aj’ < >ty lagl fir alle m > n.

Also ist die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert.

Insbesondere gilt fiir alle m € N auch [ a,| < >, |a,|. Dann erfiillen auch die

Grenzwerte |y 07 a,| < 307 |ay). q.e.d.
Aus dem Monotonieprinzip und Satz folgt das

Satz 4.7 (Majoranten Kriterium). Die Folgen wvon nicht negativen reellen Zahlen
(an)nen und (by)nen erfillen b, < a, fir alle n € N.

(i) Wenn auferdem (> an)nen konvergiert, dann konvergiert auch (3 by)nen

(ii) Wenn auflerdem (3 by)nen divergiert, dann gilt Y " b, =00 =" a,. q.e.d.
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Beispiel 4.8. Fir alle n,k € N st (n+1i)k+1 < n--~(71’L+k)' Also folgt aus der Konvergenz

von (. m) auch die Konvergenz von (3 — )nen.

Satz 4.9 (Wurzeltest). Sei (a,)nen eine Folge und sei o = lim {/]a,|, wenn (Ja,|)nen
nach oben beschrdnkt ist und ansonsten o = 0.

(i) Falls o < 1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls a > 1, dann divergieren (Y ap), oy und (3 |an|)

neN”

Im Fall lim {/a,| = 1 kann die Reihe (3" a,,), oy sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. Soist z.B. lim {/+ =1= lim {/-5. Aber die Reihe (37 ) _ ist divergent,

n—oo n—oo

wihrend die Reihe (3 #)n <y konvergent ist.

Beweis: (i) Sei @ < 1. Dann gibt es fiir jedes a < 8 < 1 aufgrund von Satz [3.2]] (i)
ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt {/|a,| < 8 <= |a,| < " Weil aber (> 8")
konvergiert, ist auch (3 a,), oy absolut konvergent.

(ii) Sei o > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz m (i) unendlich viele {/|a,| >
1. Also kann die Folge (|an|)nen nicht gegen Null konvergieren. Dann sind Reihen
(D= an) ey und (3 |an|), ey keine Cauchyfolgen, also divergent. q.e.d.

neN

Satz 4.10 (Exponentialfunktion). Fir alle x € K definieren wir

o0

exp(z) : K—= K, z—exp(z Zw—':1+z%
n=1

n=0

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim Vnl = oo. Fiire > 0 gibt es also

n—oo
n 1 n n
NeN mit Vs B g psy — gl o ele
‘ nl nl x|+ 1
Deshalb ist lim { | = 0 und die Reihe (D %)neNo konvergiert absolut.

Satz 4.11 (Quotiententest). Sei (an)nen eine Folge in K\ {0}.
(i) Falls E|%| < 1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass [*[ > 1 alle n > N erfiillen (das folgt wegen
Satzn 5.21 (i) aus lim|*4| > 1), dann divergieren (3 an)pen Und (3 |an|) pen-

Beweis: (i) Wegen lim {/|a,| < 11m|“"+1| (Satz [3.25)) folgt (i) aus dem Wurzeltest.
(ii) Aus 2| > 1 folgt |an41| = | ”+1| 22| T - Jan] > Jan| > 0. Also ist |a,|

anN

keine Nullfolge und, die Reihen (> an)n N "und (>° lan]), ey sind divergent. q.e.d.
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Beispiel 4.12. Fiir M|“g—:1| > 1 und lim |*2*| < 1 kann die Reihe konvergieren

und divergieren: Die Reihe zu a, = n~ U+ fur n € N diwergergiert firl = 2 und
konvergiert fir l = 3 und hat in beiden Fillen hm|“”+1] = 00 und lim|*| = 0.

Satz 4.13 (Cauchy’s Verdichtungssatz). Sei (a,)nen eine nicht negative monoton fal-
lende Folge. Dann konvergiert (3 an), oy genau dann, wenn (Y 2"agn), .y konvergiert.

Beweis: Fiir alle n € N sei s, = Y. a; und ¢, = Y 27ay;. Wegen der Monotonie von
(an)nen gilt fiir alle j € N:

Aoj + 2511 + ...t Qgivi_q < 2ja2j < 2(&23'71_’_1 + A9i—149 + ...+ CLQj)
und fiir 7 = 0 gilt: a1 < a; < 2a;. Deshalb gilt fiir alle n € N
0 < sgn+1_y <ty < 289n.

Also ist die Beschrianktheit von der Folge (¢,,)nen dquivalent zu der von (s, )nen-q-€.d.
Die Reihe (- &) oy st fiir s € Q\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

(= <22:>s)neNo = (22,

konvergent ist, also fiir s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist ((s) wohl definiert.

Satz 4.14 (Alternierende Reihe von Leibniz). Sei (a,)nen, €ine monoton fallende reelle
Nullfolge. Dann konvergiert (> (—1)"ay)

n€eNg

Beweis: Wegen dem Monotonieprinzip sind die Glieder einer monoton fallenden Null-
n

folge nicht negativ. Sei s, = > (—1)™ay, fiir alle n € Ny. Aus der Monotonie folgt:

m=0

81§S3§~~-§32n+1S--~§32n<---§32§30'

Also ist die Folge (S2;41)nen, monoton wachsend und beschréankt und (sa,)nen, mono-
ton fallend und beschrankt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim sy, — hm Sonr1 = — lim (=1)*"*ay, 1 = lim ag,1 =0
n—oo n—oo n— oo
Also konvergiert die Reihe >o(=D)"an),en- q.e.d.
Also ist 3220 B konvergent, aber nicht absolut konvergent, weil 317 ==



4.2. DEZIMALBRUCHDARSTELLUNG VON REELLEN ZAHLEN 45

4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wéhlen wir Z = {0, 1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1} mit p € N\{1}). Fiir jede
Folge (2, )neny mit Werten in Z definieren wir die Zahlenfolge (> 2, )nen mit x, = ;—’;
fiir alle n € N. Dann ist (}_ 2,), oy Wegen dem Majorantenkriterium und wegen

Seirig i

1
P
absolut konvergent. Also definiert z = > 7 | z,, eine reelle Zahl in [0, 1]. Sei jetzt M die
Menge aller Folgen M = {(z,)nen|(2n)nen konvergiert nlcht gegen p — 1}. Wir zeigen
jetzt, dass die Abbildung M — [0,1), (z)new = ;7 2 surjektiv und injektiv ist

Bemerkung 4.15. Wir kénnen auch fordern, dass (z,)nen nicht gegen Null konver-
giert. Reelle Zahlen, deren Ziffernfolge gegen 0 konvergiert, haben auch eine Dezimal-
bruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B. % =0,500...=0,499....

Surjektiv: Sei z € [0,1). Wir definieren (z,,),en induktiv, so dass fiir jedes n € N

+sz zn+1+n lz_:z>

mlp

n—1

pm p

B

gilt. Es folgt 0 <z — Z

m=1

<—undZ——x Well fir alle n € N
p™m

— 1 -1 1
E p P = — gilt, konvergiert (z,)nen nicht gegen p — 1.
p

Injektiv: Seien (z,)neny und (wy)nen Ziffernfolgen, mit > 7 o= Yo, Se.SeineN

der kleinste Index mit z, # w,, also >~ Zmpﬁ =0 und 0.B.d.A. z, > w,.

D Dl Zp Y =TT = o

m=n-+1 m=n+1 m=0 p

Also ist z, —w, < 1 und damit z, = w, + 1. Fiir alle m > n gilt dann w,,, — z,,, =
p—1= 2z, =0und w,, =p—1= lim w,, =p—1und (w,)nen € M.q.e.d.
m—0o0

Ubungsaufgabe 4.16. Wir ordnen den Teilmengen A C N die Folgen mit Werten
in {0,1} zu, die nur auf den Elementen von A 1 sind. Zeige mithilfe der bijektiven
Abbildung M ~ [0,1) firp = 2, dass die Potenzmenge von N gleichmdchtig zu (0, 1) und
zu R ist (Tipp: Zeige zuerst mit Satz[2.40, dass (0,1) gleichmdchtig ist zu (0,1) UNp ).
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4.3 Addition, Multiplikation, Umordnung

Aus dem Satz [3.5] folgt

Satz 4.17 (Rechenregeln fiir Reihen). Die Reihen (3 an), ey und (D bn),cy seien
konvergent, dann konvergieren auch die Rethen

(Ytan+b) - and (Yo Aan) fiiralle A€ K. qe.d.

Definition 4.18. Fir gegebene Reihen (3 an),cy, und (3 bn),cy, heifit die Reihe
(X Cn)pen, Mit cn = Y axb,y fiir n € Ng das (Cauchy-)Produkt der beiden Reihen.

k=0

Diese Definition stammt aus der Theorie der Potenzreihen. Das Produkt der beiden
Potenzreihen () a,2"), oy, und (32 bn2"),cy, ist die Potenzreihe (3 cn2™),cy,, d-h.
wir haben alle Summanden des Produktes mit gleichen Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.19 (Konvergenz des Produktes). Wenn die Reihe () an), oy, absolut konver-
giert und die Reihe (3 bn),cy, konvergiert, dann konvergiert das Produkt (3 cn),en,
der beiden Reihen. Wenn auch (3 b)), oy, absolut konvergiert, dann auch (3 cn), e, -

Beweis: Mit ¢,, = Z apbp_i, A Z ag, B, = > by und C,, = > ¢ fiir n € Ny gilt
k=0 k=0
Cn = agbo + (a0b1 + albo) + ...+ (aobn + ...+ anbo)
== CLOBn + aan_l + ..+ CLnBO
= ao(B —By) +ai(B— fpo1) + ...+ an(B = Bo)

Hierbei ist B = lim B, = Z b, und 5, = B — B, = Z bi. Daraus ergibt sich

n—oo n=0 k=n+1
Cn = An . B — (aoﬁn + alﬂn_l —I— e —f- anﬁo).

Also gilt lim,, .o, C,, = lim, . A, B, wenn a¢S, + ... + a,0p im Grenzwert n — oo
gegen Null konvergiert. Es gibt tatséchlich o, § > 0 und fiir jedes € > 0 N, M € N mit

|8l Sﬁund;;]ak] <afirneNy, |8.]< ifﬁrnzl\/, la,| < Tﬁfurn> M.

Dann gilt fir allen > N+ M —1,alson— N+ 1> M:

|a0ﬂn+~~+anﬂ[}| S |a05n+--'+an—NﬂN|+|an—N+lﬂN—1+---+anBO|

¢ n—N
< R
°a lar| + N3 -

£ 2N5 =
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Also konvergiert (3 cn)nen, gegen das Produkt der Gernzwerte von (3 ay), oy, und
(2~ bn)pen, Wenn beide konvergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen
absolut konvergieren, dann gilt fiir alle N € Ny

N N N [e's) )
>l < (3t} (o) < (S} ()
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Also ist dann das Produkt absolut konvergent. q.e.d.

Beispiel 4.20. Das Quadrat der Reihe (Z %) st nicht konvergent, obwohl
n n€Np

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Reihe nach Leibniz konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

Z VDT s 1
\/k+1\/n—k+1 kzo\/k?+1\/n—k3+1

- 1 u 1
Es qilt aber > = 1. Also ist das Quadrat der
I kz_ox/k—l—l\/n—k—i-l_kz_o\/n—i-lvn—i-l ©
Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.21 (Eigenschaften der Exponentialfunktion).
(1) fir alle x,y € K gilt exp(x 4+ y) = exp(z) exp(y).
(i) Fir alle v € K ist exp(x) # 0 und fir alle x € R sogar exp(x) > 0.

(iii) Fir alle x € R und alle r € Q ist exp(rx) = (exp(z)").

(iv) Fir alle x € C ist exp(Z) = exp(x).
(v) Fir alle x € R ist |exp(uz)| = 1.

Die Zahl exp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt dann
fir alle r € Q: exp(r) = exp(r- 1) = ¢e". Deshalb schreiben wir auch e* fir exp(z).

[e.9]

Beweis: (i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = Y £; fiir alle z € K

n=0
knk

absolut konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(x) - exp(y) = > 2 > 1, k, M
Wegen der binomischen Formel gilt

k
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Dann folgt exp(x) exp(y Z (z+ y = exp(z + y).

(ii) Wegen (i) gilt exp(z) exp(— $) Also besitzt exp(z) fiir alle x € K ein Inverses

und ist ungleich Null. Wegen (i) gilt ex p( )= (exp (92—6))2 > 0 fiir alle x € R.
(iii) Offenbar ist fiir alle n € N;m € Z (exp( )" = exp(x - m) = (exp(x))™. Also
gilt auch wegen (ii) exp (22) = (exp(z))n.

(iv) exp(z) = Y L = 3~ L = exp(x) wegen Satz [2.57, Satz (ii) und Satz |4.17

n=0 n=0

(v) Fiir z € R gilt exp(wz)exp(1z) = exp(ix) exp(—wz) = 1. q.e.d.

Wir kénnen jetzt fiir jede Zahl y > 0, fir die es ein = € R gibt, so dass y = exp(x)

gilt, und fiir jedes z € R die Zahl y* = exp(zz) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y € (0,00) und alle z € R y* definieren koénnen.

@}

Definition 4.22 (Umordnen von Reihen). Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung
von den natiirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifit die Reihe (Z &T(”))neN eine
Umordnung der Reihe (> ay,)

neN"

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.23. Konvergiert eine Reihe (Y an), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-

ordnung (Z aT("))neN absolut. In diesem Fall gilt Z ap = Z Ar(n)

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 ay),,cn
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass Y " |ax| < € fiir
alle m > n > N gilt. Dann gibt es auch ein M = max{r!(1),...,77(N)} € N, so
dass 7(n) > N fiir alle n > M gilt. Dann folgt fiir alle m >n > M

max{7(n),7(n+1),...,7(m)}

D larw] < > x| < e.
k=n

k=N+1

Alsoist (3 |ar(m) |)n <y eine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert sogar absolut.
Mit denselben N und M in Abhéngigkeit von € > 0 gilt fiir alle m > M > N

m m max{7(1),7(2),...,7(m),m}
Suw-Yals S e
k=1 k=1 k=N+1

Also konvergiert (Y ar-(n))nen gegen den gleichen Grenzwert wie (D ap)nen.  q.e.d.
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Satz 4.24 (Riemann). Sei (Y ay), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 3 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine Umordnung (Z aT(”))neN’
die als Reihe beschrdnkt ist und fir die o der Limes inferior der Reihe ist und B der
Limes superior. Wenn o # 8 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweis*: Weil (Y ay), o konvergiert, ist die Folge (ay,)nen eine Nullfolge. Wir betrach-
ten im folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (b,,),en und aller
negativen Elemente (¢, )nen. Weil (> ap )nen nicht absolut konvergiert, und (> 2b,, )nen
genau dann konvergiert, wenn (> a,, +|ay,|)nen konvergiert, bzw. (3 2¢,, )nen gena dann
konvergiert, wenn (3 a, — |a,|)neny konvergiert, konvergieren die beiden monotonen
Reihen (> by)nen und (3 ¢;)nen nicht und sind auch nicht beschrinkt.

Wir setzen die umgeordnete Folge (aT(n))neN abwechselnd jeweils der Reihe nach
aus den Folgen (by,)nen und (¢;,)nen zusammen. Wenn die Summe aller bisherigen Fol-
genglieder grofer ist als 3, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus ¢, fort, bis
die Summe kleiner als « ist. Wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner als
« ist, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus b,, fort, bis die Summe gréfler als
B ist. Wenn 0 € [« 5] starten wir mit Folgengliedern aus b,,, bis die Summe grofier als 3
ist. Fiir jedes € > 0 gibt es nur endlich viele Glieder von (a,)nen, deren Absolutbetrag
nicht kleiner als e ist. Deshalb gibt es ein N € N, so dass die Summen ) ;' | a-( fiir
allen > N in (a— ¢, B+ ¢€) liegen. Es gibt unendich viele Glieder von (3" a, n))neN die
kleiner als a sind und unendlich viele, die grofler als £ sind. Die umgeordnete Reihe
(Z af(n))neN hat also als Limes inferior o und als Limes superior 5. q.e.d.

Weil fiir jedes € > 0 und z € [«, 5] unendlich viele Glieder von (Z aT(n))neN in

(x — €, + ¢€) liegen, ist die Menge der Haufungspunkte dieser Reihe gleich [« 5].

Definition 4.25. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifst (3 ana™), oy, die entsprechende
Potenzreihe mit Koeffizienten (an)nen, -

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.26 (Konvergenzradius von Potenzreihen). Seien (an)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (> anx™)pen, und o = lim {/|a,| wenn ({/]an|)nen, nach oben beschrinkt
ist und sonst a = oo, und sei R=1 (R =0 fiir a = co und R = oo fiira =0).

(i) Fir |z| < R konvergiert (Y anx™), oy, absolut.
(i) Fir |z| > R divergiert (3 ana™),en, -
Wenn o < oo definiert die Potenzreihe also folgende Funktion:

f: {zeK||z| <R} =K, :U»—)Zana:". q.e.d.

n=0
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= 2" —.]1 1
Beispiel 4.27. (i) exp(x) = —,a=lim{/— =———=0=— R = o0.
P (i) exp(x) nZ:O . Vol = b v

(ii) (Zx") also o =TmV1=1= R=1. Fir |z| <1 gilt 3 2" = .
n€Ny n=0

1-z
(iii) E o alsoa—lim&/I—;—lﬁR—l
n ) en N no limy e /0 o

Fiir |x| < 1 ist die Potenzreihe also konvergent, aber fir x =1 divergent und fir
x = —1 konvergent (alternierende Reihe von Leibniz).

, " 1 1 2
(IV) (Z E)nGN also o = lim ﬁ == (m) =1—=R=1.
Fiir |x| <1 also konvergent und fir |z| > 1 divergent.

Satz 4.28 (Eigenschaften von Potenzreihenfunktionen).

(i) Seien (3 ana™), ey, und (3 bna"), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{Ry, Ry} die Summe (D> (an + by)x™)nen,
und das Cauchyprodukt () c,z™), o der beiden Potenzreihen und es gilt

i(an + b,)z" = i anx" + i b,x" und i cpx” = (i a,@”) (i bnx"> )
n=0 n=0 n=0 n=0

o0

(i) Fiir r < Ry gibt es ein M(r) € (0,00), so dass apx™| < M(r) fir|z| <r gilt.
=0

n

(iii) Firr < Ry und fir e > 0 gibt es ein N € N, so dass fir |xz| < r folgendes gilt:

[e) N
E anx’ — g anx"
n=0 n=0

< €.

(iv) Fiir r < Ry gibt es ein L > 0, so dass fir x,y mit |z|,|y| < r folgendes gilt:

o0 o0
E anx’ — E any"

< L|z —y|.

Beweis: (i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Produktes.

(ii) Fiir |z| < r gilt Zanx" < Z lan|r™ = M(r) < oc.
n=0

n=0
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(iii) Weil die Reihe >~ 7 |a,|r™ absolut konvergiert gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass ‘ZZO:O lan] — N, ]anl‘ =3 voq lan|r™ < e gilt. Dann folgt fiir |z <r

n=N+
00 N 00
E anx" — E apx’| < g lan|r™ < e.
n=0 n=0 n=N-+1

(iv) (z" —y") = (x —y)(@" "+ 2" 2y + ... +ay" 2 +y" ). Fir [z| <rund |y| <7
folgt also |z — y"| < |x — ylnr"~t. Weil aber gilt

Tim ¢/nay| :m(%‘ \"/|an|) - (lim ﬁ)ﬁ lan] = Tm /Jan)],
n—oo

haben die Reihen (3 a,2™), ¢, und (37 - apaz™ )
Also gilt fir |z| <7 und |y| <7

o0 o0
E anx’ — E any"
n=0 n=0

Satz 4.29 (Identitéssatz fiir Potenzreihenfunktionen).

nen, den gleichen Konvergenzradius.

< Z |an|-|z" —y"| < |z—y|L mit L = Z |a|-nr™ "t qeed.
n=0 n=1

(i) Sei Y 2 a,x" eine Potenzrethe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch
verschwindet, dann hat die Potenzreihenfunktion fir ein 0 <r < R in {x € K|
0 < |z| < r} keine Nullstelle.

(ii) Sei Y . °,anx™ eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fir alle
xo mit |xo| < R und alle n € Ny konvergiert b, = >, (”Zk)an%x’g. Auferdem
ist der Konvergenzradius der Potenzrethenfunktion Y~ b,z" nicht kleiner als

R — |xo| und fiir alle |x| < R — |z|o gilt auch Y " byx™ =" s an(z + zo)".

(iii) Seien )~ anx™ undy " b,a" zwei Potenzreihenfunktionen, deren Konvergenz-
radien grofier sind als > 0. Falls {z € K | || < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzrethenfunktionen tibereinstimmen,
dann gilt a,, = b, fir alle n € Ny, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein.

Beweis: (i) Sei N € Ny der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen
Koeffizienten (a,),~y verschwinden, hat die Potenzreihe hochstens Nullstellen bei x =
0. Andernfalls gilt fiir ein 0 < r < R und alle |z| <7

oo o o
Y ana” —ana™| < Y an] - af" < )N (Z Ian+N+1|7“"> :
n=0 n=N+1 n=0

Also gilt fiir alle Nullstellen x,, mit |z,,| < der Potenzreihenfunktionen

[e.e]
’aN| ’ ’mm’N < |xm‘N+1 (Z ’an+N+1’7”n> .

n=0
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Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus 0 < |ay| < |2,]|(O0— lansn+1]r™). Also hat die
Potenzreihenfunktion keine Nullstelle in

o -1
{:c € K‘ 0 < |z] < min {r, lay| <Z » ’an+N+1’7”n> }} :

(ii) Fiir zp = 0 trivial. Sei 0 < |z9| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R — r die Reihe

ianw Zzan( Jrtsr <o

n= n=0 k=0
absolut summierbar. Dann gilt fiir alle m =n — k € Ny und K € Nj:

K o n
sz|am+k|(m+k>r}g ZZ|an|( ) ksn—k < 0.
n=0 k

k=0

Fiir alle m = n — k € Ny konvergiert also b, = > @ik (m]jk) xy' absolut. Und es gilt
0

M o) o n
Z smz |k (m+ k)rk < ZZ || <Z)T”ksk < 00

m=0 k=0 n=0 k=0
fiir alle M € Ny. Also ist auch Z |by |s™ < Z lan|(r + s)"
Also ist Y bpa™ fur alle || < R—r konvergent und der Konvergenzradius nicht
kleiner als R —r = R — |zo|. Fiir |z| < R — |zo| und alle M, K € Ny gilt dann
M K S M+K M+K
SO DI A D SRNCERSE ESD D S EEYT2
=0 k=0 n=0 n=min{M+1,K+1}
Also folgt im Grenzwert K — oo
M o0 00
@™ = an(z+20)"| < Y fan|(|2] + |zo])" < oo
=0 n=0 n=M+1
und im Grenzwert M — oo auch Z bpx™ — Z an(z + x9)" = 0.

(iii) Sei () men eine Folge von paarweis; verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-
funktion = — Y 7 (a, — b,)z" in {x € K | |z| < r}. Dann hat die Folge (2,)men
einen Haufungspunkt xo mit |zo| < r und fiir alle € > 0 unendlich viele Glieder in
{r € K| |z — 29| < €}. Sei R das Minimum der Konvergenzradien von () a,)nen,
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und (> by,)nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und wegen (ii) die Potenzreihe
Yoo o(@n—=b,)(y+10)", als Potenzreihe in y mindestens den Konvergenzradius R—r > 0,
und fiir alle 0 < ¢ < R — r unendlich viele Nullstellen auf {y € C | |y| < €}. Also
verschwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y identisch. Dann stimmen wegen (ii) die
beiden Potenzreihen "~ ja,z™ und >~ b,2" auf dem Ball {z € K | [x—=x¢| < R—7}
iiberein. Also gibt es eine Folge (Zy,),,.y von paarweise verschiedenen Nullstellen von
x>y o(a, —by)z", die gegen ein Zy mit |Zg| = max{r — (R —r),0} < r konvergiert.
Dabei ist R —|Zo| > R—r. Sei 22~ < N € N. Indem wir die beiden Potenzreihe immer
wieder an einer Stelle mit minimalem Radius in dem Bereich entwickeln, in dem wir
schon die Gleichheit beider Potenzreihen gezeigt haben, erhalten wir nach héchstens N
Schritten, dass beide Potenzreihen auf einer Nullfoge iibereinstimmen. Wegen (i) sind
dann die beiden Potenzreihen (> a,z™)pen, und (3 byz™)pen, identisch. q.e.d.

4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.30. Fiir alle x € K set

exp(1xr) — exp(—ur)
2

exp(wx) + exp(—wz)
2

cos(x) = sin(x) =
Also gilt fiir reelle . cos(z) = R(exp(uz)) sin(z) = S(exp(uzr))

und fiir alle z € K die Eulersche Formel:  exp(ix) = cos(x) + ¢sin(z).

AuBlerdem gilt fiir alle z € K

_exp(2wr) + 2 +exp(—2wr)  exp(2wr) — 2 +exp(—2wx) .
B 4 4 o
cos(—z) = cos(x) und sin(—z) = —sin(z).

cos®(z) + sin®(x)

Satz 4.31 (Additionstheorem). Fir alle z,y € K gilt:

cos(r +y) = cos(x)cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y)

Beweis: exp(1(z + y)) = exp(ux) exp(1y).

cos(z +y) + sin(z + y) = (cos(x) + 2sin(x))(cos(y) + 2sin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + +(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Ersetzen wir x und y durch —z und —y und benutzen cos(—z) = cos(x) und sin(—z) =
—sin(x), dann erhalten wir

cos(x +y) —usin(x +y) = cos(z) cos(y) —sin(x) sin(y) —o(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)).



54 KAPITEL 4. REIHEN

Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x +y) = sin(x)cos(y) + cos(z)sin(y). q.ed.

Durch Einsetzen von (z,y) und (z, —y) erhalten wir fir alle z,y € K

cos(x 4+ y) + cos(z —y) = 2cos(x)cos(y)
cos(z —y) —cos(x +y) = 2sin(x)sin(y)
sin(z +y) +sin(x —y) = 2sin(z) cos(y)

Satz 4.32 (Potenzreihen von Sinus und Cosinus).

oo . l’2k & k: $2k+1
cos(w) = (-1 i sin(e) = (-1 Gy
k=0 k=0
Beweis: Weil > = —1 gilt fiir alle k € Ny 2** = (=1)* und 21 = 4(—1)*. Also gilt
(il‘)gk + (—il‘)% _ 2(—1>k1‘2k, (il‘)2k+1 + (—i$)2k+1 =0,
(il‘)Qk . (—il’)Qk — O, (ix)2k+1 _ (_Z-:L,>2k+1 — 22(_1)k$2k+1

fiir alle x € K und damit auch

exp(1z) + exp(—1z) = ()" + (—1)" o (—1)Fz*
cos(z) = 2 - ;0 2l kz% (2k)!
. exp(1z) — exp(—1z) = (12)" — (—z)" o (—1)Fa !
Sll’l(x) = % = Z 2% -l = Z W qed

S
I
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Kapitel 5

Stetigkeit

5.1 Teilmengen von K

In diesem Abschnitt betrachten wir Teilmengen X von K, also von R oder C. Der
Absolutbetrag |x — y| der Differenz zweier Elemente z,y € X definiert einen Abstand.
Wir hatten in den Sétzen und folgende Eigenschaften hergeleitet:

(i) Fir alle z,y € X ist |t —y| > 0 und |z — y| = 0 <= 2 = y (Positivitét).
(ii) Fir alle z,y € X ist | — y| = |y — x| (Symmetrie).
(iii) Fur alle z,y,z € X ist |z —y| < |x — z| + |z — y| (Dreiecksungleichung).

Definition 5.1 (offener Ball, Umgebung, offene Menge). Sei X C K. Ein offener Ball
in X mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist die Menge B(z,r) ={y € X | |[z—y| <
r}. Eine Umgebung eines Punktes v € X ist eine Menge U C X, die fir ein € > 0 den
Ball B(x,€) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die eine Umgebung
aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein € > 0, so dass B(x,e) C O.

Beispiel 5.2. In R bestehen die Bille B(x,r) aus den Intervallen (x —r,z+1r). In C
bestehen die Bille B(x,r) aus Kreisscheiben um x mit Radius r ohne den Rand.

In [0,00) ist [0,1) eine Umgebung von 0, weil sie der offene Ball B(0,1) ist. In R
ist [0,1) keine Umgebung von 0, weil sie keinen Ball B(0,r) mit r > 0 von R enthilt.

Alle offene Bélle B(x,r) sind offenbar Umgebungen von z. Sei y € B(z,r). Dann ist
|z —y| < r.Seiz € B(y,r — | —y|). Dann gilt |z — z| < |z —y| + |y — 2| < r, also
auch B(y,r — |z —y|) C B(xz,r). Deshalb sind die offenen Bélle offene Mengen.

Insbesondere ist [0,1) in [0, c0) offen aber in R nicht.

Offenbar ist eine beliebige Vereinigung von offenen Mengen offen. Seien O und O’
zwei offene Mengen und x € ONO’. Dann gibt es r > 0 und 7’ > 0 so dass B(x,r) C O
und B(z,r") € O'. Also ist B(z,min{r,7'}) = B(x,r) N B(x,r’) C ONO'". Also ist
ONO’ offen. Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen offen.

25
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Definition 5.3 (abgeschlossene Mengen, Abschluss). Sei X C K. Die abgeschlossenen
Teilmengen von X sind die Komplemente der offenen. Der Abschluss A einer Teilmen-
ge A C X ist die Schnittmenge aller abgeschlossenen Teilmengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Teilmengen von X abgeschlossen. Deshalb ist der Abschluss einer
beliebigen Teilmenge von X abgeschlossen und der Abschluss einer abgeschlossenen
Teilmenge gleich der Menge.

Ein Punkt 2 € X gehort genau dann zu dem Abschluss A in X, wenn es keine offene
Teilmenge von X gibt, die x enthélt aber mit A schnittfremd ist. Dies ist dquivalent
dazu, dass fiir alle n € N die offenen Bélle B(z, +) in X ein Element a,, aus A enthalten,
oder auch dazu, dass es eine Folge (a,)neny in A gibt, die gegen x konvergiert. Dabei
konvergiert eine Folge (z,)nen in X, wenn es einen Grenzwert in X gibt, gegen den sie
konvergiert. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 5.4. Der Abschluss A einer Teilmenge A C X besteht aus den Grenzwerten
von allen Folgen in A, die in X konvergieren. A C X 1ist genau dann abgeschlossen,
wenn die Grenzwerte von allen Folgen in A, die in X konvergieren, in A liegen.q.e.d.

Wegen Satz[3.5)ist in K der Abschluss der offenen Bélle B(z,r) ={y | [y —z| < r}.

5.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Wenn eine Folge (z,,)nen in X konvergiert, dann auch in K. Deshalb gilt
Satz 5.5. In X C K st jede konvergente Folge eine Cauchyfolge. q.e.d.
Definition 5.6. X C K heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Wegen dem Vollstandigkeitsaxiom sind R und C vollstéindig. Wegen Lemma ist
A C K genau dann vollstdndige, wenn A in K abgeschlossen ist.

Weil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind die
reellen Zahlen der Abschluss der rationalen Zahlen Q C R. Anstelle unserer axiomati-
schen Charakterisierung der reellen Zahlen kénnen wir also die reellen Zahlen auch aus
den rationalen Zahlen konstruieren als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen,
wobei zwei Cauchyfolgen als dquivalent gelten, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

Definition 5.7 (Kompakte Mengen). Fine Teilmenge X C K heifst kompakt, wenn
jede Folge in X eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 5.8. Fine Teilmenge X C K heifit beschrinkt, wenn fir ein x € X, die
Menge der Abstinde {|x —y| | y € X} beschrdnkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung dquivalent dazu, dass fiir jedes
z € K die Menge der Absténde {|x — y| | y € X} beschrénkt ist.
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Satz 5.9 (Heine-Borel). Fine Teilmenge X C K ist genau dann kompakt, wenn sie in
K abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis: Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano Weierstrafl besitzt jede Folge (2, )nen
in einer beschriankten Menge X C K eine in K konvergente Teilfolge. Der Grenzwert
einer Folge in einer kompakten Teilmenge X C K, die in K konvergiert, muss in X
liegen. Wegen Lemma ist dann eine beschriankte Teilmenge X C K genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen ist. Wenn es fiir endlich viele paarweise disjunkte
Bélle B(x,2),..., B(x,,2) einer Teilmenge X C K kein z,,1 € X gibt, so dass auch
B(x1,2),...,B(xy41,2) paarweise disjunkt sind, dann ist X in B(zy,4)U...UB(z,,4)
enthalten und beschréankt. Also gibt es in unbeschriankten X Folgen (z,,),eny mit paar-
weise disjunkten Béllen B(z,,2). Fir z € X folgt B(x,1) C B(x,,2) aus z,, € B(z,1).
Also hat eine solche Folge (z,,),en in X keinen Haufungspunkt. q.e.d.

Korollar 5.10. Teilmengen A C X einer kompakten Teilmenge X C K sind genau
dann kompakt, wenn sie in X abgeschlossen sind.

Beweis: Teilmengen A einer beschriankten Menge X C K sind beschrinkt. Wegen
Lemma ist eine Teilmenge A einer in K abgeschlossenen Menge X C K genau dann
in X abgeschlossen, wenn sie es in K ist. Also folgt die Aussage aus Satz[5.9, q.e.d.

Korollar 5.11. Die kompakten Teilmengen von R besitzen Minimum und Mazimum.

Beweis: Fiir jede beschrinkte nicht leere Teilmenge A C R und fiir jedes n € N ist
sup A — % keine obere Schranke von A und inf A + % keine untere Schranke. Deshalb
gibt es ein a, € (sup A — X, sup A] N A und ein b, € [inf A,inf A — 1) N A. Die Folgen
(an)neny und (by,)nen konvergieren gegen sup A bzw. inf A. Also liegen sup A und inf A
im Abschluss von A. Kompakte Teilmengen besitzen Minimum und Maximum. q.e.d.

Beispiel 5.12. In K sind alle abgeschlossenen Bille B(x,r) fir r > 0 kompakt.
Dasselbe gilt in X C K genau dann, wenn X in K abgeschlossen ist.

5.3 Stetigkeit

Definition 5.13. Seien X und Y jeweils eine Teilmenge entweder von R oder von C.
Fine Abbildung f : X =Y, x— f(x) heifst stetig in x € X, wenn es fir jedes ¢ > 0
ein & > 0 gibt, so dass |f(x) — f(y)| < € fir alle y € X gilt, die |x —y| < § erfillen.
Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Stetig im Punkt z heifit also, dass alle Punkte, die hinreichend nahe bei x liegen,
auf Werte abgebildet werden, die beliebig nahe bei f(x) liegen.

Satz 5.14. Fir eine Abbildung f : X — Y, xw f(x) zwischen zwei Teilmengen X
und Y jeweils von R oder C st folgendes dquivalent: (1) f ist stetig in x.
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(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.

(iii) Fir gegen x konvergente Folgen (xy,)nen in X konvergiert (f(z,))nen gegen f(x).

Beweis: (i)« (ii): Umgebungen von x bzw. f(x) sind Mengen, die B(z,d) mit § > 0
bzw. B(f(x),€) mit € > 0 enthalten. Also ist (ii) dquivalent dazu, dass das Urbild jeder
Menge, die B(f(z),¢) fiir ein € > 0 enthélt, B(x,d) mit § > 0 enthélt und dazu, dass
F7YB(f(x),€)] fiir alle € > 0 ein B(x,d) mit § > 0 enhiilt. Das ist dquivalent zu (i).

(i)« (iii): Folgen (x,,)nen und (f(2,))nen konvergieren genau dann gegen = bzw. f(x),
wenn jede Umgebung von = bzw. f(x) alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthélt.
Wenn also (ii) gilt und (z,,),en gegen = konvergiert, dann konvergiert (f(z,))nen gegen
f(z) und (iii) folgt aus (ii). Wenn umgekehrt das Urbild einer Umgebung von f(z)
keine Umgebung von z enthélt, dann gibt es fiir alle n € N ein x,, € B (a:, %), SO
dass (f(zn))neny im Komplement der Umgebung von f(z), also fiir ein € > 0 nicht in

B(f(x),e€) liegt. Dann konvergiert (z,),en gegen x, aber f(x,) nicht gegen f(z).q.e.d.

Korollar 5.15. Fiir eine Funktion f : X — Y zwischen zwei Teilmengen X und Y
jeweils von R oder C ist folgendes dquivalent: (1) f ist stetig.

(ii) Firin X konvergente Folge (x,,)nen konvergiert (f(x,))nen gegen f(limy, o ).
(iii) Das Urbild jeder offenen Teilmenge von'Y st offen in X.

(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von Y ist abgeschlossen in X .

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz sind (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 5.16. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen f: X —Y undg:Y —
Z st stetig. Die analoge punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: ¢g(f(lim z,)) = ¢(lim f(x,)) = lim g¢(f(z,)) fir (z,).en konvergent. q.e.d.
n—00 n—00 n—o00

Korollar 5.17. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung f :
X =Y zwischen zwei Teilmengen X und Y jeweils von R oder C ist kompakt.

Beweis: Sei f: X — Y, x> f(z) eine stetige Abbildung zwischen zwei Teilmengen
X und Y jeweils von R oder C und A C X eine kompakte Menge. Fiir jede Folge
(Yn)nen in f[A] gibt es eine Folge (,)nen in A mit f(z,) = y, fir alle n € N. Weil
A kompakt ist, besitzt (z,),en eine konvergente Teilfolge. Die entsprechende Teilfolge
von (Yn)nen = (f(2n))nen konvergiert wegen der Stetigkeit von f. Also besitzt jede
Folge in f[A] eine konvergente Teilfolge. q.e.d.
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Korollar 5.18. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einer kompakten Teilmenge
X auf eine Teilmenge Y jeweils von R oder C. Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] =Y kompakt und we-
gen Korollar das Bild f[A] jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X abgeschlossen.
Wegen (f~1)7![A] = f[A4] folgt die Aussage aus Korollar (iv). q.e.d.

Beispiel 5.19. (i) Auf jeder Teilmenge X C K ist die identische Abbildung 1 x stetig.
(i) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Aus den Rechenregeln fiir Folgen Satzfolgt, dass fiir jede Teilmenge X von R
oder C und alle (bei x € X ) stetigen Abbildungen f,g: X — K auch die Abbildung

f+g9:X =K, z = f(z) + g(2) f-9:X =K, z— f(z) - g(x)
(bei x) stetig ist. Das gilt auch (bei x € X bzw. x € X \ f~1[{0}]) fiir die Abbildungen

fX 5K oo —f(z) und % X\ SN S KA {0}, e %
Definition 5.20 (GleichméBige Stetigkeit, Lipschitzstetigkeit). Fine Abbildung f :
X =Y, xw— f(x) zwischen den beiden Teilmengen X und Y jeweils von R oder C
heif$t gleichmdfig stetig auf einer Teilmenge A C X, wenn es fiir alle e > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass |f(x) — f(y)| < € fir alle x,y € A mit |v —y| < d gilt.

Die Abbildung heif$t lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0(Lipschitz-
konstante) gibt, so dass |f(x) — f(y)| < L|x — y| fir alle z,y € A gilt.

Beispiel 5.21. (i) Eine Potenzreihenfunktion f : x> Y . a,z" mit Konvergenz-

radius R ist nach Satz (iv) fir alle 0 < r < R auf B(0,r) lipschitzstetig. Auf der
Vereinigung B(0, R) = Uy, .r B(0,7) der offenen Bdlle B(0,r) ist f dann stetig.
(if) Wegen Korollar[2.20] und Satz[2.59 (iv) ist x — |x| lipschitzstetig mit L = 1.

Offenbar ist jede lipschitzstetige Abbildung auch gleichméBig stetig und jede gleich-
méafig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:

Satz 5.22. Eine Abbildung f : X — Y wvon einer kompakten Teilmenge X von R oder
C auf eine Teilmenge Y C K ist genau dann stetig, wenn sie gleichmdfSig stetig ist.

Beweis: Sei X kompakt und f: X — Y, 2z f(z) eine Abbildung. Wenn f nicht
gleichméfBig stetig ist, dann gibt es ein € > 0 und fiir alle n € N zwei Punkte x,, und y, in
X mit |z, —y,| < 2 und | f(x,)—f(yn)| > €. Die Folge (2, —yn)nen ist also eine Nullfolge.
Weil X kompakt ist, besitzt (x,),en eine in X konvergente Teilfoge, also mindestens
einen Haufungspunkt in X. Dann konvergiert auch die entsprechende Teilfolge von
(Yn)nen gegen den gleichen Grenzwert. Wegen |f(z,) — f(y,)| > € konvergieren die
entsprechenden Teilfolgen von (f(z,))neny und (f(2,))neny nicht gegen den gleichen
Grenzwert, und f ist an allen Haufungspunkten von (z,),en nicht stetig. Wenn f
ungekehrt gleichméfig stetig ist, dann ist f auch stetig. q.e.d.



60 KAPITEL 5. STETIGKEIT

Definition 5.23. Eine Folge von Funktionen (f,)nen von X nach K heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren eine Funktion f: X — K, x+ lim, o fo(x).

gleichméflig konvergent, wenn es eine Funktion f: X — K, x— f(x) gibt, und
fir alle e >0 ein N € N, so dass |f.(x) — f(x)| <€ firn> N und x € X gilt.

GleichmiBig konvergente Folgen sind punktweise konvergent, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 5.24. Die Folge von Funktionen (fn)nen mit fn, : [0,1] — R, x — a"
konvergiert wegen Satz[3.4] punktweise gegen die Funktion

0 i 0,1
f:00,1] >R, z+ ﬂfrxe[’)

1 firz=1
Fiir alle n € N gilt lim,, oo (1—1/m)" = 1 und damit sup{| f.(z) — f(z)| | z € [0,1]} =
sup{z" | x € [0,1)} = 1. Also konvergiert die Folge (f)nen nicht gleichmafig gegen f.

Definition 5.25. Seir X eine Teilmenge von R oder C. Die Menge aller stetigen Funk-
tionen von X nach K bezeichnen wir mit C(X,K). Eine Funktion f : X - K, x~
f(z) heifit beschrinkt, wenn das Bild f[X] eine beschrinkte Menge ist. B(X,K), be-
zeichne die Menge aller beschrinkten Funktionen auf X. C(X,K) und B(X,K) sind
offenbar K-Algebren. Auf B(X,K) bezeichne || - || folgende Abbildung:

[ lloo : BI(X,K) = R, f = [[flloo = sup{|f(2)| [ x € X}.

Satz 5.26. Auf einer kompakten Teilmenge X C K sind alle stetigen reellen Funktio-
nen beschrankt. Das Bild einer solchen Funktion besitzt Minimum und Maximum.

Beweis: Wegen Satz [5.17]ist das Bild jeder kompakten Teilmenge X C K unter einer

stetigen Abbildung kompakt und wegen Heine-Borel beschréinkt. Fiir reelle Funktionen

besitzt es wegen Korollar [5.11] ein Maximum und ein Minimum. q.e.d.
Dieser Satz hat viele Anwendungen, z.B. den Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 5.27. Sei X eine Teilmenge von R oder C. Dann ist der Grenzwert f einer
gleichmdf$ig konvergenten Folge (fn)nen in C(X,K) auch stetig.

Beweis: Fiir alle € > 0 gibt es ein N, so dass |f(y) — fu(y)| < § fiir alle n > N und
alle y € X gilt. Dann gibt es fiir alle z € X ein § > 0, so dass |fx(7) — fn(y)| < § fiir
alle y € X mit |z — y| < ¢ gilt. Dann folgt fiir diese z und y

|f(2) = F)l < [f (@) = fn (@) + [fn (@) = v @)+ () = fFy)] <e q.e.d.



Kapitel 6

Stetige Funktionen f: R — R

6.1 Umkehrfunktionen

Satz 6.1 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] = R, x> f(z) stetig. Dann enthdlt das
Bild f[[a,b]] das abgeschlossene Intervall [min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Beweis: Fiir f(a) = f(b) ist die Aussage trivial. Sei y eine reelle Zahl im offenen Inter-
vall zwischen f(a) und f(b) und A = f~![(—o0,y|] fiir f(a) < f(b) bzw. A = f~{[y, 00)]
fir f(a) > f(b). Diese Menge enthilt a, ist beschrankt und wegen der Stetigkeit von f
abgeschlossen. Also ist A kompakt und besitzt ein Maximum z = max A mit f(z) <y
fir f(a) < f(b) bzw. f(x) >y fir f(a) > f(b). Weil y zwischen f(a) und f(b) liegt, ist
x < bund fir alle z € (z,b] liegt f(2) auf der selben Seite von y wie f(b). Sei (x,),, eine
Folge in (z,b], die gegen = konvergiert. Dann gilt lim,, . f(z,) = f(z) und f(x) >y
fir f(a) < f(b) bzw. f(z) <y fir f(a) > f(b). Also ist f(z) = y und das Bild von f
enthélt neben f(a) und f(b) alle reellen Zahlen zwischen f(a) und f(b). q.e.d.

Korollar 6.2. Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f[I] ein Intervall.

Beweis: Sei J = f[I]. Fiir a < bund a,b € J folgt aus dem Zwischenwertsatz [a, b] C J.
Dann enthélt J alle reelle Zahlen, die weder eine untere noch eine obere Schranke von
J sind, also (inf J,sup J). Jenachdem, ob min J bzw. max J existiert, ist dann .J eines
der Intervalle (inf J,sup J), [min J,sup J), (inf J, max J] oder [min J, max J]. Dabei ist
inf J = —oo bzw. sup J = oo wenn J keine untere bzw. obere Schranke hat.  q.e.d.
Die Injektivitdt von solchen Funktionen ist dquivalent zur strengen Monotonie:

Definition 6.3 (Monotonie). Fine Funktion f: X — R, =z~ f(x) auf einer Teil-
menge X von R heifSt

monoton wachsend, wenn f(zx) < f(2') fir alle v, 2" € X mit x < 2’ gilt
streng monoton wachsend, wenn f(z) < f(z') fir alle x,2" € X mit x < 2’ gilt.

monoton fallend, wenn f(x) > f(z') fir alle z,2" € X mit © < 2 gilt.
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streng monoton fallend, wenn f(x) > f(2') fir alle z,2" € X mit x < 2’ gilt.

Satz 6.4. Eine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall ist genau dann injektiv,
wenn | entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beweis: Eine auf einem Intervall stetige Funktion f : I — R ist genau dann streng
monoton, wenn f(b) — f(a) fiir alle a < b € I nicht verschwindet und das Vorzeichen
unabhéngig von der Wahl von a < b € [ ist, also auch wenn fiir alle a < b < ¢ € I die
beiden Differenzen f(b) — f(a) und f(c) — f(b) nicht verschwinden und untereinander
das gleiche Vorzeichen haben, also f(b) zwischen f(a) und f(c) liegt. Gilt das fiir
a < b < ¢ nicht, dann nimmt f wegen dem Zwischenwertsatz die Werte nahe bei f(b),
die auf der gleichen Seite wie f(a) und f(c) liegen, die also sowohl zwischen f(a) und
f(b) als auch zwischen f(b) und f(c) liegen, sowohl in (a,b) als auch in (b, ¢) an. Dann
ist f nicht injektiv. Umgehrt folgt aus der strengen Monotonie die Injektivitét. q.e.d.

Korollar 6.5. Sei f eine reelle, stetige und injektive Funktion auf einem Intervall 1.
Dann ist die Umkehrfunktion f=': f[I| — I stetig.

Beweis: Jedes = € I besitzt eine Umgebung in I, die ein abgeschlossenes beschrénktes
Intervall ist. Das Bild solcher kompakter Intervalle ist wegen dem vorangehenden Satz
und Korollar eine Umgebung von f(z) in dem Intervall f[I]. Dann ist f~! wegen
Korollar auf dieser Umgebung von f(x) stetig. Also ist f~! auf f[I] stetig.q.e.d.

Beispiel 6.6. Fiir k € N ist [0,00) — [0,00),z + x* streng monoton wachsend. Dann
ist die Umkehrabbildung [0, 00) — [0, 00), 2 — x* stetig und streng monoton wachsend.
Dasselbe gilt fiir die Abbildung [0, 00) — [0, 00),  +— x4 mit Umkehrabbildung [0, 00) —
[0,00),x — a:%,p, q € N. Fiir negative § sind diese Abbildungen von (0,00) nach (0, 00)
streng monoton fallend.

Satz 6.7. Sei f eine monoton wachsende (fallende) Funktion von einem Interval I
nach R. Dann ist die Menge aller Unstetigkeitstellen von f hdchstens abzdhlbar.

Beweis*: Wir betrachten monoton wachsende Funktionen. Fiir monoton fallende Funk-
tionen verlauft der Beweis analog. Fiir jeden inneren Punkt ¢ von I sei f({_) =

sup{f(z) | € Tund z < &} und f({1)} = inf{f(z) | z € Tund £ < z}. Wenn
f(&2) = f(&4), dann gibt es fiir jedes € > 0 Punkte x_,zy € [ mit v_ < £ < xy und

&) —e< flao) < f(6-) = f(&) < fmy) < f(&4) +e
Wegen der Monotonie gilt f(¢_) < f(§) < f(£.). Dann gilt fir alle x € [x_, z,] auch
—e < flzo) = f(&) < (@) = f(§) < flay) — f(&4) <e

Also ist f bei solchen ¢ stetig. Wenn f bei € stetig ist gilt f(£-) = f(§) = f(&;). Die Un-
stetigkeitsstellen im Inneren von I bestehen also aus den & mit f(£_) < f(&,). Wegen
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der Monotonie sind die offenen Intervall (f(£-), f(£+)) parrweise disjunkt. Wir wéhlen
in jedem eine rationale Zahl und erhalten eine injektive Abbildung von den Unstetig-
keitsstellen im Inneren von I nach Q. Damit sind die Unstetigkeitsstellen gleichméchtig
zu einer Teilmenge der rationalen Zahlen also hochstens abzahlbar. q.e.d.

6.2 Exponentialfunktion und Logarithmus

Satz 6.8 (Elgenschaften von exp). (i) €’ =exp(0) =1 und e' = exp(1) =e.
(ii) €* > Z fur jedes n € Ny und x > 0.

(iii) Fur x y € R folgt e* < €Y aus v < y.

(iv) exp: R — (0,00), x> € ist bijektiv.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der Definition.

(iii) Aus z < y folgt y —x > 0. Dann gilt wegen (ii) e¥~* > 1. Wegen Satz (i) und
(ii) gilt dann e¥ —e® = (e¥~" — 1)e” > 0. Also folgt e* < e¥.

(iv) Offenbar ist die Funktion wegen (iii) injektiv. Wegen e > 1 und Satz gibt es
fiir jedes y € (0,00) zwei n,m € N mit e™™ < y < ™. Wegen dem Zwischenwertsatz
gehort dann y zum Bild von [—n, m| — (0,00), x> e”. q.e.d.

Definition 6.9 (natiirlicher Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00),
x — e* heifft natirlicher Logarithmus: In : (0,00) - R, x +— Inx.

Wegen Korollar [6.5] ist der Logarithmus stetig.
Satz 6.10 (Eigenschaften von In). (i) In(1) =

(i) In(e) =

(iii) In(zy) = In(z) + In(y) fir alle x,y € (0, 00).
(iv) a" = @7 fiir alle r € Q und a € (0, 00).

(v) In(e™@*) = z1In(a) fir alle a € (0,00),z € R.
(vi) Firz,y € (0,00) folgt In(x) < In(y) aus z < y.
(vii) In: (0,00) = R, 2+ In(z) ist bijektiv.

Beweis: (i) & ¢®=1und (ii) & e' =¢ und (111) = @+n@) = (@) (W),
(iv) Fiir 7 = £ mit p € Z und ¢ € N gilt (e™ )q = eM@p = g7 und ™7 > 0. Wegen
der Emdeutlgkelt der k-ten Wurzel folgt eln(a) = qas.
(v) ist offensichtlich.

(vi) folgt aus (iii) des vorhergehenden Satzes.

(vii) folgt aus (iv) des vorhergehenden Satzes. q.e.d.
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Definition 6.11. Fiir alle a > 0 und alle x € R sei a® = (@)

Satz 6.12 (Eigenschaften von a*). (i) a**¥ = a®a? fiir alle a € (0,00), 2,y € R.
(ii) (a®)¥ = a™ fir alle a € (0,00),x,y € R.

(iii) Fira > 1 und x,y € R folgt a® < a¥ aus z < y.

(iv) Fir0<a<1 undz,y €R folgt a® > a¥ aus r < y.

(v) Firae (0,00)\ {1} ista : R — (0,00), x> a® bijektiv und stetig.

Beweis:(i) a®ty = 6xln(a)+y1n(a) — e:pln(a)ey-ln(a) — a%aV.

(11) (az)y — eyln(exl"(‘”) — €y~a:1n(a) = a®.

(iii) Fiir @ > 1 ist In(a) > 0. Also folgt zIn(a) < yIn(a) und a® < a¥ aus = < y.

(iv) Fiir a < 1 ist In(a) < 0. Also folgt xIn(a) > y1In(a) und a® > a¥ aus x < y.

(v) Fir a € (0,00) \ {1} ist In(a) # 0. Also ist R - R, x ~ In(a)x bijektiv und
stetig, und damit auch auch R — (0,00), « + exp(ln(a)z). q.e.d.

Definition 6.13 (des Logarithmus zur Basis a). Fir alle a € (0,00) \ {1} sei log, :

(0,00) = R, x> log,(z) = izgg die Umkehrfunktion von a .

Satz 6.14 (Eigenschaften des Logarithmus zur Basis a). (i) log,(1) =0
(i) Tog,(a) = 1

(iii) log,(zy) = log,(x) + log,(y)

(iv) Fira>1 und xz,y € (0,00) folgt log,(z) < log,(y) aus x < y.

(v) Fir0<a<1undzx,ye (0,00) folgt log,(z) > log,(y) aus x < y.
(vi) log, : (0,00) = R, x> log,(z) ist bijektiv und stetig.

Beweis analog zum Beweis der Eigenschaften von In. q.e.d.

6.3 'Trigonometrische Funktionen

Satz 6.15. (i) Fir alle v € [-5,5] \ {0} gilt 1 — % <cosr <1-— % + %.

oo .. . 2 sinz 22 24
(ii) Fir alle v € [-6,6] \ {0} gilt 1 — % < =2 <1 - % + .

(iii) cos:[0,v/6] = R, x+> cos(z) ist streng monoton fallend.

(iv) cos hat auf [0,2] genau eine Nullstelle, die wir mit 5 bezeichnen.
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(v) sin(§) =1, exp(:5) =1

(vi) cos(nm) = (—1)" sin(n7) =0 fir allen € N.

(vii) cos ((n+3)7) =0 sin((n+3)7) = (=1)" fir alle n € N.

(viii) cos(z + nm) = (—1)" cos(z) und sin(x + nw) = (—1)" sin(z)

(ix) cos(z+ (n+3)7) = —(—1)"sin(z) und sin (z + (n+ 1) 7) = (=1)" cos(x).

(x) sin: [-%,2] = [-1,1], x> sin(x) ist streng monoton steigend und bijektiv.

(xi) cos:[0,7] = [—1,1], x> cos(x) ist streng monton fallend und bijektiv.

Beweis: (i) Fiir alle z € [— 5 5] und k€ N\ {1} gilt 0 < m < 1. Also ist fiir

€ [-5,5]\ {0} die Folge ( Qk), “) keNo\{0,1} Streng monoton fallend und positiv. Fiir diese
€ [-5,5] \ {0} folgt dann 1 — 72 < cos(z) <1-— % + % wie im Beweis zu Satz m
(ii) Fir z € [-6,6] und £ € N\ {1} gilt 0 < m < 1. Also ist fir z €
[ 6,6] \ {0} die Folge ((2k+1) JkeNo\{0,1} Streng monoton fallend und positiv. Fir diese
€ [-6,6]\ {0} folgt wieder 1 — %2 < I o] I—; + 155 Wie im Beweis von Satz m
(iii) Fiir z,y € [0,+/6] mit 2 < y gilt 0 < % < /6. Aus (ii) und dem Additionstheo-
rem folgt cos(x) — cos(y) = cos(52 — L52) — cos(XFE + 52) = 2sin(¥E2) sin(45E) > 0.
(iv) sin und cos sind wegen Beispiel stetig auf ganz R. Wegen (i) ist cos(2) <
1—2+ 2 = —3. Dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es eine Nullstelle in [0, 2]
gibt. Wegen (iii) kann es hochstens eine Nullstelle geben.
(v) Wegen sin®*(z) + cos?(z) = 1 folgt aus (iv) sin*(53) = 1 und aus (ii) sin(3) > 0. Also
gilt sin(%) = 1. Dann folgt aus der Eulerschen Formel exp(:3) = 2.
(vi) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel exp(nir) = (2)*" = (—1)", also
cos(nm) = (—1)" und sin(nm) = 0.
(vii) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel: exp((n+ 3)ur) = (—1)"2 also cos((n+
$)m) =0 und sin((n + 3)7) = (—1)™
(viii) Wegen (vi) folgt aus der Eulerschen Formel cos(x+nm)+isin(x+nn) = exp(ix+
mim) = exp(1x)(—1)" = (—1)"(cos(x) + 2sin(z)), also (viii).
(ix) Wegen (vii) folgt aus der Eulerschen Formel cos(z+ (n+3)m)+usin(z+ (n+37) =
exp(ux + (n+ $)ur) = exp(wx)(—1)"s = (—1)"(2cos(z) — sin(z)), also (ix).

(x) Aus (ix) folgt sin(z) = { C_OS(J; +3) fiir 2 € [3,0)
—sin(—x) = cos(§ —x) firz € [0,5].
Dann folgt (x) aus (iii).
. cos(x) fiir z € [0, Z]
(xi) Aus (viii) folgt cos(x) = 3} 2
cos(—x) = —cos(m —x) fiir x € [5, 7.

Dann folgt (xi) aus (iii). q.e.d.
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Die Umkehrfunktionen von (xi) und (x) heiflen

Arcuscosinus arccos : [—1,1] — [0, 7], x +— arccos(z),
Arcussinus arcsin : [~1,1] — [-F, 7], x — arcsin(z).

Arcuscosinus ist wegen (xi) streng monoton fallend und Arcussinus wegen (x) streng
monoton wachsend. Beide sind wegen Korollar stetig. Wegen (ix) gilt sin(—x)
—sin(z) = cos(§ + x) und arccos(x) = § + arcsin(—x) = § — arcsin(x).

Definition 6.16 (Tangens und Cotangens).

sin(x) cos(z)
tan : R\ (5 +Zm) - R > t:R\ (Zm) = R > :
an: R\ (3 + Zm) , cos(2) Cco \ (Zn) . Sn(2)
Beachte tan(z + 7) = 2:;((&:)) = :22;((:’;)) = tan(z) und cot(z 4+ ) = cot(z).

Satz 6.17. (i) tan: (—g, %) — R st streng monoton steigend, stetig und bijektiv.

(ii) cot: (0,7) = R, x> cot(x) ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.
Beweis: Auf z € (0, §) ist sin streng monoton steigend und cos streng monoton fallend
und beide positiv. Also ist tan streng monoton steigend und positiv. Aus tan(—z)
—tan(z) folgt, dass tan auf (—7, 7) streng monoton steigend ist.

)

Fiir v ¢ 57 gilt cot(x) = ﬁ(; 6.15
—cot(z). Also ist cot auf (0, 7) streng monoton fallend.

Beide Funktionen tan und cot sind wegen Beispiel (iii) stetig. Dann sind die
Folgen (tan(:))nen, (— tan(m — £))nen, (cot(3 — 1))nen und (—cot(—% + 1)),en iden-

tische streng monoton fallende positive Nullfolgen. Dann gilt auch

™

und fiir © € 77 wegen Satz (ix) tan(x — 5

s

2

lim tan( 1) =—o0

+ 1) = lim cot(m —
n—oo

1 1y 75 s 1\
m lim cot(;) = lim tan(§ — ;) = oo.

n—oo n—oo

_r

Also sind tan : (—7, 3
Die Umkehrfunktionen von tan : (—

) — R und cot : (0,7) — R wegen Satz [6.1| surjektiv. q.e.d.

0,
s
92

Arcustangens : R — (=7,
T

Arcuscotangens : R — (0, 7),

%) — R und cot : (0,7) — R heiflen

7), x +— arctan(z),

x +— arccot(z).

Beide Funktionen sind wegen Satz [6.17] streng monoton und wegen Korollar [6.5] stetig.

Wegen Satz (ix) gilt cot(z + §) = tan(—=z) and arccot(x)

7 — arctan(x).
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6.4 Fundamentalsatz der Algebra

Wir iibertragen unsere Erkenntnisse auf die komplexe Exponentialfunktion.

Satz 6.18 (Polardarstellung von z € C). Jede komplexe Zahl hat die Darstellung:
z=re¥ mit r = |z| und p € R.
Fiir z # 0 ist ¢ bis auf Addition von 2mn eindeutig und heifst Argument von z.

Beweis: Der Fall z = 0 ist trivial. Sei z = 2z +1y € C\ {0}. Fiir y > 0 sei r = |z| =
V2% +y? und ¢ = arccos(¥) € [0,7]. Dann gilt 2 = rcos(p) und rsin(¢) > 0. Aus

2

% + o = L folgt y = rsin(¢). Wegen der Eulerschen Formel gilt dann

z=re¥ =rcos(p) +rsin(p) =z + .

Fiir y < 0sei r = |2] = /22 +y? und ¢ = —arccos(?) € [, 0. Wegen v =
rcos(—p) = rcos(p) und rsin(p) < 0 folgt wieder

z =re¥ =rcos(p) +wrsin(p) = x +w.

Fiir (r,9),(s,9) € [0,00) x R folgt 7 = |re¥| = |se’| = s aus re¥ = se*’ und fiir
r =570 auch e¥e " = ¢!¢~¥) = 1, was dquivalent ist zu ¢ — ¥ = 27n. q.e.d.
Die Multiplikation mit e¥ wirkt auf z = x+y wie () — (Z?j((g 22;?5;?) (). Diese

lineare Abbildung der komplexen Zahlenebene interpretieren wir als Drehung, weil sie
die Lénge /2% 4+ y? = |z| = |e*?z| und das Skalarprodukt erhélt und Determinante
1 hat. Weil sie 1 auf e’ abbildet, entspricht sie dem Winkel zwischen 1 und e*?. Im
rechtwinkligen Dreieck ist mit diesem Winkel und auf 1 normierter Hypothenuse cos(y)
die gerichtete Lange der Ankathete und sin(y) die gerichtete Linge der Gegenkathete.

Fiir kleine ¢ > 0 gilt ¢ — ‘%3 < sin(p) < L(p) < sin(p)+1—-cos(p) < p+ %2 fiir die
Lange L(p) des Kreisegmentes zwischen 1 und e*?. Wir unterteilen dieses Kreisegment
in n gleichgroBe Kreissegemente: e = (e'n)". Das ergibt L(p) = lim, . nL(£) = ¢.
Also entspricht ¢ einem Winkel, dessen Kreisegment im Einheitskreis die Lange ¢ hat.

Korollar 6.19. exp : C — C\ {0} ist surjektiv und exp(z) = exp(z') < z — 2’ € 2mZ.

Beweis: Sei z = x + 1wy € C. Dann gilt e* = e"e". Also folgt das Korollar aus dem
Satz und der Bijektivitit von exp : R — (0, 00), Satz[6.8] (iv). q.e.d.

Korollar 6.20. Firz € C\{0} undn € N gibt es genaun wy, ..., w, € C mit w" = z.

Beweis: Seien (1, ¢) die Polarkoordinaten von z. Dann miissen die Polarkoordinaten
(s,9) € (0,00) xR der Losungen von w" = z die Gleichungen nv = ¢+ 27wm mit m € Z
und s” = r erfiillen. Also sind die Losungen gegeben durch s = {/r und ¥, = £ + %Tm,

wobei zwei Losungen (s, V) und (s, ¥,,) genau dann iibereinstimmen, wenn == ¢ Z.

Also ergeben m =0,...,n — 1 alle Losungen. q.e.d.
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Satz 6.21 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom p(z) = a,2" +
..+ ag mit a, # 0 und n € N hat mindestens eine Nullstelle auf z € C.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass z — |p(z)| ein Minimum 2, hat. Danach zeigen wir
mit dem Seziallfall in dem Vorangehenden Korollar, dass beim Minimum p(zy) = 0 gilt.

Fir |z]| > R=1+2 o1 +. +2 >1g11t
z Ay a Ay a Qo a
O] 1+...+—°+‘— - - ——0—‘—%( L+ °>‘
Al Al A z" anz 2"
an—1 [¢]
L=l 4+
Qyy— a an an 1
> Jan| = an| [ === + ...+ ——| > |an| | 1 > ag=.
anz An 2™ || 2

Also ist [p(z)] > l]z]m > 1ol |z] > laplglaol — jqg| = |p(0)] fiir alle = ¢ B(0, R). Auf

der kompakten Menge B(0, R) nimmt z — |p(z)| wegen Satz das Minimum bei
einem zo an. Dieses liegt in B(0, R) und ist dann das Minimum auf ganz z € C.

Wir zeigen jetzt p(z9) = 0. Andernfalls sei p(y + z0) = b,y™ + ... + by das entspre-
chende Polynom in y = z — 2o mit b, = a, # (i und by = p(zp) # 0. Sei m das kleinste

m > 0 mit b, #0. Fir |y| <r = < 1 gilt dann

b b
bm bm m
\%HW“+~~Mwﬂ§wMMm( +1H+ y)SL%yf
Also gilt Ip(20 + )| < |bo + bmy™| + '
Sei w eine Losung der Gleichung w™b,,, = —by. Dann gilt fiir alle ¢t € C mit [tw| < r

|bo

(0 + 1) < fhol[1 — 7]+ 2l

m

t
Insbesondere gilt  |p(zo + tw)| < |by (1 - 7) < |bg| fiir alle 0 < ¢ < min {1, I%I}
Also sind alle zg € C mit p(zy) # 0 keine Minima von z — |p(2)]. q.e.d.

Korollar 6.22. Jedes komplexe Polynom vom Grad n € N zerfallt in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades.

Beweis durch vollstdndige Induktion: (i) fiir n = 1 ist die Aussage trivial.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Sei p ein beliebiges Polynom (n+1)-ten Grades. Wegen
dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle bei zy € C. Wir schreiben p als
A1 (u+ 20)" ™+ o+ ar(u+ 20) + ag = bppru™ + ..+ biu + p(20), und erhalten p
als Produkt von u = z — 2y mit dem Polynom b,,11(z — 2z9)" + ... + by, das wegen der
Induktionsvoraussetzung in ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerfillt. q.e.d.



Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen
f R—K

7.1 Definition der Ableitung

Definition 7.1. Sei f : X — K eine Funktion auf einer Teilmenge X von R (bzw. C),
die eine Umgebung von xg € X ist. Dann heifit f im Punkt xo (komplex) differenzierbar,
wenn es ein f'(xg) € K gibt, so dass die folgende Funktion stetig in xq ist:

f@)—f(zo) r
XK, o rw J0T#T
f(xo)  fiir x = xg
Wenn X offen und f in allen x € X differenzierbar ist, heifst f differenzierbar und die
Funktion f': X - K, xw— f'(x)= %(m) heifit Ableitung von f.
Satz 7.2. Sei f im Punkt xy differenzierbar, dann ist f im Punkt xq auch stetig.

Bewelis: P
L2200 iy o £ o
f(x) = f(xo) + (x — x0) - { ro # %o

fl(xo) fiir z = xg

Wir benutzen das Kriterium in Satz m (iii). Dann folgt die Aussage aus der Stetigkeit
von x +— x — o und den Rechenregeln fiir Folgen in Satz (3.5 (i) und (iii). q.e.d.

Definition 7.3. Das Differential von f im Punkt xq ist die lineare Abbildung
df (zo) : R =K, hws f'(xo)h. Die Gerade {(z,y) € R? | y = f(zo) + (x — x0) f'(20)}
heifst fiir K =R Tangente an den Graphen von f im Punkt (xq, f(z0)). Dabei ist

Graph(f) = {(z,y) € R? | y = f(2)}.
Die Sekante durch zwei Punkte (xo, f(xo)) # (x1, f(x1)) des Graphen ist gegeben durch

{(z,y) e R? |y = f(=z0) + £=25(f(21) — f(=0))}-

69



70 KAPITEL 7. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN F :R — K

Im Grenzwert x; — x nihert sich die Sekante durch die Punkte (zo, f(x¢)) und
(21, f(z1)) an die Tangente an den Graphen von f im Punkt (zo, f(x¢)) an.

_ 1 "
Beispiel 7.4. (i) f(x) = |z|. Fir zo = 0 ist Jl@) = J(0) = fZ.L'T’SL’ >0 Also
x—0 -1 fiirx <0.

st f im Punkt xq = 0 stetig aber nicht differenzierbar.

(i) f(z) =c= L8IE) — 0 fir alle & # 4. Also ist f differenzierbar mit f'(x) = 0.

T—x0

(iii) f(z)=2= L@=1w0) — 1 fiir alle x # xo. Also ist f differenzierbar mit fl(x)=1.

T—xQ

(iv) f(z) =a"™ firn e N, = L@=S@0) — yn—1 4 g ign=2 4 4 2= fiir alle @ # .

T—x0

Also ist f differenzierbar mit f'(z) = nz™ '

(v) Sei f(z) = > ", a,a" eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist %:g(o) =30 apx™ =32 Jany12" auch ein Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R und wegen Satz (iv) stetig. Deshalb ist f in x = 0 diffe-
renzierbar mit f'(0) = ai. Aus Satz[4.29 (i) folgt, dass f fir alle z € B(0, R)
in x differenzierbar und die Ableitung f'(x) gegeben ist durch die Potenzreihe

fz) =300 (" anpa™ = 3007 naya™t mit Konvergenzradius R.

(vi)

(vii)

(viii)

B e (_1)k2kx2k—1 & (_1)lx2l+1 B .
_Z— ;W——Sm(x).

7.2 Rechenregeln der Ableitung

Satz 7.5. Seien f,g: X — K in xy differenzierbar und X € K. Dann sind auch die
Funktionen \f, f + g und f - g in xq differenzierbar und es gilt

(AS) (z0) = Af' (o) (f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)
(f 9)/<I0) = f/(Io)g(l'o) + f(x0) '9/(950) (Leibnizregel).
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Wenn f(xo) # 0 dann ist X' = f~1K \ {0}] wegen Satz[7.9 eine Umgebung von x
(o)
f? (o)

1 1 1\
und = : X' = K, x+— —— in g differenzierbar mit (—) o) =
7 Flay " 7))

Beweis: Fiir x # z( gilt

Af () — Af (o) _ )\f(fﬂ) — f(xo) und
£(0) + 9(x) ~ (o) + ga0)) _ 1)~ J(oo)  ga) — gla) -
f(I)g(Il—_J;(Oxo)g(xo) _ f(“;): : islio)g@) 4 9(2 : i(()x())f(xo) und
< 11 ) 1 fl@)— f(#o)
f(x)  f(xo) ) x— o f(@) f(wo) (2 — wo)
Also folgt die Aussage aus Beispiel und Satz[7.2] q.e.d.

Satz 7.6 (Kettenregel). Seien f: X — Y und g : Y — K Funktionen und X C R eine
Umgebung von xo und Y C R eine Umgebung von f(xy). Wenn f in xy differenzierbar
ist und g in f(xo), dann ist g o f in xo differenzierbar mit

(g0 f) (o) = g'(f(x0))f (o).
g(f(x)) = 9(f(xo)) _ g(f(x)) = 9(f(x0)) f(x) = f(xo)

_ —9(
T — X f(z) — f(xg) T — X
ken Faktor fur f(x) = f(xg) = yo durch ¢'(yo) ersetzen. Dieser linke Faktor ist die
Komposition von z — f(z) mit y — 207900 fiir ¢ o 40 und yo — ¢'(yo), also wegen

Satz und Satz in x( stetig. Also folgt die Behauptung aus Beispiel [5.19.q.e.d.

Beweis: , wobei wir den lin-

Satz 7.7 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : X — Y eine bijektive Funktion von
einer Umgebung X C R von x¢ auf eine Umgebung Y C R von yo = f(xg). Wenn f in
xo differenzierbar ist mit f'(xo) # 0 und entweder f auf einer Umgebung von xy oder

[~V in yo stetig ist, dann ist auch f= in yo differenzierbar mit (f~1) (yo) = f,(lxo).

) =) x
Y=Y f(x) = f(zo)

beiden folgenden Funktionen ist die Komposition von y — f~!(y) mit der zweiten

Beweis: fir y = f(z) und yo = f(xg). Die erste der

ey fiir y = yo

@)= (yo) . r—x ..
- { =— fiir y # yo s {—f(ai)f?xo) fir x # xo < f(x) # f(x0)
f'(@o)

yaen) fiir x = g

Der Satz folgt aus Korollar [5.16] Beispiel (iii) und Korollar [6.5] q.e.d.
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Beispiel 7.8. (i) In(0,00) = R, z > In(x)

1 1 1
In'(z) = = = — mit exp(y) = x.
(@) exp/(y) expy) « )
(ii) arcsin: [-1,1] = [-F,F], x> arcsin(x)
arcsin’(x) = = mit sin(y) = x und z© # 1.

cos(y) 1 — a2

(iii) arccos:[—1,1] — [0,7], x> arccos(x)

—1 —1
arccos’ (1) = — = mit cos(y) = x und x> # 1.
() ) i () #

(iv) “:(0,00) > R, z+— 2% a€R.

(-*) () = exp(aln(z))" = exp(aIn(z)) -

81Q

= Qx

(v) a :R—=R, z+a" ac€(0,00).

(@) (x) = exp(z - In(a))" = exp(xzIn(a)) - In(a) = In(a) - a”.

(vi) Quotientenregel. Seien f und g in zq differenzierbar und g(xy) # 0. Dann ist

§ m xo differenzierbar und es gilt

(g)/ (20) = <f . $>,(x0> RGO 1;(370) /(9) = f'(@o)g(0) — f(xo)g'(x0)

sin(x)

(vii) z +— tan(z) = cos(a)

,, _ cos(x)cos(z) — sin(x)(—sin(z)) () — 1
= cos”() S ) = ey
(viii) z — cot(x) = Zi:g))
s\ _ —sin(z)sin(z) — cos(z)cos(z) . coi?(2) — -1
cot'(x) = sin?(z) =-1 t=(x) )



7.3. MITTELWERTSATZ UND MONOTONIE 73

(ix) arctan:R — (%,2), z +~ arctan(z)

1 — mit tan(y)
— = mit tan(y) = .
1+ tan?(y) 1+ a2 Y

arctan’ ()

(x) arccot : R — (0,7), x> arccot(x)

B —1 1
~ 1+cot?(y) 1+ a2

arccot'(x) mit cot(y) = z.

(xii) 2”: (0,00) = (0,00), x> 2"

(") = exp(z - In(z))" = exp(z - In(z)) (ln(x) + wé) = (In(x) + 1) - 2”.

22 sin (l) fiirx #0

x

(xiii) flw) = {0 fiir x = 0.

(&) = a:li>%1:t z? slz(%) = z]iglixsin (%) =0 firz=20 .
2 sin (1) — cos (1) fiir x # 0.

Diese Funktion ist zwar differenzierbar, aber f' ist im Punkt x = 0 nicht stetig.

7.3 Mittelwertsatz und Monotonie

Definition 7.9 (lokale Maxima und Minima). Fine Funktion f : (a,b0) - R, z —
f(z) hat bei xy € (a,b) ein lokales Mazimum bzw. Minimum, falls es ein 6 > 0 gibt,
so dass f(z) < f(xo) bzw. f(x) > f(xo) fiir alle v € (xg — d,x0 +0) \ {xo} gilt. Bei

strikten Ungleichungen sprechen wir von strikten lokalen Maxima und Minima.

Wenn fiir eine bei xy differenzierbaren Funktion f’(z) nicht verschwindet, dann
gibt es ein & > 0, so dass |[LE=LE) _ #7(20)] < | /()] fiir alle = € (20 — 6, 20+ 0) gilt.

T—x0

Dort hat w das gleiche Vorzeichen wie f'(xg). Dann gilt entweder f(z) < f(x0)

fir z € (xg — d,79) und f(x) > f(xg) fir x € (xg,20 + 0) oder f(x) > f(xo) fir
x € (xg — d,z0) und f(z) < f(xo) fiir x € (xp, zo + J). Das zeigt

Lemma 7.10. Ein differenzierbarer lokaler Extremwert ist eine Nullstelle von f’.q.e.d.
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Definition 7.11 (kritischer Punkt und kritischer Wert). FEine Nullstelle der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion heif$t kritischer Punkt. Der entsprechende Funktions-
wert heifit kritischer Wert.

Kanditaten fiir die lokalen Extremwerte einer stetigen Funktion f : [a,b] — R sind
(i) Kritische Punkte in (a,b),
(ii) Randpunkte, also entweder a oder b,

(iii) und Punkte in (a,b) an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 7.12 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Falls f(a) = f(b), dann ezistiert ein xo € (a,b) mit f'(xq) = 0.

Beweis: Wegen Satz gibt es x1,x9 € [a,b] mit f(z;) < f(z) < f(xg) fir alle
x € [a,b]. Wenn z; und 5 beide am Rand liegen, x1,z2 € {a, b}, dann muss f konstant
gleich f(a) = f(b) sein. Also gilt dann f/(x) = 0 fiir alle x € (a, b). Andernfalls muss es
einen lokalen Extremwert in (a,b) geben, an dem wegen Lemma f' =0 ist.q.e.d.

Satz 7.13 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

(f(b) = f(a))g' (o) = (9(b) —gl(a)) f'(wo), LP=LL = L fii (b) # g(a), g (o) # 0.

Die Tangente (f(z0), 9(z0)) + R(f'(20), ¢(z0)) an {((z), 9(2)) € B? |z € [a,b]} in
(f(zo), g(xg)) verlduft also parallel zu der Geraden durch (f(a), g(a)) und (f(b), g(b)).
Beweis: z — (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(a))f(x) erfiillt die Vorraussetzungen von

Satz[7.12] Die Ableitung ist Null fiir f(b) — f(a))g'(z0) = (g(b) — g(a))f'(z0). q.e.d.

Satz 7.14 (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R, x — f(x) stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Dann existiert ein xy € (a,b) mit f'(x¢) = (1)3 i(a)
Beweis: Wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf f und 1,4 an. q.e.

d.
Satz 7.15 (Schrankensatz). Eine auf (a,b) differenzierbare stetige Funktion f : [a,b] —
R ist genau dann lipschitzstetig, wenn fir alle x € (a,b) die Lipschitzkonst. L > |f'(x)|.

Beweis: Fiir x < y € [a, b] gibt es wegen dem Mittelwertsatz ein z¢ € (x,y) mit f(y)—
f(z) = f'(xo)(y — x). Dann folgt | f(y) — f(x)| < Ly — x| aus | f'(x)| < L. Umgekehrt
folgt |£/(2)] = s [ 22250 < L fir 2, — 2 aus | f(y) — ()] < Lly — 2. qo.d.

Satz 7.16 (Ableitung und Monotonie). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gilt

(i) f'(x) =0 fir alle x € (a,b) <= f ist konstant.
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(i) f'(x) >0 fir alle z € (a,b) <= f ist monoton steigend.
(iii) f'(z) <0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton fallend.
)

(iv) f'(x) >0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {z € (a,b) | f'(x) > 0}
ist la,b] <= f ist streng monoton steigend.

(v) f'(z) <0 fir alle z € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(x) < 0}
ist [a,b] <= f ist streng monoton fallend.

Beweis: Weil eine Funktion genau dann konstant ist, wenn sie monoton steigend und
monoton fallend ist, folgt (i) aus (ii) und (iii). Wir beweisen nur (ii) und (iv). Fir
a <z <y<berfillt f: [z,y] - R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes. Aus
f'(zg) > 0 fir alle g € (a,b) folgt f(y) — f(x) > 0, und f ist monoton wachsend.
Umgekehrt folgt f(z¢) > f(x) fiir ein > xy aus f'(zo) < 0 und f ist nicht monoton
steigend. Es folgt (ii). Monoton wachsende f sind genau dann streng monoton, wenn es
kein a <z <y < b gibt mit f(z) = f(y). Auf [z,y] ist dann f konstant und f'(z) =0
fir z € (z,y). Weil jede offene Menge ein solches Intervall enthélt folgt (iv).  q.e.d.

Korollar 7.17 (Isolierte kritische Punkte). Sei f : (a,b) — R differenzierbar und
xo € (a,b) ein kritischer Punkt.

(1) f" bei xqy differenzierbar mit f"(xo) > 0 = xq ist ein striktes lokales Minimum.
(ii) f' bei xo differenzierbar mit f"(xg) < 0 = x¢ ist ein striktes lokales Mazimum.

(iii) Wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass f'(x) <0 fiir x € (xg — 9, x0) und f'(x) >0 fir
x € (xo,x0 + 9) gilt, dann ist xo ein lokales Minimum.

(iv) Wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass f'(z) > 0 fir x € (xg — 0, x0) und f'(x) <0 fir
x € (xo,x0 + 9) gilt, dann ist xy ein lokales Maximum. q.e.d.

Beispiel 7.18. Die Funktion f : R - R, x> (z+ 1)e™* hat die Ableitung f'(x) =
(1= (z+1))e™=—ze ™. Also ist sie auf (—00,0] streng monoton wachsend und auf
[0,00) streng monoton fallend. Insbesondere ist f(0) = 1 ein globales Mazimum. Also
gilt +1 < ¢€® fiir allex € R und y < ¥~ fiir alley =2 +1 € R.

7.4 Regel von de L’Hopital

Definition 7.19 (Grenzwert von Funktionswerten). Fiir eine Funktion f : (a,b) — K
existiert der Grenzwert 1im+f(ac) genau dann, wenn fir ein f(a) € K die Funktion
r—a

” b
x = /(@) ﬁfr z € (a,0) stetig bei x = a ist. Wir schreiben dann lim f(x) = f(a).
f(a) fur r=a r—a+
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Der analoge Grenzwert x — b wird mit lim, ,,— f(z) bezeichnet. Aufgrund der
Definition der Stetigkeit existiert der Grenzwert lim,_,,, f(x) also genau dann, wenn
es ein f(a) € K und fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, mit dem f(z) € B(f(a),€) aus
z € B(a,d) N (a,b) folgt. Wegen Satz ist das dquivalent dazu, dass fiir jede Folge
(Zp)nen in (a,b), die gegen a konvergiert, die Folge (f(z,))nen gegen f(a) konvergiert.

Satz 7.20 (1. Regel von de L’Hopital). Seien oo < a < b < oo und f und g auf
(a,b) differenzierbare Funktionen mit lim+ flz)=0= lim g(x). Wenn der Grenzwert
T—a

lim f:(gc) existsiert, dann existiert auch lim @) und es gzlt lim {&) — Jim L&
z—a+ 9 (z) z—a+ 9 9(z)

z—a+ 9 9(z) r—a-+ 9'(z)

[

Bemerkung 7.21. Wenn die Grenzwerte lim f'(z) und lim+ g'(z) existieren und der
Tr—a

T—a+
, , lim f'(z)
zweite nicht verschwindet, dann existiert auch lim f,(x) mit lim f,(x) zrat .
z—at 9() r—at 9 (@) Lim g’ (x)

Beweis: Wenn der Grenzwert lim, _,,+ % existiert, ist ¢'(x) # 0 fir € (a,V’) mit

a < b <b. Aus dem Mittelwertsatz folgt g(x) = g(x) — g(a) # 0 fiir © € (a,V'). Die

auf [a,b) stetig fortgesetzten Funktionen f und g erfiillen die Voraussetzungen des

Verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Deshalb gibt es fiir jedes x € (a,V') ein xy € (a,x)
f(=) f@)—fa) _ f'(zo0)

so dass D = s = 7z gilt. Wenn ?(lso der Grenzx;fir)t lim, o4 % existiert,

dann existiert auch der Grenzwert lim, .. ok lim, o4 T q.e.d.

Satz 7.22 (2. Regel von de L’Hopital). Unter derselben Voraussetzung wie bei der
1.Regel von de L’Hopital, nur gelte lim+g(x) = oo statt lim+f(x) = lim+g(x) =0,
T—a T—a r—a

dann gilt dieselbe Schlufifolgerung.

Beweis: Wenn lim, % existiert, gibt es b’ € (a,b) mit ¢'(z) # 0 fiir x € (a,b).
Fira < z <y < ¥ folgt g(y) # g(r) aus dem Mittelwertssatz, und wegen dem

verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es o € (z,y) mit £ (@)=/() — Eis) Wenn f und g

g(z)—g(y)
die Vorraussetzungen der 2. Regel von de LL’Hopital erfiillen, dann glbt es fiir jedes € > 0

ein y € (a,b'), so dass es fiir alle g € (a,y) gilt |f l(xo) = lim, o ,Eg
¢ @

Dann folgt o — o) e < T3 < fiir alle x € (a y) Wegen lim, .+ g(x) = oo gibt

es ein yo € (a, y) so dass fiir alle x E (a,yo) gilt g(x) > max{g(y),0}. Daraus folgt

(0= £) (9) = 9)) + Fl) < f@) < (a+ 5) (9(2) = g0) + [(y) oder

2
e\, f@ -9 (a—5) flx) fw) —9() (e +35)
(a—§>+ g(x) < g($) < <a+§>+ g(l’) .
Wegen lim,_,, g(z) = oo gibt es dann auch ein y; € (a,yo), so dass fiir alle z € (a,y;)

gilt a —e < fg”"; < a+e. Also gilt lim,, 4 fégm; = limgaqt E?;S)) q.e.d.
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Die analogen Aussagen fiir die Grenzwerte lim,_,;,_ gelten natiirlich auch. Grenz-
werte der Form lim, , ., f(x) bzw. lim, ,,_ f(z) definieren wir als die Grenzwerte
lim, o f(1/x) bzw. lim, o4 f(1/x). Wegen der Kettenregel gilt dann

df (1) (dg(%)
dx dx

) — Y (2 = )/ ().

Deshalb gelten die analogen Aussagen auch fiir diese Grenzwerte.

7.5 Konvexitit und Ableitungen

Definition 7.23. Eine reelle Funktion auf einem Intervall heifst konvex bzw. streng
konvex, wenn fir alle a # b im Definitionsbereich und alle t € (0,1) folgendes gilt

fA=ta+th) < (1—=t)f(a)+tf(b) bzw. [f((1—1t)a+1tb) <(1—1t)f(a)+tf(b).
Satz 7.24. Fiir eine reelle Funktion f auf einem Intervall I ist folgendes dquivalent:

(i) f ist konvex

(ii) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(xx) : i(a) < f(b[)) : z(a).
(iii) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt f(bl)) : £(a) < f(bl)) : i(z)
(iv) Firla,b) C I und x € (a,b) gilt f(xx) : i(a) < f(b[)) : i(x)

Die analogen Aquivalenzen zu streng konvez gelten, wenn < durch < ersetzt wird.

Beweis: Wir konnen wegen der Symmetrie (a,b,t) <> (b,a,1—t) in (i) @ < b annehmen.
Dann sei v = (1 —t)a +tb € (a,b) < t = =2 € (0,1). Also ist (i) dquivalent zu

b—ux r—a
fla)+ 7

fx) <

< 1) & (- a)f@) < b= 0)f(0)+ @ af),

Ersetzen wir entweder (b—z) = (b—a) — (x —a), oder (x —a) = (b—a) — (b—z) oder
(b—a)=(b—x)+ (z — a), dann ist diese Ungleichung dquivalent zu

(b—a)(f(z) = f(a)) < (z—a)(f(b) — f(a)) = (i)
(b—a)(f(z) = f(b)) < (b—=)(f(a) = f(b)) < (iif)
(b —2)(f(x) = fla)) < (z—a)(f(b) — f(2)) < (iv).

Die analogen Aussagen fiir streng konvex lassen sich genauso beweisen, wenn wir alle
Ungleichungen < durch < ersetzen. q.e.d.
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Korollar 7.25. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall I, die im Inneren
von I differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent:

(i) f ist (streng) konvex
(ii) f' ist (streng) monoton wachsend

Beweis: (i)=(ii): Seien a < x < b Punkte im Inneren von I. Die Grenzwerte © — a+

in (ii) und z — b— in (iii) aus Satz|7.24| zeigen f'(a) < W < f'(b) und damit (ii).

(ii)=(i): Fiir [a,b] C I und z € (a,b) gibt es wegen dem Mittelwertsatz y € (a,x) und
z € (z,b) mit W = f'(y) < f'(z) = % Aus Satz |7.24| (iv) folgt (i). q.e.d.

Korollar 7.26. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren
zweimal differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent

(i) f ist (streng) konvex.

(ii) f"(x) > 0 im Inneren des Intervalls (und der Abschluss der Menge {x | f"(z) > 0}
ist das ganze Intervall).

Dieses Korollar folgt sofort aus Korollar und Satz [7.16] q.e.d.

Wenn wir die Ungleichungen zwischen den Funktionswerten alle umdrehen, so er-
halten wir die analogen Aussagen fiir konkave Funktionen. Also ist eine Funktion f
genau dann (streng) konkav, wenn die negative Funktion — f (streng) konvex ist.

Ubungsaufgabe 7.27. Zeige, dass die Umkehrfunktion einer (streng) konvexen bijek-
tiven (streng) monoton wachsenden Funktion (streng) konkav ist.

Beispiel 7.28. (i) f(z) =2% a>1= f" = a(a—1)x*"2. Also ist f streng konver.
(ii) f(z)=2%0<a<1l= f"=a(l —a)z*2 Also ist [ streng konkav.

(iii) exp: R — (0,00), x> exp(z) = exp” = exp. Also ist exp streng konver.
(iv) In: (0,00) = R, +— In(z) = In"(z) = —=. Also ist In streng konkav.

Satz 7.29 (Ungleichung von Jensen): Sei f eine reelle konvere Funktion auf einem
Intervall. Seien xy,...,x, im Definitionsbereich und \i,...,\, positive Zahlen, die
A+ ...+ A\, =1 erfillen. Dann gilt

faxy+ .o+ Axn) < A f(z) + .o+ A f(zn).
Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichheit nur fiir x1 =x9 = ... = x,.
Beweis*: durch vollstdndige Induktion:

(i) Fiir n =1 muss A\; = 1 sein, so dass die Aussage klar ist.
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(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Seien @1,...,2,41 und Ay, ..., Ay wie gefordert.
Dann definieren wir A = A\ +... + A, und = = %xl + ...+ )‘T”:Cn Also gilt
Aps1 =1—Aund % +...+ AT” = 1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung
flz) < % f(@1)+...+ 3 f(x,). Wenn [ streng konvex ist, dann gilt Gleichhheit

nur fir x; = ... = x,. Weil f konvex ist folgt aber f(Az + (1 — N)xpq1) <
AM(x)+ (1 =N f(zpy1) < AMif(xr) + ..o+ A1 f(2n41). Wenn f streng konvex
ist, dann gilt Gleichheit wieder nur fir x, .1 =r =2, = ... = x,. q.e.d.

Korollar 7.30 (Ungleichung arithmetisches-geometrisches Mittel)* Seien Ai,..., A\,
positive Zahlen mit \1 + ...+ X, = 1. Dann qilt fir positive Zahlen x4, ..., x,

x?lxég . x;\l" < Mz 4+ .. F AT
Insbesondere qilt /xy---x, < W Gleichheit gilt nun fir x1 = xo... = x,.
Beweis*: — In ist streng konvex. Also folgt aus Jensen’s Ungleichung

—In(Mzy+ ..o+ zy) < —Ailnzp — .= N\ Inx,
< Mlnz;+ ...+ A Inz, <In(Ajzg + ... 4+ \xy)

Wegen der Monotonie von exp folgt:

xi\l st =exp(MInzy 4.+ N Inay) < May L+ A, q.e.d.
Ersetzen wir zq,...,z, durch yi/h, e ,y;,/)‘" so erhalten wir

Korollar 7.31% Seien Aq,..., \, positive Zahlen mit Ay + ...+ X\, = 1. Dann gilt

Yo Yy < Alyi//\l + o Ayt
fiir alle yy, ..., y, € (0,00). Gleichheit gilt nur fir y%/)‘l = y;/’\Q =...= y}/)‘". q.e.d.

Korollar 7.32 (Youngsche Ungleichung). Seien p,q € (0,00) mit %—i—% = 1. Dann gilt

1 1
xy < —axP + —y?  fir alle x,y € (0,00) und Gleichheit nur x¥ = y?.
p q

Beweis: Wegen der strengen Monotonie von In ist diese Ungleichung dquivalent zu
In(zy) = ]%ln(a) + %ln(b) <In (%a + éb) =In (é:rp + %yq) mit a = 2P und b = y*.

WEeil In streng konkav ist, gilt diese Ungleichung und Gleichheit nur fiir a = b. q.e.d.
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7.6 Taylorreihen

Auf offenen Intervallen I (Teilmenge von R) ist die Ableitung f’ einer differenzierbaren
Funktion f wieder eine Funktion auf I. Die Bildung der Ableitung ist also eine lineare
Abbildung %, die differenzierbaren Funktionen auf I, Funktionen auf I zuordnet. Wenn
die Ableitung wieder differenzierbar ist, kénnen wir diese Abbildung nochmal anwenden
und erhalten (%)2 f = f" die zweite Ableitung von f. Durch n—faches Anwenden
erhalten wir gegebenenfalls dann die n-te Ableitung (-£)" f = f(").

Definition 7.33. Fir alle n € Ny und alle offenen Teilmengen I C R sei C™(I) die

Menge aller n-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf I, und C*(I) die

Menge aller beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen auf I.
Cy=C')>CYI)>...oC™I)>...>C>®()

Beispiel 7.34. (i) exp € C*°(R), weil exp™ = exp.

(ii) fir allen € Ny ist x — 2™ € C®°(R), weil (™)™ = n! und (2™)™ = 0 fir m > n.

(iii) fir allen € N ist x+— 27" € C®(R\ {0}), weil (z +— 7)™ =

. (—n)(—n—1)...(—mn—m+1) _(—1)

(m+m—-1)(n+m—2)...n
pntm ’

$n+m

—1)ym-1 — 1)
(iv) In € C((0, 00)) weil In™ (z) = (=)™ (m = 1) firm > 1 und mit 0! = 1.
./L-m

Ubungsaufgabe 7.35. Zeige mit vollstindiger Induktion fir alle n € N:

d” .
(i) d—f = E <Z) F® =) fiir alle f,g € C™(I) (Verallgemeinerte Leibnizregel).
xn
k=0

(ii) C™(1) ist eine Unteralgebra von C(I).
Aus der Rechenregel und der Kettenregel folgt auch

Korollar 7.36. (i) Die Komposition von n-mal (stetig) differenzierbaren Funktionen
ist wieder n-mal (stetig) differenzierbar.

(ii) Die Umkehrfunktion einer n-mal (stetig) differenzierbaren bijektiven Funktion ist

n-mal (stetig) differenzierbar, wenn die Ableitung keine Nullstellen hat. q.e.d.

Definition 7.37. (Taylor-Polynom) Sei f : 1 — R in xq n-mal differenzierbar, d.h.
es gibt eine offene Umgebung O C I von xg, so dass die Einschrinkung von f auf O
in C"1(O) liegt, und fV in xy differenzierbar ist. Dann heift

L) = flan) + (2 = m0) () + 2700

das Taylorpolynom von f der Ordnung n in xg.

fP o) + ..+ @;#)nf(”) (20)
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Offenbar hat das Taylorpolynom der Ordnung n in z die gleichen Ableitungen bis
zur Ordnung n wie f an dem Punkt xg. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad n, das an der Stelle 2y die Ableitungen f(x), fM(x0),. .., f™(z0) besitzt:

p(x) = cotcr(z—z0)+. . ACp(z—10)" = p(0) = co, PV (w0) = e, ..., p™ (20) = nley.

Satz 7.38 (Taylorformel). Sei f € C"((a,b)) auf (a,b) n+1-mal differenzierbar. Dann
gibt es fir jedes o # x € (a,b) ein £ € (xo, ) bzw. £ € (x,20), so dass

FD(E)

(n+1)! e

f() =T 00 () + (2 — w0 gilt.

Beweis: Sei = € (a,b) und g(t) =3 ,_, %(w — t)* fiir t € (a,b). Dann gilt

n o p(el) ") (n+1)
g/(t):Zf (t)(l’—t)k—z f (t) (I—t)k_lz f (t)(l'—t)n

| _ | |
— k! p (k—1)! n!

AuBerdem sei h(t) = (z — )" und B/'(t) = —(n + 1)(z — t)". Dann folgt aus dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass es ein £ € (g, x) bzw. £ € (z,xy) gibt mit
(9(x) = g(x0))h'(§) = (h(x) — h(w0))g'(£).
Es gilt aber  g(x) — g(x0) = f(x) — Thao(z) und h(z) — h(x0) = — (7 — 20)" . Also
FrDE) (@ — " (@ —wo)" I

folgt  f(z) — Thao(z) = S — BRCES] (z — 20)" "', q.e.d.

Definition 7.39 (Taylorreihe). Fir f € C*((a,b)) und x¢ € (a,b) heifit die Potenz-

rethe %(x — o)™ Taylorreihe von f in x.
n=0

Fir f € C*((a,b)) und xp,x € (a,b) gibt es drei Moglichkeiten:
(i) Die Taylorreihe von f in xg konvergiert an dem Punkt x gegen f(x).
(ii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt z, aber nicht gegen f(x).

(iii) Die Taylorreihe von f in zg konvergiert an dem Punkt z nicht.

Korollar 7.40. Sei f € C*((a,b)) und x # xo € (a,b). Dann konvergiert die Taylor-
rethe von [ in xo an dem Punkt x gegen f(x), wenn auf & € (xg,z) bzw. (x,x0) die

Folge (If’;ﬁm — 20|" )nen, gleichmdfig gegen Null konvergiert. q.e.d.
Satz 7.41. Fir jede Potenzreihenfunktion f(x) = Y " a,z™ mit Konvergenzradius
R > 0 und jedes |xo| < R hat die Taylorreihe von f(x) in xo einen Konvergenzradius
nicht kleiner als R — |xo|, und konvergiert auf B(zo, R — |zo|) gegen f.
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Beweis: Wegen Beispiel [7.4] - ) stimmen bei g = 0 die Ableitungen von f bis zur
Ordnung N mit den entsprechenden Ableitungen von Zn o @nx™ iiberein. Deshalb sind
Tho= ZfLO apx" die Taylorpolynome von f bei 2o = 0 und f ist dort die Taylorreihe.
Dann folgt die Aussage aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihenfunktionen (ii). q.e.d.

Definition 7.42. FEine Funktion f € C*°(I) heifst reellanalytisch bei xq, falls die Tay-
lorreihe bei xy einen Konvergenzradius gréfer als Null hat und auf einer Umgebung
von xo gegen f(x) konvergiert. Sie heifst reellanalytisch, wenn das fir alle xo € I gilt.

Also sind alle Potenzreihenfunktionen im Inneren ihres Kovergenzbereiches reell-
analytisch. Umgekehrt sind alle reellanalytischen Funktionen Potenzreihenfunktionen.

Korollar 7.43F Zwei reellanalytische Funktionen f,g € C*((a,b)) stimmen genau
dann auf (a,b) iberein, wenn ihre Taylorreihen fir ein xo € (a,b) dibereinstimmen.

Beweis*: Die folgenden Mengen sind abgeschlosssen und offen, also (a, o] bzw. [z, b):

{z € (a,a0] | £(t) = g0Vt € [w, 2]}, {y € [r0,b) | F(£) = g0Vt € [z0,9]}. a.ed.

Beispiel 7.44. (i) Alle Polynome und die Funktionen exp,sin, cos, z +— a® sind reell-
analytische Funktionen auf ganz R.

(ii) Wegen Satz[§.2§ (iv) gibt es fir jede Potenzreihenfunktion f mit f(0) # 0 und
Konvergenzradius R > 0 ein v > 0, so dass |f(0) /(= | < LT <1 fir alle x € B(0,r)

gilt. Offenbar ist ((])C(—OJ;)" fiir allen € N das Produkt von " mit einer Potenzreihe

inx. Dann ist auch Zn O(f(o}a;(x))” eine Potenzreihe, die fir x € B(0,r) absolut
gegen 5 (0) O 1(1))“(0) f( konvergiert, weil x — > 7 x" %m auf x € B(0,1)
stetig 1st. Aus dem Identitdssatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt, dass der Quotient
zweter Potenzreihenfunktionen reellanalytisch ist, solange beide Potenzreihenfunktio-
nen absolut konvergieren und der Nenner nicht verschwindet. Also sind alle rationalen

Funktionen und tan und cot auf dem Definitionsbereich reellanalytisch.

oo\ e B e x  fira >0, () pn(2)e % firz >0
(i) Fiir f(x) = {0 firxz <0 gilt () = {O firxz <0

mit einem Polynom p, vom Grad 2n, das induktiv definiert ist durch

pn-i—l(%) = x_g(pn(%) _p;z(%))a bo = 1.
Wegen der 2. Regel von L’Hopital und der Monotonie von e* gilt fiir o, 5 > 0:
: Inz _ 7: oz : eXp(_x_a) Inz _
Ay = iy mw =00 Jp T =l e (e (L A2R) =0

1 -1 ..
—e tir x>0 ) )

Fiir allen € N ist dann x +— < * J stetig, und wegen dem Mittelwertsatz
0 firxz <0

f € C(R). Die Taylorreihe von f verschwindet bei xo = 0 mit allen Ableitungen. Also
ist f bei xg = 0 nicht reellanalytisch aber auf R\ {0}.



Kapitel 8

Das Integral von Funktionen
f R—K

8.1 Regelfunktionen

Zunéchst definieren wir das Integral fiir sogenannte Treppenfunktionen.

Definition 8.1 (Treppenfunktion). Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir jedes
Intervall I C [a,b] einschlieflich der Intervalle, die nur aus einer Zahl bestehen, heifit

1 Il I
x»—>{ falls x €

:la, bl — K,

i fa,b 0 sonst
charakteristische Funktion von I. Ihre endlichen Linearkombinationen in B([a,b], K)
heifen Treppenfunktionen und bilden eine Unteralgebra. Die Grenzwerte in B(|a, b],K)
von gleichmdflig konvergenten Folgen von Treppenfunktionen heiffen Regelfunktionen.

Fiir jedes Teilintervall I C |a, b] ist [a, b]\ I entweder ein Intervall oder eine disjunkte
Vereinigung von zwei Intervallen, von denen jedes einen der beiden Randpunkte a oder
b enthilt. Dann ist [a,b] eine disjunkte Vereinigung von zwei oder drei Intervallen,
von denen eines [ ist. Weil die Schnittmenge von zwei Intervallen entweder leer oder
ein Intervall ist, ist [a,b] auch fiir endlich viele Teilintervalle I; C [a, ] eine disjunkte
Vereinigung von endlich vielen disjunkten Intervalle J; C [a,b], so dass jedes I; die
disjunkte Vereinigung von endlich vielen J; ist.

Satz 8.2 (Definition des Integrals). Fir jede Treppenfunktion f auf [a,b] und jede
Zerlegung von |a, b] in eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen J;, auf denen
f jeweils konstant ist, hingt folgendes Integral und nicht von der Wahl der J; ab:

b
/a f(z)dz = Zyef“a’b” yZJijfl[{yH |J;|, wobei |J;| die Intervallinge von J; ist.

83
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Beweis: Fiir jedes y € f[[a,b]] ist die Summe der Intervallingen von f~![{y}] un-
abhéingig von der Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Intervallen. q.e.d.

Satz 8.3 (Integral und Hauptsatz fiir Regelfunktionen).

(i) Eine Funktion f : [a,b] — K ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es Funktionen
v (a,b] - K and w : [a,b) — K gibt, und fir jedes x € [a,b] und jedes
e >0 end >0, sodass |f(y) —v(z)] < € fir alle y € (x — §,2) N [a,d]
und |f(y) — w(x)| < € fir alle y € (xr,x +0) N [a,b] gilt, d.h. lim,_,,_ f(y) =
v(x) and lim,_,,+ f(y) = w(z). Die Regelfunktionen bilden eine Unteralgebra von
B([a,b],K), die C([a,b],K) enthdlt und unter f — |f| invariant ist.

(ii) Jede Regelfunktion f hat hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

(iii) Das Integral setzt sich zu einer eindeutigen linearen Abbildung von der Unteral-
gebra aller Regelfunktionen in B([a,b],K) nach K fort, die folgendes erfillt:

LU@Mw

(iv) Fir eine Regelfunktion f ist F : [a,b] — K mit F(y) = [? f(x)dx lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstante || f|l und genau bei den x € (a,b) differenzierbar, bei
denen v(x) = w(z) gilt. Dort gilt F'(x) = v(x). Also ist F' genau dann auf (a,b)
differenzierbar, wenn F' € C(la,b],K) und wir f = F' wdhlen kénnen.

b
g/,ﬂ@uxgw—aWﬂu-

Beweis: (i): Sei f : [a,b] — K keine Regelfunktion. Dann gibt es fiir ein € > 0 keine
Treppenfunktion g auf [a, b], die folgendes erfiillt:

|f(z) —g(x)] <e fiiralle z € [a,b].

Aus Treppenfunktionen ¢ auf [a, “T*b] und auf [“TH’, b] die diese Ungleichung auf ihren
Definitionsbreichen erfiillen, kénnen wir eine solche Treppenfunktion g auf [a,b] zu-
sammensetzten. Also gibt es eine Folge von Intervallen ([a,,b,])nen auf denen keine
solche Treppenfunktion existiert, so dass [a,1,bn11] jeweils entweder [a,, @] oder
[@ntba b1 und [a1,bi] = [a,b] ist. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip enthélt
MNnenl@n, bn] genau ein x € [a,b]. Dann ist die Bedingung in (i) bei z nicht erfiillt, weil
fiir hinreichend grofies n sonst die Funktion g, die auf (—oo, x) N[ay, b,] gleich v(z), auf
(x,00]N[ay, by] gleich w(x), und bei x gleich f(x) ist, obige Ungleichung auf = € [a,,, by,
erfiillt. Jede Funktion f, die die Bedingung in (i) erfiillt, ist also eine Regelfunktion.

Fiir jede Regelfunktion f € B([a,b],K) gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B(la,b],K) mit || f — g[|c < 5. Fiir jedes z € [a,b] wéhlen wir 0 > 0 so, dass g auf
(x—9,z)N[a,b] und (z,z+ ) NJa, b] konstant ist. Dann ist der Abstand zwischen zwei
Funktionswerten von f auf (x—4, z)N[a, b] oder (z, z+0)N[a, b] jeweils kleiner als €. Das
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gilt fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewéhlten 6 > 0. Fiir gegen x konvergierende
Folgen (z,)nen in (—o0,z) N [a,b] bzw. in (z,00) N [a, b] sind (f(x,))nen Cauchyfolgen
mit Grenzwerten v(x) bzw. w(z). Dann gilt (i) fiir f. Die letzte Aussage von (i) folgt.
(ii): Wenn z nicht zu den abzihlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer gleichméBig gegen
f konvergierenden Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
d > 0 so dass die Abstande zwischen zwei Funktionswerten von f auf (x—d, z+49)N|a, b]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzédhbar vielen Punkten unstetig.

(iii): Fiir Treppenfunktionen folgt die Ungleichung in (iii) aus der Dreiecksungleichung.
Fiir eine Regelfunktion f konvergieren dann die Integrale von allen Folgen von Trep-
penfunktionen, die gleichméflig gegen f konvergieren, gegen die gleiche Zahl. Deshalb
setzt sich das Integral eindeutig zu einer Abbildung von den Regelfunktionen nach K
fort, und diese Fortsetzung ist auch linear und erfiillt die Ungleichung in (iii).

(iv): Fir < y € [a,b] gilt [F(y) — F(z)| < [Z|f(t)|dt < |y — x| - || f]lso- Also ist F
lipschitzstetig. Aus |f(t) — z| < € fiir t € (x,y) C [a, b] folgt

Fly) - F(x)
y—x

1

<
ly — x|

/y|f(t)—z|dt< €.

Wegen (i) sind mit z = v(y) bzw. z = w(z) die Grenzwerte limy,_ bzw. lim,, Null.
Also ist F' genau bei den z € (a,b) differenzierbar, bei denen v(z) = w(x) = F'(z) gilt.
Gilt das fiir alle 2 € (a,b), dann definieren wir f(z) = v(z) = w(z) fiir = € (a,b) und
f(a) = w(a) und f(b) = v(b). Fiir jedes x € [a, b] und jede Folge (&, )nen in [a, z)U(z, ]
mit lim &, = x konvergiert dann (f(&,))nen gegen f(z). Fiir jedes n € N gibt es ein
Tn € [a,z) U (z,b] mit max{|z, — |, |f(zn) — f(Z,)|} < |#» — z|. Dann konvergiert
(2n)nen gegen x, und (f(#n))neny mit (f(zn))nen gegen f(z). Also ist f stetig. Das
entsprechende F in (iv) erfiillt F” = f = F' und F(a) = F(a), also F = F. q.e.d.

Ubungsaufgabe 8.4. Zeige, dass reelle monotone Funktionen Regelfunktionen sind.

8.2 Technik des Integrierens

In Definition (8.16)) wird das Integral auf eine Unteralgebra R|a,b] von B([a,b],
erweitert, die die Regelfunktionen enthélt. Wenn fiir ein f € Rla,b] ein F' € C([a, b]

R)
,R
existiert, das auf (a,b) differenzierbar ist mit F’ = f, dann gilt fir alle [z, y] C [a, ]

)

/ " F(t)dt = Fly) — F(a), / iyt = — / " Flt)dt = F(x) — F(y).

Definition 8.5 (Stammfunktion). Auf einer offenen Teilmenge von R heifit eine diffe-
renzierbare Funktion F mit F' = f Stammfunktion von f und wird [ f(x)dx bezeichnet.
Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist auf einem Intervall konstant.

Beispiel 8.6. (i) [a%dz = zot!

o7 +C fiira # =1 und entweder a € N oder z € (0, 00).
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(ii) [ idz =Inl|z|+C firz#0.

(iii) [e*dr =e” + C.

(iv) [ade = g5 + C fira € (0,00)\ {1}.

(v) [ cos(z)dz = sin(z) + C.

(vi) [sin(z)dx = —cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —In|cos(z)| + C firz & {(n+ 1)m | n € Z}.
(viii) [ cot(z)dz = In|sin(z)| + C fir z & {n7 | n € Z}.

(ix) [ 5zde = arctan(z) + C.

(x) [ r=zde = arcsin(z) + C fir v € [-1,1].

Substitutionsregel 8.7. Sei f € C([a,b]) und ¢ : [a, B] — [a,b] eine stetige auf (o, B)
differenzierbare Funktion, so dass ¢' € Rla, 5]. Dann gilt

?(8)

/f(¢(t))¢’(t)dt— (/ f(x)dx) op+ C, /j f(¢(t))¢’(t)dt—/¢ f(2)dz.

(@)
Beweis: Wegen dem Hauptsatz hat f eine stetig differenzierbare Stammfunktion
F. Also ist (F o @) = (F'o¢)-¢. Weil Rla,b] eine Unteralgebra von B([a, b],R) ist,
die C([a,b]) enthilt, folgt (F" o @) ¢ = (fo¢) ¢ € Rla, 5] und die Aussage. q.e.d.
Wenn ¢ bijektiv ist, konen wir auch umgekehrt schlieflen:

Korollar 8.8 (Transformation der Variablen). Sei ¢ : [a, 5] — [a,b] bijektiv, stetig
und auf (o, B) differenzierbar mit ¢ € Rlo, f] und f € C([a,b]). Dann gilt

twie =  [ro@sea)es ¢, [ f@de= [ foe)dndqed
[~ ) [t

~(a)
Beispiel 8.9. (i)
b 1 ab+8
/ flat + B)dt = a/ f(z)dx

a+pB
Insbesondere ist das Restglied der Taylorformel im Beweis von Satz[7.3§

F0) = Taal) = 9(0) —glaw) = [ (0t = [ 20— gyas

o o

1
= M/f("ﬂ)(xo +s(x —x0))(1 —s)"ds mit t=ux0+ s(x — o).

n!
0
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(ii)

/R (2, Vaz +5) do = /R (=t ) 2t + C

firn € Nya,b € Rya # 0 und einer Funktion R(-,-) in zwei Variablen. Wir
substituieren t = Var +b = axr +b=t" — x = % und dx = %t"fldt.

et —e

(iii) mit den FPunktionen sinhz = = und coshx = <E— gilt

/R (x, Va? + 1) dr = /R(sinht, cosht) coshtdt + C

mit der Substitution x = sinht,v/x? + 1 = cosht und dx = coshtdt.

(iv)
/R (:1: Va? = 1) dr = + / R( cosht, sinh ¢) sinh tdt + C

mit der Substitution x = =+ cosht, je nachdem ob x in [1,00) oder (—oo, —1] liegt.
Dann gilt /22 — 1 = sinht und dx = =+ sinh tdt.

v)
/R <:c, Vv1-— x2) dx = ¢/R(j:cost,sint) sintdt + C.

mit der Substitution x = +cost,\/1 — 2?2 =sint und dr = Fsintdt.

‘ 1—12 92t 2dt
/R(cosx,81n:£)d:1?—/3<1+t2’1_|_t2) 1+ ¢ e

mit der Substition t = tan (£) ,x = 2arctan(t) und dv = 2%, so dass gilt

THE
) — sin? (

) + sin? (

(vi)

1—¢2 _cosz(
1+ 2 _COS2(

(vii)

) — cos(x) und 2t _ 2 cos (£) sin (£)
) 1+t2  cos? (%) + sin? (%)

= sin(x).

N8 (N8
N8 (N8

2 2 _
/R(coshx,sinhx)dx:/R(t +1,t 1> ﬂ—i—C’

2t 2t t
mit der Substition t = *,x = In(t) und dx = 4.

Partielle Integration 8.10. Seien f,g € C([a,b]) auf (a,b) differenzierbar mit ', g’ €
Rla,b]. Dann gilt

/fg’d:c = fg— /f’gdx+(1, /ab fodz = f(b)g(b) — f(a)g(a) — /ab Fyda.
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Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel.q.e.d.

Beispiel 8.11. (i) [In(z)dz = xIn(z) — [ z2de = z(In(z) — 1) +C.

(i) [V1—a22de =2v1— 22+ X/dex—i—C:x 122~ [ o=t
— [V1—2%dx = ‘“12*12 + arcs;“(x) +C  also f_ll V1-— x2d33 =7

(iii) [a"edx = 2"e* —n [ 2" tedx

d:z:—i—C’

v 2" cosxdr = x"sinxz —n [ 2" sin zdz.
v 2"sinxdr = —x"cosx +n [ 2" cos zdzx.

Partialbruchzerlegung 8.12 (Integration von rationalen Funktionen f(x) = ggg)

1. Faktorisierung des Nenners. In der Algebra K[z| der reellen bzw. komplezen
Polynome heifit q(x) € Klz| Teiler von p(z) € Klz], wenn es ein r(z) € Klz] mit
p(x) = q(z)r(z) gibt. Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt Q(x) € Clx] in
ein Produkt von Polynomen ersten Grades. Rx] ist in C[z] enthalten, und Q(x) € Clz]
ist genau dann reell, wenn Q(x) = Q(Z) fir alle x € C gilt. Deshalb sind die komplezen
Nullstellen von Q(z) € Rx] entweder reell oder komplex konjugierte Paare. Dabei ist

(x — x0)(z — To) = 2% — 2R(z0)z + |20|* € Rlx]. Also zerfillt Q(z) in Rlx] in

= C’H(x — ;)i H(x2 +pjr+q) mit pj2~ —4g; < 0.

Wenn wir P(x) und Q(x) durch den Koeffizienten C' von Q(x) teilen, wird C' = 1.

2. Polynomdivision. Wir beschreiben zuerst die Zerlegung von Q(x) und die Berech-
nung der Summanden. Lemma zeigt dann, dass die Zerlequng immer moglich ist.

Wenn der Grad des Zdhlers P( ) nicht kleiner ist als der Grad des Nenners, dann
subtrahieren wir von P(x) der Reihe nach das Produkt von solchen Monomen Sjxt mit
Q(z), so dass sich jeweils der Grad der Differenz um Eins erniedrigt. Damit konnen
wir solange fortfahren, bis der Grad der Differenz niedriger ist als der von Q(x). Dann
haben wir das Polynome S(x) und ein Polynom R(x) bestimmt, dessen Grad kleiner ist

als der von Q(x), so dass P(x)—S(z)Q(z) = R(x) bzw. ggg = S(x)+ R(z  gilt. Wedl im

Grenzwert |x| — oo alle anderen Summanden in Lemma (8.1

Q(I) ’Uerschwmden,

stimmt dieses Polynom S(x) tatsdichlich mit dem aus Lemma |8.15 diberein.
Danach bestimmen wir die Koeffizienten aj, by und c;, mit dem Ansatz

R(z) e - ajiw + by
= — +
Q(x) Z,; (@ — )k ZJ:; (* + pjz + ¢;)!

Wenn wir beide Seiten mit Q(x) multiplizieren, erhalten wir eine Gleichung zwischen
2 reellen Polynomen. Durch Finsetzen von geeigneten Werten von x (Nullstellen von
Q(x)) und druch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Zahlen aji, by und c;y.
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P(x)
Q(z)
schreiben als eine Summe eines komplexen Polynoms S(x) und Summanden von

der Form =, wobei (x — x;)* Teiler von Q(z) sind und cy, € C.

Lemma 8.13. (i) Fine rationale Funktion mit komplexen Koeffizienten lifit sich

laﬁt sich schreiben als eine Summe eines reellen
a]l:c—l-bﬂ

(@ +pjztaq;)'’

(x — z;)F und (2% + pjx + q;) reelle Teiler von Q(z) sind mit aji, by, cix € R.

(ii) Eine reelle rationale Funktion £ Q

Polynoms S(x) und Summanden von der Form (xf’;j_)k und wobei

Beweis: (i) Sei x; eine k-fache Nullstelle vom Nennerpolynom Q(x), d.h. Q(x) =
(x — z;)kq(x) mit q(x;) # 0. Dann hat P(z) — s((;ii))q(x) bei x = x; eine Nullstelle.
Deshalb gibt es ein p(z) € Clz] mit P(x) = 2% q(2) + (x — 2;)p(x). Es folgt

q(;)

P(x) I;((jii))q(“’) +(z —zi)p(z) I;((ff; n p(x)
Qz) (z — 2)lq(x) C(—m) (- ) ()

Der Grad des Nenners von dem zweiten Summanden ist daber um Eins kleiner als der
Grad von Q(x). Indem wir diese Formel mehrfach bei allen Nullstellen von Q(x) auf
diesen Rest anwenden erhhalten wir als letzten Summanden ein Polynom S(x).

(ii) Fiir reelle Nullstellen x; von Q(z) sind die Koeffizienten in (i) reell. Deshalb geniigt
es ein analoges Vorgehen fiir Teiler Q(z) = (2? 4+ pjx + q;)'q(x) von Q(x) anzugeben,

T
wobei q(x) an den komplexen Nullstellen x1 o = TREVETG o g2 + pjr + q; nicht

verschwindet. Dort verschwindet P(z) — (ax + b)q(x) genau dann, wenn

o = an+b g = az+b
— 1 P(z1)  P(z2) _ 1 P(za) P(z1)
4= iz <q(w1) q(z2) > b= T1—T2 (ml glz2) — T2qm) )

gilt. Weil P(x) und q(x) reelle Koeffzienten haben, gilt P(x) = P(z) und q(x) = q(Z).

Dann folgt (1;(;11))) = 202 s 7 = xy. Deshalb sind a und b reell mit

a=——2=5(2n)) b=R(L) +

\/4qj —p]z q(z1) q(z1) \/4qj

Wieder gibt es ein p(z) € Rlx] mit P(z) = (ax + b)q(x) + (z* + pjx + ¢;)p(x) und

S

q(z1)

P(z) ar+b p(z)

Q(z)  (+pz+q) (22 +px—+q) lq(z)

Nach mehrmaligem Anwenden erhalten wir als Rest ein reelles Polynom S(z). q.e.d.
dx _{ln]w—xl\—i-c firk =1

(x —x;)k -+ C  sonst.

3. Termweise Integration. /
(k—1)(z—z;)*
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/ (ax +b)dz ﬁln(:c2+p:c+q)+( —%)fx2+m+q+c fiir 1 =1
(

22+ pr + q)! 20— 1)(x2+m+q)z T+ ( ap) f (w2+p$+q)z +C  sonst.
2 2z+p _
VI (e -
T+ pr + 2z+p 2(21-3 da
( P 2 DA @ pet T T =) (3g—p%) J @ ipetgl T T C [#1

Beispiel 8.14. [ f(z)dz mit f(z) = —2x5+ziixl+2x 2

1. Faktorisierung des Nenners. z* —1 = (x — 1)(x + 1)(2% + 1).
2. Polynomdivision.

20° 42t 22 420 —2 =20+ 1)(z* — 1) + 2 + 4o — 1

—2z(2* — 1)
=o'+ 2% +4r -2
—@—1)

=22 4+4r—1

P tdr —1=ci(z+1D)(@* + 1)+ oz — D) (2® + 1) + (ax +b)(z — 1)(z + 1)
Finsetzen vonx =1 und x = —1 ergibt 4 =4c; und —4 = —4cy alsocy =1 und cp = 1.
Koeffizientenvergleich von x3 und 2° ergibt 0 = ¢, +cy +a und —1 = ¢; — ¢y — b. Dann
folgt a = -2, b=1 und f(x )—2x+1+—+x—ﬂ+;22"f;1.

3. Termweise Integration.

/f(x)dx =2 +z+In|z — 1| +In|z + 1] — In(z* + 1) + arctan(x) + C.

8.3 Riemannintegrable Funktionen

In diesem Abschnitt erweitern wir das Integral auf eine gréflere Klasse von Funktionen.
Dabei machen wir wesentlichen Gebrauch von der Monotonie des Inte%rals von reellen
Treppenfunktionen: fiir Treppenfunktionen f < g in B([a,b],R) gilt [ fdx < f gdx.

Definition 8.15 (Unterintegral und Oberintegral). Fir f € B([a,b],R) heifst

[r=sn] ['so
7f = inf{/abg(x)dx

Offenbar gilt [ f < T f. Unserer Zugang zum Riemannintegral iiber Treppenfunktio-
nen weicht von dem Standardzugang etwas ab, beschreibt aber die gleichen Funktionen.

g Treppenfunktion mit g < f } Unterintegral von f und

g Treppenfunktion mit g > f} Oberintegral von f.
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Definition 8.16 (Riemannintegral). Eine Funktion f € B(]a, b] R) heifit riemannin-
tegrabel, wenn ff ff gilt. Diese Zahl heifst Riemannintegral f fdx von f iber [a,b].
Die Menge aller memanmntegmblen Funktionen auf [a b] bezeichnen wir mit Rla,b.

Fir f € Rla,b] definieren wir [, f(x)dx = — f f(x

Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z- Achse hegt offenbar in
dem Intervall | f f, f f] und ist fiir f € R[a,b] das Riemannintegral f flx

Definition 8.17 (Partition). Eine Partition p von |a,b] ist eine Zerlegung von [a,b] in
eine endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Teilintervallen [a,b] = [;U...UL,.
Die Feinheit ||p|| der Partition p ist das Mazimum der Intervallingen. Die Menge aller
Partitionen von [a,b] bezeichnen wir mit P|a,b).

Fiir jede Partition p € Pla,b] bilden die Linearkombinationen von xy,...,Xxr,
einen endlichdimensionaler Teilraum von B([a, b], R). Fiir f € B([a, b], R) enthélt dieser
Teilraum ein kleinstes Element g mit g > f und ein grofites Element h mit A < f:

9= sup f(x)x h= Z;fo

i zel;

Thre Integrale heifen Obersummen S(f, p) f gdx und Untersummen s(f, p) f hdz.

Definition 8.18 (Verfeinerung). p’ € Pla,b] heifit Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
alle Intervalle von p' in einem Intervall von p enthalten sind. Wir schreiben dann p’ C p.
Fiir p1,...,pn € Pla,b] besteht die gemeinsame Verfeinerung pyN...Np, € Pla,b] aus
allen nichtleeren Schnittmengen Iy N ... N I, von Intervallen Iy € py,..., I, € p,.

Lemma 8.19. (i) Wenn p' Cp gilt s(p, f) < s(p/, f) und S(p', f) < S(p, f).

(ii) Fir p,p" € Pla,b] gilt s(p, f) < S/, f).

Beweis: (i) Die den Partitionen p und p’ entsprechenden Treppenfunktionen erfiillen
mit h < f<gund ' < f<g auch h < ¢ und fir p’ Cpsogar h < h < f<g <g.
Dann folgen (i) und (ii) aus der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen.q.e.d.

Satz 8.20 (Kriterium von Darboux). FEine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann
riemannintegrabel, wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b] gibt mit S(p, f)—s(p, f) <€

Beweis: Fiir f € Rla,b] und € > 0 gibt es p/,p” € Pla,b] mit S(p”, f) — s(p/, ) < e.
Fiir p = p' N p” folgt S(p, f) — s(p, f) <SG, ) — s(p', f) < € aus Lemma [8.19 ().
Wenn es fiir jedes € > 0 ein p. € Pla,b] gibt mit S(p., f) — s(p., f) < € dann ist

0< Tf —if < S(pe, f) — s(pe, f) < infesge = 0. Also gilt dann auch if = [f.q.ed.
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Beispiel 8.21. (i) Fir eine Regelfunktion f und eine Treppenfunktion g folgt g —
e < f<g+eaus||f — g/l < € Die entsprechende Partition p € Pla, ]

erfillt S(p, f) — s(p, f) < fab(g + €)dr — f:(g —e)dz < 2¢(b—a). Also sind alle
Regelfunktionen riemannintegrabel.

(ii) Die Summe ) X1, mit I, = (Tﬂrl,%) ist auf [0,1] riemannintegrabel, aber

keine Regelfunktion, weil sie bei x = 0 nicht die Bedingung (i) in Satz[8.9 erfiillt.

1 i b
(i) Fir f(z) = 4. froe®in@

0 firxela,bl undz & Q
mit positwer Intervalllinge sup,c; f(x) =1 und inf,e; f(z) = 0. Also ist [f =0
und Tf =b—a und f € Rla,b].

ist auf allen Teilintervalle I C |a, b

8.4 Kriterium von Riemann

Definition 8.22 (Riemannsummen). Fir p € Pla,b] und Zwischenpunkte § € I; X
... x I, heifst R(p, f,€) = fab Yoy f(&)xndx Riemannsumme von f beziiglich p und €.

Aus der Definition von s(p, f) und S(p, f) folgt fur f € B([a,b],R) und p € P|a, b]

inf{R(p, f,&) | £ € hx...xIn} = s(p, f) sup{R(p, f,§) | £ € ix...x I} = S(p, f)-

Satz 8.23 (Kriterium von Riemann). f € B([a,b],R) ist genau dann riemannintegra-
bel, wenn es ein A € R und fir jedes e > 0 ein § > 0 gibt, so dass |R(p, f,£) — A| < €

fiir alle p € Pla,b] mit ||p|| < d und Zwischenpunkte & gilt. Dann gilt A = fab f(z)dz.

Beweis: Fiir jede Funktion f € B([a,b],R), die das Kriterium von Riemann erfillt,
gibt es fiir alle € > 0 eine Partition p € Pla, b] mit S(p, f) —s(p, f) =

=sup{R(p, f,§) | €€ 1 x...x I,} —inf{R(p, f,&) | £ € x...x I} < 2e.

Dann ist das Kriterium von Darboux erfiillt. Erfiille umgekehrt f € B([a,b],R) das
Kriterium von Darboux. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € Pla, b], so dass S(p, f) —
s(p, f) < § gilt. Seien Iy,..., I, die Teilintervalle von p mit positiven Intervallingen
||, ..., |In], und 6 = min{m, |I1], ..., |In|}. Jedes Teilintervall einer Partition
p' € Pla,b] mit [|p/|| < ¢ ist entweder in einem Teilintervall von p enthalten, oder
enthélt Punkte am linken oder rechten Rand eines der Intervalle I4,..., I,. Also sind
hochstens 2n Teilintervalle von p’ nicht in einem Teilintervall von p enthalten. Es folgt

S, f)=s@, f) < S, f) =5, f)+2fllec-2n-0 <5+ 5 =€
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Fiir alle Zwischenpunkte £ von p' gilt s(p/, f) < R(p, f,€), fab fz)dz<S(p', f). Es folgt

b
‘R(p’,f, £) —/ flx)dz| < S, f)—s, f) <e q.e.d.

Stimmen von zwei Partitionen p, p’ € Pla, b| die Inneren der Intervalle iiberein, so gilt
R(p, f,€) = R(pY/, f,&) fiir gleiche Zwischenpunkte £. Deshalb ist unser Zugang zum
Riemannintegral dquivalent zum Standardzugang.

Korollar 8.24. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

n—oo

b n
/ f(x)dx = lim b_T“Zf(ajLi%t(b—a)).

Beweis: Fiir die Partitionen p, = {[a,a+(b—a)), [a+L(b—a),a+2(b—a)),...,, [a+
nT_l(b_a))> b]} bzw. Prn = {[a7 a+%(b—a)}, (a—i_%(b_a)? a_'_%(b_a)]? SRR R) (a+ nT_l<b_
a)),b]} in Pla, b] mit mit den Zwischenpunkten & = a + =4(b—a) fir i = 1,...,n ist
|pn|l = &=¢. Die Aussage folgt aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.25F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
[a,b] (2.B. QN [a,b]) dbereinstimmen, dann gilt f;f(x)dx = f; g(x)dx.

Beweis*: Weil jedes Teilintervall von positiver Intervallinge einer beliebigen Partition
p € Pla,b] immer Elemente einer dichten Teilmenge von [a,b] enthélt, konnen die
Zwischenpunkte immer aus einer dichten Teilmenge gewéahlt werden. q.e.d.

Satz 8.26 (Eigenschaften des Riemannintegrals).

(i) Rla,b] ist eine Unteralgebra von B([a,b],R) die die Regelfunktionen und C([a,b])
enthdlt. Die Abbildung Rla,b] — R, f f; fdx ist R-linear.

(i) Rla,b] enthilt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € R[a,b].

(iii) Monotonie: Fir f,g € Ra,b] folgt aus f < g (d.h. f(x) < g(z) fir alle x € [a,b])
f; fdx < fab gdz. Insbesondere gilt |fab fdx| < f; |fldx < (b= a)|f]lco-

(iv) Normierung: f; lder =b— a.
(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € C(R), dann ist go f € Rla,b].

(vi) Intervall Additivitit: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:

b c b
f € Rla,b| <= [ € Rla, ] N R]c,b] und / fdx :/ fdx+/ fdx.
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(vii) Sei f € Rla,b] und (an)neny und (by)nen Folgen in [a,b] mit lim, . a, = a und
lim,, .o b, = b. Dann konvergiert (f:: fdx)nen gegen fab fdx.

(viii) Gleichmdfige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
[ einer gleichmdfig konvergenten Folge (fn)nen in Rla,b] liegt auch in Rla, b
und die Folge (f; fndx)pen konvergiert dann gegen fab fdx.

Beweis: (i) Fiir f,g9 € B([a,b],R) und p € [a, ] gilt
S(p, f+g9) < S, f)+ S(p,g) und —s(p, f+9) < —=s(p, f) — s(p, 9)
Daraus und aus f(z)g(z) — f(y)9(y) = g(x)(f(x) — f(y)) + f(y)(9(z) — g(y)) folgt

Sp. f+g9)—sp. f+9) <SS, f)—sp, f)+ S g) —sp,g)
S, fg) — s, f9) < lgllee(S(p, £) — s, £)) + 1 fllc(S(p, 9) — 5(p, 9))

Aus f,g € R[a,b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € R[a,b]. Wegen
Beispiel (i) ist jede Regelfunktion riemannintegrabel und damit wegen Satz
auch jede stetige Funktion. Die Linearitit des Riemannintegrals folgt aus der Linearitét
des Integrals von Treppenfunktionen.

(ii) Fir p € Pla,b] seien g = a < x1 < ... < x,_1 < , = b die entsprechenden

€

Teilintervallendpunkte. Fiir monoton steigende f folgt aus [|p|| < HOE)

n

S(p, f) = s(p, ) < D _(fla) = flwima)) (2 — 2im) < |lp] Z f(xi) = f(zia) <e

i=1

Das Kriterium von Darboux zeigt f € Rla,b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fiir f € Rla,b] seien f*(z) = 1(f(z) £|f(x)]). Dann folgt

0 <sup{f*(x) |z € L}—inf{fF(2) |z € I} <sup{f(z) |z € L;}—inf{f(2) | z € L;}.

Also gilt S(p, f£) — s(p, f*) < S(p, f) — s(p, f) fiir alle p € Pla,b]. Dann folgt f* €
Rla,b] und damit auch |f| = fT — f~ € R]a, b] aus dem Kriterium von Darboux.

(iii) Aus f,g € Rla,b] mit f < g folgt fabf(:v)d:v =[f<[g= f: g(z)dx.
(iv) Fur f = 1(konstant) gilt S(p, 1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € Pla, b].
(v) Sei f € Rla,b] und g € C(R). Dann ist g auf [—|| flec, || flleo] gleichméBig stetig.

Also gibt es fiir jedes € > 0 ein 0 > 0, so dass |g(z) — g(2')| < 3oy AUS |z —2'| < § mit

2,2 € [=| flloo, |/ lloc] folgt. Sei [|gl|oe = max{|g(x)| | + € [=[flloc, [l/loc]}- Wegen dem
Darbouxkriterium gibt es fiir f € Ra,b] ein p € Pla, b mit S(p, f) — s(p, f) < ﬁ.
Wir zerlegen die Summe S(p,g o f) — s(p,g o f) in die Summe iiber Teilintervalle I;,
auf denen sup,;, f(z) — inf,ey, f(2) < 6 gilt, und die Summe iiber Teilintervalle I;,

auf denen sup,¢;, f(x) — infzer; f(x) > 0 gilt. Aus der Wahl von ¢ folgt, dass die erste
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Summe nicht groBer ist als 57 -(b—a) = 5. Weil die Summe der Teilintervalllingen
p.f

in der zweiten Summe nicht grofer ist als w, ist die zweite Summe nicht grofler

als (S(p, ) — s(p, f))2”gH°° < 5. Also gilt S(p,go f) —s(p,go f) <eund go f erfiillt
das Darbouxkriterium.

(vi) Fiir jedes p € Pla,b] entspricht die Verfeinerung p N {[a, ¢), {c}, (¢,b]} € Pla,b]
einem Paar von Partitionen in Pla, ¢] x Plc,b]. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkrite-
rium.

(vi) Wegen (vi) und (iii) gilt | [ f(z)de — [ f(z)dz| < (an —a+b— by)[|f]loo-
(viii) Fir p € Pla, b] folgt mit f = (f = fn) + fn aus dem Beweis von (i)

S(p, f) = s(p, f) < Sp, f = fo) = so, f = fu) + S(p, fu) — s(p, fn)

<
<200 = a)llf = fallo + S(p; fn) — s(p, fn)-

Fiir e > 0 wihlen wir zuerst n so grof}, dass || f — fulleo < ey 8ilt, und dann p € Rla, b
so dass S(p, fn) — s(p, fn) < § gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux.

Andererseits folgt fiir f, f, € Rla, b] aus der Monotonie | f b f Ydx — f fo(z)dz| <
(b—a)||f = fulloo- Also konvergiert f fa(z)dx)en gegen f f(x q.e.d.

8.5 Differentiation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.27. Sei f € Rla,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

/ab F(a)de = /ab Fl(2)ds = F(b) — Fla).

Umgekehrt ist F(y fy x)dx fir f € Rla,b] lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
| flloo und bei den x € (a, b) dzﬁerenzeerbar mit F'(x) = f(x), bei denen f stetig ist.

Beweis: Fiir alle p € Pla, b] enthilt wegen dem Mittelwertsatz jedes Teilintervall mit
Abschluss [z;_1, ;] einen Zwischenpunkt & mit f(&)(x; — xm1) = F(x;) — F(z-1)
und R(p, f,§) = F(b) — F(a). Aus dem Kriterium von Riemann folgt fabf(:n)d:x =
F(b) — F(a). Die zweite Aussage folgt wie im Satz (iv) aus Satz [8.26] (iii). q.e.d.

% l . O
Beispiel 8.28. (i) Sei 1l < o <2 und F(z) = || sin fiir x #
fir x = 0.

Dann ist F fiir x € R\ {0} differenzierbar mit

||

F'(z) = a% sin (1) — B cos (1).
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Wegen |w} = |z|*sin (£)] < |z[*7 ist F mit F'(0) = 0 auch bei x = 0

differenzierbar. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf allen

Umgebungen eines Punktes nicht beschrinkt sind, und die nicht riemannintegrabel sind.

(ii) Sei f(x) = ! fura: 20 Dann ist f auf allen kompakten Intervallen rie-
-1 firx< 0

mannintegrabel. Offenbar gilt F(x fo = |z|. Also sind nicht alle Integrale von

riemannintegrablen Funktionen dzﬁerenzzerbar.

Satz 8.29 (Restglied der Taylorformel in Integralform). Sei f € C([a,b]) auf (a,b)
(n + 1)-mal differenzierbar mit auf [a,b] stetig fortsetzbaren Ableitungen f',..., f™
und f"Y € Rla,b]. Dann gilt fiir alle xo,v € [a, b]

T £(n+1)
F(@) = T (2) = f(2) —Zf )t = / fn—!(t)(x—t)”dt.

Beweis: Wir definieren g(t) = >} _, f“:, D(z—t)* fiir ,t € [a,b]. Dann ist g auf (a, b)

differenzierbar mit ¢’ € R[a,b] und es gilt wie im Beweis von Satz [7.3§]
" S GRIOT
(@) = Toao () = g(@) = g(x0) = | ¢(O)dt = | ———=(z—1)"dL. q.e.d.
To o .

Satz 8.30 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)? 1nf f (r) < 5= f fdx < sup f(z)
z€[a,b)

gilt fiir f € Rla,b] und 7 f fdx = f(xo) fir f € C’([a, b]) mit einem xy € (a,b).
Beweis:* Wegen infcoy f(z) < f < supwe[a b} f(z) folgt die erste Aussage aus der

Monotonie. Wenn f stetig 1st folgt fir F(x f f(t)dt aus dem Mittelwertsatz
f(xo) = F'(x0) = M f f(z)dz mlt xo € (a,b). q.e.d.

8.6 Uneigentliches Integral

Wir erweitern das Riemannintegral auf offene und unbeschriankte Intervalle.

Definition 8.31. Fine Funktion f heifit uneigentlich riemannintegrabel auf dem of-
fenen (nicht notwendigerweise beschrinkten) Intervall (a,b) C R, wenn f auf allen
kompakten Teilintervallen riemannintegrabel ist, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide
Grenzwerte lim,_qy [ f(t)dt und lim,_,— [ f(t)dt existieren.

C 1
Beispiel 8.32. (i) / —d:[' /—d aDeoT T fiir o #
1n|I|+C' fira=1

Also existiert der Grenzwert limg_, o f1 ti dt nur fir o > 1 mat floo x%dx = —.
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— +C  fira#1
(ii) / —dx. /—d (a=T)ae=T fir a#
In|z|+C fira=1
Dann emstzert der Grenzwert lim, o fl Ldx genau dann, wenn o < 1 mit

fol —dx = =. Wegen (i) folgt dann, dass [;° ~dx fir kein o existiert.

T

<1 1 _
(iii) /_Oo T2 dzx. / T2 dx = arctan(x) + C.
Also folgt [

1 : 1
1+$2 —Lodr =7 aus lim,_, o4 f pdt = 5 =lim, o IN dt.

Verschiedene Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
einige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim,_,;_ fax f(t)dt

Cauchykriterium: lim, ., f f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a,b) gibt, so dass fiir alle a < ¢ < d < e < bgilt | [] f(z)dz| <e.

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, ., fa f(t)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf € (a,b) beschrénkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim,_,— [ f(£)dt
wenn lim,_,— [ g(t)dt existiert.

Definition 8.33. Eine Funktion f auf einem offenen (unbeschrinkten) Intervall heifst
absolut riemannintegrabel, wenn |f| riemannintegrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ’ fab f (x)dx’ < f(f |f(z)|dz.

Alle absolut riemannintegrablen Funktionen sind also auch riemannintegrabel.

Satz 8.34 (Integralkriterium fir Reihen). Fir monoton fallendes f : [1,00) — (0, 00)
ist (D p_y S fl x)dzx)pen eine konvergente monoton fallende Folge positiver Zah-
len. Fiir alle m<n G N gilt

[ e < 3710 < )+ [ gy

Die Reihe (3 f(n))nen konvergiert genau dann, wenn [ f(x)dz < co. Dann gilt:

/f d:c<2f < fa /f

Beweis: Fiir m < n € N sei p,,, € P[m,n] die Partition [m,m+1)U...U[n —1,n].
Dann ist offenbar Yp_ .\ f(k) < 8(Dmn, £) und SDmm, f) = g (k). Also gilt

k=m

—_

n—

S k) /()dmg 1(k).

k=m+1

>
Il
3
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Fiir n = m+1 zeigt die linke Ungleichung f(m-+1)— fm+1 f(z)dr <O0dass (> ;_, f(k)—
[{" f(z)dz)nen monoton fillt. Durch Addieren von f(m) bzw. f(n) folgt die zweite
Aussage Mit m = 1 ist die vorangehende Folge nach unten durch (f(n)),en beschrankt,
also positiv, und wegen dem Monotonieprinzip konvergent. Im Grenzwert n — oo folgt
die dritte Aussage aus dem Monotonieprinzip und dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.35. (i) Der Grenzwert (3. - )nen heifit Riemannsche ¢-Funktion und ist
genau dann konvergent, wenn f1 ; dx exzstzert Also fiir s > 1. Dann gilt

1 =1 1
— 1 )
s—1<§(s> Zns s—1

n=1

(ii) Die Folge Y,_, +—In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zah-
len. Der Grenzwert y = limy, o0(3j_; 1) — In(n) wird Eulersche Konstante genannt.
Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.

(iii) Wegen (i) ist die Funktion ((s) =>_ " n~* fir s € (1,00) konvergent. Die Folge

fu(s) = l B dx
k

— ks$ . xs
ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge von
Funktionen. Weil die folgende Formel auch fir s =1 gilt

-1

"dr n'*—1 exp((l—s)lnn) i 1—5)

. T8 1—s 1—s P ’
ist das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € R. Wegen der rechten Ungleichung
der zweiten Aussage von Satz[8.34, Satz[5.27 und weil s — m~* fiir alle m € N auf

€ (0,00) monoton fallend ist, konvergiert sie fiir alle € > 0 auf [e,00) gleichmdfig
gegen eine stetige Funktion. Auf s € (1,00) ist wegen (i) der Grenzwert gleich

o) [ = -

s s—1"

Also ist  lim (((s) — -5) =, weil fir s =1 gilt

s—1+
1 : — 1
g&ﬁjz—l )Zﬂg< E—m<0—*

(IV) (Z (n+1)lns(n+1 ) < 00 = fQ $1n dl‘ = fln 1 dt < o0 ~ s> 1.
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(V) Nach Euler ist die I'-Funktion definiert durch [(x) = / et
0

Dieses Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich. Wir zerlegen es in fooo = fol + floo.
Auf t € (0,1] st der Integrand beschrinkt durch e~ 't*~1 < e~'*~! < t*~1. Deshalb
konvergiert das erste Integral fiir x —1 > —1 <= 1 > 0. Wegen e 't ! =
exp(—t+(x—1)1In(t)) und weil fir alle e > 0 im Grenzwert lim,_,, der Ausdruck—et+
(x — 1) In(t) negativ ist, konvergiert das zweite Intgeral fiir alle v € R. Also ist I'(x)
fiir alle x € (0,00) definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R
/ e dt = —eHT|IZR 4 x/ e 't 1dt.

Im Grenzwert ¢ — 0 und R — oo erhalten wir fir alle v € (0,00) die Funktional-
gleichung T'(x + 1) = aT'(x). Mit T'(1) = [~ e~'dt = 1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)

8.7 Die Konvergenz von Taylorreihen

Satz 8.36 (Abelscher Grenzwertsatz). Wenn die Potenzreihe (Y. anx™)nen, fir ein
x € K konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihenfunktion t — a,(tz)" auf
t € [0, 1] gleichmdfig gegen eine stetige Funktion von [0,1] nach K.

n€eNp

Beweis: Indem wir a,, durch a,x™ ersetzen kénnen wir x weglassen. Zur Abkiirzung
setzen wir Sy, = Z:’Sﬁ 41 @n- Wegen dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes
e >0ein N € N so dass |S,, x| < € fiir alle m > N und alle £ € N gilt. Dann folgt

m-+k
D ant” = Spat™ ™+ (Sma — St + L+ (S — Smp—)E

n=m+1

= St (™ — ™) L S (TR ) e S (BT TRy S R

Fiir t € [0, 1] sind die hinteren Faktoren ¢™+!—¢m+2 gm+2_ym+3 - gmtk=1_ymtk gmik
alle nicht negativ und ihre Summe gleich ¢ < 1. Aus |S,, x| < € folgt also

m~+k

Z antk

n=m+1

< (Tt g2 g2 gtk gmthy — gt < e fiiralle t € [0, 1].

Also konvergiert die Potenzreihe auf ¢ € [0, 1] gleichméBig, und damit wegen Satz
gegen eine stetige Funktion. q.e.d.
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(—2)"

im Konver-

Beispiel 8.37. (i) Fiir alle 7 € (0,00) hat z+ f(z) =—)
=1

nxy
o0 - n 1
egemzbereich |x| < xo die Ableitung f'(x) = g ( n?l = . Also stimmt sie mit
= To T+ X

f(z) = In(z+xz¢) —1In(zg) dberein. Deshalb sind sowohl In also auch log, auf (0, c0) reel-

lanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz Y - (_i)n = —In(2).

(ii) Fir o € R und zo € (0,00) (xo € R\ {0} fiir o € ZN(—0o0,0)) hat

z— f(z) = i (Z) xg "™ mit (z) _ole _n(li—l()a — IL ) (g) =1

n=0

wegen dem Quotiententest den Konvergenzradius R = ——— =|xo|.  Die

lim o=
|zo|(n+1)

n—oo

= [« = [a—1
Ableitung ist  x +— E ( )nxg‘_”:t”_l =« E ( )xg‘_l_”x”. Wegen
n n
n=1 n=0

(a;l)_f_(z:i) _ (a—l)(a—QL.!..(a—n+1)(a_n+n> _ (Z) (aal) B (§>

ist (wo + ) Yooey (1) ag T mam = 3000 (@) g 2. Dann erfillt f die Differential-
gleichung (zo + x)f" = af mit f(0) = z§. Also verschwindet die Ableitung von
fx x4+ xo)f(x) —af(x
o= TE gy @) ol
(xo + ) (x + x0)
Dann folgt aus Satz[7.16 (i), dass f(z) = (x +x0)* fir alle |x| < zy gilt. Also sind fir
a € R die Funktionen x — x% auf (0,00) und fir o € Z auf R\ {0} reellanalytisch.

(iii) Die Ableitungen der Umbkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind
wegen (1) im Inneren ihrer Definitionsbereiche reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

arcsin’ () = i (_n%) (—1)"z?" arccos’ (z) = — i <_n§> (—=1)"z?"

=0 mitg(0)=1

n=0 n=0
arctan’(z) = Z(—l)”x% arccot’(z) = — Z(—l)”xQn.
n=0 n=0

Wegen Beispiel[7.4) (v) sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

‘ o 1 (_1)n$2n+1 T 0 1 (_1)nx2n+1
arcsin(x) = Z ( n2> om 1 arccos(z) = 5 Z ( n2) o1
n=0 n=0
o (1)t T ©° (—1)ng2nt!
arctan(z) = Z ontl arccot(z) = 5 Z SR

3
Il
o
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Wegen Beispiel[7.18 gilt x > In(1 + x) fiir x > —1. Dann folgt

(e () = GE25) = ((-3) (=3) -+ (-30)
(b s (B ey L (Y

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fir x = £1 und die letzten
beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen Grenzwert-
satz gelten die obigen Gleichungen dann auch fir x = £1. Insbesondere ist

iy o> ()5

Satz 8.38. Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C'((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xo € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f])nen
aufSerdem gleichmdf$ig gegen g konvergiert, dann konvergiert (f,)nen gleichmdfig gegen
eine Funktion f € C'((a,b)) und es gilt f' = g.

Beweis: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle z, 29 € (a,b) und alle n,m € N

(@) = fn ()] < | fulzo) = frm(@o)| + |2 — 2ol sup{| £, (y) — fr.(W)] | y € (a,0)}.

Wegen Satz konvergiert (f,)nen gleichmifig gegen eine Funktion f € C((a,b)).
Wegen dem Mittelwertsatz gibt es fir alle x # x1 € (a,b) eine Folge (&,)nen in (x,27)
bzw. (x1,z), so dass f,(x) — fo(x1) = (v — x1) f}(&,) fir alle n € N gilt. Wegen dem
Auswahlprinzipien von Bolzano-Weierstrafi konvergiert eine Teilfolge von (&,),n gegen
£ € [z, 1] bzw. £ € [x1, z]. Weil g wegen Satz stetig ist und wegen

(&) = 9(O] < 1f1(&n) — 9(&a)l + 19(&n) — 9(E)],

konvergiert die entsprechende Teilfolge von (f,(&,)),y gegen ¢(&). Also konvergiert
(fu(®)),en gegen f(z) = f(x1) + (x — 21)g(§). Aus der Stetigkeit von g folgt, dass f
bei z; differenzierbar ist und g(z1) die Ableitung f’(x;) ist. q.e.d.

Korollar 8.39F Sei (> f!)nen eine gleichmdfig konvergente Reihe in C((a,b)) auf
dem beschrinktem Intervall (a,b) und (3 fu(zo))nen konvergent mit x¢ € (a,b). Dann

konvergiert (3 fu)nen gleichmiflig gegen f € C1((a,b)) und (3 f/)nen gegen f'.q.e.d.

Satz 8.40 (Satz von Borel). Sei (a,)nen, €ine beliebige Folge in R. Dann gibt es eine
Funktion, deren Taylorreihe bei xg = 0 gleich Y %a™ ist, und die auferhalb von
(—2,2) verschwindet. D.h. alle Potenzreihen sind Taylorreihen einer solchen Funktion.
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Beweis™:
1 fir [z| <1
Sei h(z) =< exp (exp ( xﬁ1> ~ 2:|1x|) fir 1 < |z] <2
0 fir 2 < ||

Dann ist h € C*(R) eine 'Hutfunktion’, die auBerhalb von (—2,2) verschwindet, und
die auf [—1, 1] gleich 1 ist. Fiir alle n € N existiert dann eine Konstante M,, > 0

My, = max{ || loo, 17 llocs - - 1AVl }

mit h, : R - R, x> 2" h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (ay,)nen,

An

= |an|M, +1 und (1) = —
Mo+l wnd () =

ho(Cy - ) fiir alle n € N.

0 fir m #n

Auflerdem gilt
a, firm =n.

Fiir alle n, m € Ny gilt dann f{™(0) = {

la,|M,C™ O™+l

|an| <
nlCn nlCn

lCn

1
Tnln (mHOO_ <= fiir alle n > m € Nj.
n!

1™ 0o =

Also konvergiert fiir alle m € Ny (X L]C,(Lm))nel\;0 gleichméfig. Wegen Korollar konver-
gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (X f,)nengs (Zf) ) nengs - - - 5 (2 fT(Lm))neNO gleichmé-
Big gegen f, f',..., f™. Also ist der Grenzwert f = > °°  f, eine Funktion in C*(R)
und es gilt f0™(0) = a,, fiir alle m € N. q.e.d.
Beispiel 8.41. (i)* Die Funktionx — Y n+1) ==l

und hat dort keine Nullstellen. Deshalb definiert f : R - R, x>

on in C*(R). Die Ableitungen bei x = 0 heiffen Bernoulli Zahlen By = f(0) =1, By =
f'(0)=—1,.... Dann hat f die Taylorreihe f(z) =Y oo B2 Aus (e* — 1) f(z) ==

eine Funkti-

folgt n=0 n!
00 n [e's} co n—1
(54) (52) S5t
n=1 n=0 n=1 k=0

Wegen Beispiel|7.44| (it) ist f reellanalytisch, und es gilt die folgende Rekursionsformel

1 " /n+1 1 n+1
RSN ,;0 ( f )Bk 0 also B, < f >Bk und By

)
_I_
=
™

k=0

Aus f(x)—f(—x)= emx_ Tt e—f—l = erx—l + 13:_669: =—x folgt Bay+1=0 fiir alleneN.
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(ii)* Wegen Beispiel (i) ist tan reellanalytisch. Er hat bei xy = 0 die Taylorreihe

e — e e 4] -2 e —1) 2(e?® + 1) — 4o
tan(z) = = — = —1= —1=
Z(ezx + e—w}) 62’LI + 1 €4zz —1 €4zz —1

1 21x dax 2, 920 _ 42
= — — -9 :E —_1an2n71.
T <€2w -1 R et — 1 zx) e (2n)! (=1)"Bane

(iii)* Wegen Beispiel (i) ist cot reellanalytisch. Er hat bei xg = 0 die Taylorreihe

em + efzx 6211 ‘I‘ 1 2 ‘I‘ 6211 _ 1 221.

xcot(z) = W S W S = +x =
. 92n > 92n
= 2iwBy + 1 + Z ) 1)"Bgnx2" = Z )l (—1)"BQn.2:2”
n=0 )
Also folgt cot(x) 2 (—1)"By,z*!
so folgt cot(x) = — — (= T
g (2n)! 2
—1
1 1 2
(iv)* Wir betrachten die Reihe  f(x) Z (x T n> = + % rxrﬂ

Sie konvergiert fir e > 0 auf x € B(0, E) \ U ( (n,ne) U B(—n,ne)) gleichmdflig mit
G

9 1
f(x)— 2+Z$2_n2+z —m2 —n2)

neN mneN
1 4 4q? 472 422 1
:ﬁ+z <x2—n2+(x2—n2)2>+ Z (xQ_nQ _xQ_m2> 2 —m2
neN m,neN,n#m
1 4 4a? 812 1
- P+Z <x2—n2+(x2—n2)2>+2 22— 2 Z 2 —m2
neN neN meN\{n}
1 4 4 6% —6n+6n* ) 5 . o 6
2 +Z (xQ—nQ T (2—n2)? (mQ—n2)n2 ) =—f(z)—a” mit « :Z n2
neN neN
n—1
1
Dabei hab lgendes benutzt: 2
abei haben wir folgendes benutz nENZ\{}m — n;( m+n)+

1 1 /1
S (e l+2nk+n)=—;(m+n) >i-tem

I=1— —1
und zuletzt Satz[8.38 Durch Integration iber dx folgt

Ldx 'd
arccot(g):—/(i 1 /f2+22—a/dx:ax—l—0.
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Weil f Polstellen bei x € 7 und cot bei wZ hat folgt o = m und C € nZ und damit

1,1 21 |
f(z) = weot(mx) cot(x)= %f( )= _+Zm (Partialbruchzerlegung von cot ).

Durch mehrmaliges Anwenden von Satz erhalten wir dann fir alle v € R\ Z

1 1 1
t(z) = — .
cot () 7rf7+z(x—7rn+m+7m)

neN

cot'( :———Z( (z — mn)? (:c+17m)2> '

neN

—1)kk! (—1)*K! (—1)*K!

{)(g) = L .
cot™™ (z) R T nEZN (z — mn)kHt + (z + 7n)F+
Der Vergleich mit der in (iii) berechneten Taylorreihe bei xo = 0 ergibt

1 w2 22(=1)By, n? 1 4929B, 7t
2) = —_— =~ = 4) = — = -
<2 n2 2 2l g W Zn4 2 4l T 90
neN neN
1 7T2k 22k(_1)k¢sz (_1)k—122k—132kﬂ.2k
2%k) = E = _ ) '
C(2k) 2 T 5 (k)] 2)! fir k e N

(v)* Fir eine Nullfolge (ay)nen konvergiert das Produkt [, (1 4 a,) wegen den Ei-
genschaften von In genau dann, wenn die Reihe (> In(1+ a,))nen konvergiert. Wegen
Beispielm (2) und Satz 7.5 gilt fir alle k € No und fir alle v mit |z| < 3

Ch k!
|1'|k+1 mit Cj = sup =2

In(1+2x)— —_— _
(k+ 1! o<1 |1+ s+

n=1
Also konvergiert das Produkt [],.y(1 + a,), wenn fiir ein k € Ny die Reihen

>~ an)nens - -+ (O aF)pen und (3 \an\kﬂ)ne;\r konvergz’ergn

Insbeondere konvergiert das Produkt f(z) = x H 1— :1:_) fiir alle x € K mit
n?

@) 1 2 2w 1 | 1
C R Ve :ﬁ%m:ﬁ%@—n*xm) T et
Also verschwindet die Ableitung von S:rrf((m und wegen 1(0) =1 =sin(0) folgt
flz) = singr—mc)7 sin(z) =nf(2) = H ( ) (Produktzerlegung von sin).
Fiir x = % erhalten wir die sogenannte an)Nrmel von Wallis:
SRR TR ) S TR | { (R R T
1 33557 S (2n—=1)(2n+1) 4 4n? sin(§) 2
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