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1 Vorwort

Die Theorie der Normalformen in der Lehre der Differentialgleichungen beschéftigt sich damit, be-
stimmte Differentialgleichungen durch einen geeigneten Variablentausch in eine einfachere Form um-
zuwandeln. Dies ist besonders in der Bifurkationstheorie hilfreich, da Differentialgleichungen vor den
notwendigen Untersuchungen auf ihre vereinfachte Normalform gebracht werden konnen.

Eine dhnliche Herangehensweise an Differentialgleichungen kennen wir bereits aus der Vorlesung Dy-
namische Systeme und Stabilitdt im Kapitel Linearisierungen. Dort erhalten wir aus dem Satz von
Grobman und Hartmann die Aussage, dass wir eine Differentialgleichung mit hyperbolischem Fix-
punkt in eine vereinfachte Form umwandeln kénnen und so Aussagen iiber das Verhalten des Systems
treffen konnen. Diese Aussage liefert uns auch die Theorie der Normalformen in einer abgewandelten
Form, wie wir spéter sehen werden.

2 Einfiihrung in die Bifurkationstheorie

Im folgenden fithren wir kurz Bifurkationen ein, um den Zusammenhang zur Theorie der Normalformen
erkennen zu kdénnen.

Definition 2.1
Sei f: R” x R¥ — R” und f € C'. Betrachte die Differentialgleichung

a' = f(z,€), VecRF

Es ist keine Bifurkation in € = ey gegeben, wenn Ve; € R* in einer beliebig kleinen Umgebung um eg
folgendes gegeben ist:

Es existiert ein Homomorphismus A : R® — R" und eine stetige Funktion o : R x R® — R mit
t — a(t,x) und streng monoton steigend in x € R, sodass

hpy(x)) = o0y (R(x)) VEER"

gilt, wobei p;(2), Y (z) : R — R Lésungen dieser linearen Anfangswertprobleme sind:

{ f«; i(‘;”’e(’) und { ﬁ( 5 i(ﬁ’q)

In anderen Worten, entsteht eine Bifurkation an € = ¢g, wenn in einer beliebigen kleinen Umgebung
VoL €q ein € existiert, so dass die Losungen der Gleichungen

x = f($,€0) und z’ = f(x>€0)

nicht durch einen Homomorphismus ineinander iibergefiihrt werden kénnen und dabei ihr qualitatives
Verhalten beibehalten.

3 Einleitende Beispiele

Das Vorgehen des Uberfiihrens einer Differentialgleichung oder einer Familie von Differentialgleichun-
gen in ihre Normalform werden wir zunéchst anhand des folgenden Beispiel betrachten.

Beispiel 3.1
Sei f: R — Rmit f € C*® und f(0) = f/(0) = 0. Betrachte folgende Familie von Differentialgleichun-
gen:

¥ =ex+ f(z), VeeR (3.1)
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Diese Gleichung wollen wir nun iiber einen geeigneten Variablentausch in eine einfachere Form umwan-
deln. Zudem erkennen wir hier direkt den Zusammenhang zur Bifurkationstheorie. Denn hierbei wére
es interessant zu liberpriifen, ob sich das qualitative Verhalten der Losungen der Differentialgleichung
fiir unterschiedliche € in einer Umgebung um den Ursprung, der zugleich offensichtlich ein Fixpunkt
der Differentialgleichungen ist, stark veréindert, also Bifurkationen entstehen oder nicht.

Zunichst betrachten wir die Taylor Reihe von f am Ursprung und erhalten:
' = ex 4+ ax® 4+ ba® + ... (3.2)

Nun fithren wir den bereits angesprochenen Variablentausch, jedoch noch in Abhéngigkeit von Para-
metern «, 3, ... durch:
r=y+ay®+ By’ + ... (3.3)

Wir bemerken, dass nur wenn die Reihe in (3.3) einem positiven Konvergenzradius besitzt, bzw. wenn
sie ein Polynom ist, der Variablentausch in einer ausreichend kleinen Umgebung um den Ursprung in
dieser Form méglich ist. Durch die Substitution von (3.3) in (3.2) erhalten wir:

Y (1+2ay + 38y + ...) = e(y + ay® + By*) + a(y® + 2ay”) + by® + ...

Nun kénnen wir die Gleichung direkt nach 3" auflésen und den Zéhler nach dem Grad des Exponenten
in y sortieren.
, ey + (ea+a)y® + (2ac + b)y® + ..
N 1+ 20y + 30y? + ...

Da wir uns in einer kleinen Umgebung um den Ursprung befinden, kénnen wir die geometrische Reihe

> 1
> (—r)F= T it <1,
=0 +r

nutzen. Also da wir y klein withlen, sodass |2ay + 38y? + ...| < 1 gilt, kénnen wir schreiben:

Y = (ey + (ea + a)y® + (2acc + b)y® + ...)
X [1—2ay —3By* — ... + (2ay + 36y> + ..)% — ..]

Diese Gleichung multiplizieren wir nun aus und sortieren die einzelnen Terme nach dem Grad des
Exponenten von y.
Y =ey+ (a—ea)y® + (b—2ea® — 2e0)y> + ...

Zur Vereinfachung der Gleichung wihlen wir nun o und f so, dass die Koeffizienten von 32 und y?3
verschwinden und vernachlédssigen alle Terme, in denen die Potenz von y einen héheren Grad als 3

hat. Dies miissen wir selbstversténdlich iiber einen Fehlerterm beriicksichtigen. Wir wéhlen o = ¢ und

2 .
8= % —a? = % — %, wobei € # 0 gelten muss, und erhalten:

y =ey+o(y°) (3.4)

Hierbei erinnern wir uns, dass wir fiir eine Funktion g : R* — R, g(x) = o(]|z||¥) schreiben kénnen,

ﬁiﬁl — 0 fiir  — 0 gilt. Fiir n = 1 gilt dann natiirlich g(z) = o(x*).

Wir haben es also geschafft, die von f abhéngige Familie von Differentialgleichungen (3.1) in eine lineare
Familie von Differentialgleichungen (3.4) umzuwandeln, die in einer ausreichend kleinen Umgebung
um den Ursprung das urspriingliche System exakt genug approximiert, sodass qualitative Aussagen

getroffen werden kdnnen.

wenn

Dieses Beispiel betrachten wir nun am allgemeinen Fall.
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Beispiel 3.2
Sei A € M, eine Matrix und f : R” — R” eine Funktion mit f € C* und f(0) = dof = 0. Wir
betrachten nun die Differentialgleichung:

¥ = Az + f(x).

Wie im Beispiel 3.1, nutzen wir den Variablentausch = = y + h(y), wobei h : R™ — R” eine differen-
zierbare Funktion ist mit hA(0) = dph = 0. Dann gilt:

¥ =y +dyhy’ = (Id+ dyh)y (3.5)

Im Gegensatz zur geometrischen Reihe, miissen wir nun jedoch die Neumannsche Reihe,

i (Id+ B)~ (3.6)

k=0

nutzen. Hierbei ist B eine beliebige quadratische Matrix mit ||B|| < 1. Da dph = 0 ist, gilt fiir die
Matrix dyh in (3.5) mit ausreichend kleinem y, dass ||dyh|| < 1 ist, und es folgt aus (3.6), dass (Id+dyh)
invertierbar ist. Wir konnen also schreiben:
y' = (Id+ dyh)~"a’
= (Id+ dyh) " [A(y + h(y) + f(y + h(y))]

Und aus (3.6) folgt auch, dass

= (Id — dyh + ...)[Ay + Ah(y) + f(y + h(y))]

= Ay + Ah(y) + f(y + h(y)) — dyh Ay — dyhAh(y) — dyhf(y + h(y)) + D

Fiir den néchsten Schritt fithren wir zunéchst die Menge H,, , ein. Diese besteht aus allen Funktionen
p: R™ — R" so dass jede Komponente ein homogenes Polynom vom Grad m ist. Homogene Polynome

sind Linearkombinationen von der Form wZ” ol mit,

23

EeN, iy, .gixe{l,..,n} und my+..+mp=m. (3.8)

Offensichtlich ist H,, , ein Vektorraum iiber R. Nun kénnen wir f und i wie in Beispiel 2 iiber ihre
Taylor Reihe umschreiben in:

= fot f3+...
f=fa+f3 (3.9)
h=hy+hs+..
mit fp, hym € Hpp o, und m > 2. Indem wir die Taylor Reihen in (3.7) einsetzen erhalten wir:
y' = Ay + [Ah2(y) + fo(y) — Dyha Ay]
(3.10)

+2Ahk )+ gr(y) — Dyhy Ay

wobei jede Funktion gi : R™ — R™ nur von hg,...hx_1 abhingt. In diesem Schritt haben wir neben
dem Einsetzen der Taylor Reihe auch nach dem Grad der homogenen Polynome sortiert. Denn wir
wollen nun alle Terme in (3.10) aufer Ay gleich null setzen indem wir geeignete ho, hg, ... wihlen. Wir
versuchen also sukzessive die Gleichungen

Dyho Ay — Aha(y) = fa(y)

und

Dyhi Ay — Ahy(y) = gi(y)
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mit k > 3 fiir ha, hs, ... zu losen. Die Gleichungen werden homolgische Gleichungen genannt.

Um die Losungen einfacher zu bestimmen, definieren wir die Funktionen
m7n .
Ly" :Hyy— Hyp

mit m > 2, n € N und
(L5 h)(y) = DyhAy — Ah(y).

So kénnen die homologischen Gleichungen geschrieben werden als:
L%"hy = fo und LE"hy =gp, k>3 (3.11)

Die Funktionen LZ’" sind linear und kénnen daher auch in Matrizen geschrieben werden. Da wir die
Linearitdt spiter bendtigen, weisen wir diese kurz nach. Es muss also gezeigt werden:

() (LA (h+ )(y) = (LB () + (L") (), fir b, f € Hpp und y € R?
(ii) (L"AR)(y) = MLY"h)(y), fiir h € Hpy,, und A € R
Beweis:

DL (h+ )))(y) = Dy(h + [)Ay — (A(h + f)(y)
= DyhAy + Dy fAy — Ah(y) — Af(y)

= (L} (W) () + (LY ()

(i) (L} (M) () = DyAfAy — AMF)(y)
— AD, fAy — MAf(y)
= (L (h)(v)

Um die Funktionen L')"" besser zu verstehen betrachten wir ein konkretes Beispiel dazu.

Beispiel 3.3

Seim—n—2undA—(0 1

1 0). Jede Funktion h € Hj > kann geschrieben werden als:
h(z,y) = (az® 4 bry + 92, dz? + exy + fy?),

mit a,b,c,d, e, f € R. Insbesondere gilt dim(Hz2) = 6. Wir wollen nun die Funktion (Li’zh)(x,y) als
Matrix darstellen. Es gilt:

2.2 _ (2ax+by bz +2cy (A dz* + exy + fy°
(Ly"h)(x,y) = <2d$ +ey ex+2fy) \—=z —ax? — bry — cy?

2 2 -
() (") ()
x Ty Y
—a? —zy —y°
o <2xy> e <y2 - ﬂf2> o (—21“@/)

Wenn wir uns die Basis von Ha 9 als

10)-(9)-(0)-(2)-(2) ()
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wahlen, erhalten wir die durch die lineare Funktion Li{z erzeugte Matrix:

0o -1 0 -1 0 O
2 0 -2 0 -1 0
o 1 0 0 0 -1
1 0o 0 0 -1 0
o1 0 2 0 =2
o o 1 0 1 0

4 Der Satz von Poincaré

Wir haben nun ein Verfahren kennen gelernt, welches eine Differentialgleichung in die Form (3.10)
iiberfithrt. Um alle Terme in (3.10) aufer Ay gleich null zu setzen ist es notwendig die homolgischen
Gleichungen (3.11) nach hg, hg, ... aufzuldsen. Da wir gesehen haben, dass die Funktionen L'{"" linear
sind, reicht es aus die Eigenwerte von L')"" zu betrachten. Wenn diese ungleich 0 sind, ist L'{"" inver-
tierbar und die entsprechende homologischen Gleichungen kann gelost werden. Folgende Proposition
gibt uns eine Moglichkeit die Eigenwerte von jeder Funktion L’;"" in Abhéngigkeit der Eigenwerte von

A zu berechnen.

Proposition 4.1
Wenn Ai, ..., A, die Eigenwerte von A sind, dann sind die Eigenwerte von L')"" die Zahlen

_)\k +Zmi)\,—, (4'1)
=1

mit
ke{l,..,n}, mi,..m, € Ng und m; + ... + m,, = m.

AuRerdem, sind die jeweiligen Eigenvektoren von L'y zu den Eigenwerten aus (4.1) die Polynome
"ty g, (4.2)
wobei vy, der Eigenvektor von A zum Eigenwert Aj ist.

Dazu betrachten wir ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4.2
Sei
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und ey, ..., e, die Standardbasis von R", dann ist

Lf’n(az;nl cexptrer) (X, e Ty) =
0
0 /\1%‘1
= [ omizp e ) maaape | |
0 ALn
0

— (@ Ave)

= (M1 + ... + mp ) aitmey — ()" Agey)
n

= Zmi)‘i — A | 2"ty
i=1

Dies zeigt, dass z{"" - - -z e}, € Hy,p ein Eigenvektor von L'}, n zum Eigenwert (D1 miA; — i) ist
und damit genau das was uns Proposition 4.1 bereits vorhergesagt hat.

Mit Proposition 4.1 kénnen wir also anhand der Eigenwerte von A erkennen, ob es homologische Glei-
chungen (3.11) gibt, die nicht geldst werden koénnen. Dies fithrt uns zur folgenden Definition.

Definition 4.3
Der Vektor (A1, ..., A,) ist resonant, wenn es Zahlen k € {1,...,n} und my,...m, € Ng, mit m; + ... +

my > 2, so dass
n
)\k = Z TTLZ)\Z
i=1
Mit dieser Eigenschaft eines Vektors konnen wir nun den Satz von Poincaré einfiilhren und beweisen.

Satz 4.3 (Poincaré)

Sei A eine n x nMatriz und f : R" — R” eine Funktion mit f € C*undf(0) = dof = 0. Wenn
der von den Eigenwerten von A erzeugte Vektor nicht resonant ist, dann kann fiir jedes £ € N die
Differentialgleichung 2’ = Az + f(z) umgeformt werden in

y' = Ay + o(|lyll").

wobei z = y + h(y) ist.

Beweis:

Da der aus den Eigenwerten von A bestehende Vektor (Ag,...\,;) nicht resonant ist, sind alle Eigen-
werte der Funktionen L'{"" nach Proposition 4.1 ungleich null. Dadurch sind alle linearen Funktionen
L' invertierbar und die homologischen Gleichungen in (3.11) kénnen alle bis zur Ordnung k fiir
ha, hs, ..., hy gelost werden. [ |

Nun bleibt nur uns nur noch der Fall zu betrachten, dass der aus den Eigenwerten von A bestehende
Vektor resonant ist. Dazu spalten wir den Raum H,,, auf in H,,, = E @® F, wobei F, der durch
die Eigenvektoren zu den Eigenwerten ungleich null, und F', der durch die Eigenvektoren zu den
Eigenwerten gleich null, aufgespannte Unterraum ist. Wir wissen bereits, dass

LY"E=FE und L}"F=F
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gilt. Daher konnen wir die linearen Funktionen L',"" schreiben als

Lg 0
0 Lgp/)

Wir kénnen auch die Funktionen fa, f3, ... und hg, hs, ... aus (3.9) schreiben als

fE AN
k= k= y = 4.
f fF und h hF furk>2
k k

Und damit nehmen die homologischen Gleichungen in (3.11) folgende Form an:

Lphil = [h =Lg'fy
Lphf = ff Lphi = ff

Wenn wir nun lediglich h in (3.10) substituieren erhalten wir:

Y =Ay + fa(y) — (L3 ha) (y) + ...
=Ay + f3'(y) — (Lehy)(y) + f3 (y) — (Lrhd )(y) + ...
=Ay+ f3 (y) — (Lghs ) (y) + ...

Wir kénnen also die Terme aus F' nicht gleich null gesetzt werden, aufer natiirlich f2F = 0 von Beginn
an. Hierzu betrachten wir kurz zwei konkrete Beispiele, in denen der aus den Eigenwerten von A be-
stehende Vektor resonant ist.

Beispiel 4.4
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

() =% D6) "

Die Eigenwerte der Matrix in (4.3) sind +2i. Nun wollen wir zum einen iiberpriifen ob der Vektor
(—2i,2i) resonant ist und zugleich auch welche Teile der Funktionen LZ”’Q im Unterraum F von H,, 2
liegen. Wir 16sen also die Gleichungen

m12i + ma(—2i) = £2i,
mit my1, my € Ng und m; + mg > 2. Die Losungen sind
m1 —mg = *£1,
und damit ist der Vektor (—2i,2i) resonant. Die Losungen sind die Kombinationen:
(m1,m2) = (1,2),(2,1),(2,3)(3,2), ...

Es bleiben also die Terme der Form xy2, 2%y, 223>, 2332, ... beim Uberfiithrung in die Normalform iibrig.
Wenn man z und y in u und v substituiert erhalten wir aus dem Differentialgleichungssystem(4.3)

v = 2v + a1uv? + agu?v 4 aguvd + agudv® + .
v = —2u + biuv? 4 byuv + bsuv® + byudv® + ..,

mit Konstanten a;,b; € R und 7 € N.

Beispiel 4.5
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

() =G D6 v
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Die Eigenwerte der Matrix in (4.4) sind 2 und 1. Nun wollen wir zum einen iiberpriifen ob der Vektor
(2,1) resonant ist und zugleich auch welche Teile der Funktionen LZ’Z im Unterraum F' von H,y, 2
liegen. Wir 16sen also die Gleichungen

2mi +me =2 und 2my+mo =1,

mit my,mg € Ng und mj + mg > 2. Die einzige Losung davon ist (mq,mg) = (0,2) und damit ist der
Vektor (2,1) resonant und wir kénnen das Differentialgleichungssystem (4.4) durch einen geeigneten
Variablentausch von u und v umwandeln in:

W = 2u + av?,
v = v+ Bv?,

mit Konstanten o, 8 € R

Nun leiten wir vom Satz von Poincaré (4.3) noch eine Erweiterung fiir den Fall, dass der von den
Eigenwerten von A bestehende Vektor resonant ist, ab. Dabei schrinken wir uns darauf ein, dass die
Eigenwerte nur positiven Realteil haben. Insbesondere ist die Matrix A dann hyperbolisch und wir
erhalten aus dem Satz von Grobman und Hartmann bereits die Aussage, dass wir die Differentialglei-
chung in eine vereinfachte Form umwandeln kénnen.

Satz 4.6

Sei A eine n x n Matrix, deren Eigenwerte nur positiven Realteil haben und f : R™ — R" eine Funktion
mit f € C* und f(0) = dpf = 0. Dann kann fiir jedes k& € N die Differentialgleichung =’ = Az + f(x)
umgeformt werden in

y = Ay +p(y) + o(llyll"),
wobei x = y + h(y) und p ein Polynom ist.

Beweis:
Es bleibt uns nur noch zu zeigen, dass p(y) endlich viele Terme unabhingig von k besitzt. Dazu
betrachten wir die Gleichung:

)\j = Z mi/\i (4'5)
i=1
Insbesondere gilt dann auch:

Re();) = Y miRe(\;) (4.6)
=1

Wir nehmen nun einen Vektor (myq,...,my,) mit my,...,m, € No, m; + ... + m,, > 2 und

ZH:M‘ > maXx; Re(Al)
=1 ! mini Re()\,)

Da die Eigenwerte nur positiven Realteil besitzen, erhalten wir :

=1 =1
> max; Re()\l) > Re()\j).

Das zeigt, dass fiir den Vektor (myq,...,m,) die Gleichung (4.5) und dadurch auch (4.6) nicht erfiillt
ist. Die Menge aller Vektoren (my, ..., my,) fir die gilt, dass
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ist endlich. Da keine Vektoren auflerhalb dieser Menge gefunden werden kénnen, die die Gleichung
(4.5) und dadurch auch (4.6) erfiillen, ist die Anzahl solcher Vektoren endlich. |

Damit haben wir neben dem Satz von Poincaré (4.3) noch eine weitere Moglichkeit eine Differential-
gleichung in ihre Normalform zu iiberfiihren kennen gelernt.
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