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1 Einfiihrung

Im vorherigen Abschnitt des Buches wurde gezeigt, dass die Dirchlet-Eigenwerte p,, nicht ausreichen, um die
Funktion ¢ € L? eindeutig zubestimmen. Der Grund dafiir ist, dass die Spiegelung von q die Eigenwerte i,
nicht verdndert (Lemma 1, Kapitel 3).

Das Ziel im Folgenden wird sein, dieses Problem zu lésen. Dafiir werden wir zunachst zusétzliche Grolen &,
einfiihren und dann im weiteren Verlauf zeigen wir, dass p, zusammen mit %, die Funktion ¢ € L? eindeutig
bestimmen.

Wir definieren ,, wie folgt:

B 9n(1,q)
o = o (| 257

Nun wissen wir aus Kapitel 2, dass g, wie folgt definiert ist:

>7n21

Y2 (2, p1n)
gn(xaQ) =
Y2 (-5 10|
Also folgt durch ableiten nach x:
!
/ yQ(xaMn)
gn(x,q) = "
Y2, )l
Nun setzten wir x=1 und x=0 und erhalten:
! !
/ y2(1aﬂn) / y2(07lu’n)
gn(l,q) = ===, g,.(0,q) = ————
[[y2 (-, )| Y2 (-, )|

Zudem wissen wir, dass y5(0, A, ¢) = 1 gilt. Also folgt insgesamt:

il

= log (Iyé(lvun)l)
= log ((—U"yé(l,un))

Die letzte Gleichung folgt dabei aus Korollar 2 (Kapitel 2).

Die Groflen k,, messen somit das Verhéltnis der Ableitungen der Eigenfunktion g,, am Randpunkten z = 0 und
z = 1 und beschreiben damit, wie stark die Losung am rechten Rand ankommt. Deswegen konnen k1, ko, .. als
die ?Endgeschwindigkeiten” der Losung interpretieren werden (vgl. Anfang Kapitel 2).

Kp = log(

2 Theorem 4

Im Theorem 4 betrachten wir nun paar grundlegende Eigenschaften von x,,.

Theorem 4:
Fiir jedes n > 1 ist x,, eine kompakte, reell analytische Funktion auf L? mit asymptotischen Verhalten:

bnla) = 5 {sin(27na), ) + O(-1) = B(n).

Der Gradient ist:

Oknp,
dq(t)

= ay(t,q) — an)ga(t, q) = ﬁ sin(2mnt) + O(%)

Die Fehlerterme sind gleichmiBig auf beschrinkten Teilmengen von [0,1] x L2.

Beweis:

Aus Kapitel 1 und 2 wissen wir, dass y5(1, un(q),q) und u,(q) kompakte, reell analytische Funktionen sind.
Zudem gilt 5 (1, un(q),q) # 0 Vg € L2, Yn > 1 (Kapitel 2).

Somit folgt, dass auch die Funktion ,(q) = log((—1)"v5(1, ptn(q), ¢)) kompakt und reell analytisch ist.



Um den Gradienten gq’zg) zu berechnen, brauchen wir folgende Resultate aus den vorherigen Kapiteln:

Aus dem Theorem 6 (Kapitel 1) folgt fir j=2, x=1:

dyy(1)
dq(t)

= y5(1)y1 (H)y2(t) — y1 (Vw3 (¢)
Da te [0, 1], kann man die Indikatorfunktion 1}y 1)(#) weglassen. Zudem folgt aus dem Theorem:

82/5(1) _ ! ayé(l) _ / ! / !
[ SR = =) [ wimi i) [ o

Aus dem Theorem 2 und 3 (Kapitel 2) folgt:

Ot
dq(t)

= gnlt,q) =
Aus dem Korollar 1 (Kapitel 2) folgt:

1 1
an = 5 sin(2mnx) + O(ﬁ)

Nun berechnen wir den Gradienten é‘?q"(’;) mit Hilfe der Kettenregel:

Okn _ 1 (ayé(l,A,Q) Opin 8y’2(1,,\,q))
dq(t)  y5(1, A, q) o 0q(t) qt) " eun

Im Folgenden kiirzen wir wie bereits oben y5(1, A,¢) mit y5(1) ab. AuBerdem wird nicht an jede Funktion
geschrieben, dass diese bei A = u,, ausgewertet wird. Wir werden jetzt die obigen Resultate einsetzten und
vereinfachen. Also folgt:

Okn 1 <8yé(1) Opin 3yé(1)>
9q(t)  y5(1) \ OX 0Oq(t) ~ Oq(t)
1 1
=5 () [ nOaeras + 40 [0 + G50 O - 130
771 s $)ds yi (1) 12552 7@2
= ([ mma(s)ingd o + L[ iieanad o)+ nomo - i)
_ ' s $)ds) a2 y1(1) . 5 y3(t) _91(1) 2
([ wmsgEn + LB + n @ - Ll
(| n©)dgE 0+ n (o)
0
=~ a2 (0) + au)
= an(t) — [an]QZ(t)
- ﬁsin(%mt) + 0(%)
Bei der sechsten Gleichheit haben wir a,, = y1 (2, un)y2(z, py) verwendet.
Fiir die letzte Gleichung begriinden wir jetzt noch, dass [a,]g2(¢) in O(5) liegt:
Dazu betrachten wir zuerst [ay]:
1 1 1
[an]:/o an(s)dSZA (ﬁsin(%ms)—i—O(%))ds: 0 0(%)@

Die letzte Gleichheit gilt, da fol sin(27ns)ds = 0. Zudem gilt, dass der O(-%) gleichmé8ig in ¢ € [0,1] gilt und
es folgt nun, dass eine Konstante C' > 0 exisitiert, so dass gilt:

e c
ol < | s =15



Somit folgt [a,] = O(Z5).
Nun betrachten wir g2 (¢). Aus Theorem 4 (Kapitel 2) wissen wir, dass:

gn(z,q) = V2sin(mnz) + O(%)

Somit exisiert eine Konstante C' > 0, so dass Va € [0,1] und n > 1 gilt:

90(2,0)| < VI sin(rna)] + = < V34 ©

Der Fehlerterm O() gilt gleichméBig in « € [0, 1], somit ist |g,,(, ¢)| gleichméBig beschréinkt und folglich auch
|97 (. q)|. Also folgt |7 (x, q)] = O(1).

Somit folgt, dass [a,]g2(t) = O(-%). Die GleichméBigkeit der Fehlerterme folgt aus Korollar 1 (Kapitel 2)
und Theorem 4 (Kapitel 2), da die asympototischen Verhalten fiir a,, und g, gleichméfBig auf beschrinkten
Teilmengen von [0,1] x L? gelten.

Um den néchsten Schritt vollstdndig nachvollziehen zu kénnen, zeigen wir zunéchst, dass k,(0) = 0 gilt. Dazu
brauchen wir folgende bereits bekannte Resultate:

L. kn(q) =log((=1)"y5(1, n(a), q)) (oben definiert)

2. yo(x, N\, 0) = % (Kapitel 1)

3. wn(0) = n?7? (Kapitel 2)

Daraus folgt:

#n(0) = log((=1)"y5(1, 12,(0),0)) = log((—1)" cos(nm)) = log((—1)"(~1)") = log(1) = 0
Dies und den oben berechneten Gradienten verwenden wir nun:

ﬁn(q)z/o %Hn(tq)dt

1l 1
—/0 <% sm(27mx)—|—0(ﬁ),q>dt

™

1
— <2i sin(2mna), q) +/O <O(%),q>dt
2

I 1
= %@m(Qﬂnm), q) + O(rT)
2

Es bleibt w, = £](n) zu zeigen, also dass ), - 7%[kn(q)* < oo gilt.

Aus Theorem 7 (Kapitel 2) wissen wir, dass {v2sin(mnz)},>1 eine Orthonormalbasis fiir L? ist. Also gilt
> 14 V2sin(nrz))|? <||g|[2. und somit auch > n>1 14 sin(2nmz))|? < co. Also folgt, dass

Zn2(i<sm(27rnx),q>)2 = (271r)2

2mn
n>1

Z (sin(27nz), q)? < 00

n>1

Zudem 3C > 0, so dass gilt:

C
z:nZO(%)2 < Z 3 <

n>1 n>1

Also folgt (unter Beriicksichtigung folgendender Ungleichung |a + b|? < 2|a|? + 2[b]?):

S rn(@)? = 3 n?ls—(sin(2rnz),q) + O(-5)f < oc

n>1 n>1

und somit

q.e.d.



3 Lemma 3

Lemma 3:
Fir m,n > 1 gilt:

a)

Em d Okp,
b)
<&" i%> _1
Oq dz 9¢ ' 27"
c)
Opim d Opin
<78q ’%Tq> =0
Beweis:

Fiir den Beweis dieses Lemmas benutzen wir folgende Resultate.
Aus Theorem 8 (Kapitel 2) folgt:
Fir m,n > 1 gilt:

1) (9ms 4=97) =0

2) {am, %!JEJ = %5mn

3) (am, La,) =0

Aus obigen wissen wir:

Gaty = an(t,q) — [an]gn(t,q) und 5%

5 = gn(tq)
Nun zeigen wir nacheinander die drei Aussagen:

a) z.z.: (%m 4 IKn)

dq ' dx Oq
Ok d 0Ky, 5 d d
<87q’ %87q> = (am — [am]gm, dxan — [an] dl’gn>
_ i _ i 2\ 2 i 2 i 2
= (am, dxan) [an]{am, dxgn> [am] (G dxan> + [am][an](gm, da:gn>
1 1
= _§[an]6mn + §[am]6’mn

%[an] - %[an],m =n

_ {0, m#mn

=0
Die dritte Gleichung folgt, wenn wir die Resultate aus Theorem 8 (Kapitel 2) einsetzen und zudem wissen, dass
<g?na %an> = 7%5mn gllt, da:

2d _12 / (A2 1 12/
(g gew) = [ @@ = @ @b - [ () @a(w)ie

d 1
=0- <%gfn7an> = _§6mn

Dabei folgt die dritte Gleichung, da g,,(0) = g,,(1) = 0 und somit [¢2,(z)an(x)]s = 0 gilt. Die vierte Gleichung
folgt aus der Symmetrie des Skalarprodukts und dem Resultat 2) aus Theorem 8 (Kapitel 2).

Opn > _

b) z.z.: <8“—"’ pe) = %5mn

aq

&=

<8/<;m i@,un
0q 'dx Oq

) = (am — [anl 5-07)

— i 2\ 2 i 2
- <am’dxg"> [am]<gmadxgn>

= 75mn
2



Wobei fur die letzte Gleichung wieder die Resultate aus Theorem 8 (Kapitel 2) eingesetzt wurden.

Otim iaﬂn 2 i 2\ _
<3q’dm 8q>_<m’dxg">_0

Die letzte Gleichung folgt wieder aus Theorem 8 (Kapitel 2). q.e.d.

4 Theorem 5

Im Lemma 1 (Kapitel 3) haben wir bereits gesehen, dass die Eigenwerte 1(q) = (p1(q), #2(g), -.) nicht aureichen,
um ¢ eindeutig zu bestimmen. Deswegen formulieren wir nun eine neue Abbildung, fiir die wir zeigen werden,
dass sie q eindeutig bestimmt.

Dafiir betrachten wir die Abbildung

q— K(q) = ('%1’ K2, )a
die nach Theorem 4 jedem q € L? eine Folge in einen Hilbertraum ¢? der reellen Folgen € = (1, €9, ...), fiir die
3,5 n2e2 < oo gilt, zuordnet.
Kombinieren wir diese x-Werte mit den Dirichlet-Eigenwerten u, so erhalten wir die Abbildung

q— (k(q), (),

die von L? in den Produktraum ¢% x S abbildet.
Diese Abbildung wird eine wichtige Rolle spielen bei der Losung des inversen Dirichlet Problems. Nun werden
wir, wie bereits angekiindigt zeigen, dass durch diese Abbildung g eindeutig festgelegt ist.

Theorem 5:
Die Abbildung s x p: L? — ¢2 x S ist injektiv.

Beweis:

Um die Aussage zu beweisen, nehmen wir an, dass fiir p,q € L? x(q) = x(p) und u(q) = p(p) gilt. Unser Ziel
ist es also nun zu zeigen, dass aus dieser Annahme ¢ = p folgt.

Wir definieren nun folgende meromorphe Funktion, die nach Theorem 2 (Kapitel 2) bei u,,n > 1 einfache Pole

besitzt:
[yQ(I7>‘aQ) 7 yQ(‘T,)\,p][yQ(l B l’,)\,q*) B y2(1 -, Avp*>]
y2(L, A, q)

Spater werden wir die Residuen dieser Funktion betrachten und argumentieren, dass diese gleich null sein
miissen, weshalb wir dann folgern konnen, dass p = ¢ gilt. Aber um dies machen zu kénnen, miissen wir erstmal
noch paar Sachen einsehen.

Aus der Annahme k(q) = x(p) folgt:

k(q) = K(p) & kn(q) = knlp) Vn
& log((=1)"y5(1, 11 (9), q)) = log((—1)"ya(L, ttn(p), p))
& (=1)"y5(1, pins q) = (=1)"y5(1, fin; p)
& Yo (1, pin, @) = Y5 (1, pin, )

Wobei die vorletzte Aquivalenz aus der Injektivitiit des Logarithmus folgt, da (—1)"45(1, ftn(q), ¢) und (—1)™y5 (1, pn (p), p)
nicht negativ sind (Kapitel 2).

Im néichsten Schritt zeigen wir, dass ya(1 — z, pin, ¢*) = —%ﬁ"’g; gilt:
Yo (L B
Definiere F(x) = y2(1 —x, fin, ¢*) und G(x) = — v2(2:1n9) \Wip yeigen nun, dass F und G dasselbe Anfangswert-

Y5 (Lopin,q) °
problem l6sen, weshalb aufgrund der Eindeutigkgit F(x)=G(x) folgt.

Betrachten wir nun zu erst F:
Setze u(s) = y2(s, tin, ¢*). Dann erfiillt u nach Definition —u"(s) + ¢*(s)u(s) = pnpu(s) und es gilt F(x) =
u(l —z).



Da ¢*(1 — z) = ¢(z) folgt:

—F"(z) + q(z)F(z) = —u" (1 — z) + q(x)u(l — )
=—u"(1-2)+q¢*(1—2)u(l —x)
= ppu(l —z)

= pnF(2)

Also 16st F die Differentialgleichung mit Potential g.
Zudem gilt:

F(x):yQ(l_x7/J'n7q*)7 F/(l‘):—ylg(l—xallmq*)
Also F(1) = y2(0, ptn, q*) = 0,  F'(1) = —y3(0, ptn, q*) = —1.

Nun betrachten wir G:
Da fir yo(x, tn,q) —y" + q(x)y = pny gilt, erfiillt auch G als konstantes Vielfaches von ya(z, fin, ¢) die Diffen-
rentialgleichung:

~G"(x) + 4G(x) = pnG(2)

AuBerdem gilt G(z) = —L2@8n0) - Gr(yy = _ Ya(@ittn:0)

Y5 (1,14n,q) 0 Y5 (Likn,q)

Also G(1) =0,G'(1) = —1.

Somit 16sen F und G dasselbe Anfangswertproblem und somit gilt F = G.
Analoges gilt fiir p.

Somit gilt fiir das Residium der meromorphen Funktion an der Stelle fi,:

W2 (2, fn, @) — y2(2, i, P)][Y2(1 — 2, pir, ¢*) — y2(1 — 2, i, )]
92(1, Hn s Q)

[Y2(2, 11n @) = Y2(@, pin, p)] [~ L 752G — (— LG Ll

:‘)2(17 Hn, Q)

2 (@, tn, @) — y2(@, pn, P))?
Y21, s @)y (1, pin, p)
Die letzte Ungleichung gilt aufgrund von Theorem 2 (Kapitel 2).

Mit denselben Abschéitzungen wie im Beweis von Theorem 3 sehen wir, dass die Voraussetzungen von Lemma
2 fiir die betrachtete meromorphe Funktion fir r, = (n + %)27r2 erfilllt sind. Somit kénnen wir Lemma 2
anwenden und es folgt, dass alle Residuen null sind. Also gilt:

[y2(m7/1/n7 (Z) B yQ(xnun7p)]2
92(1, pn, QY5 (1, i, p)

= 0% y2(x, tin, q) = y2(x, tin, p)

Somit erfiillt die selbe Funktion u, die Gleichungen:
—u" + qu = ppu N —u" + pu = ppu

Daraus folt dann durch Subtraktion der Gleichungen und da u # 0 fast tiberall:

(—plu=0&q=p
q.e.d.

5 Lemma 4

Lemma 4:

Also ist q gerade genau dann wenn x(q) = 0.



Beweis:
Wir beweisen nun die erste Aussage:
Aus dem Beweis von Theorem 5 wissen wir bereits:

y?(l_xa/'[/n(q)aq*):_ /
Mit pn(¢*) = pn(q) (Lemma 1, Kapitel 3) folgt:
* * xz
y2(1*$,un(q )7q ):7 /

Nun leiten wir beide Seiten nach x ab:

i
! * * yQ(xa,u’n(q)vq
—yo(1 — 2, pn(q"), q") = —
2( (@) a) y5(1, 1 (q),
Sei x=0, dann folgt:
!
/ * * y2(07:u’n(q 7q) 1
—Yo(L, pn(q"),q") = — = -

2L n(4),47) Yo (L un(0),0) v (1, palq),q)

Somit gilt:
kin(q") = log((—=1)"15(1, na(q"), q"))

TL;
= log((=)" =)
)

1
—1)"yb(1, pn(q), q)

= —log((—1)"y5(1, tn(q), q))
= —kn(q)

= log((

Kommen wir nun zur zweiten Aussage:
7 =7 qist gerade < q(x) = q(1 — z) = ¢*(x). Also gilt:

k(q) = k(q") & k(q) = —r(q) & 2k(q) =0 = K(q) =0
7 <7 Sei k(q) = 0. Es gilt:

Somit folgt:

Mit Theorem 5 gilt also:
¢ =q<q(1 —2x)=q(zx) < qist gerade
q.e.d.

6 Theorem 6

Im Folgenden werden wir die analytischen Eigenschaften der Abbildung s x p untersuchen.
Dafiir fithren wir nun zwei Gréflen ein:
Fiir n > 1 definiere:

_ d 2 __ d aﬂn
d d Oky,
Wh(z,q) = —2%(% — lanlgn) = _2%87(1



Also folgt mit Korollar 1 (Kapitel 2):
Vi, = dmnsin(2mna) + O(1)

d 2
Wy, = —2%((1” — lanlgn)

d d o
= _2%(% + Q[Gn}dfgn

= —2(cos(2mnx) + O( ! N+2- O( 5) - (2mnsin(2mnz) + O(1))

= —2cos(2mnz) + O(%)

Die vorletzte Gleichung gilt, da: [a,] fo an(z)de = 5 fo sin(2rnz)dr + fo (35) = O(5)-
Die letzte Gleichung gilt, da 2 - O(%) (2mn sm(27mx) +0(1)) = O(%)

Dabei gilt V,, = 4rn sin(2rna)+O(1) und W,, = —2cos(2mna)+O0(L) gleichméBig auf beschréinkten Teilmengen
von [0, 1] x L?.

Theorem 6:
K X 1 ist in jeden Punkt von L? ein lokal reell analytischer Isomorphismus.
Zudem ist die Inverse der Abbildung d,(x x p) die lineare Abbildung von £ x R x ¢? nach L?, gegeben durch

(dg(r x )" em) =D eaVa+mo+ W,

n>1 n>1

Beweis:

Nun beweisen wir die erste Aussage:

Da wir bereits aus Theorem 1 wissen, dass yu reell analytisch auf L? ist, miissen wir jetzt nur noch zeigen, dass
auch « reell analytisch ist:

Fixiere p € L?. Aus dem Beweis von Theorem 1 wissen wir, dass es eine komplexe Umgebung U von p gibt, so
dass die Abbildungen ¢ — j,,(¢) und ¢ — g2(q) auf U analytisch sind.

Da y4(1, un(q), g) analytisch von (A, g) abhéngt und ., (q) analytisch von g, folgt dass y5(1, u,(q), ¢) analytisch
in q ist. Zudem ist der Logarithmus analytisch, wenn sein Argument nicht verschwindet, dies ist hier der Fall
(y5(1, n, q) # 0). Also folgt, dass &, = log((—1)"y5(1, pn)) analytisch auf U ist.

Aus Theorem 4 wissen wir, dass k,, = ﬂ<sm(2mz q)) +0(55),n > 1 gleichmaBig auf U gilt. Es folgt, dass sich
k zu einer beschrankten Abbildung von U in die Komplex1ﬁz1erung von ¢% fortsetzen lisst, deren simtlichen
Komponenten analytisch sind. Somit sind die Voraussetzungen fiir Theorem A.3. erfiillt und es folgt, dass k
analytisch auf U ist.

Da das Argument fiir beliebiges p € L? gilt, folgt, dass x analytisch auf L? ist.

Nun betrachten wir die Ableitung von x x p und zeigen, dass diese beschrinkt invertierbar ist. Dann wird
aus dem Satz iiber die inverse Funktion folgen, dass x x p fiir jeden Punkt von L? ein lokal reell analytischer
Isomorphismus ist.

Zur Berechung der Ableitung von k X p verwenden wir den zweiten Teil von Theorem A.3. Dafiir bendtigen wir
die folgenden ”Koordinatenfunktionen” von s x pu:

q— kn(q),n>1

q— q]

q— fin(g),n >1

Somit folgt aus Theorem A.3, dass die Ableitung von s x u die lineare Abbildung von L? nach £2 x R x (2
gegeben durch

s (<8aﬂav>7n > 1;[“];( 7U>,n > 1) ist.
q

Zudem wissen wir aus Theorem 4 (Kapitel 3) und Korollar 1 (Kapitel 2), dass:

Ok, . 1
ZWnaiql = sin(27nz) + O(ﬁ),n >1

1=1

Ofin 1
_— = — — >
9 cos(2mnx) + O(n),n >1



Aus Lemma 3 folgt, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind, da es fiir jeden dieser Vektoren einen anderen
Vektor gibt, der zu allen anderen orthogonal ist, aber nicht zu diesem einen. Damit kann dieser Vektor nicht
Linearkombination der iibrigen sein und die Vektoren sind linear unabhangig.

Zudem gilt das die Vektoren {sin(2wnz),1,cos(2mnz)},>1 eine Orthonormalbasis auf L? bilden (abgesehen
von einem irrelevanten Faktor v/2). Die Orthonormaleigenschaft folgt aus:

1
/ sin(2mnx) cos(2mma)dx =0
0

1
/ sin(2rnx)dx =0
0

1
/ cos(2mnx)dx =0
0

Also sind die Vektoren orthogonal auf [0,1]. Zudem gilt:
12 =1

1
|| sin(2mnz)||p2 = || cos(2mnz)||2 = —=

V2

Also sind die Vektoren eine Orthonormalbasis von L? (abgesehen von einem irrelevanten Faktor v/2).

AuBlerdem folgt aus

27771% —sin(27nz) = O(l),

0q n
1
),

Ofin + cos(2mnx) = O(ﬁ

dq

dass aufgrund von Y, - =z < oo gilt:

a n .
Z ||27mi — sin(2mnx)|)? < oo,
n>1 aq

O )
ZH 4 + cos(2mnx)||* < oo.

n>1
Somit sind alle Voraussetzungen fiir Theorem D.3 erfiillt und damit gilt, dass

v — ((aaiqn,w,n > 1; [v]; (%,v),n > 1)

ein linearer Isomorphismus von L? nach £ x R x ¢? ist.

Da  x p reell-analytisch ist und dy(x x ) ein linearer Isomorphismus zwischen den Banachriaumen L? und
02 xR x £? ist, folgt aus dem inversen Funktionensatz fiir reell-analytische Abbildungen zwischen Banachriumen,
dass k X p in einer Umgebung von ¢ lokal invertierbar ist und die lokale Umkehrabbildung reell-analytisch ist.
Also ist die erste Aussage bewiesen.

Kommen wir nun zur zweiten Aussage:
Setzte

uzZsVn+no+Znan.

n>1 n>1

Nun wollen wir zeigen, dass dieses u die entsprechende inverse Abbildung von d,(k x ) definiert. Also zeigen
wir fiir beliebiges Element (g,7) € £3 x (R x £2), dass gilt:

dg(k x p)(u) = (g,m)

Falls ¢ € £3 und n € R x ¢* dann konvergiert u =Y <, eV, + 10+ >, 7W, in L2 Dies gilt, da:

Wenn ¢ € £3, dann gilt 3, -, n?c2 < oo und fiir V, gilt V,, = 4mnsin(27rnz)+O0(1). Somit folgt, dass 3>, 5, e,V
in L? konvergiert. - -

no liegt als Konstante offensichtlich auch in L2.

10



Wenn (n,)n>1 € £2, dann gilt >, o, n2 < oo und fiir W, gilt W, = —2cos(2rnz) + O(1). Somit folgt, dass
> st MWy in L? konvergiert.
Also konveriert u in L? und liegt somit im Definitionsbereich von d,(x x p).

Nun zeigen wir, dass dq(x x p)(u) = (¢,n) gilt und verwenden dabei die oben hergeleitete Formel fiir die
Ableitung von (k X p):

Nun berechnen wir die einzelnen Komponenten dieser Ableitung;:

0Ky, ann
<87 ZSmV +770+Z77m
q m2>1 m>1
= Z e 2 Vi) o (22 1) + Z o (22 W)
m>1
I‘Cn d 8/14m aﬁn d a”m
=3 2, 2y (R, T
26 dac@q>+Z 77<8q dx8q>
m>1 m>1
= Z Em(smn
m>1
= 677,

Fiir die dritte Gleichung hat man V,, = 2-% 6q”, W, =—-24 %‘q” und ( 05; 1) = fl In (1) da = fo an(z)dz —

[an fo g2 (z)dz = [an] — [a,) - 1 = 0 genutzt und fiir die vierte Gleichung die Resultate aus Lemma 3 (Kapitel
3).

[u] = /1 u(z)dz
= (L
= (L

eV 10+ > 1,

n>1 n>1

D el Vo) + (L 1) + Y na(l, W)
n>1

n>1

=

0

Fiir die letzte Gleichung hat man folgenden zwei Resultate verwendet:

1 1
Vo) = [ Valoyto =2 [ ok@de = 20gk @) = 2g2(1) - 2(0) = 0

1 1
d
= [ Watwnte = =2 [ (0.~ o) @) = ~2lan (@)~ g (@) = 0
Dabei ist zu bedenken, dass ¢,,(0) = g, (1) = 0 und a,(0) = a,(1) = 0 gilt.

Ofin, 5’ n
<6u “ ZEmV +no+an
q m>1 m>1
B Ofin Ofin
fzm 5 Vi) P 1) 3 9 W)
m>1 m>1
= 2ep(t e+ D -2 —)
= dq ' dxr Oq = Bq dr dq
= Z nménm
m>1
= ’[’]n
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Fiir die dritte Gleichung hat man wieder V,, = 2%85‘;, W, = —2%8&" genutzt und <83ﬁq" 1) = (g2 - 1,1) =

fol (g% (x) — 1)dx = fol g2 (x)dz — fol lde=1-1=0.
Fiir die vierte Gleichung hat man die Resulate aus Lemma 3 verwendet, wobei man folgendes bedenken muss:

Ofin, d Ok, L Ofin Okm _ Ofin, Ok, 1 L Ofin ;o OKm
G = [ @GRy @ = (@R @~ [ (R @ T @)
Y Ofin .,  Okm d Ofin Okm Ok d Ofin 1
= —/0 (87(1) (x)a—q(x)da: = —<% 94 ’Tq> = _<87qa dr dq )= —50mn

Fiir die dritte Gleichung hat man hier [%(x)%—;(m)]é = 0 verwendet. Dies folgt, da ag(;" = am — [am]g2, und

am(0) = am (1) = 0 und g, (0) = g,n(1) = 0 gilt.

Somit folgt, dass gilt:

dq(“ X :u)(u) = (5’77) < (dq(“ X ﬂ))il(é‘:n) = Zenvn + o + Z M Wh

n>1 n>1

q.e.d.

7 Korollar 1

Nun betrachten wir die Inverse der Ableitung von pg. Nach den Theoremen 2 und 3 ist diese Abbildung ein
reell-analytischer Isomorphismus zwischen E und einer offenen Teilmege von S.

Korollar 1:
Fiir ¢ € E ist die Inverse von d,ug die lineare Abbildung von R x ¢2 = TygS auf £ = T,E gegeben durch

(dqﬂE)_l(n) =1 + Z 77an

n>1

Insbesondere ist die Folge 1, W,,,n > 1 eine Basis von E.
Somit gilt W,, € E, wenn q € E, d.h. W,, sind gerade an einem geraden Punkt q.

Beweis:

Aus dem letzten Theorem wissen wir, dass & x j ein reell analytischer Isomorphismus zwischen L? und einer
offenen Teilmenge von £2 x R x £? ist.

Zudem wissen wir aus Lemma 4, dass ¢ € E < k(q) = 0 gilt.

Somit gilt fiir ¢ € E: (k x p)(q) = (0, u(q)) € {0} x R x £#. Also

(5 x 1)(E) = (s x )(L%) 1 ({0} x R x 2).
Somit folgt:
pp () = (k% 1) 71(0,m).
Also ist pu3;" die Einschrinkung von (kx p) ™! auf (k x 1) (L?)N ({0} x R x £2) entsprechend gilt fiir die Ableitung:
(dgpr) ™" (m) = (dg( > 1)~ (0, 1)

Fiir (dg(kx 1) " en) =X, 51 6nVa+ 10+ D51 1 W gilt auf E also e = 0 und der V,,-Teil fillt weg. Somit
folgt: - a

(dqﬂE)il(n) = 1o + Z M Wh

n>1

Die zweite Aussage folgt direkt, da (dyug)~! ein linearer Isomorphismus ist, wobei gilt:

(dypp) " :Rx0? - FE

(quE)_l(n07n1a7727 ) =To + Z nan

n>1

Damit gilt, dass die Folge 1,W,,,n > 1 eine Basis von E ist. q.e.d.
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