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Einfiihrung

Diese Seminararbeit behandelt die Konstruktion und die grundlegenden Eigenschaf-
ten der Fundamentallosungen der Differentialgleichung

—y'(@) +q(zx)y(z) = My(z), O0<z<1l (1)

Dabei ist A € C der Spektralparameter und ¢ € L*([0,1],C) das Potential. Die
Darstellung folgt Kapitel 1, Seiten 1-14, von Poschel und Trubowitz [1]; die Bezeich-
nungen Lemma 1 und Theorem 1-3 entsprechen der dortigen Nummerierung.

Gesucht sind die beiden Losungen y;(x, A, ¢) und ys(z, A, ¢) mit den Anfangsbedin-
gungen
y1(07 )‘7Q> = 17 yi(ov)VQ) = 07
y2(0,A,q) =0, 5(0,\,q) = 1.

Sie sollen ein Fundamentalsystem bilden: Jede Losung von (1) lasst sich dann eindeu-
tig als Linearkombination von y; und y, darstellen. Die Untersuchung dieser beiden
Losungen liefert damit zugleich Informationen tiber alle Losungen der Gleichung.

(2)

Ausgangspunkt ist eine Integralformel fiir die inhomogene Gleichung ohne Potenti-
al. Lemma 1 liefert diese Formel und wird anschlieBend mehrfach verwendet: zur
Herleitung der Integralgleichungen, zur Konstruktion der Reihenkoeffizienten sowie
zum Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit. Die entscheidende Konvergenzab-
schiatzung beruht auf dem Faktor 1/n!, der durch die geordnete Integration entsteht.
AbschlieSend werden die Wronski-Identitét, die inhomogene Gleichung mit Potential
und die Abschiatzungen aus Theorem 3 bewiesen.

Erginzend erldutern wir die Konstruktion durch einen Volterra-Operator und be-
stimmen den Fehler endlicher Reihensummen. Die analytische Abhédngigkeit wird
auch anhand expliziter Normabschatzungen der Fréchet-Ableitungen nachvollzogen.
Ein konstantes Potential dient abschliefend dazu, die abstrakte Konstruktion mit
direkt berechenbaren Losungen zu vergleichen.

Losungsbegriff und absolute Stetigkeit

Auf L?([0, 1], C) verwenden wir die Norm

latl = ( [[laRar)

Die Cauchy—Schwarz-Ungleichung ergibt fir 0 <z <1

[lawlar < vallal. 3)

Insbesondere liegt jedes solche Potential auch in L'([0,1],C). Da ein L?-Potential
im Allgemeinen nicht stetig ist und nur bis auf Nullmengen festliegt, kann (1) nicht
an jedem Punkt im klassischen Sinn verlangt werden.
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Definition. Eine Losung von (1) ist eine Funktion y € C''([0, 1], C), deren Ableitung
y' absolut stetig ist und welche die Differentialgleichung fast tiberall erfiillt.

Eine Funktion u : [0,1] — C heifit absolut stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, sodass fiir jede endliche Familie paarweise disjunkter Intervalle (ay, by) gilt:
S —ar) <o = |Julby) —ular)| <e.

k k

Fiir die folgenden Beweise ist die dquivalente Integraldarstellung entscheidend: Eine
absolut stetige Funktion besitzt fast iiberall eine Ableitung v’ € L' und erfiillt

u(z) = u(0) + /Oz o' (t) dt. (4)

Umgekehrt ist eine unbestimmte Integration einer L!-Funktion absolut stetig und
besitzt fast iiberall diese Funktion als Ableitung.

Insbesondere folgt aus ' = 0 fast tiberall fiir eine absolut stetige Funktion, dass u
konstant ist. Diese Folgerung wird spéter bei der Eindeutigkeit und bei der Wronski-
Identitat benotigt. AuBlerdem gilt: Ist u absolut stetig und stimmt «’ fast iiberall
mit einer stetigen Funktion v iiberein, so folgt aus (4), dass u € C! und v/ = v an
jedem Punkt gilt.

Fiir eine Losung erhalt man somit

y'(x) =y'(0) + /Or(q(t) — A)y(t) dt.

Weil y auf dem kompakten Intervall beschriankt ist, gehort (¢ — M)y sogar zu L2
Die Losungen liegen daher auch im Sobolevraum H?([0,1],C), also im Raum der
Funktionen mit schwachen Ableitungen bis zur Ordnung zwei in L?.

Der potentialfreie Fall

Fir ¢ = 0 lautet die Gleichung —y” = A\y. Wir setzen

ex(z) = cos(\/Xx), sx(z) = I A# 0,

x, A=0.

Beide Funktionen sind unabhéngig von der Wahl des Vorzeichens von v/\. Die schein-
bare Singularitdt bei A = 0 ist hebbar. Die bekannten Potenzreihen

2 (=1)ma?mAm X (=1)ma2m iy
o) = mz::() | ()Zm)! , (e) = mzzzo | (;m + 1!

zeigen auflerdem, dass beide Funktionen fiir festes z ganze Funktionen von A sind.
Fiir die weiteren Beweise verwenden wir vor allem die Identitaten

c\ = —Asy, sh = ¢, A+ Asy =1 (5)
und die Anfangswerte

ex(0)=1, A(0)=0, s,(0)=0, s,(0)=1.



Lemma 1: die inhomogene Gleichung
ohne Potential

Fir f € L?([0,1],C) und a,b € C besitzt das Anfangswertproblem
=y =x—f  y0)=a, y(0)=>

genau eine Losung. Sie ist gegeben durch

y(2) = acr(@) + bsa(2) + [ sile = )f(0)dt. (6)

Beweis

1. Regularitidt und Differentialgleichung. Wir untersuchen zunéchst den Inte-
gralterm

o(z) = /O sa(a — ) f(t)dt.
Die Additionsformel liefert
sx(x —t) = sa(x)ea(t) — ea(z)sa(t).
Mit . z
A@) = [ a®f@d.  Ba)= [ s(f@d

gilt also v = sy A — ¢, B. Da die Integranden zu L' gehéren, sind A und B absolut
stetig. Dasselbe gilt fiir v. Produktregel und (5) ergeben zunéchst fast tiberall

v =c A+ saeaf + AsaB — cxsaf
= C)\A + )\SAB.

Die rechte Seite ist stetig. Nach der oben erlauterten Eigenschaft absolut stetiger
Funktionen ist v daher stetig differenzierbar, und diese Formel gilt iiberall. Die rechte
Seite ist dariiber hinaus absolut stetig, also auch v’. Erneutes Differenzieren ergibt
fast tiberall , ) )
v = =As)A+ o f+ AeaB+ Asy f
=M+ (G +As3)f =+ f.

Auflerdem gilt v(0) = v/(0) = 0. Somit erfiillt die rechte Seite von (6) sowohl die Dif-
ferentialgleichung als auch die vorgegebenen Anfangsbedingungen im vereinbarten
Losungsbegriff.

2. Eindeutigkeit. Die Differenz w zweier Losungen erfiillt w” = —Aw fast iiberall
und w(0) = w'(0) = 0. Betrachte

U=cyw — syw', V = Asyw + e w'.

Beide Funktionen sind absolut stetig. Mithilfe von (5) und w” = —Aw folgt U’ =
V' =0 fast iiberall. Daher sind U und V konstant, wegen ihrer Anfangswerte sogar
identisch null. Aus

w = c\U + s,V
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folgt w = 0. Damit ist die Losung eindeutig. 0]

Die Rechnung zeigt zugleich die wiederholt benotigten Formeln

Vo) = [T -0smd
V'(x) = f(x) — Av(x)  fast tiberall.

(7)

Ihre Giiltigkeit setzt keine Stetigkeit von f voraus; genau hier ist die absolute Ste-
tigkeit wesentlich.

Von Lemma 1 zu den Integralgleichungen

Wir schreiben (1) in der Form
" =My~ qy.

Ist y eine Losung, so ist y stetig und beschrinkt. Deshalb liegt f = gy in L2, und
Lemma 1 ist anwendbar. Fiir die normierten Anfangsdaten folgt

vi(2) = () + /0 " sx(@ — gty (b) dt,

» (8)

12(2) = 5:(@) + [ sa(o = Da(t) () dt.
Umgekehrt ist jede stetige Funktion, die eine dieser Integralgleichungen erfiillt, nach
Lemma 1 eine Losung des entsprechenden Anfangswertproblems: Man setzt erneut
f = qy; und erhalt die erforderliche Regularitat, die Differentialgleichung und die
Anfangswerte zugleich.

Die Integralgleichungen sind somit eine dquivalente Formulierung des Anfangswert-
problems. Thre besondere Struktur besteht darin, dass der Wert bei x nur von Wer-
ten im Intervall [0, z] abhéngt. Durch wiederholtes Einsetzen werden wir daraus die
Losungen konstruieren.

Konstruktion der Fundamentallosungen

Ausgehend von Cy(z) = cy(z) und Sp(x) = sy(x) definieren wir die Koeffizienten fiir
n > 1 rekursiv durch

C,(z) = / sx(x — £)q(t)Crs (£) dt,

o (9)

So(z) = /O sx(x — £)q(£)S_1 (1) dt.

Die Abhéngigkeit von A und ¢ wird hier lediglich in der Notation unterdriickt. Diese
Definition ist sinnvoll, weil die vorhergehenden Koeffizienten stetig sind und daher
qCh_1,qSn_1 € L? gelten.



Erneute Anwendung von Lemma 1. Mit f = ¢C,,_; und den Anfangsdaten
a = b =0 liefert Lemma 1 die eindeutige Losung C,, des Anfangswertproblems

—C" = AC, — qChy,  Cu(0) = C,(0) = 0.

Entsprechend gilt dies fiir S, mit f = ¢S, 1. Wir vergleichen dieses Problem mit
dem Anfangswertproblem aus Lemma 1:

—y"'=Xy—f,  y0)=a, y(0)=0>

Die Groflen in der Lemma-Aussage werden hier also wie folgt gewéhlt:

’y:Cna f:an—h CL:O, sz‘

Die Voraussetzung f € L? ist erfiillt, denn C,_; ist stetig und damit beschrinkt,
sodass
14Cn-1llze < [lgll[|Crlloe < 00

Nun setzen wir diese Groen direkt in die Losungsformel (6) ein:

y(x) = acy(z) + bsy(z) + /Ox sx(x —t)f(t)dt,

Co() = 0 ex(@) +0 - 5x(x) +/O$ sx(@ — 1) q(1)Cn (1) di
@)

=0 =0

- /0 sx(x — £)q(£)Crs () dt.

Dies ist genau die erste Rekursionsformel in (9). Lemma 1 liefert zugleich ihre Ein-
deutigkeit und die nétige Regularitit: C,, € C' und C/, ist absolut stetig.

Fiir die zweite Koeffizientenfolge wenden wir dasselbe Lemma auf
—SI'=\S, — ¢Sn_1, Sn(0)=S/(0)=0

an, diesmal mit y = S,, f = ¢5,-1 und wieder a = b = 0. Die Voraussetzung
qS,_1 € L? folgt auf dieselbe Weise. Einsetzen in (6) ergibt

() = 0- ex(x) +0- sx(x) + /0 sx(@ — )q(t) S (1) dt
- /0 " sx(z — 1)q(t) S (1) dt.

Die Rekursion 16st also in jedem Schritt ein konkretes inhomogenes Anfangswertpro-
blem. Sie ist zugleich die Rekursion, die man durch formalen Koeffizientenvergleich
in y1(z,\,eq) = 250" Cr(x, A, q) erhalten wiirde. Die Konvergenz wird im néchs-
ten Abschnitt bewiesen.

Zur Veranschaulichung geniigt der erste Koeffizient

O\ (z) = /O " sn(@ — )g(t)er(t) dt.



Jede weitere Anwendung der Rekursion fiigt einen Faktor ¢ und eine Integrations-
variable hinzu. Definiere fur n > 1

Ap(x)=A{(ts,...,tn) :0<t; <--- < t, <z}, tht1 = 2.

Induktiv erhéalt man die beiden Darstellungen

Cn(xa)\aCD = /An(m { tiv1 — ( )} dty---dt tn,

(10)

ol
Wil

Sn(a:,)\,q):/A( [sa(tier — t)q(ts)] dty -+ dt,.

Im Induktionsschritt wird die bisher auflerste Variable durch die neue Integrations-
variable ersetzt; die neue &duflere Integration ergéanzt die letzte Ungleichung in der
Ordnung der Variablen. Fubini ist anwendbar, da die trigonometrischen Faktoren
auf dem Integrationsgebiet beschrankt sind und die Produkte der |¢(¢;)| integrierbar
sind.

Die Formeln (10) werden zweimal wesentlich gebraucht: Sie liefern die Fakultétsma-
jorante fiir die Konvergenz und machen in Theorem 3 sichtbar, wie viele Faktoren
1/|v/A| gewonnen werden kénnen. Wir setzen nun

Y1 = Z Ch, Y2 = Z Sh. (11)
n=0 n=0

Theorem 1: Konvergenz, Existenz und
Eindeutigkeit

Die Reihen (11) konvergieren gleichméflig auf beschrankten Teilmengen von [0, 1] x
C x L*([0,1],C). Thre Summen sind die eindeutigen Lésungen von (1) mit den An-
fangsdaten (2). Sie erfiillen (8) und die Abschatzung

|yj<xa)‘7Q)| < E($7A7Q>7 j = 1727 (12)

wobei
n=[mvX,  E(x\q) =ep(nz+|q|vz).

Auch 7 hangt nicht von der Wahl des Vorzeichens der Wurzel ab.

Beweis

1. Abschitzung der elementaren Faktoren. Aus der Exponentialdarstellung
des Kosinus folgt
lea(u)| < e™ (0<u<1l).

Wegen s)(u) = [ cx(v) dv gilt auBerdem

lsa(u)] < ue™ < e™. (13)
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In den Produkten aus (10) addieren sich die Argumente der Exponentialfaktoren zu
x, denn
t1+(t2—t1)+"'+(l’—tn) = XZ.

Fir beide Koeffizienten erhalten wir deshalb

Corh oIS Al < [ TTa(t)]dn -

2. Der Faktor 1/n!. Der Integrand [I;|q(¢;)| ist symmetrisch in den Variablen.
Der Wiirfel [0, x]" zerfallt bis auf Nullmengen in n! Gebiete, die den mdéglichen
Reihenfolgen der Variablen entsprechen. Auf jedem dieser Gebiete ist das Integral
gleich gro. Somit

n 1 n
ti)|dty--- dt, = — ti)|dey--- dt
/An(@g'ﬂ )] dty . /w,xm:Hl'q( )| dty
1 (e v (llallvaD)"
([Tatnar)” < X

n!

Im letzten Schritt wurde (3) verwendet. Insgesamt folgt die zentrale Koeffizienten-
abschatzung

« Ulgllva)”
Cule X018 )| < e LAV (1)
Fir n = 0 gilt dieselbe Schranke mit dem Faktor 1.

3. GleichmiBige Konvergenz. Auf einer Menge mit |A| < L und [|¢|| < Rist nx <
VL. Also werden beide Reihen unabhéngig von z, A und ¢ durch die konvergente
Zahlenreihe

o0 n

VI _ oVI+R

|
n=0 n:

majorisiert. Das Weierstrafische Majorantenkriterium ergibt die behauptete gleich-
mafige Konvergenz. Insbesondere sind die Summen fiir feste Parameter stetig in z.
Summation von (14) liefert (12).

4. Die Reihensummen sind Losungen. Aus der Rekursion folgt

(o) = o)+ 3 [ sa(o = Da(0Ca()

—c,\ —i—/ 5,\90—25 Z

— ey(@) + /O sx(z — D)y (1) dt.

Die Vertauschung ist gerechtfertigt: Die Partialsummen konvergieren gleichmafig,
und sy (x — -)q ist integrierbar. Das Integral des Fehlers wird daher durch eine Kon-
stante mal den Supremumsfehler der Partialsummen beschrankt und geht gegen
null.

Nun kommt Lemma 1 mit f = qy; zum Einsatz. Weil y; stetig ist, gilt qy; € L.
Die Integralformel zeigt damit, dass y; € C', dass y} absolut stetig ist und dass

7



y! = (¢ — M)y fast uberall gilt. Die Anfangswerte sind 3;(0) = 1 und y{(0) = 0.
Derselbe Schluss gilt fiir 5. Hier wird also nicht vorausgesetzt, dass die urspriinglich
formale Reihe zweimal gliedweise nach x differenziert werden darf.

5. Eindeutigkeit. Seien y und 7 zwei Losungen mit denselben Anfangsdaten. Lem-
ma 1, jeweils mit f = qy beziehungsweise f = qy, liefert fiir die Differenz v =y —y

(z) = /0 " sa(@ — )g(t)o(t) dt.

Nach Cauchy—Schwarz gilt

@ < ([ s = naoFat) ([ e at)
<M [To@Par M= o] gmax s ()]

0<u<l
Setze F(x) = [y|v(t)]*dt. Dann ist FF > 0, F(0) = 0 und F’ < MF. Deshalb
d —Mx —Mx /
£(€ M F(:z:)) =e M (F (x)—MF(x)) <0.

Die nichtnegative Funktion e=® F'(z) ist nichtwachsend und beginnt mit dem Wert
null; sie ist also identisch null. Damit gilt /' = 0 und wegen der Stetigkeit von v
auch v = 0 auf dem ganzen Intervall. O

Aus (7) und (8) folgen die beiden Ableitungsformeln
() = —Asa(@) + [ eale = Da(Om(0)dt,

yo(x) = exa(x) + /0z ex(r —t)q(t)y2(t) dt.

Diese Formeln werden bei der analytischen Parameterabhéangigkeit und im Beweis
von Theorem 3 erneut verwendet.

(15)

Die Konstruktion als Volterra-Reihe

Die bisherigen Schritte lassen sich auch als Aussage iiber einen linearen Integralope-
rator verstehen. Fiir feste Parameter A und ¢ definieren wir auf dem Banachraum
C([0,1],C) den Operator

(Vi) () := /U sx(x — t)q(t)u(t) dt.
Die Stetigkeit des Bildes folgt beispielsweise aus Lemma 1, denn qu € L2 Mit der
Supremumsnorm ist dieser Operator beschrankt:
[Vagttlloo < €”llq]l |2l

Die Integralgleichungen lauten damit y; = ¢\ + V) ,y1 und 2 = sy + V) 4y2. Die
bereits konstruierten Koeffizienten sind genau

n n
Cn - V)\,qC)\, Sn - V)\,qS)\.



Die erste Operatorabschiatzung wiirde nur bei hinreichend kleinem ||¢|| unmittelbar
ein Kontraktionsargument erlauben. Die Volterra-Struktur liefert jedoch mehr: Fir
n > 1 und ein beliebiges u € C([0, 1], C) erhdlt man durch Iteration

(@)= [| ) TT [t = (e drv---

Die Argumente der Exponentialfaktoren addieren sich hier zu x — t; < x. Dieselbe
Symmetrierechnung wie im Beweis von Theorem 1 ergibt deshalb

(lallvz)"

gl
(Vi) @)] < e lulle TV oy < L

Damit konvergiert die Operatorreihe -7 V", in der Operatornorm fiir jedes ¢ € L.
Es wird also keine Kleinheitsbedingung an das Potential benotigt.

Bezeichnet I den Identitatsoperator, so gilt fiir jede endliche Summe

N
(=g SV = 1 — V41 = (Z v ) (= Vi),
n=0

Die rechte Restpotenz verschwindet fiir N — oo in der Operatornorm. Folglich
besitzt I — V) , eine beschrankte Inverse, und

n= - V,\,q)flcm Yo = (I — V/\,q)ils)\

Diese Darstellung erklart die Rolle der geordneten Integration besonders deutlich:
Der Faktor 1/n! kontrolliert die wiederholte Anwendung des Operators auch dann,
wenn seine erste Potenz eine grofle Norm hat. Sie fasst die bereits bewiesene Existenz
und Eindeutigkeit in einer gemeinsamen Operatorformel zusammen.

Restglied und Genauigkeit endlicher Summen

Der Konvergenzbeweis liefert zugleich eine quantitative Aussage iiber den Fehler,
der beim Abbruch der Reihen entsteht. Setze fur N > 0

N N
ul,N(x) = Z Cn(‘?%)\aq% UZ,N(':E> = Z Sn(l',)\,q>, Ay 1= ||q||\/5
n=0 n=0

Aus (14) folgt fir j = 1,2

. = an
ly; (2, X @) —un (@) <™ Y
n:N+1n'

Um die rechte Seite durch einen einzigen Ausdruck zu ersetzen, schreiben wir n =
N+1+0 Aus (N+14+0)!>(N+ 1) folgt

i a;‘ N+1 Zafﬂ iVJrl .
non T <N+1'H' (N+1)!
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Somit erhélt man die explizite Restgliedabschatzung

. 0) = (o) < B2, ) LV,

Auf einer Menge mit [A\| < L und ||¢|| < R ist der Fehler daher fiir beide Losungen
und alle z € [0, 1] hochstens eVIHRRNHL/(N 4 1)1, Diese Zahl geht mit N gegen
null. Die Aussage gilt auf jeder solchen beschréinkten Menge, obwohl beschrankte
Teilmengen des unendlichdimensionalen Raumes L? im Allgemeinen nicht kompakt
sind. Die gemeinsame Majorante ersetzt hier eine Argumentation tiber Kompaktheit.

Auch die Differentialgleichung der endlichen Summe lésst sich genau angeben. Da
nur endlich viele Terme auftreten, darf ohne weiteres Differenzieren mit Summation
vertauscht werden. Die Rekursion ergibt fast tiberall

n "
—uy y + quin — Aup v = qC, —Uy n + qua N — Aug N = gSN.

Die normierten Anfangsdaten bleiben bei jedem Abbruch exakt erhalten, weil alle
Koeffizienten mit n > 1 die Anfangsdaten null besitzen. Die rechte Seite misst somit
ausschlieBllich den Fehler in der Differentialgleichung. Thre L?:-Norm ist nach der
Majorante hochstens
(] R

N!
Damit sind sowohl der Funktionsfehler als auch der verbleibende Differentialglei-
chungsfehler kontrolliert. Fiir eine gewiinschte Genauigkeit kann man einen Ab-
bruchindex wahlen, indem man diese expliziten Schranken mit der vorgegebenen
Fehlertoleranz vergleicht.

laCN|lz2, llgSnllze < €

Analytische Abhangigkeit von den Parametern

Die Entwicklung in ¢ ist eine Potenzreihe in einer Funktionsvariablen. Fir feste x
und A ist C), ein stetiges homogenes Polynom vom Grad n: Ersetzt man in (10) die
Faktoren ¢(t;) durch h;(t;), so erhdlt man eine beschrénkte n-lineare Form. Tatséch-
lich ist ihr Betrag hochstens

emH/ Ih(8)] dt < ez T |l
=170 i=1

Durch Mittelung tiber alle Permutationen erhélt man eine symmetrische Form B,
mit C,(q) = Bu(q,-..,q). Entsprechend verfihrt man mit S,. Insbesondere gilt
Cn(eq) = e"Cnlq).

Fiir festes x sind die Koeffizienten auch ganze Funktionen von A\, da die Kerne ¢, und
sy diese Eigenschaft besitzen. Integration tiber das feste, beschrankte Gebiet erhélt
die analytische Abhéngigkeit; auf beschrankten Parametermengen stehen integrier-
bare Majoranten zur Verfiigung. Die Koeffizienten sind damit gemeinsam analytisch

in (A, q).
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Nach Theorem 1 konvergieren die Reihen auf jeder beschrinkten Parametermenge
gleichméaBig. Der Weierstraflsche Satz fiir analytische Abbildungen auf komplexen
Banachraumen ergibt daher, dass

()‘7Q) L yj(x7/\7Q)7 ] = 1727

ganze Funktionen auf C x L*(]0,1],C) sind. Die Reihen sind tatsichlich die Taylo-
rentwicklungen bei ¢ = 0:

1
Cn(xy)\7Q> = EDZZH(%)HO)[% s JQ]7

und analog gilt die entsprechende Formel fiir S,, und yo. Dabei bezeichnet Dy die n-te
Fréchet-Ableitung. Die erste Fréchet-Ableitung ist die beschrankte lineare Abbildung
DF(q), fiur die F(q+ h) = F(q) + DF(q)[h] + o(]|h]|) gilt.

Symmetrisierung und gliedweise Differentiation

Der Ubergang von einer konvergenten Reihe zur Taylorentwicklung lisst sich hier
auch unmittelbar anhand der Koeffizienten begriinden. Dazu fixieren wir zunéchst
x und \. Mit A,, bezeichnen wir die oben eingefithrte n-lineare Form, die aus dem
Integral fir C,, durch Ersetzen von ¢(t;) durch h;(t;) entsteht. Fior n > 1 ist ihre
Symmetrisierung

1
Bn(hh S hn) = M Z An(hg(l)a S ha(n))a
n: oeGy,
wobei G,, die Menge aller Permutationen von {1,...,n} bezeichnet. Auf der Dia-

gonalen éndert diese Mittelung den Wert nicht; deshalb gilt weiterhin C),(q) =
B.(q,...,q).

Die Symmetrisierung liefert eine stiarkere Schranke als die einzelne unsymmetrische
Form. Der Betrag des trigonometrischen Kerns ist nach dem Beweis von Theorem 1
hochstens e™. Folglich gilt

|Bn(h1a"-7 Z /A H|h0'(z |dt1 d

oce6, () 1=1
enr n
=g | JALTOIRY
1=1
enw n/2 n

Hllh I

Fiir die mittlere Gleichheit ordnet man in jedem Summanden die Integrationsva-
riablen entsprechend der Permutation um. Die so entstehenden Integrationsgebiete
zerlegen den Wiirfel [0, z]” bis auf Nullmengen. Erst die Summe iiber alle Permuta-
tionen stellt diese Zerlegung her; fiir einen einzelnen Summanden mit verschiedenen
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h; ware der Faktor 1/n! nicht ohne Weiteres zuléssig. Insbesondere besitzt die sym-
metrische Form die Operatornormschranke

e7796‘,L.n/2

1 Bnll <

Aus der Multilinearitdt und Symmetrie folgt fiir 0 < k <n

n!
DFCL(Q[h1, ..., he] = ———Bn(q, ..., q, h1,..., hy).
n—k
Dabei zahlt der Vorfaktor die Moglichkeiten, die k& Richtungen auf verschiedene
Argumentstellen zu verteilen. Fiir £ > n ist die Ableitung null. Auf einer Kugel
llg|l < R erhalten wir somit fiir jede feste Ableitungsordnung %k die summierbare
Majorante
R)n k
Dk < ne k/2 \/_
Z | q) <e Z (n— k)
Die Norm links ist die Operatornorm einer k-linearen Abbildung auf L?. Die Ab-
schiatzung gilt gleichméBig fir x € [0,1] und fir beschrankte Mengen von A, da

dort n beschrankt bleibt. Fiir x = 0 verschwinden sémtliche Ableitungen positiver
Ordnung unmittelbar wegen der festen Anfangswerte.

_ enx-i—fR k/2

Die Rechtfertigung der ersten Differentiation kann man besonders anschaulich durch
einen Restterm sehen. Die binomische Entwicklung von B, (¢+h,...,q¢+h) und die
gerade bewiesene Schranke ergeben

i (z, N g+ h) — (2, A\, q) — ZDC
< el (Il g \/§||h||).

Alle verwendeten Doppelsummen sind wegen derselben Exponentialmajorante ab-
solut konvergent. Die rechte Seite ist O(]|h||?) fir & — 0. Die Reihe der ersten
Ableitungen definiert daher tatséchlich die Fréchet-Ableitung der Summe. Die ent-
sprechende Argumentation fiir die bereits differenzierten Polynome rechtfertigt in-
duktiv jede weitere Differentiation; die obige Majorante sichert jeweils die lokale
gleichméflige Konvergenz in der passenden Operatornorm.

Bei ¢ = 0 bleibt in der Reihe fiir Dgyl nur der Summand mit n = k brig: Die
Summanden mit n < k verschwinden durch Differentiation, diejenigen mit n > k
enthalten noch mindestens ein Argument ¢ = 0. Es folgt

Dy (@, X, 0)[ha, ..., hy] = k! By(h, ..., ).

Setzt man alle Richtungen gleich ¢, erhélt man genau die oben behauptete Taylorfor-
mel. Dies identifiziert die rekursiv konstruierten Koeffizienten mit den tatséachlichen
Ableitungen, ohne sich allein auf einen formalen Koeffizientenvergleich zu stiitzen.
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Fiir S,, und y» gelten sémtliche Schritte ebenso, weil ihr Anfangsfaktor sy (¢1) dieselbe
verwendete Exponentialschranke erfiillt.

Die Normabschéatzungen erklaren zugleich den Unterschied zwischen einer Entwick-
lung entlang einer festen Richtung und der Analytizitat auf dem gesamten Potenti-
alraum. Eine Rechnung nur mit g untersucht zunachst eine komplexe Gerade. Hier
werden dagegen beliebige Richtungen hq, ..., h; gleichzeitig kontrolliert, und der
Restterm héngt ausschlieBlich von der Norm der Anderung ab. Deshalb beschreibt
die Ableitung auch Stérungen, deren Richtung sich mit ihrer Grofle verdandert. Aufler-
dem ist der Radius R der Potentialkugel beliebig. Die Konvergenz verlangt somit
keine Kleinheitsbedingung an das Potential. Der Faktor 1/n!, der urspriinglich aus
der geordneten Integration stammt, sichert also sowohl die globale Losungskonstruk-
tion als auch die gesamte analytische Abhédngigkeit von der Funktionsvariablen g.

Analytizitit mit Werten in H2. Die Argumentation gilt wegen der gleichméfi-
gen Abschatzungen in x auch fiir die Abbildung (X, ¢) — y;(+, A, ¢) mit Werten in
C([0,1],C). Die Integralformeln (15) zeigen dasselbe fiir y}. Auflerdem ist

y; = (g —Ny;

analytisch mit Werten in L?  denn die Multiplikation L? x C([0,1]) — L? ist be-
schrankt bilinear: ||qul/z2 < ||q||||v|/c- Folglich ist die Abbildung in den Sobolevraum
H? analytisch. Formal kann man hierzu u — (u, v/, u”) verwenden, das H? als abge-
schlossenen Unterraum von (L?)? identifiziert.

Schliefllich liefert komplexe Konjugation der Differentialgleichung und anschlieflende
Eindeutigkeit

yj(x,X,Q) = yj(x7)\7Q)'

Fiir reelle A und reellwertige Potentiale sind also y; und y; reellwertig.

Wronski-Identitat
Die Wronski-Determinante der beiden Losungen ist

e (M) B
() = den (050 100} @bt — sento),

Yo\

Es gilt
Wix)=1 fur alle z € [0, 1]. (16)

Beweis

Die Funktionen y; sind stetig differenzierbar und somit absolut stetig; ihre Ableitun-
gen sind nach dem Losungsbegriff ebenfalls absolut stetig. Produkte und Differenzen
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absolut stetiger Funktionen sind auf diesem kompakten Intervall absolut stetig. Da-
her ist auch W absolut stetig. Fast iiberall ergibt die Produktregel

W' = yius + y1ys — Yiy2 — y1ys
=y1(qg—Nya — (¢ — Ntry2 = 0.

Aus (4) folgt nun W(z) = W(0). Die normierten Anfangsbedingungen liefern
W(0) = 1. O

Insbesondere sind y; und y, linear unabhéangig. Die Matrix

_ yl(x7A7q> yQ(x7)\7Q)
Yiehq) = <y’1(:v,k,q) yo(, A, q)

ist an jeder Stelle invertierbar und hat Determinante eins.

Theorem 2: die inhomogene Gleichung
mit Potential
Seien ¢, f € L*([0,1],C) und a,b € C. Dann besitzt
=y +ay=Xy—f,  y0)=a, y(0)=0b
genau cine Losung. Mit
Gz, t) = yi()y2(x) — y2(t)y: (z) (17)

lautet sie -
y(x) = ayi(z) + bya(z) + /0 G, t)f (1) dt. (18)

Alle Fundamentallosungen werden dabei fiir dieselben Parameter \ und ¢ ausgewer-
tet.

Beweis

Setze

Ar@) = [mswan By = [C0swa

Beide Funktionen sind absolut stetig. Der Integralterm in (18) ist

2(2) = ya(2) Ay (x) = y1(2) By ().

Beim Differenzieren heben sich die Terme mit f zunéchst auf:

#(z) = yy(x) As(z) — 1y () By ().

14



Wie im Beweis von Lemma 1 ist diese zunédchst fast iiberall erhaltene rechte Seite
stetig. Daher gilt 2 € C' und die Formel iiberall. Auflerdem ist 2z’ absolut stetig.
Erneut folgt fast iiberall

2" = yy A =y By + (Yo — y192) f
=(q—NWA; —nBy) + f
=(q—Nz+/[.

Hier wurde die Wronski-Identitat (16) verwendet: Sie liefert genau den Faktor eins
vor f. Da A;(0) = Bf(0) = 0, gilt 2(0) = 2/(0) = 0. Damit 16st (18) das An-
fangswertproblem. Die Differenz zweier Losungen 16st das homogene Problem mit
Anfangsdaten null und verschwindet nach dem Eindeutigkeitsbeweis von Theorem 1.

O

Zusammenhang mit Lemma 1. Die Wronski-Identitat bedeutet fiir den Kern

insbesondere
G(t,t) =0, 0.G(t,t) = 1.

Fir ¢ = 0 ergibt die Additionsformel G(x,t) = c)(t)sa(z) — sa(t)ea(x) = sx(z — ).
Theorem 2 erweitert somit genau die Integralformel aus Lemma 1.

Die erste Variation des Potentials

Die Losungsformel aus Theorem 2 beschreibt auch, wie sich eine Fundamental-
16sung bei einer kleinen Anderung des Potentials verdndert. Fiir eine Richtung
h € L*([0,1],C) setzen wir

Wegen der bereits bewiesenen Analytizitit mit Werten in H? darf die Differentialglei-
chung als Gleichung in L? nach dem Potential differenziert werden. Die Produktregel
fiir die beschrinkte bilineare Multiplikation liefert

—u + quj = Auj — hyj, u;(0) = uj(0) = 0.

Die Anfangswerte verschwinden, weil die normierten Anfangsdaten von y; nicht vom
Potential abhdngen. AuBerdem gehort hy; zu L?, da y; stetig und beschrankt ist.
Theorem 2 ist daher mit f = hy; anwendbar und ergibt

Dy A @)k = [ Gl bty (¢, )t

Alle Fundamentallosungen im Kern G gehoren zu denselben Parametern A, q. Das
Vorzeichen des Integrals stimmt mit dem Vorzeichen in Theorem 2 iiberein: Der
zusatzliche Term der differenzierten Gleichung steht dort in der Form —f = —hy;.

Fir ¢ = 0 wird diese Formel besonders einfach. Mit G(z,t) = sy(z — t) erhalt man
beispielsweise

Doy (2, ), 0)[h] = /0 sa(@ — Oh(D)er(t) dt.
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Dies ist genau der erste rekursiv konstruierte Koeffizient €'} in Richtung h. Die
Variation der fertigen Losung und die Reihenkonstruktion fithren somit zum selben
Ausdruck. Die oben bewiesenen Normabschitzungen geben zusétzlich

[ Dyyi(x, A, @) [h]] < Va E(z, A, q)l|A].

Damit wird die qualitative Aussage der analytischen Abhangigkeit durch eine kon-
krete Empfindlichkeitsabschatzung erganzt.

Korollar 1: Darstellung samtlicher Losungen

Jede Losung der homogenen Gleichung (1) besitzt die eindeutige Darstellung

y(x) = y(0)yr(z, A, q) + ¥/ (0)y2(z, A, q). (19)

Dies folgt aus Theorem 2 mit f = 0. Alternativ erfiillt die rechte Seite dieselbe
homogene Gleichung und dieselben Anfangsbedingungen wie y, sodass Theorem 1
direkt die Gleichheit liefert. Die Koeffizienten sind durch Auswertung bei z = 0
eindeutig bestimmt. Damit bilden ¥y, y» das gewiinschte Fundamentalsystem.

Eine weitere Folgerung ist, dass eine nichttriviale Losung keine doppelte Nullstelle
besitzen kann. Gilt ndmlich an einer Stelle zy € [0, 1] sowohl y(zy) = 0 als auch
y'(zg) = 0, so folgt aus (19) und ihrer Ableitung

v (1) - ()

Wegen det Y (xg, A, q) = 1 sind beide Anfangswerte null. Erneut folgt aus (19), dass
y identisch verschwindet. Hier wird die Wronski-Identitat unmittelbar zur Aussage
iiber die Nullstellen einer Losung verwendet.

Theorem 3: Vergleich mit dem potentialfreien Fall

Fir z € [0,1], ¢ € L*([0,1],C) und X\ # 0 gelten mit £ = F(x,\,q) die vier
Abschatzungen

y1(z, A, q) — ex(@)] < ’\;EX‘ (20)

e, A q) — s2(2)] < ,i 1)

(2. A q) + VAsin(VAz)| < [|gl| . (22)
lall E

ya(z, A, q) — exl(w)| < (23)

WAL

Die Einschrankung A # 0 betrifft nur diese Schreibweise der Abschétzungen. Die
Losungen selbst sind auch bei A = 0 wohldefiniert und analytisch.
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Beweis

1. Die zusiatzliche Abschatzung fiir s,. Aus der Exponentialdarstellung des
Sinus folgt

|sin(Vw)| < e™.
Neben (13) steht uns damit fiir A # 0 die Schranke
e

VA

zur Verfugung. Wir verwenden sie nur fir ausgewéhlte Faktoren in (10); die iibrigen
werden wie in Theorem 1 abgeschétzt.

[sa(u)] <

<u<l) (24)

2. Beweis von (20). Fir n > 1 enthélt C,, den Faktor sy(x —t,). Auf diesen wenden
wir (24) an. Die tibrige Rechnung ist dieselbe wie bei (14). Mit a, = ||¢|[\/x folgt

3

e’ a

Cn 7>\7 S :C-

Da Cj = ¢y, ergibt Summation ab n =1

ol S
Y1 —C\ S 7=
VA

n:lH

e E
e — 1) < ——.

A TSR

3. Beweis von (21). In S, treten fiir n > 1 sowohl der erste Faktor s,(¢;) als
auch der letzte Faktor s)(x — t,) auf. Diese beiden Faktoren sind auch fir n = 1
vorhanden. Zweimalige Anwendung von (24) liefert deshalb

enral
Sp(x, A, < =
[Sn (2, A, q)] Al
Wegen Sy = s, folgt
o — 53l < S (e — 1) < 2
Yo —Sx\| S —le" —1) < —.
RY Al

Der zusitzliche Sinusfaktor erklart also den Unterschied zwischen den Potenzen von
|A| in den ersten beiden Abschiatzungen.

4. Beweis von (22). Die erste Ableitungsformel in (15) ergibt

Yi(x) + VAsin(VAz) = /Or ex(z — gty () dt.
Mit (12) und |cy(z — t)| < €@~ erhalten wir
vh(@) + Vasin(VAa)| < e [ Jg(t)lelV7ar
< B(x,\q) [ la®)]dt
< Bz, A q)llalve < gl E(z, A q).
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Die letzten beiden Schritte benutzen (3) und = < 1.

5. Beweis von (23). Zunichst benotigen wir eine verstérkte Schranke fiir y, selbst.
Jeder Koeffizient S,, enthélt mindestens einen Sinusfaktor; dies gilt auch fir Sy = s,.
Wenden wir (24) auf genau einen solchen Faktor an, so folgt

e Xa'  E(xr,\q)

Ya(z, A, q)| < = . 25
Nun liefert die zweite Formel aus (15)
vh(a) = eale) = [ erlw = aB)ya(t)
Mit (25) folgt wie im vorherigen Schritt
67790 x
(1) — ea(x <—/ t)|elalve qt
(@) ~ @)l < [t
E(x, A q ql£(z, A q
B o JalE@ ),
VA VA
Damit sind alle vier Aussagen bewiesen. O

Beispiel: ein konstantes Potential

Die allgemeine Konstruktion ldsst sich an einem konstanten Potential ¢(z) = go mit
qo € C unmittelbar iiberpriifen. In diesem Fall reduziert sich die Differentialgleichung
auf

' ==y
Das Potential bewirkt also eine Verschiebung des Spektralparameters. Aus den An-
fangsbedingungen und der bereits bewiesenen Eindeutigkeit folgt deshalb

hn (377 )‘7 q0) = Cr—qo ('77)’ yQ(xa )‘a q0> = Sx—qo ({L’) (26)

Hier bezeichnet ¢y im dritten Argument die entsprechende konstante Funktion auf
[0,1]. Auch am Parameterwert A = ¢q sind diese Formeln wohldefiniert: Die Defini-
tionen von ¢y und sg ergeben y;(x) = 1 und ys(x) = z. Eine gesonderte Wahl einer
komplexen Quadratwurzel ist somit nicht erforderlich. Dieses Beispiel verdeutlicht,
warum die Darstellung durch ganze Funktionen zweckmafiger ist als ein Ausdruck
mit einer scheinbaren Singularitdt im Nenner.

Besonders anschaulich ist die Rekursion der Reihenkoeffizienten bei A = 0. Dann
gelten Cy(z) = 1, Sp(z) = = und

@) =0 [ @=Ca()dt,  Su(a) = [ (@ =S, (B)dt

Fiir jede ganze Zahl k > 0 liefert eine elementare Integration

$k+2

/0 (v =)t dt = CESNED))
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Einsetzen in die Rekursion und vollstandige Induktion ergeben damit

n 2N 2n+1
4o x

(2n)”

mn
dy T

Cn(x,0,q) = @n+ D)l

Sn(x7 07 q0) = (27)
Bei jedem Integrationsschritt entstehen zwei zuséatzliche Potenzen von z und die
beiden nichsten Faktoren im Nenner. Die Rekursion rekonstruiert daher genau die
Potenzreihen der expliziten Losungen. Insbesondere lasst sich hier nicht nur die

Konvergenz nachweisen, sondern jeder einzelne Beitrag des Potentials berechnen.

Ist g > 0 reell, so erhdlt man durch Summation

sinh(,/qox)
Vo

Dies stimmt mit der Gleichung 3" = qoy tUberein. Fir gy = 0 gehen die Losun-
gen stetig in 1 und z iiber; fiir negatives reelles gy treten dagegen trigonometrische
Funktionen auf. Das Verhalten der Losungen héngt somit bereits in diesem einfa-
chen Fall wesentlich vom Vorzeichen des Potentials ab. Die Konstruktion mittels der
Integralgleichung behandelt alle diese Félle in derselben Form.

91(1’70,610) = COSh( CIOCU); y2($70790) =

Auch der Zusammenhang mit der Taylorentwicklung im Potential wird explizit sicht-
bar. Ersetzt man gy durch eqq, folgt aus (26)

dex(x) _ Qo7 ().

U (Z', )‘7 5(]0) = Cx—eqq (Z’), Cl (.T, )\7 qO) = —qo a)\ TSA
Die Ableitung ist auch bei A = 0 durch die Potenzreihe definiert. Dort ergibt sich
Cy = qor?/2, genau wie in (27). Somit stimmen die Rekursion und die direkte

Differentiation der expliziten Losung tiberein.

Schlieflich zeigt das Beispiel, wie die allgemeine Majorante einzuordnen ist. Fiir ein
konstantes Potential ist ||¢|| = |go|. Bei A = 0 lautet die zuvor bewiesene Schranke

Culo)][8x)] < LIV
Die exakten Koeffizienten besitzen hier sogar die stérkeren Nenner (2n)! und (2n+1)!.
Auf 0 < z < 1 sind sie tatsichlich durch diese Majorante beschrénkt. Die allgemeine
Abschatzung ist also keine Aussage tiber die bestmogliche Schranke fiir jedes einzel-
ne Potential. Thre Starke besteht darin, dass sie ohne explizite Losungsformel fiir
beliebige L?-Potentiale gilt und die Konvergenz einheitlich kontrolliert.
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Bedeutung der Abschatzungen und Schluss

Fiir groBe positive Spektralparameter A = k% mit & > 0 verschwindet 7. Bei festem
q ist E < eldl sodass Theorem 3 gleichméBig fiir 2 € [0, 1] ergibt:

(2, K, q) = cos(kx) + O(k™1),
yg(m,kQ, - smi{jkx) N O(k;_z),
v (z,k? q) = —ksin(kx) + O(1),
vh(z, k?, q) = cos(kx) + O(k™1) (k — 00).

Die Konstanten in dieser Schreibweise diirfen von g abhéangen, sind aber unabhén-
gig von = und k. Fiir allgemeine komplexe A muss der Faktor e™ Vale berticksichtigt
werden. Ohne diesen Faktor wére eine entsprechende ungewichtete Aussage im All-
gemeinen falsch: Bei A = —x? ist bereits ¢, (x) = cosh(kz) exponentiell wachsend.

Die Beweisfithrung beruht auf wenigen wiederkehrenden Zusammenhéngen. Absolu-
te Stetigkeit rechtfertigt die Integralform des Losungsbegriffs. Lemma 1 iibersetzt
die Differentialgleichung in eine Integralgleichung und liefert nach der Konstruktion
auch die Regularitat der Losungen. Die geordnete Integration erzeugt den Faktor
1/n! und damit Konvergenz fiir jedes L?-Potential. Die Wronski-Identitét ermoglicht
schliellich die Darstellung inhomogener Losungen, wéhrend die Integralformeln und
die Koeffizientenabschatzungen gemeinsam die Aussagen von Theorem 3 liefern.

Damit stehen ein eindeutig bestimmtes Fundamentalsystem, seine analytische Para-
meterabhingigkeit und quantitative Vergleichsformeln zur Verfiigung. Diese Ergeb-
nisse bilden die Grundlage fiir die anschliefende Untersuchung von Randwert- und
Spektralproblemen.
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