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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit steht im Zusammenhang mit algebraisch-geometrischen Losun-
gen des eindimensionalen Schrédingerproblems [2]. Fiir ein glattes reelles oder komple-

xes Potential ¢ auf einem offenen Intervall I C R wird der Schrodingeroperator

mit der zugehorigen Eigenwertgleichung

—y"(x) + q(z)y(z) = Ay(x)

betrachtet. Durch Ordnungsreduktion lasst sich diese Gleichung als System erster Ord-
nung schreiben. Aus y” = (q(:v) — )\)y folgt

£ )6

Im algebraisch-geometrischen Ansatz betrachtet man spurlose 2 x 2-matrixwertige
Funktionen &(x, \), welche die zugehorige Laxgleichung erfiillen. Fiir Potentiale von
endlichem Typ konnen die Eintrage von ¢ polynomial in der Spektralvariablen A ge-
wahlt werden [4, Remark 1.7]. Dadurch lasst sich das Problem auf endlich viele alge-
braische Daten zurtickfiithren.

Ausgehend von dieser endlichdimensionalen Beschreibung wird im Folgenden insbeson-
dere der reelle Fall untersucht. Da die Determinante von £ entlang der Laxgleichung

erhalten bleibt, fixieren wir ein normiertes komplexes Polynom
2N
a(A) = [T\ = an)
n=0
vom ungeraden Grad 2N + 1 und betrachten spurlose matrixwertige Polynome

ey B (SN et SN
m_(fm) —a(A))_(zﬁl%An ny oam>' W

Dabei gelten fiir die Leitkoeffizienten Sy = 1 und vy, = —1.



1 Einleitung

Fir diese Matrizen wird
det £(A) = a(N)

gefordert. Da
detg = —Oé2 - /6/%

ist diese Bedingung aquivalent zu
2 _
a”+pBy=—a

und bildet den zentralen algebraischen Ausgangspunkt der Arbeit.
Im ersten Schritt wird gezeigt, dass die betrachteten Polynomtripel durch endlich viele
Spektraldaten eindeutig bestimmt werden. Dazu werden paarweise verschiedene Null-

stellen Ay, ..., Ay von 8 und die zugehorigen Werte

betrachtet, welche

erfillen und das Tripel (a, 3, 7) eindeutig bestimmen.

Anschlielend wird diese Konstruktion auf den reellen Fall tibertragen. Fur ein reelles
Polynom a mit paarweise verschiedenen reellen Nullstellen werden die moglichen La-
gen der A\, bestimmt und die Menge der zulassigen reellen Spektraldaten geometrisch
untersucht. Insbesondere wird gezeigt, dass die relevante Datenmenge eine kompakte
N-dimensionale Untermannigfaltigkeit bildet und durch die Rekonstruktionsabbildung
diffeomorph auf eine kompakte Zusammenhangskomponente der entsprechenden Men-
ge reeller Polynomtripel abgebildet wird.

Im letzten Schritt wird die zugehorige autonome Differentialgleichung betrachtet. Fiir

ein Polynomtripel ¢ der Form (1) wird

q(&) = + By

definiert. Die daraus entstehende Laxgleichung erhélt die vorgegebenen Gradbedingun-
gen, die Determinante und im reellen Fall die Realitiat der Koeffizienten. Fiir Anfangs-
werte in der zuvor beschriebenen kompakten Zusammenhangskomponente wird daraus
die globale Existenz der Losung fiir alle z € R gefolgert.

Damit verbinden die drei Hauptresultate der Arbeit die algebraische Rekonstruktion
aus Spektraldaten, die geometrische Beschreibung des reellen Losungsraums und die
Dynamik der zugehoérigen Differentialgleichung.

Die Formulierung der drei Sétze folgt der Themenstellung [6].



2 Satz 1: Konstruktion der Polynomtripel

2.1 Konstruktion und Eindeutigkeit

Satz 1. Fiir N € Ny und aq, . . ., asy € C sei a()\) = [I2Yy(\ — a,,). Dann gibt es zu N
paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay € C und dazugehorigen Losungen vy, ...,Un von
v2 = —a(\,) fiirn=1,...,N eindeutig bestimmte Polynome B(\) = [IN_,(A — \,), a

und v € C[A] vom Grad dega < N und degy = N + 1, so dass a(\,) = v, fir alle
n=1,...,N und o® + By = —a gilt.

Satz 1 liefert die grundlegende Konstruktion der in dieser Arbeit betrachteten Matrix-
polynome zunéchst im komplexen Fall. Gegeben sind das Polynom a mit den Nullstellen

agp, - . ., asy sowie Daten (Aq,11), ..., (Ay,vn) mit paarweise verschiedenen A, € C und

Zu zeigen ist, dass sich daraus eindeutig bestimmte Polynome «, 3, € C[A] konstru-

ieren lassen, welche die geforderten Gradbedingungen sowie
2 _
a”+ Py =—a

erfiillen. Fiir den Beweis wird zunéachst das Polynom g durch seine vorgegebenen Null-
stellen bestimmt und « mithilfe der Interpolation der Daten (A, v,) konstruiert. Aus
der Beziehung o? + v = —a ergibt sich anschliefSend das Polynom +.

Abschlielend wird die Eindeutigkeit der Konstruktion gezeigt.

Beweis. Zunachst betrachten wir das Polynom (. Da seine paarweise verschiedenen

Nullstellen Aq,..., Ay vorgegeben sind und S normiert sein soll, ist es eindeutig durch
N
B =TT =)
n=1

bestimmt. Fiir die Konstruktion von a betrachten wir die Beziehung

o’ 4 py=—a



2 Satz 1: Konstruktion der Polynomtripel

an den Nullstellen von . Fir jedes n =1,..., N gilt 8(\,) = 0, sodass
a(M)? = —a(\,)
folgt. Wir fordern daher
a(\,) = vy, n=1,...,N.

Gesucht ist somit ein Polynom o vom Grad hochstens N — 1, das diese Interpolations-

bedingungen erfiillt. Hierzu definieren wir die Lagrange-Basispolynome

Moo=\

L.A) =1]] , n=1,...,N.
i1 An T Ak
k#n

Diese sind wohldefiniert, da die A, paarweise verschieden sind und erfiillen

1, m=n,

0, m#n.

Ln()‘m) =

Da jedes Basispolynom L, Grad hochstens N — 1 besitzt, wird durch

N
= Z v, L
n=1

ein Polynom vom Grad hoéchstens N — 1 definiert, das an den Stellen ), die vorgege-
benen Werte v,, annimmt.

Fiir die weitere Rechnung ist es zweckméaBig, die Basispolynome mithilfe von 3 darzu-
stellen. Wegen B(\) = ITo_, (A — A\x) gilt zunédchst

- BN
[T =M = 3=

k=1
k#n

Aus der Produktregel folgt fiir die Ableitung von 3 nach A

::12

(A= Xg)-

Vol

??‘W
i
Sl

Setzt man A = \,, so verschwinden alle Summanden mit j # n, sodass

N

B'(A) =TT = Xe).

k=1
k#n



2 Satz 1: Konstruktion der Polynomtripel

Da die A, paarweise verschieden sind, gilt 5'(\,,) # 0. Damit lassen sich die Basispoly-

nome in der Form
Hk—l( k) 6()\)

_ k#n —
La(¥) n?;mn =) (A=) B(A)

schreiben. Folglich erhalt man fiir o die Darstellung

N B
oW = 2 R O S

Es bleibt, das Polynom ~ zu bestimmen. Nach Voraussetzung sollen «, § und v die
Beziehung a(A\)? + B(A)y(\) = —a(A) erfiillen. Wir definieren daher

o _oz()\)2 +a())

und zeigen zunéchst, dass dieser Quotient tatséichlich ein Polynom liefert.
Aus a(),) = v, und v = —a(),) folgt

a(A)? +a(\,) =0, n=1,...,N.

Damit sind My, ..., Ay paarweise verschiedene Nullstellen des Polynoms o? 4 a. Nach
dem Fundamentalsatz der Algebra enthélt dessen Linearfaktorzerlegung daher die Fak-

toren

(>‘_>‘1)77()\_)\N)
Folglich ist
N
n=1

ein Teiler von a? + a. Es existiert also ein Polynom r € C[)\] mit

a?+a=pr.
Damit gilt
2
fy:—a ;—a = —r e C[\.

Somit ist gezeigt, dass die Definition von v tatsdchlich ein Polynom liefert. Es bleibt
zu iberprifen, dass v die geforderte Gradbedingung erfiillt. Zugleich bestimmen wir

den Leitkoeffizienten von . Wegen dega < N — 1 gilt

deg(a?) < 2N —2.



2 Satz 1: Konstruktion der Polynomtripel

Da a den Grad 2N + 1 besitzt, wird der hochste Term von o? + a allein durch a
bestimmt. Somit gilt
deg(a® +a) = 2N + 1.

Mit deg 8 = N folgt daraus
degy = deg(a® +a) —deg S = N + 1.

Da a normiert ist, besitzt o + a den fithrenden Koeffizienten 1. Zusammen mit der
Normierung von  und dem Minuszeichen in (3) folgt daraus, dass v den Leitkoeffizi-
enten —1 besitzt. Diese Eigenschaft wird in Satz 1 nicht explizit vorausgesetzt, sondern
ergibt sich direkt aus der Konstruktion. Insbesondere erfiillen die konstruierten Tripel
wegen Oy = 1 und yy41 = —1 genau die in (1) an £ gestellten Bedingungen.

Zum Schluss zeigen wir die Eindeutigkeit des Polynomtripels.

Sei (&, (3,7) eine weitere Losung zu denselben Daten ((Ay,21), ..., (Ay, vy)). Aufgrund
der vorgegebenen Nullstellen und des normierten fiihrenden Koeffizienten gilt zunéchst
3 = /3. Da sowohl « als auch @ Grad hochstens N — 1 besitzen und an den N paarwei-
se verschiedenen Stellen Ay, ..., Ay dieselben Werte vy, ..., vy annehmen, besitzt das
Polynom & — a die N verschiedenen Nullstellen Aq, ..., Ay. Wegen deg(aé—a) < N—1

folgt daraus @ — a = 0, also & = «. SchlieBlich erhélt man

a’+a o’ +a
B

y=-

womit auch v eindeutig bestimmt ist.
Damit sind die Polynome «,  und v durch die vorgegebenen Spektraldaten (A, v,)

eindeutig bestimmt und besitzen die in Satz 1 geforderten Eigenschaften. O

2.2 Beispiele

Zur Veranschaulichung der Konstruktion aus Satz 1 betrachten wir die Félle N = 1
und N = 2. Der Fall N = 1 ist algebraisch besonders einfach und erlaubt zugleich
eine anschauliche geometrische Einordnung der zugehorigen reellen Spektraldaten. Ftir

N = 2 tritt erstmals die Interpolation aus Satz 1 in Erscheinung.

Beispiel 1 (Fall N = 1). Fir N = 1 besitzt das Polynom a den Grad 3 und hat die

Darstellung
2

a(N) = [T\ = an).

n=0
Zu einem gegebenen Datenpaar (A,v1) € C? mit vi = —a(\;) sollen die zugehorigen

Polynome «, § und v bestimmt werden.



2 Satz 1: Konstruktion der Polynomtripel

Da 3 normiert ist und \; als Nullstelle besitzt, folgt unmittelbar
BA) = A=A

Fir « gilt die Gradbedingung dega < N — 1 = 0, sodass a konstant ist. Aus der
Interpolationsbedingung «(A;) = v ergibt sich direkt

a(A) = .

Das Polynom ~ wird durch die Identitit a® 4+ 3y = —a bestimmt. Durch Einsetzen der

bereits bestimmten Polynome erhélt man

B Vi + a(N)

() = .

Wegen v? = —a(\;) verschwindet der Zéahler an der Stelle A\; und ist daher durch A— X
teilbar. Somit ist v ein Polynom vom Grad 2 mit fithrendem Koeffizienten —1.

Insgesamt erhélt man fiir das Datenpaar (A, 14) die Polynome

_vita\)

aN) =1, BN =A-A, A\ = A

Bemerkung 1. Fir N = 1 besitzt a den Grad 3. Unter der zusétzlichen Voraussetzung
ap < a1 < as hat die Gleichung
v = —a())

die Standardform einer elliptischen Kurve, vergleiche [7, Kapitel I11].

Fir A € [ay, ag] bestehen die reellen Spektraldaten aus den beiden Zweigen
v="4/—a(N),

die sich in den Punkten (ay,0) und (ag,0) treffen. Sie bilden somit eine geschlosse-
ne, ovale Kurve, die topologisch einem Kreis entspricht. Gerade im Fall N = 1 lasst
sich die geometrische Struktur der reellen Spektraldaten damit besonders anschaulich
erkennen. Im folgenden Kapitel wird diese Struktur genauer untersucht und tiber die
Rekonstruktionsabbildung mit den entsprechenden Polynomtripeln in Beziehung ge-

setzt.

Beispiel 2 (Fall N = 2). Fir N = 2 besitzt das Polynom
4
a(A) = [T (A = ax)

k=0

den Grad 5. Gegeben seien die Datenpaare (A, v1), (Ao, ) € C? mit paarweise ver-

10



2 Satz 1: Konstruktion der Polynomtripel

schiedenen Aj, Ay und v? = —a();) fir i = 1, 2.

Zunachst ergibt sich fiir das Polynom f
BA) = (A= A)(A = ).

Da dega < 1 gilt, wird o mithilfe der in Satz 1 hergeleiteten Interpolationsformel
bestimmt. Es gilt

. B(A) ) BN
N = T 0 T T ) )

Mit 8 (A1) = A\ — A2 und 5'(A2) = Ay — Ay vereinfacht sich dies zu

A=Ay A=\

) = .
aN) =1y e

Die Interpolationsformel aus Satz 1 liefert in diesem Fall also die eindeutig bestimmte
Gerade durch die beiden Punkte (A1, 1) und (Ag, vs).

AnschlieSend erhalten wir ~

a(N)? +a(N)
(A=A)(A = A)

1A =~

Aufgrund der Interpolationsbedingungen a()\;) = v; fur i = 1,2 ist der Zahler auch
hier durch (A — A;)(A — Ay) teilbar. Damit zeigt sich erneut unmittelbar das im Be-
weis verwendete Faktorisierungsargument. Folglich ist v ein Polynom vom Grad 3 mit

fihrendem Koeflizienten —1.

11



3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Satz 2. Wenn im Satz 1 ag < a1 < --- < asn, \1 < -+ < Ay und vq,...,vyN reell sind,
dann liegen die entsprechenden (a, 3,7) in (R[A])S und alle A, in

(—00,a9] U [ay,as) U--- U lagn-_1,a2n].

Fiir solche ay < a3 < --- < agn, A\ < -+ < Ay und vq,...,vn gibt es genau
dann eine stetige Abbildung s € [0,1) — (R[)\])g, s — (o, PBs,7s) auf solchen Da-
ten entsprechenden Tripeln mit det £,(\) = a(N) = [I2Yo(X — ay), so dass (cg, Bo, Vo)
diesen \y < --+ < Ay und vy,...,vy entspricht und (o, Bs,vs) fir s 1 1 unbe-
schrankt ist, wenn entweder (—oo, ag] mindestens ein A, enthdlt oder [ag,_1, as,] fir
emn=1,..., N mehrere der entsprechenden X, enthdlt.

Fiir solche ag < a; < --- < agy und a(\) = [I*N,(\ — a,) ist die entsprechende

Abbildung

{((Al’yl)""’(AN’VN)) < (RQ)N ‘

A € [Aon_1, agy) und v2 = —a(\,) firn=1,... ,N} (4)

— {(a.8,7) € (RW)”

dega < N, deg§ = N, iy =1, o + iy = —al, (5)

(A1), O, o)) = (@, 8,7)

andererseits ein Diffeomorphismus von der kompakten N -dimensionalen Untermannig-

N
faltigkeit (4) von (R2) auf eine kompakte Zusammenhangskomponente von (5), die

eine Untermannigfaltigkeit von (R[A])g bildet.

Satz 2 tibertragt die Konstruktion aus Satz 1 auf den reellen Fall. Wahrend dort be-
liebige komplexe Daten zugelassen waren, betrachten wir nun reelle Nullstellen ay <
a; < -+- < agy des Polynoms a sowie reelle Spektraldaten (\,, ;).

Der Satz besteht aus drei Aussagen, die wir nacheinander beweisen.

Zunéchst betrachten wir die Realitiat der Konstruktion und die Lage der Nullstellen.
Unter den reellen Voraussetzungen besitzen auch die Polynome «, 8 und v reelle Koef-
fizienten und die Nullstellen von § konnen nur in gewissen Teilintervallen von R liegen.
Die zweite Aussage untersucht, welche Verteilungen der Nullstellen auf diese Teilinter-

valle mit einer beschrankten Familie von Polynomtripeln vereinbar sind.

12



3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Wir schliefen dabei diejenigen Konfigurationen aus, bei denen sich die zugehorigen
Tripel entlang einer stetigen Deformation unbeschréankt fortsetzen lassen.

Schliefflich beschreibt die dritte Aussage die verbleibende Konfiguration, in der jedes In-
tervall [ag,_1, a2,] genau eine Nullstelle von § enthélt. In diesem Fall ist die Zuordnung
der Spektraldaten zu den Polynomtripeln ein Diffeomorphismus auf eine kompakte

Zusammenhangskomponente.

3.1 Reelle Daten und Lage der Nulistellen

Der Beweis der ersten Aussage gliedert sich in zwei Schritte. Zunéichst zeigen wir, dass
unter den reellen Voraussetzungen von Satz 2 auch die Polynome «a, § und ~ reelle
Koeffizienten besitzen, anschliefend bestimmen wir iiber die Vorzeichenstruktur von a

die Lage der Nullstellen von 3.

Beweis. Nach Satz 1 hat 8 die Darstellung

N

n=1
Da nach Voraussetzung A\, € R fir n = 1,..., N gilt, besitzt S ausschliellich reelle
Koeffizienten. Somit folgt 5 € R[\].

Fiir das Polynom « liefert die Interpolationsformel (2)

¥ B
= L ) )

Da f reelle Koeffizienten besitzt, hat auch die Ableitung 5’ reelle Koeffizienten. Fiir
An € R ist daher auch f’'(\,) reell. Da die Nullstellen Ai,..., Ay von [ paarweise
verschieden und damit einfach sind, ist zudem 5’(\,,) # 0. Zusammen mit v,, € R liegt
daher jeder Summand in R[A]. Folglich ist a € R[A].

SchlieBlich betrachten wir die Darstellung (3)

oz2+a

T8

Nach den Voraussetzungen von Satz 2 besitzt das Polynom a()\) = [TY,(\ — az) aus-
schliefllich reelle Nullstellen. Damit gilt a € R[\].

Da bereits a, 8 € R[)\] gezeigt wurde, liegt auch der Zdhler —(a?® + a) in R[)\]. Nach
Satz 1 ist dieser durch 3 teilbar. Da die Division mit Rest in R[\] ausgefithrt werden

kann und in C[)\] eindeutig ist, stimmt der Quotient mit v {iberein.

13



3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Somit folgt v € R[A] und damit

3

(@.8,7) € (RIN)”

Nachdem die Realitat der konstruierten Polynomtripel gezeigt ist, bestimmen wir nun
die mogliche Lage der Nullstellen von f.
Nach Voraussetzung gilt 2 = —a(\,) fir n = 1,..., N. Da v, reell ist, folgt

—a(\,) =v2 >0,
also a(\,) < 0. Daher liegen alle Nullstellen \,, des Polynoms 3 in der Menge
{ANeR|a(N) <0}

Zur expliziten Bestimmung dieser Menge betrachten wir das Polynom

N
a(N) = [N — an).
k=0
Wegen ag < a1 < --- < asy sind die Nullstellen ag, ..., asn paarweise verschieden

und somit einfach. Folglich wechselt a an jeder seiner Nullstellen das Vorzeichen. Da a
den ungeraden Grad 2N + 1 und den fithrenden Koeffizienten 1 besitzt, gilt auflerdem
a(A) > 0 fir hinreichend grofie A, sodass a rechts der groften Nullstelle agy positiv ist.
Durchlauft man die Nullstellen in absteigender Reihenfolge, ergibt sich unmittelbar die
alternierende Vorzeichenstruktur des Polynoms.

Damit gilt a(\) < 0 genau auf den Intervallen

(—o0,ap], [ai,as], ..., J[asn_1,a0n]
Somit folgt
An € (—00,a0] U [ay,as] U ---Ulaan_1, asn] fur allen=1,...,N.
Damit ist die erste Aussage bewiesen. O]

3.2 Verteilung der Nulistellen von

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Verteilungen der Nullstellen von § zu un-
beschriankten Familien von Polynomtripeln fithren. Zunéchst konstruieren wir fiir die
beiden in Satz 2 genannten Fille jeweils eine stetige Deformation der Spektraldaten,
entlang derer das zugehorige Polynomtripel unbeschrénkt wird. AnschlieBend betrach-

ten wir den verbleibenden Fall und zeigen, dass dort keine solche Deformation moglich

14



3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

ist. Hierfiir verwenden wir die Kompaktheit aus der dritten Aussage, die unabhéngig

davon bewiesen wird.

Beweis. Zum Beweis der zweiten Aussage betrachten wir stetige Deformationen der
Spektraldaten

(M(s),21(9)), - (An(s),ow(s)), s €0,1),

bei denen fiir jedes s die Bedingungen v,(s)? = —a(A\,(s)) und A\i(s) < -+ < An(s)
erfiillt sind. Nach Satz 1 gehort zu jedem solchen Datensatz ein eindeutig bestimm-
tes Tripel (ag, fs,7s). Im Folgenden untersuchen wir, wann dieses Tripel fir s 1 1
unbeschrankt wird.

Wir betrachten zunachst den Fall, dass mindestens eine der Nullstellen A,, im Intervall
(—00, ag] liegt. Unter diesen wihlen wir die am weitesten links gelegene Nullstelle.
Aufgrund der Ordnung

AL <o < Ay

handelt es sich dabei notwendigerweise um \;.
Da das Intervall nach links unbeschrankt ist, lasst sich A\; stetig nach —oo deformieren,

wahrend alle tibrigen A, festgehalten werden. Wir wahlen hierzu die Deformation

s
1—s’

)\1(8) = )\1 —

wobei

A(s) — —o0 fur s 11

gilt. Den zugehorigen Wert 14 (s) wihlen wir stetig so, dass
vi(s)? = —a(\(s)), 11(0) = vy.

Liegt A\; zunachst auf dem Randpunkt ag, so treffen dort beide Zweige zusammen,
sodass die Fortsetzung iiber einen der beiden Zweige gewahlt werden kann. Fir das
folgende Unbeschrianktheitsargument ist diese Wahl unerheblich.
Da A;(s) monoton nach links verlauft, bleibt A(s) fiir alle s € [0,1) im Intervall
(—o0, ap]. Auf diesem Intervall gilt a(A) < 0, sodass v(s) fir alle s reell gewéhlt
werden kann. Ferner bleibt die Anordnung Ai(s) < A2 < --- < Ay erhalten, sodass
die Voraussetzungen von Satz 1 fiir jedes s erfiillt sind und die zugehorigen Tripel
(cvs, Bs,7s) stetig von s abhangen.
Nach Satz 1 gilt N

BN =TT (A= M(s)).

n=1

15



3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Beim Ausmultiplizieren erhélt man fiir den Koeffizienten von A\V—!

fBn-1(s) = — Zl/\n(s).

Da Mg, ..., Ax fest bleiben und A (s) — —oo fiir s 1 1, gilt

N

— > Anls) — +o0.

n=1

Somit wird ein Koeffizient von [, unbeschriankt. Daher ist 3, und folglich auch die
Familie (s, Bs,7s) fir s T 1 unbeschrénkt.
Als Néchstes betrachten wir den Fall, dass eines der Intervalle [ag,_1, as,] mindestens
zwei Nullstellen von £ enthélt. Fiir die Konstruktion einer unbeschrankten Deformation
gentigt es, zwei dieser Nullstellen zu betrachten und alle iibrigen Spektraldaten festzu-
halten. Wir bezeichnen mit \; die am weitesten links gelegene Nullstelle in diesem Inter-
vall und mit A ihren rechten Nachbarn. Nach Annahme liegt auch A\; 1 € [ag,—1, a2,
Zwischen ag,—1 und \; liegt somit keine weitere Nullstelle von 3, was fiir die folgende
Konstruktion wesentlich ist.
Liegt eine der beiden Nullstellen auf einem Randpunkt des Intervalls, so gilt dort
a(A) = 0 und damit wegen v? = —a()\) auch v = 0. In diesem Fall verschieben wir
die betreffende Nullstelle zunéchst stetig in das Innere des Intervalls, wobei die Ver-
schiebung so gewahlt wird, dass die Anordnung der Nullstellen erhalten bleibt. Da die
beiden Zweige am Randpunkt zusammentreffen, kann das Vorzeichen des zugehorigen
v-Wertes bei dieser Fortsetzung frei gewahlt werden.
Wir dirfen fiir den weiteren Beweis daher annehmen, dass A; und A;4; im Inneren von
[agn—1, agy) liegen und v; sowie v, von null verschieden sind.
Wir unterscheiden nun nach den Vorzeichen der zugehorigen Werte.
Besitzen v; und v;;; verschiedene Vorzeichen, so lassen wir \; stetig gegen \;;; kon-
vergieren und halten alle iibrigen Spektraldaten fest. Wir wéhlen hierfiir die stetige

Deformation
M(s) = (=) +s A, vi(s)? = —a(X(s)),

wobei v;(s) stetig aus v; hervorgeht. Da A;(s) fiir s < 1 im Inneren des Intervalls
verbleibt, gilt a(A;(s)) < 0. Somit verschwindet v;(s) nicht und behélt sein Vorzeichen
bei. AuBerdem gilt \;(s) < Aj11, sodass die Anordnung der Nullstellen erhalten bleibt.
Besitzen v; und v;4, hingegen dasselbe Vorzeichen, so fiihren wir A\; zunachst zum lin-

ken Randpunkt as,_; des Intervalls und von dort wieder in Richtung A; ;. Da zwischen
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a2,—1 und Ajyq keine weitere Nullstelle von 3 liegt, ist die Deformation

As) (1 —=25)A\; +2sa,-1, 5 {07 %} ’
i\S) =
(2 —28)agp—1+ (2s — 1)A\j41, s€ [%’ 1)

zuléssig. Den zugehorigen Wert v;(s) wéhlen wir stetig so, dass
i(s)” = —a(Ni(s))

gilt. Bis zum Randpunkt wird der urspringliche Zweig beibehalten, anschliefend wéah-

len wir den Zweig mit dem Vorzeichen —sgn(v;41). Damit gilt
vi(s) — —vin fur s 1 1.

Auch bei dieser Deformation bleibt wegen A;(s) < Aji; fiir alle s < 1 die Anordnung
der Nullstellen erhalten.

In beiden Féllen erhalten wir somit eine stetige Deformation der Spektraldaten mit
Ajg1 —Aj(s) — 0 und  yi(s) + v — 0

fir s 1 1, wobei v;41 # 0 ist und alle iibrigen Spektraldaten unverandert bleiben.
Wir zeigen nun, dass a; fiir diese Deformation unbeschrankt wird.

Nach der Interpolationsformel (2) gilt

as(A) = 7; Vn(s) (>\ _ )\n(S)) 5§(>‘n(s>) |

Da
Bs(A)
A= A(s)
ein normiertes Polynom vom Grad N — 1 ist, ergibt sich beim Ausmultiplizieren fiir
den Koeffizienten von AN~! in a;

Va(5)

ow-1(8) = 2 5 )

Wir betrachten nun die Beitridge der beiden kollidierenden Nullstellen A;(s) und Aj44
zum Koeffizienten apy_;(s). Wir setzen 65 := Aj11 — Aj(s), wobei 6, — 0 fiir s 1 1 gilt.

Ferner definieren wir

N N
Ri(s):= II (MG)=An)  Rini= T (M=)
w5 i m i
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3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Damit gilt
BL(Ai(9)) = =8:Rj(s),  Bi(Nji1) = OuRypn.

Da die iibrigen Nullstellen festgehalten werden und paarweise verschieden sind, gilt
R;i1 # 0 sowie
Rj(S) — Rj+1 fur s T 1.

Der Beitrag der beiden kollidierenden Nullstellen zu a1 (s) ist

Vj(S) i I/j+1 o 1 (Vj-i-l o I/j(S)>'

BLN(5)  BiNjs1)  0s \Rjp1r Ry(s)

Da v;(s) = —v;+1 und R;(s) — Rjqq fiir s 1 1 gilt, konvergiert der Ausdruck in der

Klammer gegen
2Vj 11

Rj
Da zugleich 6, — 0 gilt, wird der Beitrag der beiden kollidierenden Nullstellen unbe-

£0.

schrankt. Die tibrigen Summanden bleiben beschrankt, da ihre Nenner gegen von null
verschiedene Grenzwerte konvergieren und die zugehorigen v unverandert bleiben.
Somit ist der Koeffizient ay_1(s) fiir s 1 1 unbeschrankt und folglich auch die Familie
(s, Bss Vs)-

Damit existiert in den beiden betrachteten Situationen eine stetige Deformation der
Spektraldaten, unter der das zugehorige Polynomtripel fiir s T 1 unbeschrankt wird.
Sind die beiden zuvor betrachteten Félle ausgeschlossen, so liegt keine Nullstelle von
S in (—o00, ag] und jedes der N Intervalle [as, 1, as,| enthdlt hochstens eine Nullstelle.
Da [ insgesamt genau N reelle Nullstellen Ay, ..., Ay besitzt, muss daher jedes dieser
Intervalle genau eine Nullstelle enthalten.

Nach der ersten Aussage liegen die A, (s) fiir jedes s in der Vereinigung der zuldssigen,
paarweise disjunkten Intervalle. Da die Deformation stetig ist, kann keine Nullstelle
ihr jeweiliges Intervall verlassen. Die Verteilung der Nullstellen bleibt daher erhalten,
sodass die deformierten Spektraldaten fir alle s € [0,1) weiterhin in der Menge (4)
liegen.

Nach Satz 1 gehort zu jedem dieser Datensétze ein eindeutig bestimmtes Tripel (o, Bs, Vs)-
Dieses liegt somit im Bild von (4), das nach der dritten Aussage kompakt und daher be-
schrénkt ist. Folglich bleiben die Koeffizienten der Tripel fiir alle s € [0, 1) beschrankt,
sodass keine fiir s 1 1 unbeschriankte Deformation existieren kann.

Damit ist die zweite Aussage bewiesen. O]
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3.3 Diffeomorphismus auf eine kompakte

Zusammenhangskomponente

Die dritte Aussage besagt, dass die Zuordnung der Spektraldaten zu den Polynomtri-
peln ein Diffeomorphismus von der Menge (4) auf eine kompakte Zusammenhangskom-
ponente von (5) ist. Wir bezeichnen diese Zuordnung im Folgenden mit f.

Zunéchst zeigen wir, dass die Menge (4) eine kompakte, zusammenhéngende N-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von (R?)" ist. AnschlieBend untersuchen wir die Glattheit von

f und seiner Umkehrabbildung und zeigen, dass das Bild von f ebenfalls eine N-
dimensionale Untermannigfaltigkeit bildet. Abschlieflend weisen wir nach, dass dieses
Bild eine kompakte Zusammenhangskomponente von (5) ist.

Hierfir benétigen wir zunéchst eine Aussage tiber die lokale Struktur der Menge (5),

die wir dem eigentlichen Beweis voranstellen.

Lemma 1. Die Menge (5) ist in einer Umgebung jedes Punktes des Bildes von f eine

N -dimensionale Untermannigfaltigkeit von (R[A])g.

Beweis. Die Menge (5) besteht aus den Tripeln

{(a.8.7) € (RIN)" | dega < N, degf = N, fy =1, o® + By = —a}.

Zunachst bemerken wir, dass die Definition der Menge (5) die Gradbedingungen fur

sowie die Bedingung an seinen Leitkoeffizienten bereits impliziert. Es gilt
dega < N, deg 5 = N, deg(a?) < 2N — 2.

Da deg(a?) < 2N —2 < 2N +1 = dega und o®+ 3y = —a gilt, kann der hochste Grad-
term von —a nicht aus a? stammen und muss daher aus dem Produkt 37 herriihren.
Folglich gilt

degy =N +1,

und wegen des normierten fithrenden Koeffizienten von [ besitzt 7y den fithrenden

Koeffizienten —1. Wir betrachten daher den affinen Raum
A:={(a,8,7) € (RI\])’ | dega < N, deg B =N, By =1, degy = N+1, yy41 = —1},

der durch die Grad- und Normierungsbedingungen festgelegt ist. Damit ist (5) eine
Teilmenge von A. Aufgrund der Anzahl der freien Koeffizienten gilt

dim A =3N 4+ 1.

Fiir die Gleichungsabbildung betrachten wir nun den Grad des Ausdrucks a? + 3v + a.
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Da die Leitkoeffizienten von § und v festgelegt sind, heben sich die Terme vom Grad
2N + 1 in By + a auf.

Zusitzlich gilt deg(a?) < 2N — 2, somit besitzt a? + 3y + a stets Grad héchstens 2N.
Wir betrachten daher die Abbildung

F:A— RNy,  Fla,8,7) =ad>+ By +a

Damit lasst sich die Menge (5) als Nullstellenmenge

F({0})

schreiben. Nach der Produktregel lautet die Ableitung von F' an einer Stelle

(a,8,7) € A
DF(a,,B,’y)(d767;Y) = 200 + 76 + 67

Dabei erfiillen die Richtungsvektoren degé < N, deg 8 < N und deg” < N, da die
fithrenden Koeffizienten von § und « in A fest sind.
Wir zeigen nun die Surjektivitat von DF' an jedem Punkt des Bildes von f.
Sei dazu (o, 8,7) € f((4)). Dann stammen die Nullstellen Aq,..., Ay von  aus den
nach Definition von (4) paarweise disjunkten Intervallen und sind daher paarweise
verschieden.
Zunachst zeigen wir, dass a und ~ an keiner dieser Nullstellen gleichzeitig verschwinden.
Sein € {1,...,N} mit a(\,) = v(\,) = 0. Aus der Beziechung o? + 3y = —a folgt
unmittelbar

a(A,) = 0.

Differenzieren nach \ liefert
20 + By + By = —d'.

Da ), eine Nullstelle von f ist, gilt zusétzlich 3()\,) = 0. Setzt man nun A = A, ein,

so verschwinden samtliche Terme auf der linken Seite und es folgt
a' (M) =0.

Damit wére A, eine mehrfache Nullstelle von a. Dies widerspricht der Voraussetzung,

dass die Nullstellen von a einfach sind. Somit gilt fiir jedes n

(@A), 7(Aa)) # (0,0).

Sei nun h € R[A] mit degh < 2N beliebig. Da fiir jedes n mindestens einer der Werte

2a(A,) und v(\,) von null verschieden ist, konnen reelle Zahlen 7, und s, so gewahlt
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3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

werden, dass
2a(N)rn +7Y(An)sn = h(\), n=1,...,N.

Da die Nullstellen Ay, ..., Ay paarweise verschieden sind, existieren nach der Lagrange-

Interpolationsformel Polynome ¢ und 3 vom Crad kleiner als N mit
a(Ny) =1y, ﬁ()\n) = Sp, n=1,...,N.
Damit verschwindet das Polynom
S :=h—2ad—~8

an samtlichen Nullstellen \{,..., Ay von . Somit ist S durch ( teilbar. Es existiert

also ein Polynom ¥ mit
S = p7.

Es bleibt zu tiberpriifen, dass + die erforderliche Gradbedingung erfiillt. Aus deg o, deg & <
N folgt deg(ac) < 2N —2 und aus degy = N +1 sowie deg 3 < N folgt deg(y3) < 2N.
Zusammen mit deg h < 2N ergibt sich daher

deg S < 2N.
Da S = % und deg 8 = N gilt, folgt schlielich
degy < N.
Damit erfiillen ¢, 8 und 4 die Bedingungen des Richtungsraums und es gilt
DF (o p(c, B,7%) = 20+ 73 + B% = h.

Da h beliebig gewéhlt wurde, ist DF' an jedem Punkt des Bildes von f surjektiv und
besitzt somit den Rang 2N + 1.

Nach der Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten durch Gleichungen [3, §9,
Satz 2] ist die Nullstellenmenge F~'({0}) daher in einer Umgebung jedes solchen Punk-

tes eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
BN+1)— (2N +1)=N.

Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt. O]
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Beweis. Schritt 1: Struktur der Menge (4). Wir zeigen zuerst, dass die Menge (4

N
eine kompakte, zusammenhangende /N-dimensionale Untermannigfaltigkeit von (R2>
ist.

Hierzu definieren wir firn=1,..., N
M, = {(/\, V) € [agn_1,a9,] X R ’ V= —a()\)}.
Damit lasst sich die Menge (4) als kartesisches Produkt
My x -+ x My

darstellen. Es gentigt daher, die entsprechenden Eigenschaften fiir die einzelnen Fakto-
ren M, nachzuweisen.

Fiir den Beweis betrachten wir die Funktion
G:R*—R,  G\v)=rv>+aN).
Da G eine Polynomfunktion ist, ist sie insbesondere glatt. Es gilt
M, = G~ ({0}) N ([azn-1, azn] x R),

und die partiellen Ableitungen von G lauten

oG oG

5(A7 7/) = a/<>\), %(A, 7/) = 2.
Wir zeigen zunéchst, dass M,, eine glatte eindimensionale Untermannigfaltigkeit des
R? ist. Hierzu iiberdecken wir M,, durch vier offene Teilmengen, auf denen jeweils A
oder v als Parameter dient.
Nach der ersten Aussage gilt a(\) < 0 fir alle A € (ag,_1,a2,), sodass die Gleichung

v? = —a()\) dort genau die beiden Losungen

v==4y/—a(N)

besitzt. Wir definieren die beiden Teilmengen

Ut o= {(\») € (azu-1.a20) x (0,00) | v* = —a(N)},

n

Uy = {(A\v) € (azn1,a20) x (=00,0) | 12 = —a(N)}.

n

Diese Zerlegung entspricht den beiden Zweigen der Kurve M,,. Die Projektion auf die
erste Koordinate

TN U;t — (a2n717a2n)7 ()‘>V) — A
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ist bijektiv mit den Umkehrabbildungen
M= (A y/=a(V) auf U, A (A, —\/=a())) aufU,.

Da a ein Polynom und die Quadratwurzelfunktion auf (0,00) glatt ist, sind beide
Umkehrabbildungen glatt. Somit ist 7, auf U;" beziehungsweise U, jeweils ein Diffeo-
morphismus.

Die Randpunkte (ag,_1,0) und (ag,, 0) wurden in den Teilmengen U," und U, bewusst
ausgeschlossen, da die Parametrisierung tiber A dort keine glatte lokale Beschreibung
liefert. Um auch diese Punkte zu erfassen, verwenden wir im Folgenden eine zweite
Parametrisierung tiber die Koordinate v.

Wir betrachten zunéchst die Funktion A +— a(\) auf dem Intervall [ag,_1, as,]. Da a
stetig und das Intervall kompakt ist, nimmt a dort ein Minimum an.

Nach dem Satz von Rolle besitzt a’ zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
von a mindestens eine Nullstelle. Da a’ den Grad 2N besitzt und es genau 2N Intervalle
(ak, apy1) gibt, liegt in jedem dieser Intervalle genau eine Nullstelle von o’

Insbesondere besitzt a auf [as,_1, az,] genau eine kritische Stelle. Wegen
a(agn—1) = alag,) =0 und a(A) <0 fir X € (agn_1,a2,)

liegt diese im Inneren und ist die eindeutig bestimmte Minimalstelle. Wir bezeichnen
sie mit
my, € (a2n—17 a2n)-

Wir definieren nun die Teilmengen

Vo= {()\, v) € (agn_2,my) X R ‘ V2 = —a()\)},
V= {(\v) € (mn, azns1) xR |12 = —a(N)}.

Die Intervalle werden dabei bewusst tiber [as,_1, a2,] hinaus gewéhlt, sodass die Rand-
punkte (ag,_1,0) und (as,,0) als innere Punkte auftreten. Auf den zusétzlich erfass-
ten Intervallstiicken gilt a(A) > 0, sodass dort keine reellen Losungen der Gleichung
v? = —a(\) auftreten.

Fiir n = N bezeichnet asn 1 dabei keine weitere Nullstelle von a, sondern eine beliebig
gewahlte reelle Zahl mit asy 1 > asy.

Auf [ag,—1,my) und (my,, as,| besitzt @’ keine Nullstelle. Im Inneren folgt dies aus der
Eindeutigkeit der kritischen Stelle m,,, an den Randpunkten aus der Einfachheit der

Nullstellen von a. Folglich ist a auf beiden Teilintervallen streng monoton.
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Damit besitzt die Gleichung
v = —a())

fir jeden zuldssigen Wert von v jeweils genau eine Losung A in dem entsprechenden

Teilintervall. Die Projektion auf die zweite Koordinate

T, VE— (—\/—a(mn), \/—a(mn)) , (A V) — v,

ist daher bijektiv. Nach dem oben Gezeigten gilt in allen Punkten von V,- UVt

oG

a—)\(k, v)=d(\) #0.

Der Satz tiber implizite Funktionen [3, §8, Satz 2] liefert daher eine eindeutig bestimmte
glatte Funktion A\ = ¢(v) mit G(p(v),v) = 0. Die Umkehrabbildung von 7, ist durch

v — (gp(z/), 1/)

gegeben und glatt. Folglich ist 7, auf V= beziehungsweise VI jeweils ein Diffeomor-
phismus.

Da die vier offenen Teilmengen U,", U, , V.- und V. die Menge M, vollstandig iiber-
decken und jeweils eine glatte Parametrisierung besitzen, ist M,, eine glatte eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeit des R? [3, §9, Satz 2].

Als Néchstes beweisen wir, dass M,, kompakt ist.

Wir zeigen zundchst die Beschranktheit. Nach Definition von M, gilt \ € [ag,_1, as,],
sodass die A-Koordinate beschriankt ist. Da a auf diesem Intervall sein Minimum in m,,
annimmt, gilt a(m,) < a(\) fir alle A € [ag,—1, agy).

Aus v? = —a(\) < —a(m,) folgt

v] </ —a(m,),

somit ist auch die r-Koordinate beschrankt.

Es bleibt zu zeigen, dass M,, abgeschlossen ist. Nach dem Obigen gilt
M, = G ({0}) N ([azn-1, aza] x R).

Da G stetig und {0} C R abgeschlossen ist, ist G~ ({0}) abgeschlossen. Auch [ag,_1, as,] X
R ist als Produkt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Folglich ist M, als Schnitt
zweier abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

Zusammen mit der bereits gezeigten Beschranktheit folgt nach dem Satz von Heine—
Borel, dass M,, kompakt ist. Es bleibt, den Zusammenhang von M, nachzuweisen.

Nach der ersten Aussage gilt a(\) < 0 fir alle A € [ag,_1, as,], sodass sich M, als
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Vereinigung der beiden Zweige

{()\, \/—a()\)) ‘ \€E [agn_l,azn]} und {()\, —\/—a(/\)) ‘ \€E [a2n_1,a2n]}

schreiben lasst. Da die Abbildungen

A (A,i\/T(A))

auf [ag,_1,a9,] stetig sind, sind beide Zweige als stetige Bilder eines Intervalls zu-
sammenhéangend. Wegen a(as,—1) = a(az,) = 0 besitzen sie die gemeinsamen Punkte
(a2n—1,0) und (agy,0). Ihr Schnitt ist somit nichtleer und als Vereinigung zweier zu-
sammenhangender Mengen mit nichtleerem Schnitt ist auch M,, zusammenhéngend.
Damit ist jedes M, eine kompakte, zusammenhangende eindimensionale Untermannig-
faltigkeit des R?. Da endliche kartesische Produkte von Untermannigfaltigkeiten wieder
Untermannigfaltigkeiten sind und dabei sowohl Kompaktheit als auch Zusammenhang
erhalten bleiben, ist die Menge (4) als Produkt

M1X"'XMN

eine kompakte, zusammenhéngende N-dimensionale Untermannigfaltigkeit von (R?)¥.

Schritt 2: Glattheit von f. Im Folgenden zeigen wir die Glattheit der Abbildung
NN
f {((Al,yl), O o)) € (R?) ’
An € [agn_1, a2, und 12 = —a(\,) firn =1,... ,N}

— {(a.8,7) € (RIN)"

dega < N, deg =N, By =1, 042+67:—a},

(A1), s o)) == (@, 8,7)

Wie im Beweis von Lemma 1 fiir die in (5) betrachteten Polynomtripel gezeigt wurde,
gilt degy = N + 1 und der Leitkoeffizient von v ist —1. Es gentigt daher, die glatte
Abhéangigkeit der tibrigen Koeffizienten von den Spektraldaten zu zeigen.

Aus

N
B =TT =)
n=1
folgt unmittelbar, dass sdmtliche Koeffizienten von g Polynome in Ay, ..., Ay sind und

somit, glatt von den Daten abhangen.
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Fir o verwenden wir die Interpolationsdarstellung (2)

R B
R WL

Die A, liegen nach Definition von (4) in paarweise disjunkten Intervallen und sind des-
halb paarweise verschieden, sodass 3'(\,) # 0 gilt. Somit hangen auch die Koeffizienten
von « glatt von den Spektraldaten ab.

Es bleibt zu zeigen, dass auch v glatt von den Spektraldaten abhangt. Wir wahlen

hierzu N + 2 paarweise verschiedene Punkte

T1,...,TN42 € (Gan,00).

Da sdmtliche Nullstellen von 8 in UY_,[azn_1,a2,] liegen, gilt B(z;) # 0 fir i =
1,..., N + 2, unabhingig von der Wahl der Daten. Aus a? + 3y = —a folgt daher
a(z;) + a(z;)? .
y(gy) = ———L T o N+ 2,
() )

Die Stellen z; und das Polynom a sind fest gewéhlt und « sowie g hangen bereits glatt
von den Spektraldaten ab. Folglich gilt dies auch fiir die Werte ~(x;).

Ein Polynom vom Grad hochstens N + 1 ist eindeutig durch seine Werte an N + 2

paarweise verschiedenen Stellen bestimmt, daher gilt

N+2 N2 A
YN =D (@) IT :
i=1 k=1 Ti = Tk
leti
Die Interpolationsstellen zy, . . ., x 1o sind fest gewéhlt, sodass die Basispolynome nicht

von den Spektraldaten abhéngen. Damit hdngen auch die Koeffizienten von ~ glatt von
den Daten ab. Insgesamt sind somit die Koeffizienten von «, 5 und ~ glatte Funktionen
der Spektraldaten, sodass auch die Abbildung f glatt ist.

Schritt 3: Glattheit von f~!. Nach Satz 1 ist f injektiv. Betrachtet man f als
Abbildung auf ihr Bild f ((4)) C (5), so ist sie zudem surjektiv und damit bijektiv. Es

existiert somit eine eindeutig bestimmte Umkehrabbildung

S (@) — @),

Die Einschriankung des Zielraums auf das Bild ist hierbei wesentlich, da im Allgemeinen
nicht jedes Element von (5) durch die Konstruktion aus Satz 1 erzeugt wird.

Zu zeigen bleibt, dass f~! glatt ist. Hierzu untersuchen wir zunichst, wie sich die
Spektraldaten lokal aus den Koeffizienten eines Polynomtripels zuriickgewinnen lassen.

Anschlielend zeigen wir, dass f((4)) eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit bildet,
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sodass die Glattheit der Umkehrabbildung auf diesem Bild betrachtet werden kann.

Die Zahlen Ay, ..., Ay sind die Nullstellen des normierten Polynoms
N

B =TT =) = AV + By AV 4o+ B
n=1

Um diese lokal eindeutig und glatt aus den Koeffizienten von S zuriickzugewinnen,
betrachten wir die Abbildung

d: RY — RV, (AL An) — (Bos- .-, By-1),

die dem Nullstellenvektor den Koeffizientenvektor des zugehorigen normierten Poly-
noms zuordnet. Da sich die Koeffizienten [y, ..., Sy_1 beim Ausmultiplizieren als Po-
lynome in Ay, ..., Ay ergeben, ist ® polynomial und damit glatt. Fiir die Anwendung
des Satzes iiber die inverse Funktion bleibt somit zu zeigen, dass die Jacobi-Matrix
D® invertierbar ist. Hierflir berechnen wir zunéchst die partiellen Ableitungen von
beziiglich der Nullstellen.

Aus der Produktdarstellung folgt firn=1,..., N

B _ B
axn—‘g(*%)—u_xn'
m#n

Andererseits gilt aufgrund der Koeffizientendarstellung

s . IBN-1 N-1 9B
o o N Tt

Da der Koeffizient von AV konstant und gleich 1 ist, liefert dieser keinen Beitrag.

Der Vergleich beider Darstellungen von aaTﬁn zeigt, dass deren Koeffizienten beziiglich

der Basis 1, \, ..., \V7! gerade die n-te Spalte der Jacobi-Matrix

9B 96 ... OB

8)\1 8)\2 6)\N

9B 9. 0p1

D® = O 2 AN
9BN—1 OBn-1 .. OBN-1

O 0o OAN

bilden. Zum Nachweis der Invertierbarkeit von D® zeigen wir zunachst, dass die Poly-

nome

linear unabhangig sind.
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3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Seien hierzu c¢q,...,cy € R mit
N
A
Z Cn B( ) - 07
= A=\
und sei k € {1,..., N} beliebig. Setzt man A = A ein, so verschwinden alle Summanden

mit n # k, da sie den Faktor (A\y — ;) enthalten. Fiir den verbleibenden Summanden

erhalt man

N
C H ()\k - /\m) = Ck 6/()%) = 0.
ik
Da die Nullstellen paarweise verschieden sind, gilt 5'(A\x) # 0. Folglich ist ¢ = 0.
Da k beliebig gewéhlt wurde, folgt

cp=--=cy=0.

Somit sind die Spalten der Jacobi-Matrix linear unabhéngig. Daher besitzt D® den
Rang N und ist als quadratische N x N-Matrix invertierbar. Da & glatt ist, ist sie
nach dem Satz tiber die inverse Funktion in einer Umgebung jedes Punktes [3, §8,
Satz 3] (A1, ..., Ay) mit paarweise verschiedenen )\, ein lokaler Diffeomorphismus. Ins-
besondere existiert eine glatte lokale Umkehrabbildung, durch die sich die Nullstellen
A1, ..., Ay eindeutig und glatt aus den Koeffizienten von S zuriickgewinnen lassen.

Fiir die zugehorigen Werte gilt

Da die A\, nach dem Vorangegangenen lokal glatt von den Koeffizienten von  abhéngen
und die Auswertung a(\,) glatt in den Koeffizienten von a und in A, ist, hingen auch
die v, lokal glatt von den Polynomkoeffizienten ab. Damit erhalten wir lokal eine glatte

Riickgewinnung der Spektraldaten

(o, B,7) — (()\1,7/1), R ()\NjVN)),

die auf dem Bild von f mit der Umkehrabbildung von f tibereinstimmt.

Wir betrachten nun die zugehorigen Richtungsvektoren. Sei an einem Punkt (o, 5,7)
des Bildes von f eine infinitesimale Anderung (&, A, %) der Polynomkoeffizienten gege-
ben. Nach dem Vorangegangenen ordnet das Differential der lokalen Umkehrabbildung

von ® dem Richtungsvektor 3 eindeutig die Richtungsvektoren
A, Ay

der Nullstellen zu.
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3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Fir die Werte v, = a(\,) ergibt die Differentiation
U = (M) + &' (M)A, n=1,...,N.

Damit lassen sich aus einer infinitesimalen Anderung der Polynomkoeffizienten die
zugehorigen Richtungsvektoren der Spektraldaten eindeutig zurtickgewinnen.

Nach Schritt 2 ist die Abbildung f glatt und ordnet daher {iber ihre Ableitung jedem
Tangentialvektor an einem Punkt der Menge (4) einen entsprechenden Richtungsvektor
der Polynomkoeffizienten zu. Wendet man auf diesen anschlieBend die oben beschrie-
bene Riickgewinnung an, so erhalt man wieder den urspriinglichen Tangentialvektor
der Spektraldaten.

Sei nun p € (4) beliebig. Nach der Kettenregel ist die Verkettung der beiden Ableitun-
gen daher die identische Abbildung auf dem Tangentialraum 7,,(4), sodass

Dgspy o D fp = 1dr, (4

gilt, wobei g die lokal definierte Riickgewinnungsabbildung bezeichnet.
Damit bildet D f,, den Tangentialraum 7),(4) isomorph auf sein Bild ab, wobei Dg ;) auf
diesem Bild die inverse Abbildung liefert. Insbesondere ist D f,, injektiv. Nach Schritt 1

ist die Menge (4) eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit, sodass
dim7,(4) =N

gilt. Folglich besitzt D f, in jedem Punkt den Rang
rang D f, = N.

Nach Satz 1 ist f injektiv und nach Schritt 2 stetig. Da die Menge (4) nach Schritt 1
kompakt ist, ist
f(4) — f((4))

ein Homoéomorphismus. Zusammen mit dem Rang N ergibt sich damit, dass f eine

lokale Parametrisierung ihres Bildes liefert. Folglich ist

f((4))

eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit des umgebenden Koeffizientenraums. Ins-
besondere ist damit auf dem Bild von f ein Glattheitsbegriff erklart. Die Umkehrab-
bildung

FHf((4) — (4)

stimmt lokal mit der zuvor konstruierten glatten Riickgewinnungsabbildung tiberein.
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3 Satz 2: Reelle Spektraldaten

Somit ist f ein Diffeomorphismus von (4) auf ihr Bild.

Es bleibt zu zeigen, dass das Bild von f eine Zusammenhangskomponente von (5) ist.
Als stetiges Bild der nach Schritt 1 kompakten und zusammenhéngenden Menge (4) ist
es zunachst selbst kompakt und zusammenhéangend. Insbesondere ist es abgeschlossen
in (5).

Nach Lemma 1 ist (5) in einer Umgebung jedes Punktes des Bildes von f eine N-
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Nach dem Vorangegangenen ist auch f((4)) eine

N-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit

f((4) < (5).

An jedem Punkt aus f((4)) ist daher der Tangentialraum von f((4)) im Tangentialraum
von (5) enthalten. Da beide die Dimension N besitzen, stimmen die Tangentialrdume
iiberein.

Somit besitzt die Abbildung

f((4) — (), q—q

in jedem Punkt ein invertierbares Differential. Nach dem Satz {iber die inverse Funktion
ist sie lokal ein Diffeomorphismus. Daher enthélt f((4)) um jeden seiner Punkte eine
in (5) offene Umgebung und ist folglich offen in (5).

Sei nun C' die Zusammenhangskomponente von (5), die einen Punkt aus f((4)) enthalt.
Dann ist f((4)) N C eine nichtleere, offene und abgeschlossene Teilmenge von C. Da C'

zusammenhéngend ist, folgt

f@)nc=c.

Wegen des Zusammenhangs von f((4)) und der nichtleeren Schnittmenge mit C' gilt
zugleich f((4)) C C. Somit folgt

f((4) =0C.
Damit ist f ((4)) eine kompakte Zusammenhangskomponente von (5), die eine N-

3
dimensionale Untermannigfaltigkeit von (]R[)\]) bildet und f ist ein Diffeomorphismus
von (4) auf f ((4)) Damit ist die dritte Aussage vollsténdig bewiesen. O
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des
Anfangswertproblems

Satz 3. Fir alle & wie in (1) sei q(§) = yv + Bn_1. Fiir solche &, besitzt das Anfangs-

wertproblem
d 0 1

eine mazximale Losung auf einem offenen Intervall I C R mit 0 € I. Fir alle x € 1
sind &(x) von der Form (1) mit det{(x) = det&y. Wenn die Eintriage von & in R[)]
liegen, dann auch die Eintrage von &£(x) bei allen x € I. Wenn zusdtzlich det & und
das Polynom (B des Anfangswerts & reelle Nullstellen ag < --- < asy beziehungsweise

A < -+ < Ay besitzen mit A, € [agy_1,a9,] firn=1,... N, dann gilt I = R.

Satz 3 beschreibt den durch die Differentialgleichung (6) erzeugten Fluss auf dem Raum
der Matrixpolynome der Form (1). Fiir den Beweis identifizieren wir diesen Raum mit
einem endlichdimensionalen Koeffizientenraum und erhalten daraus die Existenz einer
maximalen Losung.

Anschlielend untersuchen wir, welche Eigenschaften des Anfangswerts entlang dieser
Losung erhalten bleiben und zeigen schliellich unter den zuséatzlichen Voraussetzungen
aus Satz 2, dass die Koeffizienten beschréankt bleiben. Dadurch kann die maximale Lo-
sung global fortgesetzt werden, sodass I = R gilt. Der Beweis gliedert sich entsprechend
in drei Schritte.

Beweis. Im Folgenden schreiben wir zur Abkiirzung

0 1
A= (q(@ - 0)'

Die Matrix A(¢) hat dabei dieselbe Form wie die durch Ordnungsreduktion des Schro-
dingerproblems erhaltene Matrix, wobei das Potential nun durch ¢(§) bestimmt wird.

Mit dieser Bezeichnung lasst sich die Differentialgleichung (6) kurz als

d
TE=[A©).¢]

schreiben.
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

Schritt 1: Existenz der maximalen Losung. Wir betrachten Matrizen £ der Form
(1) mit

N-1 N-1 N
a\) =D axA B =AY DB () = AT Y T,
n=0 n=0 n=0
Ein solches Polynomtripel (o, 3,7) ist eindeutig durch seine freien Koeffizienten be-

stimmt. Wir identifizieren es daher mit dem Koeffizientenvektor

z = (a()a"'7&]\7—1’60’"'75N—17707"'77N) € C3N+17

wobei « insgesamt N, § ebenfalls N und v genau N + 1 freie Koeffizienten besitzt.
Der Raum der Matrizen £ der Form (1) lésst sich somit mit dem endlichdimensionalen
Koeffizientenraum C3**! identifizieren.

Dadurch kann die Matrixdifferentialgleichung

Se-la©.¢

als gewohnliches Differentialgleichungssystem fiir den Koeffizientenvektor z aufgefasst
werden. Da die rechte Seite nicht explizit von x abhéngt, handelt es sich um ein auto-
nomes System.

Wie in Schritt 2 durch die direkte Berechnung des Kommutators gezeigt wird, besitzen
die drei Polynomkomponenten von [A(£),&] genau die Gradbeschrankungen, die den
Ableitungen der freien Koeffizienten in (1) entsprechen. Der Kommutator ist daher
wiederum durch 3N + 1 Koeffizienten eindeutig bestimmt. Uber die oben beschriebene

Identifikation induziert er somit ein Vektorfeld
V- C3N+1 — C3N+1

welches jedem Koeffizientenvektor den Koeffizientenvektor des Kommutators zuordnet.
Da

q(&) = + By

linear von den Koeffizienten von ¢ abhéngt und der Kommutator lediglich Summen und
Produkte dieser Koeffizienten enthélt, ist das zugehorige Vektorfeld V' polynomial und
insbesondere glatt. Da hierbei auch Produkte der unbekannten Koeffizienten auftreten,
ist das Differentialgleichungssystem im Allgemeinen nicht linear.
Zur Anwendung des Satzes von Picard-Lindel6f identifizieren wir

C3N+1 ~ R6N+2

Y
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

indem jeder komplexe Koeffizient in Real- und Imaginéarteil zerlegt wird. Dadurch kann
der Koeffizientenvektor z dquivalent als Element von R6V*2 aufgefasst werden.

Entsprechend betrachten wir auch das zuvor definierte Vektorfeld als Abbildung
Vo RONTZ __y RONFZ,

Da V glatt und damit insbesondere lokal Lipschitz-stetig ist, sind die Voraussetzungen
des Satzes von Picard-Lindelof erfiillt [8, Theorem 2.2]. Folglich besitzt das Anfangs-

wertproblem

d
= V(z2), 2(0) = zo,

zu jedem Anfangswert 2y € ROV*2 eine lokal eindeutig bestimmte Losung.

Diese léasst sich eindeutig zu einer maximalen Losung
z: | — RONT2 I=(zx_,zy)mit z_ <0<z,

auf einem offenen Intervall fortsetzen [8, Theorem 2.13].

Da das Vektorfeld V auf ganz R5V+2 definiert ist, besitzt sein Definitionsbereich keinen
Rand. Nach dem Fortsetzungssatz [1, Satz 3.17] kann daher ein endlicher Randpunkt
des maximalen Existenzintervalls nicht dadurch entstehen, dass die Losung den Defi-
nitionsbereich des Vektorfeldes verldsst. Somit bleibt als einzige Moglichkeit, dass der
Koeffizientenvektor z(z) beim Annéhern an einen endlichen Randpunkt unbeschrénkt
wird.

Ist der rechte Randpunkt =, endlich, so gilt
|z(x)]| — o0 fir v — o4,

und analog fiir den linken Randpunkt.

Da z(x) gerade die freien Koeffizienten der Matrix £(z) beschreibt, muss in diesem
Fall mindestens einer dieser Koeffizienten unbeschréankt werden. Zur globalen Fortsetz-
barkeit der Losung gentigt es daher zu zeigen, dass der Koeffizientenvektor auf dem

maximalen Existenzintervall beschrankt bleibt.

Schritt 2: Invariante Eigenschaften der Losung. Nachdem die lokale Existenz
und Eindeutigkeit der Losung gezeigt wurde, arbeiten wir im Folgenden wieder direkt
mit der Matrixdifferentialgleichung (6).

Wir zeigen zunachst, dass die Determinante entlang der Losung konstant bleibt.
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

Fiir differenzierbare Matrixfunktionen gilt die Jacobi-Formel
d d
o det £ = Spur (fl det (&) dxg>'

Dabei ist zu beachten, dass der Ausdruck ¢! det(£) im Fall invertierbarer £ mit der
adjungierten Matrix adj(¢) tbereinstimmt [5, Abschnitt 0.8.2]. Da adj(¢) auch fur
nichtinvertierbare £ wohldefiniert ist, wird der Ausdruck im Folgenden in diesem Sinne

verstanden.

Mit der Matrixdifferentialgleichung L& = [A(€),£] = A(£)¢ — EA(€) folgt

S et = Spur(e™ det(€) (A(€)€ ~ £A(9)))
= Spur(&7" det(€) A(€)€) — Spur(€7! det(§)EA(S)).

Fiir den ersten Term liefert die Zyklizitat der Spur

Spur(¢™ det(€)A(§)€) = Spur (£(¢7" det(§)) A(€)) = Spur(det(€)A(©)),

und fiir den zweiten Term gilt ebenso

Spur (& det(£)¢A(€)) = Spur(det(¢) A(8)).

Beide Terme stimmen somit iiberein und es folgt

d
—det £ = 0.
d:L‘e5 0

Dabei wird keine besondere Eigenschaft von A(€) verwendet; entscheidend ist allein
die Kommutatorform der rechten Seite. Folglich bleibt die Determinante entlang der

Losung konstant und es gilt
det {(z) = det & fir alle z € I.

Um zu zeigen, dass die Differentialgleichung (6) den Raum der Matrizen der Form (1)
nicht verlasst, bestimmen wir zundchst das zugehorige Vektorfeld explizit und unter-

suchen anschlieend die Grade der auftretenden Ableitungen.

Mit
a f 0 1
p— A p—
¢ ( ) © (q(w 0)
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

ergibt sich durch Ausmultiplizieren des Kommutators

B 0 1\ faa f [ 15}
A4 = q(€) = A 0) (7 —a) (7 —a)

Ein Vergleich der Matrixeintrage mit

d o fa
Z Ve O
ergibt das Differentialgleichungssystem
or=7—(a€) = N8, B=-20, % =2(q(€) = N)a

Der rechte untere Matrixeintrag ist dabei das Negative des linken Oberen und liefert
daher keine weitere unabhéngige Gleichung. Nun betrachten wir die Grade der auftre-
tenden Ableitungen.

Aus (8, = —2a und der Voraussetzung dega < N folgt unmittelbar

deg 8, < N.

Weiter gilt v, = 2(q(§) — )\)a. Da q(&) = yn + Bn—1 beziiglich der Spektralvariablen A
konstant ist, besitzt ¢(§) — A den Grad 1. Somit erhdlt man

degv, <1+ dega < N.
Fir a, =~ — (q(ﬁ) - )\)ﬁ betrachten wir die hochsten Terme von 5 und ~. Es gilt
BA) = AV 4+ By A und  y(A) = AV AN
Damit ergibt sich
(a(6) = A)B = (a(&) = A) (A + By A1) = AV () — Bya ) AN +
Wegen der Definition ¢(§) = vy + Sn_1 folgt

q(§) — Bn-1= N,
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

sodass (q(f) — )\)6 die Form —AN*! 4+ 4y AN + ... besitzt. Die beiden hochsten Terme
stimmen somit exakt mit denen von ~ iiberein. In o, = v — (q(f) — /\)5 heben sich
daher sowohl der Term vom Grad N + 1 als auch der Term vom Grad N auf.
Folglich gilt

dega, < N.

Damit erfiillen die Ableitungen genau die Gradbedingungen, die mit den in (1) fest-
gelegten Graden und Leitkoeffizienten vereinbar sind. Somit definiert die rechte Seite
von (6) tatsachlich ein Vektorfeld auf dem Raum der Matrizen £ der Form (1) und die
nach dem Satz von Picard-Lindel6f eindeutig bestimmte maximale Losung verbleibt in
diesem Raum.

Fir den verbleibenden Teil des Beweises betrachten wir reelle Anfangsdaten, also
a, B,7 € R[\]. Insbesondere ist

q(&) =y~ + Pn-1 €R.

Damit liegen auch die rechten Seiten der Differentialgleichungen

Ay =7 — (Q(g) - A)Ba 6&: = —2aq, Ve = Q(q(€> - )‘)a

in R[A]. Folglich gilt
afI? /8I7 Fy$ E R[)\]7

sodass der Raum der Matrizen mit reellen Koeffizienten unter der Differentialgleichung
erhalten bleibt.

Die in Schritt 1 konstruierte maximale Losung wurde zunidchst im komplexen Ko-
effizientenraum betrachtet. Fiir reelle Anfangsdaten kann dasselbe Anfangswertpro-
blem jedoch auch im reellen Koeffizientenraum formuliert werden. Nach dem Satz von
Picard-Lindelof besitzt es dort ebenfalls eine lokal eindeutig bestimmte Losung. Diese
ist zugleich eine Losung des komplexen Anfangswertproblems mit demselben Anfangs-
wert. Aufgrund der Eindeutigkeit stimmen beide Losungen auf ihrem gemeinsamen
Existenzintervall iiberein.

Da der reelle Koeffizientenraum unter der Differentialgleichung erhalten bleibt, kann
dieses Argument entlang der maximalen Losung fortgesetzt werden.

Somit bleiben Losungen mit reellen Anfangsdaten auf ihrem gesamten maximalen Exis-

tenzintervall reell.

Schritt 3: Globale Existenz. Es seien nun zusétzlich die Voraussetzungen aus Satz 2

erfiillt. Insbesondere besitzt das Polynom a := det & die reellen Nullstellen

ag < .-+ < aon,
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

und das Polynom ( des Anfangswerts &, die reellen Nullstellen
A< <Aws A€ asran] firn=1,...,N.

Im Folgenden zeigen wir zunachst, dass der Anfangswert &, in der in Satz 2 beschrie-

benen Zusammenhangskomponente f((4)) liegt. Sei dazu

50 = (057ﬁ77>'

Sind Ay, ..., Ay die Nullstellen von 3, so folgt aus a? + 3y = —a und B()\,) = 0, dass

Mit

erhalten wir somit Spektraldaten

(A1), o)),

die wegen \,, € [ag,—1, as,| in der Menge (4) liegen. Nach Satz 1 wird aus diesen Daten

eindeutig wieder &, rekonstruiert. Daher gilt

o € f((4)).

Nach Schritt 2 bleiben entlang der Losung sowohl die Gradbedingungen und Leitkoef-

fizienten als auch die Realitdt der Koeffizienten erhalten. Zudem gilt
det{(z) =det & =a fir alle x € I.

Damit gehort (z) fir alle z € I zur Menge (5). Da I zusammenhédngend und die Abbil-
dung = — £(x) stetig ist, ist ihr gesamtes Bild in einer einzigen Zusammenhangskompo-
nente von (5) enthalten. Nach Satz 2 ist f((4)) diejenige Zusammenhangskomponente

von (5), die den Anfangswert &, enthélt. Folglich gilt
E(z) € f((4)) fir alle x € I.

Da f((4)) nach Satz 2 kompakt ist, ist diese Zusammenhangskomponente im endlich-
dimensionalen Koeffizientenraum beschrankt. Somit bleiben samtliche freien Koeffizi-
enten von £(x) auf dem gesamten Existenzintervall beschrankt.

Nach Schritt 1 kann ein endlicher Randpunkt des maximalen Existenzintervalls nur

auftreten, wenn mindestens einer dieser Koeffizienten unbeschriankt wird.
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4 Satz 3: Globale Losbarkeit des Anfangswertproblems

Dies ist aufgrund der Kompaktheit von f((4)) ausgeschlossen. Daher hat das maximale

Existenzintervall keine endlichen Randpunkte und es folgt
I =R.

Damit besitzt das Anfangswertproblem (6) unter den zuséatzlichen reellen Vorausset-
zungen aus Satz 2 eine eindeutig bestimmte globale Losung. Insbesondere induziert
das autonome Vektorfeld auf der beschriebenen kompakten Zusammenhangskompo-

nente einen globalen Fluss. Somit ist Satz 3 bewiesen. O]
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5 Zusammenfassung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stand die Konstruktion matrixwertiger Polynome £ mit

fest vorgegebenem Determinantenpolynom
det & = a.

Aus endlich vielen Spektraldaten wurden zunéchst die zugehorigen Polynomtripel ein-
deutig rekonstruiert. Im reellen Fall wurde anschlieSend die Struktur der entsprechen-
den Datenmenge untersucht und gezeigt, dass sie tiber die Rekonstruktionsabbildung
diffeomorph auf eine kompakte Zusammenhangskomponente der reellen Polynomtri-
pel abgebildet wird. AbschlieBend wurde die zugehorige Laxgleichung betrachtet und
bewiesen, dass der dadurch erzeugte Fluss fiir alle x € R existiert.

Der entscheidende Punkt fiir die globale Losbarkeit liegt dabei im Ubergang zum reellen
Fall. Unter diesen Voraussetzungen bilden die relevanten Polynomtripel eine kompakte
Zusammenhangskomponente. Deren Kompaktheit gewéhrleistet die erforderliche Be-
schranktheit der Koeffizienten und ermoéglicht damit die Fortsetzung der Losung auf
ganz R.

Entlang dieser globalen Losung wird durch

q(x) = v (@) + -1 (2)

ein reelles algebraisch-geometrisches Potential bestimmt. Damit zeigt sich, dass die
algebraisch-geometrische Struktur nicht nur die zuléssigen Polynomtripel beschreibt,

sondern zugleich zur Konstruktion eines global definierten reellen Potentials fiihrt.
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