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1 Einfiihrung

Sei p € L?[0,1] fest gewiihlt. Die isospektrale Menge zu p ist definiert durch

M(p) = {q € L*[0,1]: p,(q) = pn(p) fiir alle n > 1}.

Das bedeutet: M (p) besteht aus allen Potentialen ¢, die dasselbe Dirichlet-Spektrum
wie das feste Potential p besitzen. Zusétzlich existiert ein reell-analytisches Koordi-
natensystem auf M (p)

K= (K1,Ka,...)

mit k(M (p)) C 3. Die grundlegenden Tangentialrichtungen auf M (p) sind durch

d
in =2 2

gegeben, wobei g, die normierte Dirichlet-Eigenfunktion zum Eigenwert p,(q) ist.
Die Starke der Bewegung in Richtung der V,, wird beschrieben durch die Folge

£=(&1,&,...) €L,

Jedes isospektrale Set ist eine reell-analytische Untermannigfaltigkeit von L?, die
isomorph zu einer offenen Teilmenge von 2 ist. Sei M(p) eine isospektrale Unter-
mannigfaltigkeit und sei ¢ € M (p). Jeder Tangentialvektor an M (p) im Punkt ¢ hat

die Form
Ve=Y &V

n>1

Da die V,, global auf M (p) definiert sind, bestimmt die Folge £ an jedem Punkt von
M (p) einen Tangentialvektor. Wir wissen aus Kapitel 2, dass gilt
d Opn

2
—g2 = V=2
In dxr Oq

Opin
dq

Mit Lemma 3 folgt also

Also éndert V,, die Eigenwerte p,, nicht.Damit ist V,, eine Richtung innerhalb von
M (p), also gilt
Valq) € Ty M (p).

Da jedes V,, tangential an M (p) ist, ist auch die Linearkombination Vg tangential an
M (p). Also gilt
Ve(q) € T,M(p).



Das heifst V¢ ist ein Vektorfeld auf M (p). Somit entsteht ein global definiertes Vek-
torfeld auf M(p), das wieder mit V; bezeichnet wird und es gilt:

Ve =T, M(p) = E%
Wir betrachten nun die Losungskurven des Vektorfeldes V. Eine Kurve
¢'(q) =d'(a,Ve), a<t<b,
auf M (p) heifst Losungskurve von Ve mit Anfangswert ¢, falls gilt

S =V @), a<t<h &)=

Die Geschwindigkeit der Kurve zum Zeitpunkt ¢ ist der Wert des Vektorfeldes V¢
am Punkt ¢’(¢). Die Bahn, die dadurch entsteht, ist die Losungskurve. Da V; tan-
gential an M (p) ist, bleibt die Losungskurve auf M (p). Wir betrachten nun die
Geradendarstellung in den x-Koordinaten. Mit Lemma 3 und Theorem 1* folgt:

dq’fm(vn) = <aé{_;7vn>
_ o OFm 4 Opn
B dq ' dx dq

1
=2 _6mn
2

Wegen
1 =
5, — b m=mn,
0, m#n.
andert das Vektorfeld V,, nur die n-te k,,-Koordinate mit Geschwindigkeit 1; alle
anderen k,,-Koordinaten bleiben unverandert. Damit folgt fiir Ve = anl &V

-t )

n>1

= &udgkim(V;

n>1

n>1

= gm — qu(‘/{) = 6

Nach Theorem 1* wird somit das Vektorfeld V¢ im x-Koordinatensystem auf M (p)
zu dem konstanten Vektorfeld £. Daher ist jede Losungskurve in diesen Koordinaten
eine Gerade. Fiir die Losungskurve gilt daher

R0 = dun (560

= dyi gk (Ve(¢'(9)))



Durch Integration nach ¢ erhalt man

Somit ist die Losungskurve in diesen Koordinaten die Gerade

k(0 (q, Ve)) = rlq) +t€.

Die Gleichung k(¢'(q, V) = k(q) + t€ beschreibt die Losungskurve zunéchst nur in
Koordinaten. Um daraus wieder ein Potential auf M (p) zu erhalten, verwendet man
die Umkehrabbildung

£ R(M(p)) = M(p).

Daraus folgt auferdem, dass
¢'(a.Ve) = v~ (rlq) + t€)
eine analytische Funktion von ¢, £ und ¢ ist, solange gilt:
k(q) + 1€ € K(M(p))

Das Ziel ist es jetzt zu zeigen, dass wir M (p) global durch die k-Koordinaten para-
metrisieren konnen. Genauer soll gezeigt werden:

?'(q, Ve) existiert fiir alle Zeiten t.
In den k-Koordinaten bedeutet das, dass k(q) + t€ niemals das Koordinatenbild
k(M (p)) verlésst.
2 Lemma 1

Lemma 1. Firn > 1 qilt

(q, V) = 46,(q) sinh k,(q),

wobei (1)
Onlq) = ——.
@ 921, i)
Beweis. Nach Definition gilt
d
=2—gp.

Wir berechnen zunachst den Hilfsausdruck

d 2
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Also folgt

d 1
<q7 d—gi> =/ 2qgng,, dz.
€z 0

Die Dirichlet-Eigenfunktion g, erfiillt die Differentialgleichung

—Gn + Q90 = HnGn-

Daraus folgt
A9n = G + HnGn-

Einsetzen liefert

d , !
I — 2 Vi nOn /d
<q7 dxgn> /0 (9, + 1nGn)g,, dx

1
=/<wwg+mWwpdm
0

Nun gilt
" !

d
2 — 1\2
InIn = 7 (9,)

und da g, nicht von x abhéngt,

, d
Damit folgt
d 2 ! d /1\2 2
—¢2y=[ — d
<q, dx9n> /de ((g0)* + png2) dx
= [(90)% + ng2]y = (90 (1) + 1109 (1)? — ((4(0))? + 1109n (0)?) .

Da g, eine Dirichlet-Eigenfunktion ist, gilt

gn(0) =0, ga(1) = 0.

Also folgt
1
[(90)* + 1ug] o = (9(1))% = (g,(0))*.
Nach Theorem 2.2 gilt fiir die normierte Dirichlet-Eigenfunktion

Yo (, fin
gn(2) = - 2 Iu/) )
V921, ) ys (1, 11,)

Daher ist /( )

Yo (, fin

g(2) Sl

T 0 i) (L )



Somit erhalt man
1

(6,(1))? - (4,,(0))? = yQ<(1yif:>’yZﬁ) )

- (wa(Lopmn)”  (a(0. )"

Yo (1, ) ys (1, 1) G2(L, g0 (1, i)
Daher folgt

oy () = )
= —— (L) — ).
o (L, pin) \7° yo (1, i)
Also folgt

d
Vo) =2(q,—g
(q, Vi) <q d$9n>

= gt (04~ ity )

Nach Definition von k,, gilt

kn(q) = log ((=1)"y5(1, 1)) -
Also ist
e = (=1) (1, pn),
und damit
Yo (1, pin) = (=1)"e @,
Auferdem folgt

1
_ (_1)n6—nn(q)
Ya (1, fin)
Einsetzen liefert
2
q’vn = - 1)efn — 1) fn
0.V = oo (17— (e )
2(—1)™
= - ( ) (enn e*lin)
2(1, in)
Mit
et —e "
ih —
sinh z 5
ergibt sich
2(=1)"
(q, V) = # - 2sinh K,
92(17/“%)
1)
= 4,(—) sinh x,,.
y2<17:un)



Mit
o (1)
! 2 (1, f1n)
folgt schlieflich
(q, V) = 44, sinh k,,.

3 Lemma 2

Die Funktionen 6, sind auf L? positiv und haben nach Korollar 2.2 das asymptotische

Verhalten ,
5, = 2n2m? <1 + 0 ( ogn)) )
n

Diese asymptotische Formel passt zur Gewichtung in ¢2, da d,, wie 2n?7? wiichst. Das
ist spater fiir die Konvergenz der Reihen auf beschrinkten Zeitintervallen wichtig.
Auferdem gilt nach demselben Korollar

n2m? m2m?
m#n

y2(17:un) =

Dieser Ausdruck héngt nur von den Eigenwerten p,, ab. Somit hangt 4,, nur von den
i, ab. Auf M (p) sind die Eigenwerte p,, fest. Daher ist d,, auf M(p) konstant.

Lemma 2.

16°(a, VE)II* = llall® +8 ) 6u (cosh(r, + t&,) — cosh r,)

n>1
wobei o, und Kk, bet q ausgewertet werden.

Beweis. Fiir
¢'(q) = ¢'(q, Vi)
gilt
¢’(q) = q.
Es gilt
lo*(@)II* = (¢°(a), ¢"(q)) -
Daher folgt

S = 5 0.0 =2 (60, 500 ).

%QSS(Q) = Ve(q)

gilt, erhalten wir

Sl @I = o Vela)).



Es folgt

sl @F| =)
= <Q7Z€nvn(Q)>
= Zﬁn_(q, Va(q)) = 4Z£n5n(q) sinh x,,(q).

Um die Ableitung zu einer beliebigen Zeit t # 0 zu erhalten, ersetzen wir in der
obigen Formel ¢ durch ¢'(q). Aukerdem benutzen wir die Flusseigenschaft

" q) = ¢°(¢'(q))-
Dann gilt

1d t 2 __ li s+t 2
SIS @I = 56 ()

2dt 50
_ li st 2
= Salo @@
Wegen Formel oben gilt
1d
s le @I =4 > &aba(¢'(a)) sinh (rn((q)))-

n>1

Da 4, auf M (p) konstant ist, gilt

0 (0'(q)) = dn(q).

Aufterdem gilt in den x-Koordinaten

Fin(0'(q)) = Kn(q) + t&n.
Damit erhalten wir
1d

5 dt||¢t(Q)||2 = 4Z§n5n(q) sinh(kn(q) + t&).

n>1

Die rechte Seite konvergiert gleichméafig auf beschrankten Zeitintervallen. Fiir be-
schranktes ¢ gilt

£n0p sinh(ky, +t&,) = O (6,0, (kn +1&,)) = O(n*E2).
Dabei wird fiir die erste Gleichheit benutzt, dass nach Taylor fiir kleine z gilt
sinhz = O(x)
Da ¢ € /2 gilt,

Z n€? < oo.

n>1



Aufterdem gilt k,,(¢) = ¢2(n) nach Theorem 3.4, also
> Pkl < 0.
n>1

Somit geht k,, + t&, fiir grofe n gegen 0 geht. Fiir die zweite Gleichheit erhédlt man
wegen 6, = O(n?)

O (&u0n(kn + &) = O(n*Eukin + tn*E2)

Wir wissen »_ ., n?¢2 < oo und weil n2¢,k, = (n&,)(nk,) beides quadratsummier-
bare Folgen und k,, &, € (2, ist das punktweise Produkt summierbar. Mit Cauchy-
Schwarz bekommen wir, dass beide Summen endlich sind und Y, ., n?&,k, < ©
gilt. Also

€0y sinh(k, +t&,) = O (6,0, (kn + &) = O(n*E2).

Deshalb darf man Summe und Integral vertauschen. Es folgt
teoVII2 2 td 2
6 @I = lal? = [ Zle @ ds
0

=8 Z On /Ot &nsinh(k, + s&,) ds

n>1

=8, [cosh(m, + €)%

n>1

=38 Z Op (cosh(k, + t&,) — cosh k) .

n>1

Damit erhélt man

16" (@ VOI* = llgll* + 8 _ dn (cosh(rn + 1€,) — cosh ) .

n>1

4 Theorem 2
Theorem 2. Fiir jedes ¢ € M(p) und jedes & € (3 existiert die Losungskurve

¢'(q, Ve)

fiir alle Zeiten.

Beweis. Sei M := M (p) und seien ¢ € M sowie & € (2 fest gewithlt. Nach Theorem
1" ist
k: M — k(M) C 2

ein globales reell-analytisches Koordinatensystem auf M. In diesen Koordinaten ist
das Vektorfeld Ve das konstante Vektorfeld . Daher gilt fiir die Losungskurve

k(9'(q, Ve)) = klq) +t&.
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Theorem 2 ist somit dquivalent zu der Aussage, dass die Gerade

K(q) +t€

die offene Menge k(M) niemals verldsst. Angenommen, diese Gerade verlédsst die
offene Menge «(M) fiir ein positives ¢. Dann existiert ein t* > 0, sodass x(q) + t*¢
auf dem Rand von k(M) liegt, wéhrend r(q) + t€§ € x(M) fiir alle 0 < ¢t < t*. Nach
Lemma 2 gilt auf dem Intervall 0 < ¢ < t*

16" (@)1 = lall® + 8 6n (cosh(sy + &) — cosh ) -

n>1

Diese Identitéat kontrolliert die Norm auf beschriankten Zeitintervallen. Daher gilt
sup |[¢'(q)| < oc.
o<t<t*

Die Losungskurve bleibt also bis zum Zeitpunkt ¢* in einer beschréankten Teilmen-
ge von L?[0,1]. Da L?0,1] ein Hilbertraum ist, ist L?[0, 1] reflexiv. Daher besitzt
jede beschrinkte Folge in L?[0,1] eine schwach konvergente Teilfolge. Wegen der
Beschréanktheit supy.,.4 [|¢'(¢)]] < oo kann man eine Folge

*

tstt, <t
wiahlen, sodass fiir ¢; := ¢%(q) gilt
q; — ¢" schwach in L*.
Fiir jedes j gilt ¢; = ¢ (q) € M weil 0 < t; < t* ist. Also gilt fiir jedes n > 1

(i) = pn(p)-

Da ¢; — ¢* und die Funktionen p,, kompakt auf L? sind, folgt fiir jedes n > 1

tin(q5) = pn(q")-

Damit erhalt man
pa(q") = 1 g (q5) = pin(p)-

Also gilt
q € M.

Nun wird die x-Koordinate von ¢* bestimmt. Fiir jedes j gilt
K(q;) = k(6" () = K(q) + ;€.

Da t; — t* folgt

k(g5) = k) + 7€
Da auferdem die Funktionen k, kompakt auf L? sind und ¢; — ¢* gilt, folgt fiir
jedesn > 1

Fin(g5) = Fn(q").

10



Somit erhélt man
Wir haben also gezeigt:

und
K(q") = K(g) + €.
Da ¢* € M, folgt
k(q) + ¢ = k(q") € K(M).

Damit liegt
r(q) +17°€

im Inneren von x(M), weil k(M) eine offene Teilmenge von ¢? ist. Das widerspricht
der Annahme, dass

k(q) + 7€
auf dem Rand von (M) liegt. O

Zusammen mit der Identitdt aus Lemma 2 folgt aukerdem, dass M (p) unbe-
schrankt ist.

5 Theorem 3

Wir kénnen jetzt die Exponentialabbildung exp, an einem Punkt ¢ € M (p) definie-
ren. Sie ordnet der Richtung Ve € T, M (p) den Punkt auf M (p) zu, den man nach
Zeit t = 1 entlang der Losungskurve erreicht und ist gegeben durch:

equ(V&) = ¢t<QaV£)‘t=1'

Theorem 3. Fiir jedes ¢ € M (p) ist die Exponentialabbildung ein reell-analytischer
Isomorphismus zwischen T, M (p) = ¢; und M (p). Es gilt

r(expy(Ve)) = k(g) + €.

Daraus folgt, dass M(p) zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend ist.

Beweis. Aus der Definition der Exponentialabbildung folgt

exp,(Ve) = ¢' (¢, Ve)-

Da Vg in den s-Koordinaten das konstante Vektorfeld ¢ ist, gilt fiir alle Zeiten

r(9'(q, Ve)) = klq) +t&.

Fir ¢t = 1 erhalt man daher direkt

rexp, (V) = k(¢ (q, Ve)) = r(q) +¢.

11



Aus Theorem 2 wissen wir, dass die Flusskurven fiir alle Zeiten existieren. Also
verlisst fiir jedes € € €2 die Gerade k(q) + t€ das Bild (M (p)) nicht. Insbesondere
gilt flir t =1

k(q) + & € K(M(p)).

Da ¢ € 2 beliebig war, folgt

Nun definiert man die Abbildung
F,: M(p) — 4, F,(r) = k(r) — k(q).

Fiir ein gegebenes ¢ € ¢2 sucht man also den Punkt r € M(p) mit

Also folgt
k(r) —k(qg) =& — k(r) = k(q) + &

Da k injektiv ist, folgt aus den x-Koordinaten
r= equ(Vg)

Also ist exp, = Fq_l. Nach Theorem 1* ist & ein reell-analytischer Isomorphismus
zwischen M (p) und x(M(p)). Da k(M (p)) = £3 ist auch F,(r) = s(r) — x(q) ein
reell-analytischer Isomorphismus zwischen M (p) und ¢2. Daher ist die Umkehrab-
bildung F q_l = exp, ebenfalls ein reell-analytischer Isomorphismus. Damit ist exp,
ein reell-analytischer Isomorphismus zwischen T,M(p) = ¢? und M (p). Da M (p)
reell-analytisch isomorph zu £2 ist und ¢? ein linearer Hilbertraum ist, besitzt M (p)
dieselbe topologische Struktur wie ¢3. Folglich ist M (p) zusammenhéngend und ein-
fach zusammenhéngend. O
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