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1 Theorem 2

Ist A\ ein Dirichlet-Eigenwert von ¢ in L? = L?[0,1], so gilt

1
ymx%mwzfﬁwwﬁ
0

= [ly2(-, M)[I* > 0.
Insbesondere ist 72(1, \) # 0. Somit sind alle Nullstellen von y5(1, \) einfach.

Beweis. Da ) reell ist, ist insbesondere y, = ya(xz, A) reell. Differenzieren wir die
Gleichung
—ys +q(z)y2 = Ayz (1)

nach X\ 3 und multiplizieren sie mit ¥, so erhalten wir mit der Produktregel

—yoln + q(T)Uoy2 = Y5 + A2y (2)

Multiplizieren wir (1) mit 7, so erhalten wir

~ 12y + q(T)y2y2 = A2tz (3)
und fiir (3) - (2) mit der Wronskian Identity?
Vs = Yall — Yoty = [, 4]
Also ist dann, da y2(0,\) =0 YA € R = 25(0,A) = 0 und yo(1,A) =0

1

mm»ﬁé%ﬁmmwﬂwmoﬂwmm—mmm>

= y2(17 )‘)yé(la )‘) _yQ,(L )‘)yQ(L )‘)_[y;(ov )‘)y2(07 A)_y'Ql(Ov )\)QQ(O, /\)] = y2(17 A)y;(lv >‘)

Da y» nicht die triviale Losung ist, ist ||y2(-, A)||* > 0. Also ist auch insbesondere
U2(1,\) # 0 und somit alle Nullstellen von y,(1, A) einfach. ]

2 Konstruktion der x,(¢) und der Eigenfunktion g, (z, q)

Aus dem Counting Lemma folgt wegen ¢ € Lg[0,1] mit n > N > 2exp(]|¢||) und
mit Theorem 1, dass i, eine reelle Folge der Art p1(q) < ua(q) < ps(q) < ...

ist, die wegen ‘\/X — mr‘ <I=VA=nr+0(1) = X=n’*+20(1)nr + O(1)?%,
pn = n’m? + O(n) erfiillt. Zu jedem Eigenwert assoziieren wir eine eindeutige Eigen-
funktion g, = gn(z, q), die normiert ist durch

lgnll =1, g,(0) > 0.

1o _ Oya. .1 _ Oy
Y2 = 3% Y2 = a5

*Wronskian Indentity:[f,g] = fg' — f'g = [f.9]' = ['g' + f9" = ("9 + ['9') = fg" — ["g

3Wir nehmen an, dass q stetig ist, dann ist y; zweimal stetig differenzierbar in x. Damit ist das
Vertauschen der Ableitung nach x und q erlaubt.

4Gilt da ys reell ist fiir reelle \, L2-Norm



Nach Theorem 2 gilt

y2(, pin)
D ]
_ Y2 (2, i) .
V(L i) Ga(1, i)
Insbesondere gilt, wegen 11,,(0) = n*7? und y2(1, A, 0) = Sin\(/\?)

gn(2,0) = V2sin(nma).

Nun untersuchen wir die Dirichlet-Eigenwerte als Funktionen auf L.

3 Theorem 3

Fiir jedes n > 1 ist u, : L? — R eine kompakte, reell-analytische Funktion. Der
Gradient ist gegeben durch

Opin 2
- t7 ]
0 9,(t,q)

wobei g, auch eine reell-analytische Funktion von q ist.
Herleitung des Gradienten: Da y>(1, 1,(q),q) = 0 Vg nach Konstruktion der p,
und vy ist, folgt mit der Kettenregel

B Opn O
— (1 — 4o (1, 10,) 2"+ = (1
0 8q?/2( (@), @) = Y2 (1, i) iy +8q ya(1, A) s
N a,un B _agq 92(17/\) A=pin
R D)

Nun leiten wir die Differentialgleichung aus (1) nach ¢ in Richtung v ab, erhalten
also

—dg Y (v) + q(z) dg y;(v) +vy; = Adgy;(v)

Wenn q stetig ist, dann ist y; zweimal stetig differenzierbar in x, und die Ver-
tauschung von Differentiation nach x und nach q ist erlaubt. Also gilt d,y7(v) =

(dyyy)"
—(dgy;)"(v) + q(x) dg y; (v) = Mg y;(v) — vy;
Nach Theorem 2 aus Kapitel 1 mit d, y statt y und mit f(z) = —vy verschwinden

die Anfangsbedingungen wegen der Richtungsableitung (a=b=0) und die eindeutige
Losung der inhomogenen Gleichung ist gegeben durch

0y () =2 / T ()ea) — (@)D 0 (B (8) b

o / [ (B)2(2) — 1 ()2 ()] (85 (£) Lo (1)t



& {y; () [y1(t)y2(x) — 31 (2)ya(t)] Lpa (1), v)'

y; ist insbesondere Fréchet-differenzierbar. Das Differential dqyj ist eine stetige li-
neare Abbildung und L? ein Hilbertraum. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz
gibt es daher ein eindeutiges Element in L2, das wir mit %j bezeichnen, sodass

9,
dgyi(v) = < agj; U> fiir alle v € L.
Also fiir t € [0, 1]

0

g 20V, = OB On0) — 5180 1oy ()

‘)\:un

Aus der Wronskian Identity und y»(1) = 0 fiir A = p,erhalten wir

1= el(0) = 3 (D55(0) = 3 (Die1) = (1) = —
und (—1)
a0 M, =0y
Daher ist
Opn — Y(tipn)  y3(t, ) 2(¢ )

Aq(t) (L, pa)ys (L) ly2(opn) |
und natiirlich auch

doptn(v) =2 (v, g2(t,q)) fiir alle v € L.

4 Theorem 4 und ¢

Das Counting LLemma lieferte uns eine erste grobe Abschitzung der Lage der Dirichlet-
Eigenwerte. Diese Abschétzung wird nun verfeinert.

Es bezeichne ¢* den Hilbertraum aller reellen Folgen (g, as,...), fiir die > a?
endlich ist, d.h. 2 = {(ap)pey € R : Y o, a, < oo}. Allgemeiner bezeichnet fiir
k > 0 der Raum 2 den Hilbertraum aller reellen Folgen (v, aw, ... ) mit

Z(nkan)2 < 00.
n>1

In Analogie zur Notation O(1/n) wird die Notation £2(n) fiir eine beliebige Folge
von Zahlen verwendet, die ein Element von £2 ist. Zum Beispiel ist

!Skalarprodukt beziiglich L2
2Jede Seite dieser Gleichung ist eine stetige Funktion von q in L?, und die Gleichung gilt auf
einer dichten Teilmenge von L2, nimlich den stetigen Funktionen. Deshalb gilt sie auf ganz L2.



aquivalent zu

U =Bt Ay DAL < 00,

n>1
Theorem 4 Fiir ¢ in L? gilt

! 1
tn(q) = n*r” +/ q(t) dt — {cos2mnz, q) + O (ﬁ)
0

1
=n’n? + / q(t)dt + 0*(n)
0

und

gn(%‘]) = \/isinﬂnq; +0 <l)

n

g (z,q) = V2rn cosmnz 4+ O(1).

Diese Abschétzungen gelten gleichméfig auf beschrinkten Teilmengen von [0, 1] x
L.
Beweis: Sei 11,,(q) = pn. Aus dem Counting Lemma haben wir bereits

Viin =nm + O(1) und p, = n?r? + O(n)

Aus den basic estimates aus Theorem 3, Kapitel 1, erhalten wir

R A e e

=t ) = 202 oL explim(/ R+ V)

Also ist mit A\ = iy, pi, € R und ,da z € [0, 1], exp(||¢|[+/x) beschrinkt

sin T 1
(Vi) o
vV Hn |n]
sin(y/fn) 1
= WL (=
VHn " (nz)
*Wir haben p,, = n?7? + b, mit b, = O(n), d.h. es gibt Konstanten C' > 0 und
Ny € N, so dass |b,| < Cn fiir alle n > Ny.
Dann gilt:

)

Yo(z, N, q) =

1 1 1 1

T :n27r2—|—bn :n27r2'1+

by
n2m?

Setze a, := -525. Wegen |b,| < Cn folgt

n

n2g? 72 n




Da a, = O(1/n), gibt es C" > 0 und N; € N mit |a,| < = " fiir alle n > Ny.
Wiéhle n so grofs, dass % < 1 3, also n > 2C". Dann gilt fiir n 2 maX(Nl, 2C") und
wegen |1+ a,| > [ [1] — |an| | = |1 — |an]|:

|| < o

T l—a, T 1

1 —Un
TN |
n

1+a, 1+a,

1
2

Also ist ﬁ —1=0(1/n), d.h. ﬁ =1+0(1/n).
Also

1 1 1 1 1 1 1 1 1
— = N14+0(=) ) =—= Ol — | = Oo|l—=)=0|-=).
fn  nPm? ( + (n)) n2m? * n2m? (n) n?m? * <n3) (nQ)
Nun zur Eigenfunktion g,:

Mit 2sin?(ax) = 1 — cos(2az) und da /i, = nm + O(1), ist

[ st = [ SEED OB o L) 1o

fin ViHn n?
sin (\//Tnt) 11 — cos(2,/fint) 1
_A e B o

1 (1- szn(2\/,u_n)) N O(%) B i(l Sin(2/fn) Lol ))

2, 2/ ln n3’ 2, 2/ ln
1 1
— (14 O(—
5 (1+0()

da _Sln(2\/t‘T” c O( ) und W, = n27'('2 —+ O(n) wie in * Aus

’ 2/ fin
1 1
2
. —— (1 -
Ny2 (-, pn) || 2ﬂﬂ(+0(n))

folgt mit p, = n?*7? 4+ O(n):

1 1 1/2
: =— 1 — :
1y2(-, ) | Tm( +O(n)>
*Fiir a,, = O(1/n) gilt (1 +a,)/? =1+ O(1/n), denn:

1+ a,)"/?)? —12
(1+a,)?2+1

[(1+an)? — 1] = (

| A+a,) -1 | an
(4 a) 2+ 1 (T4 a) 2+ 1

Fiir geniigend grofe n gilt |a,| < 3 (da a, = O(1/n)), insbesondere a,, > —1,
sodass der Nenner (1 + a,)'/? +1 > 1 ist. Daraus folgt:

1
1/2 _ -
|(1+ ay) 1|§|an|—0(n).



Daraus folgt mit Theorem 2 und * mit a, = (14 b,)2 — 1,b, = = O(2) ,dass

()l = V214 0()

= gn(®) = (s ) |~ a2, p1n) = \/%(1 + O(%))(W + O(%))
:MW+M0( +\/ﬂ0 Sln\/ﬂ_ —|—\/%O

3sin(+/finz) + 0(5) + o<%) + 0( )

2sin(y/pnz) + O(=) (4)

S|

da \/0( ) = nmO(%) + 0()0(%) = O() + 0(k) = O() gilt.
Verbesserung der Abschatzung fur it

Nun mochten wir mit Hilfe der gerade gewonnenen Darstellung von g, unsere Ab-
schiatzung der pu,, verbessern. Nach Theorem 3 ist,

pin — 1°7° = f1,(q) = 11 (0)

Lo " O, (tq) O(tq)
_/0 aun(tq)dt—/o —8q o dt
= / %(Q) dt = / diqtin(q)dt
0 q 0

= /01 (g2(t,tq), q) dt

Da (4) fiir tq, 0 <t < 1 gleichméfig gilt und das Integral sich mit einer Konstanten
nach oben abschétzen lasst, ist

1
= 0272 (1 4 O<ﬁ)) =n’r* 4+ O(1)

N

und wegen (1+0(=5))2 =1+ 0(=5)™

Viin = (14 0(-g)) = nm 4 O()

Im folgenden werden wir die Reihendarstellung des sin(x) und cos(x) bendtigen,

oo gt P T B
i) = (VG T m e T w
% gn 2 gt 48
cos(x) ZO(—l) 20l =-S5+ 5 +



Also ist

lcos(y) — 1| < £ = 0(?), |sin(y)| < |yl = O(y) fiir y — 0.

(o) ofz). w(o(2)-o(2)

Verbesserung der Abschitzung fiir g, und Einsetzen in p,:
Mit sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B) und/fi, = nm + O(+) ist

und damit

gu(z) = V2sin(nma + :L‘O(%)) + O(

S|

)

V2 sin(nma) cos(O(%)) + cos(nrz) sin(O(%))) + 0(%)
f(sm(nm)u + 0( ) +cos(n7rx)0(%)> +o<%)
_ \/§<sin(mx) + O(%) + O(%)) + O(%)
= V2sin(nmz) + O(%)

Damit auch ] )
g2 () = 2sin®(nmz) + 2V/2 Sin(nmc)O(ﬁ) + 0(5)2

= 2sin®(nmz) + O(%) =1—cos(2nmz) + O(l)
n

Daraus ergibt sich fiir die p,:

! 1
fhn — nPT% = / <1 — cos(2nmx) + O(—), q> dt
0 n

- /01 q(t)dt — {(cos(2nmz), q) + <O(%), q>
-/ a0t = (cos(znra). ) +0(2)

= /01 q(t)dt + £*(n)

Fir /i, = nm(1+ O(%))% kénnen wir wieder wie in #* argumentieren und erhalten

Viin =nm+ O(%)
Zum Schluss ¢/ :
Aus den basic estimates erhalten wir fiir v

1) = cos()| < T expllm(/ DI+ v

8



> 4l 0) = cos(y ) + O explm (Tl + ol )

= cos(y/ptnz) + O(

L
\/_n

. .o 1 o 1 . . . . .
Da wir fiir == m L (14 0(%))~! wieder wie in * argumentieren kénnen,
ist

)

olgt wie oben

Yo (T, pin, q) = cos(y/mw) + O(
und wegen cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)

- S|

, 1
Ys(, pin, q) = cos(mnx) + 0(5)

Dividieren mit [|ya(, pt,)|| ergibt dann

9,(r) = VB (1 + O())cos(mn) + O )

n

= VBt cos(mna) + v/3n0(-) + VB O( ) cos(na) + /T 0()O(
314, cos(mnr) + O(1) + 0(1) + ()

= V2(n7 + 0<%>) cos(mnz) + O(1)

= \2nr cos(mnx) + O(1)

5 Wieso ist (cos(2nmz),q) € (*?

Behauptung: Das Funktionensystem

o0

B = {1, V2sin(2mna), ﬁcos(Qﬂnm)}

n=1

ist ein Orthonormalsystem:

Norm der Funktionen

Norm von 1: .
|]1||2—/12dx—1 = =1
0



Norm von /2sin(2rnz):
1
|v/2sin(2mnz)|)? = 2/ sin®(2mnz) dz.
0

Mit der Identitit sin? o = %

11— cos(4 1 1
= 2/ cos(4mnz) dt = / ldz —/ cos(4mnx) dx.
0 2 0 0

Das Integral von cos(4mnx) iiber eine volle Periode [0, 1] ist 0. Also:

=1-0=1 = [|V2sin(2mnz)| = 1.

14-cos2a.

Norm von v/2cos(2rnz):  Analog mit cos? o = 5

! 1 4
V2 cos(2mnz)||? = 2/ cos?(2mnx) dx = 2/ 1+ cos(dmnz) / 1 d:c—l—/ cos(4mnz) d
0 0

Das Cosinus-Integral verschwindet wieder:

=14+0=1 = |V2cos(2mnz)| = 1.
Orthogonalitidt zwischen 1 und Sinus:
1
(1,V2sin(2mnz)) = \/5/ sin(2mnz) de = 0,
0
da der Sinus iiber eine volle Periode integriert 0 ergibt.

Orthogonalitit zwischen 1 und Cosinus:
1
(1,V/2 cos(2mnz)) = \/5/ cos(2mnz) dx = 0.
0
Orthogonalitit zwischen Sinus und Cosinus (gleiches n):
1
(V2sin(2mnz), V2 cos(2mnz)) = 2/ sin(2mnx) cos(2mnx) dx.
0

Mit sin awcos @ = %sin 2a;

1
:/ sin(4mnz) dx = 0.
0

10



Orthogonalitidt zwischen verschiedenen Frequenzen : Fiir n # m gilt die
Orthogonalitdtsrelation der trigonometrischen Funktionen:

1
/ sin(27nx) sin(2rmz) dz = 0,
0

1
/ cos(2mnx) cos(2mrmzx) dx = 0,
0

1
/ sin(2mnzx) cos(2rma) dx = 0.
0

Damit ist B eine Orthonormalbasis.
Jede Funktion ¢ € L?[0, 1] ldsst sich also als Fourier-Reihe entwickeln:

= 30 Z an V2 cos(2mnt) + by, \/—51n(27rnt))

wobei die Fourier-Koeffizienten gegeben sind durch

ap = 2(¢,1) = 2/0 q(t) dt,
= (g, V2 cos(2mnt)) = V2 / ) cos(2mnt) dt,

b, = (g, V2sin(27wnt)) \/_/ ) sin(27nt) dt.

Die Parsevalsche Identitit! besagt dann:
1 2 &
2 2 0 2 | 22
= ) dt = — + a, + b)) < oo.
= | atoa =5+ 3 +7)

Also miissen die einzelnen Summen der a, und b, auch konvergieren.Da

1
a
(cos 2mnx, q) = / q(t) cos(2mnt) dt = —=.
0 V2

und Y 07 a? < oo, folgt:

o

Z ((cos 2mnz, q)) i ?%

n=1

![Parsevalsche Identitéit] Sei {e,}>2, eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums H. Dann gilt
fiir jedes f € H:

o0

LAIZ =D S en)l.

n=1

11



6 Korollar 1

Korollar. Fiir g € L? gelten die folgenden Abschitzungen.:

1
g =1 —cosanx—l—O(—),
n

d
—g2 = 2 sin 2mna + O(1),
dx

1 1
a, = — sin 2wnx + O(—),
2mn n?

d 1
—a, = cos2mnr + O(—),
dx n

wobei an(z,q) = y1(z, fn)y2(, pin).
Beweis:

Die Abschiitzungen fiir g2 wurde bereits im Beweis von Theorem 4 gemacht. Aus
Theorem 4 gilt

gn(x, q) = V2sin(nrz) + 0(1)

n

g\ (z,q) = V2nx cos(nmzx) + O(1)
Mit der Kettenregel erhélt man

d

Einsetzen liefert

_9 <\/§ sin(nmz) + o(%)) (Vanr cos(ure) +0(1))

= 2(v/2sin(nmz))(v2nm cos(mr:z:))—l—Q(\/ﬁsin(mm))O(l)%QO(%) (V2n cos(nmz) )4+-20 (l) O(1).

n

= 4nmsin(nmz) cos(nmzx) + O(1) + O(1) + O(l> .

n
= 4nmsin(nmz) cos(nmz) + O(1).
Mit sin(A) cos(A) = £ sin(2A) folgt schlieflich

d
d—gi(x, q) = 2nmsin(2nmx) + O(1).
T

Aus Theorem 3 gilt
1

VIl

yi(w, A 9) = cos(Vaz)| < ——exp(|Im VA2 + gllv/z)

Da x € [0, 1] und g fest ist, ist

12



y1(z, X, q) = cos(VAx) + O<%) .

Analog erhélt man aus

91 (2, X @) + VAsin(VAz)| < llallexp (| im VAl + (gl V)
yi(z, X, q) = —VAsin(vVz) + O(1).

Und mit

)

liefern die basic Estimates fiir y; und y, also

(@, ) = cos(nmz) + o(1> |

n

I 1
Y2(@, pn) = — sin(nmz) + O <ﬁ) :
sowie
Y (x, p1n) = —nmsin(nrz) + O(1),
yé(xa Mn) = COS(TUT.%) + O(l> .

n

Dies gilt gleichmiRig auf beschrinkten Teilmengen von [0, 1] x L.
Setzt man die Abschétzungen fiir y; und ys ein, erhédlt man

a(z) = <cos(n7m) +0 (%)) (% sin(nrz) + O (%)) .

_ cos(nmz)—— sin(nmz) +cos(nrz)O (%) +0 <1) L sinnra)+0 (

nm n,/ nm

SRS

Da sin und cos beschrinkt sind, folgt

1 . 1 1 1
- — sin(nmz) cos(nmx) + O (ﬁ) +0 (ﬁ) +0 <$) ,

und mit sin(A) cos(4) = 1 sin(2A) folgt schlieflich

21n n?

1 1
an(r) = — sin(2wnx) + O(—) :
Mit der Produktregel folgt

d

%an(l') = yll ($a Mn)yQ(xv ;un) + yl(xv ;un)yé(xv :un)

Also

13



%an — (—nmsin(nrz) + O(1)) (i sin(nmr) + O (%))

nm

+ (cos(nmz) +0 (%)) (Cos(mrx) +0 (%) ) |

Nun multiplizieren wir beide Terme aus.
Erster Term:

(—nmsin(nrz) (% sin(mrx)) +(—nrsin(nra))O (%) +0<1)% sin(nma)+0(1)0 (%) |
Dies ergibt
—sin*(nwz) + O (%) :
Zweiter Term:
cos(nmz) cos(nmz) + cos(nmz)0 (%) +0 (%) cos(nmz) + O (%) 0 (%) |

Damit folgt

cos?(nwx) + O (%) :

Zusammen erhilt man

4
dz
Und mit cos?(A) — sin?(A) = cos(2A) folgt schlieklich

a, = cos®*(nmz) — sin®(nmwx) + O (%) :

ian = cos(2mnx) + O (l> :

dx n

14
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