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1 Einleitung

Im Zentrum dieser Arbeit steht die Hill-Differentialgleichung

—y'(x) +q(x)y(z) = Ay(z), w€ER,

mit einem reellen, 1-periodischen Potential ¢ € L%(]0, 1], R) und dem Spektralpara-
meter A € C. Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist ein zentrales
Modell der Spektraltheorie eindimensionaler Schrédingeroperatoren mit periodischem
Potential.

Die Losungstheorie der Hill-Gleichung wird wesentlich von der zugehorigen Mon-
odromiematriz und ihrer Spur, der Diskriminante getragen. Sie enthélt zentrale
Informationen iiber die Bandstruktur des Spektrums des Operators —d?/dx? + ¢ auf
R. Da ein Potential durch seine Diskriminante im Allgemeinen nicht eindeutig festge-
legt ist, konnen verschiedene Potentiale dieselben spektralen Eigenschaften besitzen.
Daher definieren wir, motiviert durch die Arbeit Hill’s operator and hyperelliptic
function theory in the presence of infinitely many branch points [2], die sogenannte

[sospektralmenge
Iso(q) == {g € L*([0,1],R) : A(X,¢) = A(),q) fiir alle A € C}

als die Menge aller Potentiale mit derselben Diskriminante. Eine zentrale Frage-
stellung der inversen Spektraltheorie der Hill-Gleichung besteht darin, die Struktur

dieser Menge zu verstehen und sie durch geeignete Parameter zu beschreiben.

In der Arbeit Hill’s operator and hyperelliptic function theory in the presence of
infinitely many branch points [2] parametrisieren McKean und Trubowitz die Menge

Iso(q) fiir glatte Potentiale durch geeignete Folgen

(Kna ,un)nENa

wobei u, die Dirichlet-Eigenwerte und k, die zugehorigen Floquet-Exponenten

darstellen. Im Buch Inverse Spectral Theory von Poschel und Trubowitz [1] wird



1. Einleitung

demgegeniiber ein elementarerer, rein analytischer Rahmen entwickelt, der die inverse
Spektraltheorie systematisch auf den Raum L?([0, 1], R) ausdehnt.

Das Ziel dieser Bachelorarbeit ist es nun, die zentrale Charakterisierung der Iso-
spektralmenge aus [2] im Rahmen der allgemeineren L2-Theorie von [1] zu beweisen.

Préziser formuliert zeigen wir den folgenden Satz:

Fiir jedes ¢ € L*([0, 1], R) bildet die Abbildung k x pi die Isospektralmenge
Iso(q) bijektiv auf die Menge aller Folgen (Ky, fin)nen ab, fir die j, in
der n-ten Spektralliicke liegt und A(p,) = (—1)"2cosh(k,,) erfullt ist.

Der Beweis dieses Satzes basiert wesentlich auf den analytischen Methoden von
Poschel und Trubowitz. Die fiir den Beweis benotigten Resultate werden wir im

Verlauf der Arbeit schrittweise entwickeln.

Zunichst stellen wir in Kapitel 2 die hierfiir benotigten Grundlagen der periodischen
Spektraltheorie zusammen und fiihren insbesondere die Diskriminante, das Dirichlet-
Spektrum sowie die Abbildung x X u ein. Anschliefend entwickeln wir in Kapitel 3
vorbereitenden Lemmata, die den technischen Kern des Hauptsatzbeweises bilden.

Schliefflich zeigen wir in Kapitel 4 den Hauptsatz.

Anmerkung

Bei der Erstellung dieser Arbeit wurden Kl-basierte Werkzeuge unterstiitzend fiir
sprachliche Uberarbeitungen sowie vereinzelt zur Diskussion mathematischer Formu-

lierungen und Argumentationsansétze verwendet.



2 Spektraltheorie des Schrodingeroperators

In diesem Kapitel fassen wir die fiir den weiteren Verlauf der Arbeit benotigten

Grundlagen zur Spektraltheorie des eindimensionalen Schrodingeroperators

2

zusammen. Ausgehend von der Eigenwertgleichung Ly = Ay und den zugehorigen

Fundamentallosungen y; und y, wird insbesondere die Hill-Diskriminante eingefiihrt.

2.1 Fundamentallosung

Wir betrachten die Hill-Differentialgleichung

—y"(x) + q(z) y(z) = Ay(z), (2.1)

wobei A € C ein komplexer Spektralparameter und ¢ ein reellwertiges, quadratinte-
grierbares Potential mit Periode 1 ist. Genauer betrachten wir ¢ als 1-periodische Funk-
tion, die eindeutig als lokale L?-Funktion auf R fortgesetzt wird, also ¢(x +n) = q(x)
fiir alle n € Z und x € R erfiillt. Den Raum der reellwertigen, quadratintegrierbaren
Funktionen auf [0,1] bezeichnen wir mit L?([0, 1], R). Auf diesem Raum betrachten
wir das Skalarprodukt

(F.o)= [ Fe)gte)dt

sowie die dadurch induzierte Norm

1P = /(S 1)

Da Gleichung (2.1) eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist, ist der Losungsraum fiir jedes feste A € C zweidimensional. Eine niitzliche

Basis dieses Losungsraums liefern die beiden Losungen y; und ys, die durch die
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Anfangsbedingungen

y1(0, X, q) = y5(0, X, q) =1, y1(0,X,q) = 42(0,X,q) =0

eindeutig festgelegt sind. Die Funktionen y; und gy, heilen Fundamentallosungen
der Hill-Gleichung. Eine detaillierte Behandlung ihrer grundlegenden Eigenschaften
findet sich in [1, Kapitel 1]. Die fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit zentralen

Resulatate stellen wir nun im Folgenden zusammen.

Theorem 2.1 ([1, Kapitel 1, Theorem 1]). Seien ¢ € L%([0,1]) und A € C. Dann
extistieren eindeutige Losungen y1(-, A, q) und ya(-, A, q) der Hill-Differentialgleichung

(2.1) mit den obigen Anfangsbedingungen. Sie lassen sich als Potenzreihen

yi(z, A q) = cos VAz + Y Co(z, A, q)

n>1
mit .
Cn(fE, )\7 Q) = / C)\(tl) H [S}\(ti_’_l — tz)Q(tz)] dtl N dtn
0<t1 < <tpy1=2 i1
und s
sin(vV\)
Yy I‘,A,q = —F+ Sn CE',/\,Q
mit

n

sx(ty) [T [sa(tien — t)a(t:)] dty - dt,

=1

Sz, A, q) :/

0<t1 < <tpy1=x

darstellen. Diese Reihen konvergieren gleichmdfsig auf beschrinkten Teilmengen von

[0,1] x C x L% und erfillen die Integralgleichungen

yi(x, N, q) = cos(VAz) + /Ow Sin(\/x\/(; — 1))

yo(z, N, q) = sm(\/\/gx) + /Ox sin(\/x\/(;: —t) q(t) y2(t, A, q) dt. (2.3)

Q(t) Y1 (ta )‘7 Q) dt (22)

Zudem gilt die Abschdtzung

12X )], [ya(w, A, )] < exp(|Tm VA2 + gl V).

Die Integraldarstellungen zeigen, dass die Fundamentallosungen aus den freien
Losungen cos VA z beziehungsweise sin(v/Az)/v/A durch einen zusitzlichen, vom

Potential q abhéngigen Integralterm hervorgehen. Wir bezeichnen die freien Losungen
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abgekiirzt durch

ex(x) = cos(VAx), sx(z) = sm(\/\/XX)

Lemma 2.2 (Elementare Abschéitzungen fiir sy(z) und c\(x)). Fir alle A € C,
A # 0 und alle x € [0,1] gilt

(i)

’c,\(:r)’ < elmVle,
(i) .
‘SA(:E)‘ < Welmﬁm'

Beweis. Sei A € C, A # 0 und VA = a + ¢b mit a, b € R.
Mit den Darstellungen

eZZ + 6—22 eZZ _ 6—12’

cos(z) = 5 sin(z) = 5
i

erhalten wir fir z = vz = (a + ib)z
1z = —bx + iax und — iz = bxr — tax

Wegen |e*"®| = 1 erhalten wir fiir die Betrige

|€iz’ — e—bm und |e—iz| — ebx'
Daher gilt fiir z € [0,1] und b € R

|6:i:iz| — e:l:ba: < e\b\x'

Damit folgt fir (i)
1, . .
|C)\((E)| _ |COS(\/XI)| _ 5 ez\/Xa: + e—zﬁm

< ; <|ezﬁz| + ’efiﬁ:pD

1
< 5 (6|Im\/X|a: +€|Im\/X|x> — e\Im\/XM:.
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Fir (ii) ergibt sich analog

sin(v/Az)
\/_

1
AN

(|61\f/\x| + |e—iﬁm|>

1 ( VA _ 64\@)

21

[sx(@)] =

-

-5
>
}—‘[\D\)—‘

IN

IA

=

2( \Imf|x+€\lmﬁ|x)

|Im\f|w

E

Damit folgen die behaupteten Abschatzungen.

O

Aus den Anfangsbedingungen von y; und ys folgt unmittelbar die foldende Darstel-

lungsformel.

Korollar 2.3 ([1, Kapitel 1, Korollar 1]). Jede Losung y(z) der Hill-Gleichung (2.1)

ist eindeutig gegeben durch

y(r) = y(0) y1(x) 4+ y'(0) ya(x).

Besitzt eine Liosung y(x) eine doppelte Nullstelle in [0,1], so verschwindet y(x)

identisch.

Fir die weitere Analyse benotigen wir verfeinerte Abschiatzungen der Fundamental-

losungen, die im folgenden Theorem zusammengefasst sind.

Theorem 2.4 (Basic Estimates, [1, Kapitel 1, Theorem 3]). Auf [0,1] x C x L2

gelten die folgenden Abschdtzungen:

yi(@. A, q) = cos VAz| < o exp(|Tm VA 2 + lallv).
< rexp(ITm VAl + gl V),

sinvz

ya(, ), ) — Qe

sowie

yi(2, A, q) + VA sin VAz| < gl exp(|Tm VX 2+ ] V=),
yo(x, N, q) — cos )\x‘ < ‘qu”‘ exp(|Im\/X|:L'+ ||q||\/5>
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Theorem 2.5 (Analytizitatseigenschaften, [1, Kapitel 1, Analytic Properties]).

(i) Fir jedes x € [0,1] sind

yj(%)HQ)a y;(x7A7Q)7 j:172a

ganze Funktionen auf C x L%, die auf R x L% reellwertig sind.

(ii) Die Losung
yj('7>\aQ>’ ]: 1727

ist analytisch als Abbildung von C x L% nach HZ, wobei HE = HE[0,1] den Hilber-
traum der auf [0, 1] definierten komplezwertigen Funktionen mit k Ableitungen in L*

bezeichnet.

Theorem 2.6 ([1, Kapitel 1, Theorem 6)). Fir j = 1,2 lassen sich die Ableitungen
der Fundamentallosungen y; sowie ihre ersten Ableitungen sowohl nach dem Potential

q als auch nach dem Spektralparameter \ explizit beschreiben.

(1) Fir die Ableitungen nach dem Potential gilt

v

8q%t) (z) = y;(t) [yl ()y2(x) — 11 (iﬂ)yz(t)} Lo,4 (),
o 3y9( =y () |11 (D)ya(z) — y1 ( t)| 10,4 (t)

) ) = y;( [?Jl s (@) — yi () ya( } 0.2(1).

(ii) Die so definierten Gradienten sind gemeinsam stetig in x, A\ und q. Dariber

hinaus erhdlt man die Ableitungen nach A durch

Oy _ [ 9 Oy; _ _ " 9,

o Jo oq(t) ox  Jo Oq(t)

dt.

Aus den Fundamentallésungen konstruieren wir nun zwei zentrale Objekte der peri-

odischen Spektraltheorie, die Monodromiematrix und ihre Spur, die Diskriminante.

10



2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

2.2 Monodromie und Diskriminante

Der vorherige Abschnitt liefert uns nun ein Fundamentalsystem der Hill-Gleichung.

Auf dieser Grundlage fithren wir die folgende Definition ein.

Definition 2.7 (Fundamentalmatrix und Monodromie, [1, Kapitel 1]). Wir fassen

die Fundamentallosungen vy, und yo in Matrixschreibweise zur Fundamentalmatrix

A A
Y(ZC,)\,Q) _ y/1<$, 7Q) yf(xv 7q)
yl(:c,)\,q) yQ(x7)‘aQ)

zusammen. Die Matriz

M\ q):=Y(1,\q)
heifst Monodromiematriz.

Die Monodromiematrix beschreibt somit, wie sich Anfangsdaten einer Losung nach
Durchlaufen einer Periode verdndern. Fiir die weitere Analyse ist wesentlich, dass
diese Matrix Determinante 1 besitzt. Das liefert uns die sogenannten Wronski-
Identitat. Zu ihrer Formulierung fithren wir zunéchst den allgemeinen Begriff der

Wronski-Determinante ein.

Definition 2.8 (Wronski-Determinante, [1, Kapitel 1]). Fir zwei differenzierbare
Funktionen f,g: [0,1] — C ist

= f(2)g'(x) = f'(x) g(x)

f(x)  g(x)
,gl(x) == de
[f, g)(x) t (f,(x) g,(x))

die Wronski-Determinante von [ und g.

Lemma 2.9 (Wronski-Identitat, [1, Kapitel 1]). Fir alle z € [0,1], A € C und
q € Lg([0,1]) gilt
[y1, 2] () = 1.

Insbesondere gilt damit fiir die Monodromiematrix

det M(\,q) =1 fiir alle A € C.

Letztere Bedingung impliziert fiir die Eigenwerte a;(A) und as(\) der Monodromie-

matrix

aj(N)ag(N) = 1.

11



2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Demnach sind die beiden Eigenwerte Kehrwerte voneinader. Da fiir eine 2 x 2-Matrix
die Eigenwerte durch Spur und Determinante bestimmt sind und die Determinante
in dem Fall fest ist, hingen die Eigenwerte von M (), ¢) nur noch von der Spur ab.

Genauer sind sie die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

o —Spur M(\,q)a+1=0. (2.4)

Damit enthéalt die Spur der Monodromiematrix die wesentliche Spektralinformation

und motiviert die folgende Definition.

Definition 2.10 (Diskriminante, [3, Kapitel 1]). Die Diskriminante der Hill-Gleichung

ist die Funktion

AN, q) :==Spur M(\,q) =1 (L, A, q) +v5(1, X, q),  AeC.

Ist q aus dem Kontext klar, so schreiben wir kurz A(N).

Bemerkung 2.11 (Bandstruktur des Spektrums). Die Diskriminante ist also das
zentrale Objekt der gesamten weiteren Spektralanalyse. Nach Theorem 2.5 ist sie als

Summe zweier ganzer Funktionen selbst ganz in A und bestimmt durch Auflésen von

(2.4) iber
a1s(N) = ; <A()\) + A — 4) (2.5)

die Eigenwerte der Monodromiematrix. Diese Eigenwerte heilen Floquet-Multiplikatoren.
Sie beschreiben das Verhalten von Losungen der Hill-Gleichung unter Translation
um die Periode 1. Ist ¢ eine Eigenfunktion der Monodromie zum Eigenwert o, so
erfillt ¢ die Floquet-Bedingung p(z + 1) = a¢(x) fir alle z € R. Insbesondere
entsprechen die Spezialfille & = 1 und o = —1 periodischen beziehungsweise antipe-
riodischen Losungen. Die zugehorigen A\-Werte heiflen periodische beziehunsgsweise
antiperiodische Eigenwerte. Im asymptotischen Bereich liegen jeweils zwei periodische
Eigenwerte nahe beieinander, wobei sie auch zusammenfallen konnen. Dasselbe gilt
fir die antiperiodischen Eigenwerte. (2.5) stellt eine Beziehung zwischen A und «
her, aus der sich die Bandstruktur des Spektrums ergibt. Fiir reelle periodische
Potentiale gehort ein Wert A genau dann zum Spektrum auf R, wenn die zugeho-
rigen Floquet-Multiplikatoren Betrag 1 besitzen. Mit (2.5) ist dies dquivalent zur
Bedingung |A()\)| < 2. Die Randfélle |[A(M\)| = 2 entsprechen genau den periodi-
schen beziehungsweise antiperiodischen Eigenwerten. Dadurch zerfallt das Spektrum

in abgeschlossene Intervalle, die sogenannten Spektralbinder. Die offenen Interval-

12
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le zwischen zwei benachbarten Bandrandern heiflen Bandliicken. Dabei liegen die
Bandrander stets bei periodischen oder antiperiodischen Eigenwerten, sodass die
Bandstruktur des Spektrums vollstdndig durch diese Werte und damit aquivalent

durch die Diskriminante beschrieben wird.
Lemma 2.12 (Ableitung der Diskriminante). Fir die Ableitung der Diskriminante

qgilt

A) =~ Oll B + [521) — (1] [ 30 (0) wale) e+ 1) al

Beweis. Aus der Definition der Diskriminante folgt zunéchst

0

A= -

af)\m(

Mit Theorem 2.6 (b) erhalten wir die Ableitungen nach A durch

oy L Oy dys
A== [ S gd, GG =

L 0y,
0 Jq(t)

ausdriicken. Fiir die Ableitungen nach ¢(t) liefert Theorem 2.6 (a) bei x = 1 fiir
te€0,1]

(LA q)dt.

O (1) = 9 (0) [ ()1) = 1 (V)]

dq(t)
und o
Yo , /
da 1[0’1] (t) = 1.

Setzen wir diese Darstellungen in die obigen Integrale ein, so erhalten wir

W)= [ ) [ () (0]

= V) [ (0t + (1) [ (o)) dt (2.6
We1) = Awmm<><>—%mwwwt
= —15(1) [ mlOe(®)dt+ ;1) | () dt (27)

13
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Aus (2.6) und (2.7) folgt

) = 21y + Py

1

= (V) [ a0 dt + (1) [ (1) el

- y’z(l)/o1 y1(t) ya(t) dt + y1 (1) /01 Yo ()% dt

= (Ol + [0 1) — 9] [ 0106 a0) dt 4+ 11 Do

Damit haben wir die gewiinschte Diskriminantenableitung bestimmt. ]

Die in der Bemerkung 2.11 beschriebene Bandstruktur wird durch ein klassisches
Resultat von Magnus und Winkler [3] weiter verfeinert. Es beschreibt in [Kapitel 2,
Theorem 2.5.] die Vielfachheit von den Nullstellen der Funktion A? — 4 und damit
das Verhalten der Diskriminante am Rand. Da Magnus-Winkler diese Aussage nur
fir glatte Potentiale beweist, zeigen wir im folgenden, dass dieses Resultat auch auf

den L?-Rahmen iibertragbar ist.

Lemma 2.13 (Vielfachheit der Eigenwerte im L?-Rahmen). Fiir jedes Potential q €
L%([0,1],R) sind die Nullstellen der Gleichung A*(\) —4 =0 (also die periodischen
und antiperiodischen Eigenwerte) stets entweder einfach oder doppelt. Genauer gelten

die folgenden dquivalenten Aussagen:

i) X ist eine doppelte Nullstelle von A? — 4
(i) PP

— A’ (N)=4 und AN =0.

(ii) X ist eine einfache Nullstelle von A2 — 4
— A*A) =4 und A'(})#0.
Beweis. Fir den Beweis nutzen wir die Kurzschreibweisen
me=yi(LA g, mi=w(LAg, m=u(lAqg, =yl Aq).

fiir die Auswertungen an der Stelle z = 1.

Mit der in Lemma 2.12 hergeleiteten Darstellung fir die Ableitung der Diskriminante

14
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erhalten wir
l / ! ! 2 / ! 2
A'(A) = (m —772)/0 Y1ya dt—nz/o Yi dt+771/0 yy dt. (2.8)
Des Weiteren folgt mit der Wronski-Identitat nin, — nen) =1

A? — 4 = (p +n5)* — A(mnh — many) = (m — n5)* — dmanf. (2.9)

Unter der Voraussetzung n} # 0 kénnen wir damit (2.8) durch Einsetzen der Darstel-

lung fir 7y aus (2.9) sowie durch quadratische Ergénzung in die Form

2
/ / 1 / / — 3 A(A 2_4 !
A'(\) = sgn(n;) ( /0 (\/|771|yz+sgn(m)zl |72 y) dt—()l /0 y%dt)
n

/] Am
bringen.

Wir definieren nun f(\) := A?()\) — 4. Dann gilt
F)=2ANA ), (N =2(A"(N) + 24N A"(N).

Eine Nullstelle A von f ist genau dann einfach, wenn f’ (5\) = 0 gilt. Sie besitzt genau
dann Vielfachheit 2, wenn f/(A) = 0 und zugleich f”()\) # 0 gilt. Wir werden im

Folgenden zunéchst zeigen, dass eine hohere Vielfachheit nicht auftreten kann.

Sei nun also A eine Nullstelle von f. Dann gilt A2(A) = 4, also insbesondere
AN) =+£2 #£ 0.
Damit verschwindet A()) an keiner Nullstelle von f. Folglich erhilt man
FN)=0 < A =0

Die Vielfachheit der Nullstelle A von f wird daher vollstandig durch das Verhalten

~ ~

von A’(A) bestimmt. Im Folgenden untersuchen wir daher genau den Fall A’(A) = 0.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir den Fall A()) = 2. Der Fall

A(N) = —2 verlauft analog. Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass aus A’'(X) = 0

~

gerade M(\) = I folgt.

15
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Angenommen, es gelte ] # 0. Dann liefert die Signum-Formel an der Stelle A mit
A2(A) —4=0

2
A 1 —
A = sg(np) [ <\/|na| 2+ sen() 22 y) .
0 2\/ 7]

Der Integrand ist als Quadrat nichtnegativ. Ware das Integral gleich 0, so miisste
der Integrand fast iiberall verschwinden. Das wiirde bedeuten, dass eine nichttriviale
Linearkombination von y; und ys fast tiberall verschwindet. Da y; und s stetig sind,
verschwindet die Linearkombination folglich auf ganz [0, 1]. Wegen der Anfangsbe-
dingungen y;(0) = 1, y2(0) = 0 widerspricht dies jedoch der linearen Unabhéngigkeit
von ¥, y2. Folglich ist das Integral strikt positiv. Zusammen mit sgn(n}) # 0 folgt
im Fall A()) =2
A'(A) #0,

was unserer Voraussetzung A’(A\) = 0 widerspricht. Also muss 7] = 0 gelten. Zusam-

A

men mit (2.9) folgt daraus fiir A(\) = 2
0= (m —n5)* + dimne = (m — n)°
und damit 7; = 7. Zusammen mit A(X) = 1, + 7} = 2 ergibt sich also

m=rp =1
Durch Einsetzen in (2.8) erhalten wir schlielich

1 1 1 1
UZA’(M)Z(m—né)/O ylyzdt—nz/o yfdt+n’1/0 yidtz—na/o yi dt.

Da y (-, 5\) wegen ¥ (0, 5\) = 1 eine nichttriviale Lésung ist, gilt [y y?dt > 0, und
damit insbesondere 7y = 0.

Damit haben wir gezeigt, dass im Fall A(X) = 2 und A/(A) = 0 die Monodromiematrix

der Einheitsmatrix entspricht, das heifit M(\) = I. Fiir den Fall A(\) = —2 ergibt

sich analog M (3\) = —/I. Damit sind alle Losungen der Hill-gleichung periodisch
beziehungsweise antiperiodisch, und der zugehoérige Eigenraum ist zweidimensional.
Dies entspricht geometrisch genau einer doppelten Nullstelle. Im nachsten Schritt

zeigen wir nun, dass die Vielfachheit tatsdachlich genau 2 betragt.
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2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Es gilt
P10 = 2(A'(N)? + 28(N)A"().

Da an der Stelle A bereits A'(A) = 0 gilt, vereinfacht sich dies zu
(N = 28 A"(N).
Aus A()) = £2 # 0 folgt daraus unmittelbar

F'A) #0 <= A"(}) #0.

~

Es geniigt daher, A”(\) # 0 nachzuweisen.

Hierfur differenzieren wir (2.8) und erhalten
1 . ./ 1 / d 1
A"(A) = (i — 772)/0 yryz dt + (m — 772)5/0 Y1y dt

: 12dt d 12dt
—772/091 _7725/0341

! d 1
+n’1/ y%dtwﬁ*/ y3 dt.
0 dX Jo

An der Stelle ) gilt nun

/

m — 1y =0, no =0, m = 0.

Damit verschwinden alle Terme, die Ableitungen der Integrale enthalten, und es

bleibt 1 1 1
A"(p) = (i —ﬁé)/o Y1y dt—ﬁz/o y? dt+1'7’1/0 Y3 dt. (2.10)

Wir werten nun die A\-Ableitungen mit Theorem 2.6. an der Stelle z = 1 aus, wobei

wir zur besseren Lesbarkeit die Abkiirzung y; = y,(t) verwenden

1 i 1 1 1
= - Y 1y2(1) — (e | dt = —772/0 yi dt+771/0 Y1yo dt :/o Y1y dt
L 1 ! Ly by
== | y2(yiye(l) —yi(L)ye| dt = —772/0 Y2y dt+771/0 Y dt:/o Yo dt
./ e, ’ T e 2 e ' 2
m=-/ n _ylyz(l) - yl(l)yg_ dt = —772/0 yy dt +771/0 Y1y dt = —/0 yy dt
y Lo, ! 1 ! N’ '
=) Y2 _9192(1) - 91(1)92_ dt = —772/0 Y21 dt+771/0 Yy dt = _/0 Yoy dt

17



2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Setzen wir diese berechneten Werte in (2.10) ein, so erhalten wir

1 2 1 1
A"(p) =2 [(/0 yldet) —/0 yfdt-/o y%dt}.

Da das Fundamentalsystem y;, yo per Definition aus zwei linear unabhangigen
Funktionen besteht, ist die Cauchy-Schwartz-Ungleichung fiir die linear unabhéngigen
Funktionen y;,y» € L*([0, 1], R)

([ o) < ([ ) ([ 30

hier strikt erfiillt. Im Fall A(X) = 2 folgt aus der zuvor hergeleiteten Darstellung
von A”(A) unmittelbar A”(A) < 0. Analog erhélt man im Fall A(X) = —2, dass

~

A"(X) > 0. Insbesondere gilt in beiden Féllen
A"(X) # 0.

Damit folgt schlieSlich
f'(N) = 280 A"(N) # 0.

Also kann jede Nullstelle A von f hochstens Ordnung 2 besitzen. Gilt f’ (5\) £ 0, S0
ist A eine einfache Nullstelle. Im Fall f/()) = 0 gilt zusétzlich f”(X) # 0, sodass
genau Ordnung 2 besitzt.

Fiir (i) sei zunichst A(A)? = 4 und A’()\) = 0. Dann gilt wegen f(\) = A(M)? —4
insbesondere f(A) = 0 sowie f/(A) = 2A(N)A’(X) = 0. Folglich ist A mindestens
eine doppelte Nullstelle von f. Nun wissen wir, dass f” (:\) # 0 gilt. Daher besitzt
\ tatsichlich genau Ordnung 2. Sei umgekehrt \ eine doppelte Nullstelle von f.
Dann folgt zunichst f(A) = A(A)2 —4 = 0, also A2 = 4 sowie f'(A) = 0.
Mit f/(A) = 2A(N)A/(X) erhélt man also 2A(MN)A’(A) = 0. Wegen A(N)? = 4 gilt

~ ~

insbesondere A(\) = £2 # 0, sodass unmittelbar A’(\) = 0 folgt.

Fiir (ii) sei zunichst A(X)2 = 4 und A’()\) # 0. Dann gilt wegen f(\) = A(X)? — 4
insbesondere f(A) = 0. AuBerdem folgt f'(A) = 2A(N)A/(A) # 0 da wegen A(N)? = 4
insbesondere A(X) = £2 # 0 gilt. Somit ist A eine einfache Nullstelle von f. Sei
umgekehrt \ eine einfache Nullstelle von f, dann gilt zunéchst f (:\) = A(S\)Q —4=
0, also A(M\)?2 = 4. Da A einfache Nullstelle ist, gilt auBerdem f/(\) # 0. Mit
F/(N) = 2A(N)A'(X) folgt daher 2A(X)A/(X) # 0. Wegen A(N) = £2 # 0 erhélt man

A~

unmittelbar A’(\) # 0. O
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2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

Bemerkung 2.14. Der Beweis von [3, Kapitel 2, Theorem 2.5] setzt die Regula-
ritat des Potentials vorraus. Im L?-Rahmen reicht die klassische Theorie daher im
Allgemeinen nicht mehr aus. Die wesentlichen Schwierigkeiten treten insbesondere
bei der Darstellung von A’(\) sowie bei der Berechnung von A”(\) auf. Die hierfiir
benotigten Identitdten erhalten wir aus Theorem 2.6, welches die A-Ableitungen
der Fundamentallosungen durch Integraldarstellungen tiber die Gradienten %—f(t)
charakterisiert. Diese Darstellungen werden bei Poschel und Trubowitz auch fiir
Potentiale ¢ € L? hergeleitet und liefern A’ sowie A” unmittelbar als Bilinearformen

in den Fundamentallosungen y; und ys».

Abschlieflend formulieren wir ein Lemma zur Invarianz der Diskriminante unter

Translation des Potentials, was fiir die weitere Analyse von zentraler Bedeutung ist.

Lemma 2.15 (Konjugationslemma). Sei ¢ ein 1-periodisches Potential und fir
7 € R sei ¢, (x) := q(x + 7). Dann sind fir jedes A € C die Mondoromiematrizen
M(X, q;) und M()\, q) konjugiert. Insbesondere gilt

AN qr) = AN q) fiir alle A € C, 7 € R.

Beweis. Fir den Beweis setzen wir die Monodromiematrizen M (X, ¢,) und M (A, q)

zueinander in Beziehung. Sei dazu u eine Losung der verschobenen Gleichung
—u"(x) + q-(z) u(z) = Au(z).

Wir definieren

v(s) :=u(s—1).

Dann 16st v(s) aufgrund von ¢,(z) = ¢(z + 7) die urspringliche Gleichung
—0"(s) + q(s) v(s) = Mv(s). (2.11)

Betrachten wir die zugehorigen Zustandsvektoren

so folgt aus v(s) = u(s — 7) unmittelbar

z2(s) =w(s— 1)
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2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

und damit insbesondere
z(1) = w(0), z2(t+ 1) = w(l).
Da v(s) eine Losung von (2.11), gilt mit der Fundamentalmatrix Y
z2(1) =Y (1, A\ q) 2(0). (2.12)

2(r+1)=Y(r+ 1, A, ¢q) 2(0). (2.13)

Wir 16sen nun (2.12) nach z(0) auf und setzen das Ergebnis in (2.13) ein. Dann
erhalten wir

2+ D) =Y(r+ 1,09 Y(r, A\ q) " 2(7).

Mit z(7) = w(0) und z(7 4+ 1) = w(1) folgt daraus dann
w(l) =Y (r+1,)q) Y(7, ) q) " w(0).
folgt. Nach Definition der Monodromiematrix gilt zugleich
w(1) = M(\,q;) w(0)
Durch Vergleich mit der obigen Darstellung erhalten wir
M\ g)=Y(T+1,XqY(r,\q % (2.14)

Mit der Flusseigenschaft der Fundamentalmatrix Y (7 + 1, A\, q) = Y (7, A, q) M (), q)
erhalten wir letztlich durch Einsetzen in (2.14)

M(X ;) =Y(1,X,¢) M(\, @) Y(7,X,q) 7"

Also sind M(A,¢;) und M (), q) tatsdchlich zueinander konjugiert. Insbesondere
besitzten damit M (A, ¢;) und M (), q) dieselbe Spur. Wegen A(), g) = Spur M (A, q)
folgt daraus dann sofort die behauptete Identitat

AN g-) = AN g).

Damit ist die Aussage gezeigt. O
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2. Spektraltheorie des Schrodingeroperators

2.3 Das Dirichlet-Prolem

In diesem Abschnitt betrachten wir das einfachste Randwertproblem der Hill-

Gleichung und untersuchen die Lage der zugehorigen Eigenwerte.

Definition 2.16 (Dirichlet-Problem). Das Dirichlet- Problem zur Hill-Gleichung
besteht aus der Differentialgleichung

—y" +q(x)y = Ny, 0<z<1,

zusammen mit den Randbedingungen

Ein Wert A € C heifst Dirichlet- Eigenwert, wenn dieses Randwertproblem eine
nichttriviale Losung besitzt. Die Gesamtheit aller Dirichlet-FEigenwerte bezeichnen

wir als Dirichlet-Spektrum.

Im Folgenden betrachten wir nur noch reellwertige Potentiale ¢ € L? :== L2([0, 1]). Fiir
das Dirichlet-Problem sind nur nichttriviale Losungen von Interesse. Nach Korollar 2.3

hat jede Losung wegen der Randbedingung y(0) = 0 die Form

y(l‘) = y/(O) y2($a )‘7 Q)

Die zweite Randbedingung y(1) = 0 ist daher genau dann erfillt, wenn

y2(1,M,9) =0

gilt. Ist p also eine Nullstelle von y5(1, A, q), so 18st yo(z, i, ¢) das Dirichlet-Problem
nichttrivial. Daher ist p ein Dirichlet-Eigenwert. Umgekehrt gilt fiir jeden Dirichlet-

Eigenwert p mit zugehoriger Eigenfunktion y

y(x) =4 (0) ya2(, 1, q),

und aus y(1) = 0 folgt dann y,(1, 4, ¢) = 0. Das Dirichlet-Spektrum stimmt also

genau mit der Nullstellenmenge von (1, A, ¢) iiberein.

Lemma 2.17 ([1, Kapitel 2, Lemma 1]). Sei z € C so, dass der Abstand von z zu

jedem ganzzahligen Vielfachen von m mindestens 7w /4 bestragt, also

|z —nr| > fiir alle n € Z.

NI
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Dann gilt die Abschdtzung

el < 4| sin 2|,

Lemma 2.18 (Counting Lemma, [1, Kapitel 2, Lemma 2|). Fiir ein Potential ¢ € L2
und eine ganze Zahl N > 2el9l besitzt die Funktion y,(1, X, q), unter Beriicksichtigung
der Vielfachheiten, genau N Nullstellen in der offenen Halbebene

1 2
Re ) < (N+ 2) 2
Auferdem gibt es fiir jedes n > N genau eine einfache Nullstelle in dem Gebiet
‘\/X - nﬂ’ < g

Aufler diesen treten keine weiteren Nullstellen auf.

Theorem 2.19 ([1, Kapitel 2, Theorem 2]|). Ist u ein Dirichlet-Eigenwert von
q € L*([0,1],R), so gilt

1
U2 (1, 1) Yo (1, o) :/0 y3(t, ) dt = |ya(-, w||* > 0.

Insbesondere ist yo(1, 1) # 0. Demnach sind alle Nullstellen der Funktion A\
y2(1, A, q) einfach.

Hier bezeichnet ¢, = Jys/0X die Ableitung nach dem Spektralparameter.
Das folgende Korollar liefert die Vorzeichen der in Theorem 2.19 betrachteten Grofien.

Korollar 2.20 ([1, Kap. 2, Korollar 2]). Fir jeden Dirichlet-Eigenwert ,(q) gilt

sgnga(1, ) = (=1)" = sgny; (1, ).
Aufgrund der Einfachheit der Nullstellen kénnen wir jedem Dirichlet-Eigenwert p,,(q)
eine eindeutige L?-normierte Eigenfunktion zuordnen. In [1, Kapitel 2] wird sie als

ya(@, pn(9),q) y2(, pn(9), )
o V(L (), @) vh(L, a(q), @)

gn(x,q) = (2.15)

el (@), )

mit der Normierung ||g,|lr2 = 1 und ¢/,(0) > 0 definiert. Die Darstellung (2.15)
ergibt sich aus der Eindimensionalitat des zu pu,(q) gehorigen Eigenraums. Jede
normierte Eigenfunktion ist demnach ein skalares Vielfaches von ys(x, in(q), ).

Die Normierung ||g,||zz = 1 bestimmt mithilfe von Theorem 2.19 diesen Faktor
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eindeutig. Insbesondere ist nach Theorem 2.19 der Nenner strikt positiv, sodass
(2.15) wohldefiniert ist.

Eine zentrale analytische Eigenschaft ist die Abhéangigkeit der Eigenwerte vom

Potential, die wir im folgenden Theorem beschreiben.

Theorem 2.21 ([1, Kapitel 2, Theorem 3]). Fir jedes n > 1 ist der n-te Dirichlet-
Eigenwert p, : L*([0,1],R) — R eine reell-analytische Funktion des Potentials q. Ihr

Gradient ist gegeben durch

Ol 9
= ¢(t,q).

Insbesondere hdingt auch g, reell-analytisch von q ab.

Abschliefflend beschreiben wir die prazise Lage der Dirichlet-Eigenwerte. Die folgende

Asymptotik liefert neben dem fithrenden Term p,, ~ n?7? auch die erste Korrektur.

Theorem 2.22 ([1, Kapitel 2, Theorem 4]). Fiir ¢ € L*([0,1],R) gilt gleichmdfig
auf beschrinkten Teilmengen von [0,1] x L*([0,1],R)

1n(q) = n?n? + /01 q(t) dt — (cos(2mnx), q) + O(%)

1
=n’n? + [ q(t)dt + *(n).

Damit definieren die Dirichlet-Eigenwerte eine Abbildung

po L2([0,1,R) = S, q = p(q) = (1a(q), p2(q), - ),

die jedem Potential ¢ seine Folge von Dirichlet-Eigenwerten zuordnet. Insbesondere
ordnet p jedem Potential ¢ € L?([0,1],R) ein Dirichlet-Spektrum aus S zu. Der
Spektralraum S besteht dabei aus allen reellen, streng monoton wachsenden Folgen
0 = (0,)nen, deren Eintrige sich asymptotisch wie n?7? verhalten und sich in der
Form

op=n’tt+s+6, n>1,

darstellen lassen, wobei s € R eine Konstante ist und die Storfolge (6, )nen in 2

liegt.

Das folgende Oszillationstheorem beschreibt das Zusammenspiel zwischen den Dirichlet-
Eigenwerten und der in Bemerkung 2.11 eingefiithrten Bandstruktur. Jeder Dirichlet
Eigenwert pu,, liegt in genau einer abgeschlossenen Spektralliicke, deren Randpunkte

durch die periodischen und antiperiodischen Eigenwerte festgelegt wird.
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Satz 2.23 (Oszillationstheorem). Fliir jedes q € L*([0,1],R) sind die periodischen,

antiperiodischen sowie Dirichlet-Eigenwerte reelle Folgen

()\n)neNoa <)\;1>n€N7 (,un)neNv

die
)\0<)\/1§)\/2<)\1§>\2<>\é§)\2<)\3§>\4<

erfillen. Definieren wir firn € N

(A, Aniils  noungerade,
I, =
[An—1,\n], n gerade,

so gilt p, € I, fir alle n € N.

2.4 Die Isospektralmenge und die Abbildung x x p

Wie in Bemerkung 2.11 beschrieben, wird die Bandstruktur des Spektrums vollstandig
durch die Diskriminante beschrieben, da A(\) = +2 gerade die periodischen und
antiperiodischen Eigenwerte und damit die Bandrénder liefert. Motiviert durch diese
Aquivalenz von Diskriminante und periodischem Spektrum (vgl. [2, S. 145]) definieren

wir:

Definition 2.24 (Isospektralmenge). Fiir g € L*([0,1],R) ist die Isospektralmenge

Iso(q) == {q € L*([0,1,R) : A(X,§) = A(\,q) fiir alle A € C}.

Ziel ist es, die Struktur von Iso(q) zu beschreiben, also alle Potentiale zu charak-
terisieren, die spektral nicht von ¢ unterschieden werden kénnen. Dafiir benotigen
wir neben den Dirichlet-Eigenwerten und der Diskriminante zuséatzliche spektrale
Daten. Diese werden durch die in [1, Kapitel 3] eingefithrten Floquet-Exponenten &,

beschrieben.

Definition 2.25 (Endgeschwindigkeit, [1, Kapitel 3]). Sei ¢ € L*([0, 1], R) und j,(q)

der n-te Dirichlet Eigenwert. Dann definiert man

o 9n(1,q)
9,(0,q)

Hn(Q) =

) -

Sie beschreiben das Verhdltnis der Ableitungen der normierten Eigenfunktionen an
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den Rindern. Aquivalent gilt wegen Korollar 2.20

on(q) = loglys(L, i, )| = log((=1)" 91, ftn, ) )

Die Zahlen Ky, kg, ... beschreiben die in [1, Kapitel 2| eingefiihrten Endgeschwindig-

keiten. Das folgende Theorem beschreibt ihre asymptotischen Eigenschaften.

Theorem 2.26 ([1, Kapitel 3, Theorem 4]). Fiir jedesn > 1 ist k,, : L*([0,1],R) — R

eine kompakte, reell-analytische Funktion mit asymptotischen Verhalten

Kn(q) = 21 <sin(27mx), q> +O<;2> = £(n).

™

Die Abbildung
g+ k(q) = (k1(q), k2(q), . .)

ordnet jedem Potential ¢ € L?([0, 1], R) seine Folge von k -Werten zu und bildet den
Raum L?*([0,1],R) in den gewichteten Hilbertraum

2= {g:(gl,gg,...)eRN

> n?¢2 < oo}

n>1
ab.
Kombinieren wir die Abbildungen « und p, so erhalten wird die folgende Abbildung:

Definition 2.27 (Die Abbildung k x pu, [1, Kapitel 3]). Fir ¢ € L*([0,1],R) sei

o g L2([0,1],R) = 67 xS, g (Kn(q); tn(q))nen

Insbesondere ist jedes Potential durch seine spektralen Daten (k,, u,) eindeutig

bestimmt.

Theorem 2.28 ([1, Kapitel 3, Theorem 5]). Die Abbildung k x p : L*([0,1],R) —
02 x S ist injektiv.

Korollar 2.29 ([1, Kapitel 6, Korollar 2]). Die Abbildung kX u : L*([0,1],R) — 2 xS

ist ein reell-analytischer Isomorphismus.

25



3 Vorbereitende Lemmata

Im Folgenden beweisen wir die beiden zentralen Lemmata 3.4 und 3.5, welche eine
wesentliche Grundlage fiir den Beweis des Hauptsatzes bilden. Zuvor formulieren wir

jedoch zwei vorbereitende Aussagen, die im Beweis von Lemma 3.4 bendtigt werden.

Sei im Folgenden ¢ € L?([0, 1], R) periodisch fortgesetzt auf R und fiir 7 € R definiere

man

0-(@) =l +7).
Bemerkung 3.1. Nach Lemma 2.15 gilt fiir alle 7 € R
q- € Iso(q),

da die Diskriminante unter Translation des Potentials invariant bleibt. Die Familie

(¢r)-er liegt also innerhalb derselben Isospektralmenge.
Satz 3.2 (Variationssatz). Auf dem Bereich, auf dem k,(q;) # 0 gilt, ist
T = ,Un(QT)

streng monoton. Insbesondere kann sich die Monotonierichtung nur dort andern, wo

kin(gr) = 0.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir stetig differenzierbare Potentiale. Sei

dazu
u(T) = pn(qr)

und sei g, die zugehérige L2 -normierte Dirichlet-Eigenfunktion zum verschobenen

Potential ¢.. Dann erfiillt g, die Eigenwertgleichung

—g!(@) + ¢, (2)g, (@) = u(P)gr(2),  w€[0,1], (3.1)
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mit den Dirichlet-Randbedingungen

sowie der Normierungsbedingung
1
/ gr(x)*dr = 1.
0

Nach Theorem 2.19 ist der n-te Dirichlet-Eigenwert einfach. Die zugehorige Eigenfunk-
tion ist demnach bis auf ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt. Auflerdem hangt j,, nach

Theorem 2.21 reell-analytisch vom Potential ab, also ist 7 — p,(g,) differenzierbar.

Differenzieren der Eigenwertgleichung (3.1) nach 7 liefert

_(8Tg'r)// +¢- 0-g9- + (aTQT) gr = (3-#1(7’)) gr + N(T) 0r G- (3'2)

Andererseits ergibt Differenzieren von (3.1) nach x

_(831:97)” + qr 0x97 + (895%—) gr = M(T) 0297 (3'3)

Subtrahieren wir nun (3.3) von (3.2), so heben sich aufgrund der Identitét

d

0-qr(x) = %qT(x) = iq(:z: +7) = iq(:c +7) = dqu(a:) = 0,q.(x).

dr dx d

die Terme mit der Ableitung von ¢, gegenseitig auf.

Definieren wir

Wr = 0rgr — 80097’7

und multiplizieren zusétzlich mit g,, erhalten wir

—grw! + grgrw; = pu(7)grw. + 1/ (7)g2. (3.4)

Setzt man nun die aus (3.1) folgende Identitat

Grgr = p(7)g- + g7
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in (3.4) ein, so erhilt man

—grw! + glw, = ' (7)g?. (3.5)

Hierbei bezeichnet
(1) = Orpu(7)
die Ableitung nach 7, wihrend
/

gr = 0:9- und w,. = Jyw,

die Ableitungen nach x darstellen.

Die linke Seite von (3.5) entspricht der Ableitung des Wronskians. Integrieren wir

tiber das Intervall [0, 1], erhalten wir demnach mit ||g,|/z2 =1
! / / 1 2 /
970 )(1) = [grw ) 0) = [ lgrw ) @) da = (7) [ gr@)da = pi(r). (3.6)
Wegen der Randbedingungen ¢,(0) = g-(1) = 0 folgt dann
0-9-(0) =0 und  0-¢.(1) = 0.
und da w, := 9,9, — 0,9,

wr(()) = 8797(0) - g,/r(O) = —g;_(O), wT(]‘) = 8797(1) - g,/r(l) = _g;—(1>

Die Wronskian-Werte an den Randern sind daher

(97 7] (0) = g,(0) w}(0) = g1(0) w,(0) = 0 = g(0) (~g1(0)) = g1(0)”,

(g7, wr)(1) = g (1) wl (1) = gL (1) we(1) = 0= g.(1) (—g.(1)) = gl(1)*.

Setzen wir dies in (3.6) ein, so erhalten wir

W (T) = lgr, wrl(1) = [gr, wr](0) = g7 (1) — g7(0)%. (3.7)

Da g, Dirichlet-Eigenfunktion zum Eigenwert p,(g,) ist, ist sie ein Vielfaches von
Yo (-, pn(qr), ¢-). Sie hat demnach die in Abschnitt 2.3 (2.15) beschriebene Form.
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Daraus folgt fiir die Ableitung

d Yao(, pn (), 4r
x HQQ('vﬂn(QT)ac]T) L2
und damit insbesondere wegen vy5(0, in(gr), ¢-) =1
1 5 1 n T)y 4T
4(0) wmd g (1) = PeLhn(ar). 6r)

- Hy2('7 un(QT)a QT)

- HyZ('> H"H(QT>7 qT)

L2 L2

Setzen wir dies in (3.7) ein, so erhalten wir

/ . 1 o , )
IU(T) B Hy2<'nun(Q‘r)7qT)”i2 (1 92(1>Mn(q7),q7> ) ( 1)

Bisher haben wir die Gleichung (%) nur fiir stetig differenzierbare q hergeleitet, denn
nur dann existieren die partiellen Ableitungen 0, ¢, und 0,¢,, sodass w, := 0,9, — 0,9
wohldefiniert ist. Ziel ist es nun (x;) auf beliebige Potentiale ¢ € L([0,1],R) zu

ibertragen.

Beide Seiten von (x1) hangen iiber die Terme

:un(QT)v y2('7lu“n(q7')7q7')7 y;(17/”bn(QT)7QT)

vom Potential ¢ ab. Es geniigt daher zu zeigen, dass beide Seiten als Funktionen von

q stetig auf L? sind.

Wir fixieren 7 € R und betrachten die rechte Seite von (x1) als Abbildung in . Dazu

untersuchen wir die auftretenden Grofien zunachst einzeln.

Die Translation
q—q-=q(- +71)

ist eine L?-Isometrie und damit insbesondere stetig auf L?. Auflerdem ist nach
Thoerem 2.21 die Abbildung
pn L = R

reell-analytisch und daher insbesondere stetig. Ferner sind nach Theorem 2.5 die
Abbildungen

(‘r7>\JQ> '—>92<$7/\7Q)7 (ZE,)\,(]) '—>yé(x7>\JQ)
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stetig auf [0,1] x C x L% Daraus folgt unmittelbar, dass auch die Verkettung

q— ys(1, pnlar), ¢7)

stetig auf L? ist und damit insbesondere

q— 1 —y5(1, pn(gr), g )?

stetig ist.

Auch fir den Nenner

2 ! 2
¢ lly2(+ s pnlar), @)l =/0 va (b, pin(g-), 4) dt

miissen wir zeigen, dass er stetig von ¢ abhingt. Sei hierzu ¢™ — ¢ in L?. Aus
der Stetigkeit der Translation folgt ¢™ — ¢, in L? und aus der Stetigkeit von
tn, folgt 1, (¢'™) — p,(g;) in R. Da g, in allen Variablen stetig ist und die Folge

T

(1t (@), ¢"™) in C x L? gegen (u,(qr),q-) konvergiert, ist y, auf der kompakten

T

Menge

0.1 ({0, 6") men U {(1aa0), 0}

nach dem Satz von Heine—Cantor gleichméfig stetig. Daraus folgt die gleichméfige

Konvergenz

sup ‘yQ(t7 Mn(qg'm))a q7('m)) — Y2 (t, ,un(%—), QT)
te(0,1]

— 0.

Damit konvergieren auch die Quadrate gleichméflig auf [0, 1], und wir dirfen Grenz-

wert mit dem Integral vertauschen, sodass

2

/01 et n (™), 4 dt — /01 v (t, 11n(ar), 4-) "t

Also ist auch der Nenner stetig in q. Nach Theorem 2.19 ist er aulerdem strikt

positiv. Damit ist auch
1

2
Hy2< ' ﬂ/‘Ln(QT)7 q7')||L2

qr—

stetig auf L?. Als Produkt zweier stetiger Funktionen ist die gesamte rechte Seite

stetig in q.
Nach Theorem 2.21 héngt pu, reell-analytisch von ¢ ab, mit Gradient

O,

aq(t) - gn(ta Q)Q'
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Da g, ebenfalls reell-analytisch in ¢ ist, hiangt auch der Gradient stetig von ¢ ab.
Zusammen mit der Stetigkeit der Translation ¢ — ¢, folgt, dass

, d
q— :U’n(QT) = Eun((}r)

stetig auf L? ist. Demnach hingt auch die linke Seite stetig von q ab.
Sei nun ¢ € L*([0, 1], R) beliebig. Da C*°([0,1] dicht in L? liegt, existiert eine Folge
stetig differenzierbarer, 1-periodischer Potentiale (¢™),,cy mit

¢"™ — ¢

in L?. Wegen der Stetigkeit der Translation gilt fiir jedes 7 € R, ¢/™ — ¢, in L2

T

Da ¢(™) stetig differenzierbar ist, ist auch ¢(™ stetig differenzierbar, sodass

; <1 — 45 (1, (g™, Q§m))2>-

L2

1

/ (m)y _
lun(qr ) - m m

Die vorherigen Stetigkeitsargumenten zeigen nun, dass im Grenzwert m — oo die
rechte Seite gegen den entsprechenden Ausdruck fiir ¢, und die linke Seite gegen
1. (q,) konvergiert. Demnach gilt (x1) fiir alle ¢ € L*([0,1],R) und alle 7 € R.

Wir parametrisieren nun y5(1, p,(¢r), ¢-) durch s, (g.), sodass

1
/<T> _ 5 1— ean(qT) )
g Hy2(7 Mn(%’)a QT) ( )

L2

Aus der Definition
kin(qr) = log ((—=1)"y5(1, in(qr), Gr))

sowie der Stetigkeit von y5 und pu, beziiglich des Potentials folgt, dass auch s, stetig
vom Potential abhéngt. Nach Theorem 2.19 ist der Vorfaktor ||ya(-, ftn(¢r), ¢-)|I 15
strikt positiv, sodass allein der Term 1 — e*(97) das Vorzeichen von pi/(7) bestimmt.
Fiir #,(q;) < 0 gilt e2(97) < 1, sodass p/(7) > 0 folgt. Entsprechend erhalten wir
fiir #,(q;) > 0 die Ungleichung e?##() > 1 und damit ;/(7) < 0. Im Fall x,(¢-) =0

verschwindet schlieflich /(7). Insgesamt ergibt sich somit

sgn(1/(7)) = = sn (Kal0r)).
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Daraus folgt insbesondere, dass die Abbildung

T pn(qr)

auf jedem Intervall mit ,(¢,;) # 0 streng monoton ist. Ein Wechsel der Monotonie-

richtung kann daher nur an Stellen auftreten, an denen &, (g,) = 0 gilt.

Lemma 3.3 (Diagonalisierbarkeitslemma). Sei 79 € R mit k,(¢r,) = 0. Gilt zusdtz-

lich
d

Eﬁn(%’o) = 0,

so besitzt die Monodromiematriz M (i, (¢r, ), Gry) 2wei linear unabhdngige Eigenvekto-

n

ren zum doppelten Figenwert (—1)" und ist insbesondere diagonalisierbar.

Beweis. Fur 7 € R betrachten wir

yT(l‘) = Y2 (IL’, MH(QT)v qT)'

Da i, (g-) Dirichlet-Eigenwert ist, gilt

y-(0)) _ (0 _
(y;(())) = (1> und y-(1) = 0.

Die Monodromiematrix beschreibt, wie sich die Anfangsdaten einer Losung nach

einer Periode verdndern, das heif3t

M (p1n(g-), 4-) ((1)) = (‘ZZS;) =y,(1) (g) :

Also ist (0,1)" ein Eigenvektor der Monodromiematrix zum Eigenwert
yr (1) = v(L, ia(ar), gr) = (=1)"e().
Demnach erfiillt y, die Floquet-Bedingung
yr(w +1) = (=1)"e )y (z)
fir alle x € R. Fiir ¢t € R definieren wir nun die zuriicktranslatierte Funktion

Zt(x) = yTo-i-t(I - t) = Y2 (.ZU - t) Mn(q70+t)7 QTo-‘rt)‘
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Da Q‘ro-&-t(') = Q( + 70 + t)a gllt
Grort(x =) =q(x —t+ 710+ t) = q(x 4+ 70) = ¢y ().

Die Verschiebung um ¢ im Argument von y,,;+; kompensiert also genau die Verschie-

bung des Potentials. Somit ist z; eine Losung der Hill-Gleichung
=2 () + o (2)26(2) = pn (o) 2 (). (3.8)
und erfillt die Floquet-Bedingung beziiglich ¢,, denn
A1) = Gl +1 = ) = (—1)" €0y o ) = (<100 (0),

Fir t = 0 ist zo(x) = y2(x, (s, ), Gy ) eine Losung der Hill-Gleichung zum Potential
¢r, und zum Eigenwert fi,,(¢r,). Da k,(gr,) = 0, gilt wegen der Floquet-Bedingung

2o(x + 1) = (—1)"2(x).
Leiten wir diese Gleichung nach x ab, so erhalten wir
zp(z +1) = (=1)"z(x).

Insbesondere folgt fir z = 0

und damit
ZO(O) 1w ZO(O)
M(/ubn(QTo)7 QTO) (Z(/)(O>) - ( 1) (26(())) '

Wir betrachten nun

= 2(x).

t=0

Diese Abbildung ist stets wohldefiniert, da ys, u,, sowie die Translation des Potentials
in den jeweiligen Variablen analytisch beziehungsweise differenzierbar sind. Daher ist

auch die Verkettung z;(x) differenzierbar in t.

Da z fiir jedes t € R die Gleichung (3.8) erfiillt, ergibt Differenzieren nach t bei
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t=0
d

—% (%) + ¢ry (1) 20(7) = —

dt :un(QTo-i-t) : ZO(I’) + “H(QT())Z'/O(:L')' (39)

t=0

Da nach dem Variationssatz

d

d
i Mn(qToth) = %Nn(qﬂ)) =0

dt

gilt, vereinfacht sich (3.9) zu
—%0(2) + Gro (2) 20(2) = pn(gr) 20 ().
Also ist auch 2y eine Losung der Hill-Gleichung zum selben Potential ¢,, und Spek-

tralparameter fi,(qr,)-

Wir differenzieren auch die Floquet-Bedingung nach t bei ¢t = 0, das heif3t

d

{(— 1)" exp (/{n(qmﬁ)) 2 (:13)}

_ <—1>“(;i
d

= (=" exp(ru(tn)) =

t=0

exp(nn@w))) 20(2) + (1) exp(Ka(gn) ) 20l)

B /ﬁn(q‘roth) ZO<:U> + (_1)n GXp(/‘ﬁn(qm))Z.o(l’)-

Nach Voraussetzung gilt

4
dt

d
’fn(QT +t) - 7’£7’L(QT ) =0.
—0 0 dr 0

Demnach verschwindet der erste Term und mit x,(¢,,) = 0 folgt

Daher erfiillt auch Zy die Floquet-Bedingung mit Multiplikator (—1)". Folglich gilt

sodass der Anfangsvektor von Z; ebenfalls ein Eigenvektor der Monodromiematrix

M (ptn(qry), Gry) zum selben Eigenwert (—1)" ist.

Letztlich bleibt zu zeigen, dass zy und Zy linear unabhéngig sind. Die Anfangswerte
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von 2y sind gegeben durch

ZO<0) - y2(07ﬂn(q70)7qm) =0, 26(0> - yé(onu"n(qm)vqm) =L

Fiir 25(0) berechnen wir mit der mehrdimensionalen Kettenregel

d
2(0) = —|  2(0)
dt -0
d
= % . Yo (_ta ;un(qToth)a QTO+t)
d
= —0zY2 <07 Mn(QTO)7 QT()) + 8/\92 (07 MN(QTO>7 qTO) % MN(qTo-&-t)
t=0
d
+ 8qy2 (07 ;un(QTo)a QTO) % q7'()+t'
t=0

Da 3(0, A, q) = 0 fiir alle A und ¢, ist die Abbildung (), ¢) — y2(0, A, ¢) konstant.
Daher verschwinden die partiellen Ableitungen nach A und ¢, das heifit

a/\yQ(Oa )\7 Q) = 07 und aqy2(07 )\7 Q) = 0.

Zusammen mit der Anfangsbedingung folgt damit

ZU(O) = - ;vy2(07,un(qT0)7Q7'0) = _yé(07ﬂn(qT0)7QT0) =-—1

und damit insbesondere

2o und Zp koénnen daher keine skalaren Vielfachen voneinander sein.

Da nun beide Losungen dieselbe Hill-Gleichung sowie Floquet-Bedingung erfiillen
und linear unabhéngig sind, liefern sie zwei linear unabhéangige Eigenvektoren der
Monodromiematrix zum selben Eigenwert (—1)". Da die Monodromiematrix eine

2 x 2-Matrix ist, folgt ihre Diagonalisierbarkeit. Damit ist die Aussage gezeigt. [

Lemma 3.4. Sei q € L*([0,1],R) periodisch fortgesetzt auf R. Fiir 7 € R definiere

man q, wie oben. Dann durchliuft fir jedes feste n € N die Familie

(kn(@r), tn(ar)), T €ER,
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alle zuldssigen Paare der n-ten Komponente, das heifst

{(Fnlqr); n(gr)) | 7 € RY = {(Kn, ptn) | fin € Ly A(pn) = (=1)"2 cosh(kyn)},

wobes

;o (A, ALal,  falls n ungerade ist,
" A1, \n], falls n gerade ist.

Beweis. Zunachst liegt nach dem Oszillationstheorem fiir jedes 7 € R der n-te
Dirichlet-Eigenwert des verschobenen Potentials ¢, im zugehérigen Intervall I,,. Al-
so gilt u,(q,) € I, fir jedes 7 € R. Da pu,(q,) ein Dirichlet-Eigenwert ist, gilt
y2(1, n(qr), ¢-) = 0, sodass die Monodromiematrix die Form einer unteren Dreiecks-

matrix annimmt, das heifit

B yl(l,,un(%')?%') 0
M(Mn(QT)vqT) - (yi(L,U/n(QT)’QT) yé(lyﬂn(QT)7qT)> .

Aus Lemma 2.9 folgt mit det M (u,(q-),q.) = 1, dass der zweite Eigenwert der
Monodromiematrix der Kehrwert des Eigenwerts 35 (1, tt(¢r), ¢-) = (—1)"e(97) ist.
Demnach ergibt sich fiir die Spur

Apn(gr), ar) = (=1)"e™ ) 4 (=1)"e™07) = (~1)"2 cosh(k (7).

Mit der Verschiebungsinvarianz der Diskriminante (Lemma 2.15) folgt

A(pin(qr); @) = Apn(g-), ¢) = (—1)"2 cosh(kn(gr))-

Zusammen mit u, € I, liefert uns dies die Inklusion

{(kn(gr), in(gz)) | 7 € RY C {(Kns pin) [ fin € Ly Alpin) = (=1)"2 cosh(kn).

Fiir die umgekehrte Inklusion zeigen wir, dass bei Variation von 7 tatsachlich alle
zuldssigen Paare durchlaufen werden. Da die Funktion cosh gerade ist, liefern die
beiden Werte k,, und —x, fiir ein festes u, € I,, denselben Wert der Diskriminante.
Daher zerfillt die Losungsmenge in zwei Aste x,, > 0 und &, < 0, die sich genau an

den Randpunkten von I, treffen. Denn aus

A(ptn, q) = (—=1)"2 cosh(k,)
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sowie der Eigenschaft cosh(x) > 1 mit Gleichheit genau fiir z = 0 folgt, dass

|A(pn, q)] > 2

gilt und der Randfall |A(uy,, )| = 2 genau dann eintritt, wenn ,, = 0 gilt. Somit
folgt
kn=0 <= |A(tn,q)| = 2.

Nach dem Variationssatz ist nun p,(¢,) auf jedem Teilintervall mit festem Vorzeichen
von £y, (g,) streng monoton. Ein Wechsel der Monotonierichtung kann nur an Stellen
mit k,(¢,) = 0 auftreten. Es bleibt also zu zeigen, dass k,(¢,) an jeder Nullstelle
To tatsdchlich das Vorzeichen wechselt, sodass die Kurve weder am Rand stehen
bleibt noch auf demselben Ast zuriickkehrt. Dazu gentigt es zu zeigen, dass fiir jede

Nullstelle 7o von k,(¢r), £k (gr,) # 0 gilt.
Angenommen, es gelte also £, (¢,) =0

Fir 70 mit £,,(¢r,) = 0 liegt p,(¢r,) an einem Bandrand. AuBerdem gilt

y2<1a Mn(%’o)a q7'0) = 07

und die Monodromiematrix M (p,(¢r,), ¢, ) besitzt den doppelten Eigenwert (—1)".
Daher ist sie genau dann diagonalisierbar, wenn zusétzlich v} (1, tin(¢r,), ¢r) = 0
gilt. Ferner folgt aus (%) im Variationssatz zusammen mit «,(¢,) = 0, dass die
Abbildung

T pin(gr)

bei 7y stationar ist, also
d
——n(qr) =0
7 Hn(dm)

gilt.

Nehmen wir nun zusatzlich

d
%/{n(qﬁ)) - 0

an, so folgt mit dem Diagonalisierbarkeitslemma 3.2, dass die Monodromiematrix
zwei linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert (—1)" besitzt und ist damit

diagonalisierbar. Aquivalent dazu muss also gelten

Yy (1, pn(qry)s @) = 0.
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Nach Lemma 2.12 gilt nun

A (pn(6r0)) = Vi (1, (@ry) s @) Y2 (oo 1t (g ) o )| 72

Da ys(-, pn(gry), ) eine nichttriviale Losung ist, gilt |ya(-, fin(¢r); gr)ll72 > 0,

also

N (in(gry)) =0 <= yi(L, pin(gr), 4) = 0. (x2)
Der Bandrand p,,(¢y,) erfillt gerade |A(un (¢ ))| = 2, ist also Nullstelle der Gleichung
A*(\) —4=0. (3.10)

Nach Lemma 2.13 konnen die Nullstellen von (3.10) ausschlieBlich einfach oder

doppelt sein, das heifit keine hohere Vielfachheit als zwei besitzen.
Wir unterscheiden im Folgenden demnach zwei Félle nach der Bandstruktur.

Im Fall einer offenen Bandlicke ist p,(q.,) eine einfache Nullstelle von A% — 4,
sodass nach Lemma 2.13, A'(11,(¢r)) # 0 gilt. Aus der Aquivalenz (xg) folgt
y1 (1, pn(qry)s @r) # 0 und damit, dass die Monodromie bei p,(g,,) nicht diago-
nalisierbar ist. Demnach erhalten wir einen direkten Widerspruch zur im Lemma 3.3
abgeleiteten Folgerung, dass unter der Annahme %/@n(qm) = ( die Monodromie diago-
nalisierbar sein miisste. Also fithrt die Annahme “x,,(¢-,) = 0 auf einen Widerspruch

und es gilt
d

E’Qn(qm) # 0.

Damit folgt im Fall einer offenen Bandliicke, dass die Kurve

7+ (Kn(r), bin(gr))

weder an einem Randpunkt stehenbleibt noch auf demselben Ast zuriicklauft. Die
Nullstellen von k,(¢,) sind in dem Fall isoliert und einfach, sodass k, dort das
Vorzeichen tatsiachlich wechselt. Die Werte p,(¢;) an diesen Stellen entsprechen
genau den Randpunkten von I, und sind lokale Extremstellen. Zwischen zwei solchen
Randpunkten verlauft p,(¢,) nach dem Variationssatz streng monoton durch das

gesamte Intervall I,,. Da 7+ ¢, 1-periodisch ist, ist auch die Kurve

T (Hn(QT)’ Mn(QT»

geschlossen und durchlauft den zuldssigen n-ten Zweig vollstdndig. Damit ist im Fall
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einer offenen Bandliicke auch die umgekehrte Inklusion

{(Bns ftn) | fin € Lny A(pn) = (—1)"2cosh(kn)} € {(knlgr), pn(ar)) | 7 € R}

gezeigt.

Im Fall einer geschlossenen Bandliicke ist ji,,(gr,) eine doppelte Nullstelle von A% — 4.
Hier fallen die Randpunkte zweier benachbarter Spektralbédnder zusammen, sodass

das zugehorige Intervall I,, zu einem Punkt \* degeneriert, also
I, ={\"}, AN) = (=1)"-2, A'(\*) = 0.

Damit reduziert sich die zulassige Menge der n-ten Datenpaare auf einen einzigen

Punkt. Denn aus u,, € I, folgt unmittelbar

*

M = A"

Die Bedingung
A(py) = (—1)"2cosh(ky,)

liefert dann wegen cosh(k,) > 1, dass notwendigerweise k, = 0 gilt. Wir zeigen nun,
dass dieser Punkt tatséchlich durch die Translationsfamilie erreicht wird. Nach dem
Oszillationstheorem liegt fiir jedes 7 € R der Dirichlet-Eigenwert p,,(¢,) in I,,. Da I,
nur aus dem Punkt \* besteht, folgt

Mn(QT) = A"

fur alle 7 € R. Die Identitit

A(pn(gr)) = (—=1)"2 cosh(kn(gr))

liefert daher ebenfalls
Kn (QT> =0.

Somit ist die Familie

7= (Kn(gr), pn(gr))

konstant und es gilt

{(Fn(gr), pnla-)) | 7€ R} = {(0, A7)}
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Damit ist die gewiinschte Aussage auch im Fall einer geschlossenen Bandliicke
erfiillt. O

Lemma 3.5. Sei g € L*([0,1],R), A(\) die Spur der entsprechenden Monodromie
und (K, fin)nen € 02 X S der Wert der Abbildung k X u bei q. Dann gilt

(i) |A(N) = 2¢x(1) — sa(1) /01 q(z) da:‘ < C|'§\q|) exp |[VA| fir ein C(q) > 0.

(i) (i) und A(p,) = (—=1)"2cosh(k,) bestimmen fir n € N die ganze Funktion A

eindeutig.

Bevor wir Lemma 3.5 beweisen, halten wir zwei klassische Resultate der komplexen
Analysis fest, die von John B.Conway in seinem Buch Functions of One Complex

Variable bewiesen werden.

Theorem 3.6 (Satz von Liouville, [4, Theorem 3.4)). Ist f : C — C eine beschrinkte,

auf ganz C holomorphe Funktion, so ist f konstant.

Theorem 3.7 (Maximumprinzip, [4, Theorem 1.2]). Sei G C C ein beschrinktes
Gebiet und sei f stetig auf G sowie holomorph in G. Dann gilt

max [ f(z)] = max|[f(z)].

2e@G 2€0G

Beweis. Fiir den Beweis von (i) verwenden wir die Integralgleichungen (2.2) und
(2.3) fiir die Fundamentalsysteme y; und yo aus Theorem 2.1. Differenzieren von

y2(x, A\, q) nach x liefert uns

Yoz, N, q) = ex(z) + /Om ex(z — 1) q(t) ya(t, A, q) dt.

Setzen wir x = 1 ein, erhalten wir

LA D) = a0+ [ 0= DaOnt g
Yo(L, A, q) = ex(1) + /01 ex(1— 1) q(t) ya(t, N, q) dt.

Mit der Definition der Disktiminante A(\) folgt dann

A(N) = 2ex(1) + Li(A) + LI(N), (*3)
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wobei

BOY = [ 1= 0 a0 mle A g)de

BO) = [ ex(U = alt)olt, A q) .

Wir zerlegen y; und y» in den freien Term sowie den Restterm, das heifit

und damit wird
1 1
L) = [ s =Ha@a®d+ [ sl -Ha@ .
wobei wir den letzten Summanden im Folgenden als R;(\) bezeichnen. Analog gilt
1 1
I(A) = /0 ex(1 — 1) q(t) sa(t) dt +/0 ax(l =) q(t) r2(t, A, q) dt,

mit letztem Summanden als Ra(A).

Zusammen mit der Darstellung

J(\) == /01 sn(1— 1) q(t) ex(t) dt + /01 ex(1— 1) q(t) sx(t) dt

- \}X | ") (sm(\/m 1)) cos(v/At) + cos(VA(1 — t))sm(\/Xt)) dt
_ \/1X /01 a(t)sin(VA(L = ) + VAt at

= 1/\ Olq(t) sin(VA) dt

= o2(1) [ alt)

schreiben wir (x3) in der Form

A(A) = 265(1) — sx(1) /O1 g(t) dt = Ry(A) + Ra(N).

Es bleibt also nur noch, R;(\) und Ry(\) abzuschétzen. Aus Theorem 2.4 erhalten

wir fir die Restterme

Tl(ta A, Q) = <t7 A, q) - CA(t)v TQ(t7 A, Q) = y2<t7 A, Q) - Sk(t)
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die Abschétzungen

|T1(t7 )‘7 Q)| <

|¢1X| exp(| T VA gl VE).  Iralt: 0 )] < s exp(| 1 A glVE).

Dat € [0,1] gilt v/t < 1, sodass der Faktor eldlvt qurch el beschrankt ist. Mit der

Konstante

Cl(q) — ellall

folgt also

@ mvaie )] < LD vl

|T1(t7)‘ )’— |\/—| ’ — |/\|

Zusammen mit Lemma 2.2 erhalten wir fiir Ry(\)

RO = | [ 53 =0 mle 2 ) de

< /1 153 (1 — )] [g(t)] [r1(t, A, q)] dt

|Im\f\(1 t ’(](t)|01( ) |Imf‘tdt

_/|\/_| VA

_ Cl( ) Im+v/X !
_We| M/O lq(t)] dt.

Da g € L*([0,1],R), gilt
1
/ lq(t)|? dt < oo.
0

Dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[lalae= [Ca)]-1a
<([ |q<t>|2dt)1/2 ([ 1)
SO

= llgllze < o0

1/2

Also gilt insbesondere g € L([0, 1], R).
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Dann kénnen wir R;(\) weiter abschéitzen zu

Ci(@) jmva [*
RO < S Pel ™ [l di

<& (q|)AH\q“L2 VAl

Ganz analog erhalten wir fir Ry(\)

R = [ [ L= Da®)rate, N

< [Mlea = ) a6} ra(t. 1, )] de

< /1 6|Imﬁ|(1—t)|q<t>|cl(Q) 6|Imﬁ\t dt
—Jo

Al
1
_ Cl(Q)eIm\/X|/ |q<t)|dt
Al 0
< Cl(q|)AH\q“L2 etV

Insgesamt folgt dann mit C(q) := 2el9l ||q||z2 > 0

R + R < 1R )]+ o) < el

Damit ist (i) bewiesen.

Fiir den Beweis von (ii) betrachten wir zwei ganze Funktionen A und A, die die
Voraussetzungen des Lemmas erfiillen und zu denselben Daten (K, fin)nen gehoren.

Wir zeigen, dass daraus bereits A = A folgt. Hierzu definieren wir

Dann ist G als Differenz ganzer Funktionen selbst eine ganze Funktion. Insbesondere

gilt nach Voraussetzung fiir beide Funktionen auf der Folge (u,) fiir jedes n € N

G(pn) = A(pn) — A(uy) = (=1)"2cosh(k,) — (—=1)"2 cosh(k,,) = 0.

Also besitzt G die gesamte Folge (u,,) als Nullstellenfolge. Im Folgenden isolieren wir

diese Nullstellen durch Faktorisierung. Da G an allen Stellen u,, verschwindet und
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3. Vorbereitende Lemmata

diese gerade die Nullstellen von y2(1, A, ¢) sind, definieren wir den Quotienten

Wir zeigen nun, dass F'(\) tatsichlich eine ganze Funktion ist und damit auf ganz C
holomorph ist. Da A — y2(1, A, ¢) nach Thoerem 2.5 eine ganze Funktion ist, ist F’
auf der Menge

C\ Z, Z :={A e C:y(l, N q) =0},

als Quotient holomorpher Funktionen wohldefiniert und holomorph. Per Definition
sind die Elemente von Z gerade die Dirichlet Eigenwerte p,,. Es bleibt daher nur, das
Verhalten von F an diesen Punkten zu untersuchen. An den Stellen u,, verschwindet
zwar der Nenner, zugleich gilt aber wegen der gemeinsamen Werte von A und
A, A(pn) — A(p,) = 0, sodass formal ein Ausruck der Form 0/0 entsteht und F
zunachst nicht definiet ist. Um das Verhalten von F'()) in einer Umgebung von p,, zu
untersuchen, betrachten wir die lokale Struktur von (1, A, ¢). Nach Theorem 2.19
sind die Eigenwerte u, einfache Nullstellen, das heift di/\yg(l, tn,q) # 0. Daher
existiert in einer Umgebung von p,, eine holomorphe Funktion a, mit a,(u,) # 0,

sodass
y2(17 )‘7 Q) = <)‘ - ,Un)an<>‘)

Andererseits existiert wegen G(u,) = 0 und da G ganz ist, lokal ebenfalls eine

holomorphe Funktion b,, mit
G(A) = (A = ) ba(A).
Damit erhalten wir fir A # pu,,

G A= p)ba(A) 0N

F(/\) B y2(1a)‘7Q) B ()‘ - lun)an(/\) an()\)

Da also a, als homomorphe Funktion stetig ist und a,(u,) # 0 gilt, existiert
eine Umgebung U,, von p,, in der fir alle A € U,, a,(\) # 0 gilt. Folglich ist der
Quotient b, /a,, auf U, holomorph, und F'(\) besitzt bei j,, einen endlichen Grenzwert.
Nach dem Hebbarkeitssatz ist die scheinbare Singularitat von F' in p, also hebbar.

Definieren wir also

bn (i)

an (Nn) ’

so erhalten wir eine holomorphe Fortsetzung von F'(A) in pu, Da dies fiir jedes n € N
gilt und F(A) auBlerhalb der Nullstellen von (1, A, ¢) ohnehin holomorph ist, lasst

F(pn) =
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3. Vorbereitende Lemmata

sich F(\) auf ganz C holomorph fortsetzen. Folglich ist F'()\) eine ganze Funktion.

Wir zeigen nun, dass F'(\) zusdtzlich beschrankt ist. Dazu schatzen wir Zéhler und
Nenner jeweils einzeln ab. Fiir die Zdhlerbeschrianktheit nutzen wir die Abschédtzung

aus (i). Dazu definieren wir
AN) = A(X) —2¢x(1) — sa(1)s

AN = A(N) = 2e:(1) — s5(1)s

Dann folgt mit der Lemmavoraussetzung

sowie (i) gerade

AN =AW =[A0) — AN
< |A( |+\A )
9 jmva, C@ jmvx
= S
:aelmﬁl.

mit der Konstante C* = C(q) + C(g) > 0

Um nun den Nenner abzuschétzen, konstruieren wir eine Familie von Kreisen I'x mit
halbzahligen Radien, die die reelle Achse stets zwischen zwei Nullstellen von siny/A
schneiden. Dazu wihlen wir R > 0 so groB, dass fiir alle A € C mit [v/A| > R die

Voraussetzung

V| > gelldl
erfullt ist.

Fir die nachfolgenden Abschéitzungen definieren wir einfachheitshalber
z:=V\

Da die Abbildung z +— 22 surjektiv auf C ist, lisst sich jedes A € C in der Form
A = 22 darstellen. Somit geniigt es, die Funktion F(z?) auf der gesamten z-Ebene

abzuschéatzen.
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3. Vorbereitende Lemmata

Mit |z| > 8elldl vereinfacht sich dann die Fehlerabschitzung aus Theorem 2.4 zu

2 y_sing| L g 1
y2(1, 2%, q) . SSquII e ] exp (| Im z|)
1
= mexpﬂ Imz|). (%4)

Fiur K € N definieren wir also

1 1
FK::{ZE(C:|,Z|:<K+2)7T}, DK::{ZE(C:|Z|§<K+2)7T}.

Die Wahl dieser halbzahligen Radien ist durch das Counting Lemma motiviert, das

garantiert, dass auf I'x 12(1, 22, q) # 0 gilt.

Auf 'k gilt also fiir alle m € Z
1 1 T
|z — mm| > ‘|z| - |m7r|‘ = ‘<K+2>7r— |m|7r‘ :W’K+2— |m|‘ > 5

Insbesondere also

|z —mm| > g > %
fur alle m € Z. Damit ist z auf ', von allen Nullstellen m7 des Sinus mindestens
um 7/4 entfernt, sodass die Voraussetzung von Lemma 2.17 erfillt ist. Wir wéhen
nun K, € N so grof3, dass

(Ko . ;) x> el
Das heif3t
16elldl — 1

0= 21

Dann liegt fiir alle K > K, der Kreisrand 'k genau in dem Bereich, in dem die

Abschétzung (x4) gilt. Zusammen mit Lemma 2.17 erhalten wir fir K > K,

sin z sin 2
’y2(1vz27Q)| 2 - y2(1,Z2,C]) - N

o L e L jme
— 47 8|z

1
= _|Imz|
= e

8|z

Mit z = /X liefert die zuvor hergeleitete Zahlerabschitzung

’A(Zz) . A<Z2)’ < erlmZ|.

z|?
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3. Vorbereitende Lemmata

Mit beiden Abschétzungen erhalten wir dann fiir alle z € '

O*
. © ol ) )
P < BE) A P sct  8C"
2(1,22,9)]  ~ |1|6|Imz (K4 )n
8|z

Da A — F(A) als ganze Funktion auf ganz C holomorph ist, definiert auch

eine ganze Funktion auf C. Das Maximumprinzip auf der Kreisscheibe Dy liefert
dann fur K > K,

8C*
max |®(z)| = max |P(z2)| < ———~—.
z€DK zel K (K + %) T
Da Ugen D = C gilt, folgt insbesondere, dass ¢ auf ganz C beschrankt ist. Nach

dem Satz von Liouville ist ® demnach als holomorphe, beschrankte Funktion auf

ganz C konstant, also ®(z) = ¢. Aus der oberen Abschatzung folgt also fir K > K|

0 <le|l = max |P(2)| <
ol = mpe 91 € [y

Daher muss ¢ = 0 gelten und damit ® = 0.

Aus

fiir alle z € C folgt daher

fir alle X € C.

Nach Definition von F' erhalten wir somit
A(N) = A(N)
fir alle A € C. Damit ist Aussage (ii) bewiesen. O

Bemerkung 3.8. Die Bedingung |v/A| > 8elléll stellt sicher, dass der Fehlerterm
gegeniiber dem Hauptterm kontrolliert bleibt. Auf I'x folgt mit Lemma 2.17 und
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3. Vorbereitende Lemmata

Theorem 2.4 X
sin v A
17 )\7 -

sin v/
VA ‘_

ol m VA (1 enq)
> - — :
TV 4 VA

Damit der Ausdruck in der Klammer postiv bleibt, fordern wir, dass der Fehlerterm

ly2(1, A, q) =

hochstens halb so grofl wie der Hauptterm ist, das heifit gerade

olal
—= <

— V| > 8ellall,
A VA

1
8
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4 Hauptsatz

Satz 4.1. Fiir ein q € L*([0,1],R) seien (A\y)nen und (N,)nen die Folgen der peri-
odischen bzw. antiperiodischen Eigenwerte (siehe Oszillationstheorem), und A(N) die

Spur der Monodromie. Dann wird Iso(q) durch k X p bijektiv abgebildet auf

(X, An], noungerade,

kX pllso(q)] = § (Kn, tn)nen | pin € A(pn) = (=1)"2 cosh(ky)

A1, \n], n gerade,

Beweis. Im ersten Schritt zeigen wir, dass fiir jedes ¢ € Iso(q) die zugehorigen Daten

("{n (q)a Hn (q))neN

die Bedingungen der Zielmenge erfiillen.

Sei dazu ¢ € Iso(q). Nach Definition 2.24 der Isospektralmenge gilt

fir alle A € C. Insbesondere besitzen ¢ und ¢ dieselben periodischen beziehungsweise
antiperiodischen Eigenwerte (A, )nen beziehungsweise (X)) en, da diese durch die
Gleichung A(X) = £2 bestimmt werden. Demnach stimmen die Intervalle [\, A ;]
und [A,_1, A,| fir ¢ und G tiberein. Nach dem Oszillationstheorem liegen die Dirichlet-
Eigenwerte p,(¢) gerade in diesen Intervallen. Genauer liegt fiir jedes ungerade
n, fn(¢) im Intervall [N, A7 ] und fiir jedes gerade n im Intervall [A,_;,A,]. Da
Ya(, 11,(§), 4) eine Dirichletldsung zum Eigenwert p,,(§) ist, ist (0,1)” Eigenvektor
der Monodromiematrix M (,(q),¢) zum Eigenwert y5(1, 1,(q), ¢). Parametrisiert

durch £,(q) erhalten wir die beiden Eigenwerte
(—1)nefn@ und (—=1)rern(@,

Demnach folgt fiir die Spur
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Da § € Iso(q), erhalten wir mit A = A
A(pn(q)) = (=1)"2 cosh(rn(q)).

Damit ist gezeigt, dass (k,(G), tin(q))nen tatsdchlich in der im Satz angegebenen
Menge liegt, die Abbildung also wohldefiniert ist.

Seien nun ¢, Go € Iso(q) zwei Potentiale mit

(kX ) (@) = (kX 1) (a)-

Dann stimmen die zugehorigen spektralen Daten tiberein, das heifit

k(@) = k(G) und  p(q1) = pu(G).

Nach Theorem 2.28 ist die Abbildung x x u auf L?([0, 1], R) injektiv. Insbesondere
konnen zwei Potentiale mit denselebn x-Daten und denselben Dirichlet-Eigenwerten

nicht verschieden sein. Daher folgt unmittelbar
G = Go-
Damit ist auch die Einschrankung von s x p auf Iso(q) injektiv.

Wir zeigen nun, dass jede zulassige Folge von Daten tatséchlich von einem Potential
aus der Isospektralmenge stammt. Sei dazu eine Folge (k,, tn)nen gegeben, die die

Bedingungen des Satzes erfiillt, das heift

(A1, Al 4], filr n ungerade,
Hn €
A1, An], fir n gerade,

und
A(p,) = (—=1)"2cosh(ky,)

fir alle n € N. Ziel ist es ein Potential § € Iso(q) zu finden, sodass
(/Q((j), ,U,((j)) = (’inv Nn)neN

Dafiir verwenden wir Korollar 2.29. Sobald wir gezeigt haben, dass die vorgegebenen
Daten ein Element von ¢2 x S definieren, liefert der Isomorphismus aus Korollar 2.29
ein eindeutig bestimmtes Potential ¢ € L?([0,1],R) mit genau diesen spektralen

Daten. AnschlieSlend bleibt nur noch zu priifen, dass dieses Potential tatsédchlich in
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Iso(q) liegt.

Nach Lemma 3.4 beschreibt die Translationsfamilie (g,),cr fir jedes feste n € N

genau alle zulédssigen n-ten Komponenten, also

{(kn(9r); in(gr)) | 7 € R}y = {(Kns pin) [ in € Ly Alpn) = (=1)"2 cosh(kn)} -

Damit erhalten wir fiir jedes feste n jede zuldssige Komponente (k,, t,) als n-te
spektrale Komponente eines geeignet verschobenen Potentials ¢.. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass die daraus entstehende Folge der Dirichlet-Eigenwerte 1, (g, )
die geforderte asymptotische Struktur besitzt. Mit Theorem 2.22 erhalten wir fiir
qr € L?

pin(gr) = n®m? + /01 ¢-(x) dx — {(cos(2mnz),q.) + O (i) .

Der Mittelwert ist translationsinvariat, denn wegen der Periodizitiat von ¢ gilt

/0qu($)de/0161(:13+T)dx=/71+Tq(u)du:/Olq(u)du_

Demnach hat jedes verschobene Potential ¢, denselben Mittelwert s = f) ¢(z) dx. Es

bleibt daher nur noch, den Fourierterm zu kontrollieren. Dazu definieren wir
¢ = {(cos(2mnx), q), Sp := (sin(2mnx), q).
Mit der Substitution v = x 4+ 7 und dem Additionstheorem erhalten wir

(cos(2mnz), q.) = /01 cos(2mnx) q(z + 1) dx

= /01 cos(2mn(u — 7)) q(u) du

= cos(2mnT) (cos(2mnzx), q) + sin(2wnT) (sin(2wnx), q)

und damit

‘(cos(%mx), q-) = ‘COS(Q?TTLT) Cn + sin(27nT) sn’
<|cos(2mnT)| |c,| + | sin(2wnT)| |5,
< el + |snl

denn | cos(2mnT)|, | sin(2rn7)| < 1. Folglich gilt

2
< 2|cn|2 + 2|sn|2.

’(cos(%mx), qr)

Da die Folgen (¢, )neny und (s, )nen als Fourierkoeffizienten eines L2-Potentials in £2
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liegen, gilt
o o
el <oo, 3 |sal? < oo
n=1 n=1

und damit entsprechend
Z(2|Cn|2 + 2|sn|2> < 00.

n=1
Also gilt ({cos(2mnx), ¢;))nen € ¢ fiir alle 7 € R. Da fiir alle Translationen g,
dieselbe von 7 unabhéngige Majorante existiert, ist diese £2-Kontrolle insbesondere

gleichmafig in 7.

Demnach besitzen die Dirichlet-Eigenwerte des verschobenen Potentials ¢, die Dar-
stellung
:un(QT) = n’n’ + 5+ rn(7)7

wobei die Restfolge .
rn(7) = —(cos(2mnx), ¢;) + O<n>

gleichméBig beziiglich 7 in ¢? liegt. Tatsichlich gilt
2 2 1 2 2, C
o (7)[2 < 2| (cos(2mna), ¢.)|? + 20(712) <Aleaf Al + = (A1)

Sei nun (K, fin)nen €ine beliebige zuldssige Folge. Nach Lemma 3.4 existiert zu jedem
festen n € N eine Translation 7,, € R, sodass der n-te Dirichlet-Eigenwert durch das
verschobene Potential ¢, realisiert wird, also p, = i, (g-,). Im Allgemeinen hangt
T, dabei von n ab. Genau deshalb ist die zuvor gezeigte gleichmafige Kontrolle in 7

entscheidend.

Da die Abschatzung (4.1) unabhéngig von 7 ist, kénnen wir fir jedes n speziell

7 = 1, wahlen. Dadurch erhalten wir
fin = tin(Gr,) = 1°7° 4 5 + 70 (T0).
Aus der Summierbarkeit von (a,)nen folgt nun
i 70 ()7 < i a, < 00.
n=1 n=1

Damit gilt
(Tn(Tn))neN € EQ-
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Demnach besitzt die zulédssige Folge (fi,)nen die Darstellung
— 2.2 2
o = N7+ 8+ 1 (), (rn(Tn) )nen € £°.

Dies entspricht gerade der definierende asymptotische Struktur des Spektralraums S.
Folglich gilt
(Nn)neN € S .

Fiir den Nachweis (K, )nen € 3 gehen wir analog vor. Da die k, reell sind, erhalten

wir aus der Definition von £3

o0 o
(Kn)nen € 63 <= Y n’k) <00 <= Y |nkn,|* < 00 <= (nkn)nen € .

n=1 n=1

Es geniigt also, (nk,)nen € €% zu zeigen. Aus Theorem 2.26 folgt hierfiir

™

1 1
nkn(qr) = Dy (sin(2mnz), ¢.) + O () : (4.2)
n
Auch hier erhalten wir mit der Substitution v = z + 7 und dem Additionstheorem
(sin(2wnz), q,) = cos(2mnT)s, — sin(27nT)c,.

Da (¢p)nen und (8, )nen als Fourierkoeffizientenfolgen eines L?-Potentials in 2 liegen
und die Faktoren sin(27n7) sowie cos(2mn7) betragsmaflig durch 1 beschréankt bleiben,

folgt wie zuvor die Abschétzung
[(sin(2mna), gr)|* < 2lenl® + 2[sa|?

Demnach liegt ((sin(27nz), ¢.)),cy gleichmaBig beziiglich 7 in ¢*. Da auBerdem
(1/n)nen € €% gilt und der Faktor 1/(27) konstant ist, folgt aus (4.2) die gleichméBige
Abschétzung (nk,(q;))nen € £ fiir alle 7 € R. Insbesondere existiert eine von 7
unabhéngige summierbare Majorante (b, )nen € ' mit

1 C 1 1 C
2 2 2 2 2 .
Inkn(g:)]” < 93 (2|cn| + 2|s,] ) + 3= lea|” + = 5,7 + == b,.

fir alle n € N und alle 7 € R.

Sei nun (K, fin)nen eine beliebige zuldssige Folge. Nach Lemma 3.4 existiert zu
jedem festen n € N eine Translation 7,, € R, sodass die n-te Komponente durch

das verschobene Potential ¢, realisiert wird, also k,, = k,(¢.,). Da die Majorante
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(bn)nen unabhéngig von 7 ist, dirfen wir fiir jedes n separat 7 = 7, einsetzen. Damit
folgt

[0 = 1850 (r, ) [ < b

Da (b, )nen summierbar ist, erhalten wir

o o0
> nkal* <> b, < oo
n=1 n=1

Somit gilt (nk,)nen € £2, und folglich per Definition des gewichteten Folgenraums

(Fn)nen € £3. Zusammen mit (pi, )nen folgt insgesamt

(’inmun>n€N € g% X S

Damit gehéren die vorgegebenen zulédssigen Daten zum Zielraum der Abbildung
kxp: L*([0,1], R) — (1 x S.

Korollar 2.29 liefert daher zu jeder Folge aus £2 x S ein eindeutig bestimmtes Potential
g € L*([0,1],R), fiir das

(’%<Q~)> u((j)) = ("inv ,un)neN
gilt .

Nun zeigen wir, dass dieses Potential tatséchlich in der Isospektralmenge Iso(q) liegt,
das heifit

fir alle A € C gilt. Hierfiir nutzen wir Lemma 3.5.

Zunéchst erfiillen sowohl A als auch A die asymptotischen Abschitzungen (i) aus

Lemma 3.5. Fiir das urspriingliche Potential ¢ € L*([0, 1], R) erhalten wir

! C(@) |1mva
‘A(A) —20(1) = 5x(1) [ al) dt‘ < W Og) > 0.

Da auch ¢ € L*([0,1],R) gilt, liefert Lemma 3.5

A~ 26x(1) (1) [ ()] < C&?e“mﬁ, c(q) > 0.

Insbesondere stimmen die Mittelwertterme von A und A iiberein. Aus der zuvor

hergeleiteten Darstellung p,, = n?7% + s +7,(7,) mit s = [ q(t) dt und (r,,(7,))nen €
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02 folgt
1

lim (p, — n?7?) = s = / q(t) dt.
0

n—o0

Da ¢ € L?([0,1],R), liefert Theorem 2.22 angewandt auf ¢
L ( —n27r2+/ t)dt + *(n),

also
n—oo

i (10(@) — n7) = [ a0 dt.

Da nun nach Korollar 2.29, 11,,(§) = p, fir alle n € N, folgt

n—o0

[ atey it = Jim (maf@) — nw?) = tn (o~ n7?) = [ qtt) .

Demnach erfiillen beide Diskriminanten dieselben asymptotischen Abschatzungen.
Da die Folge (kp, ftn)neny zur im Hauptsatz beschriebenen Zielmenge gehort, gilt

auBlerdem
A(pn) = (—1)"2 cosh(k,)

fiir alle n € N. Andererseits konstruieren wir ¢ gerade so, dass seine k- und p-Daten

mit den vorgegebenen Folgen iibereinstimmen. Damit gilt

Alpin) = A(Mﬂ(d)) = (=1)"2cosh(k,(q)) = (=1)"2cosh(k,) = A(pn)

fiir alle n € N. Da A und A zudem dieselben asymptotischen Abschéitzungen aus (i)

erfillen, liefert Lemma 3.5 (ii) unmittelbar
A=A
Nach Definition der Isospektralmenge folgt daraus unmittelbar

g € Iso(q).

Damit existiert zu jeder Folge aus der im Hauptsatz beschriebenen Zielmenge ein
Potential § € Iso(q) mit genau diesen - und p-Daten. Folglich ist die Einschrinkung

X p
Iso(g
die Bijektivitdat auf die im Hauptsatz angegebene Zielmenge. Damit ist der Hauptsatz

surjektiv. Zusammen mit der bereits gezeigten Injektivitdt folgt daraus

bewiesen. 0
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5 Zusammenfassung

Das Hauptresultat dieser Arbeit zeigt, dass die Abbildung

KXW ISO(Q) - {(’{naUn)nEN | pn € In, A(/Ln) = (_1)n2 COSh(’in)}

eine Bijektion zwischen der Isospektralmenge eines Potentials ¢ € L%(]0, 1], R) und
einer durch die Diskriminante A explizit beschriebenen Folgenmenge in ¢ x S
definiert. Damit tibertragen wir die urspriinglich von McKean und Trubowitz fir
glatte Potentiale entwickelte Parametrisierung erfolgreich auf eine allgemeinere Klasse

von Potentialen, namlich auf L2-Potentiale.

Der Beweis beruht dabei auf zwei zentralen Bausteinen. Zum einen liefert uns der

von Poéschel und Trubowitz bewiesene reell-analytische Isomorphismus
kX s L2([0,1],R) — (1 x S

unmittelbar die Injektivitat auf der Isospektralmenge Iso(q). Der wesentlich an-
spruchsvollere Teil besteht darin, die Surjektivitit zu zeigen. Wir zeigen diese in zwei
wesentlichen Schritten. Zunéchst beweist Lemma 3.4 mithilfe des Variationssatzes
und des Diagonalisierbarkeitslemmas, dass die durch Translationen erzeugte Familie
(¢r)rer in jeder Komponente n alle zuldssigen Datenpaare (ky, it,,) durchlauft. An-
schlieend zeigt Lemma 3.5 unter Verwendung asymptotischer Eigenschaften der
Diskriminante, dass das auf diese Weise rekonstruierte Potential dieselbe Diskrimi-

nante wie ¢ besitzt und somit tatsichlich zur Isospektralmenge Iso(q) gehort.
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