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1 Einfiihrung

Die folgende Seminararbeit behandelt ausgewéahlte Resultate der inversen Spektraltheo-
rie zum Dirichlechtproblem nach Jiirgen Péschel und Eugene Trubowitz. Im Fokus steht
die detaillierte Untersuchung der Theoreme 7 bis 9 sowie des zugehorigen Korollars 3.

Dabei wird insbesondere die Struktur der Eigenfunktionen des betrachteten Opera-
tors analysiert. Ein zentraler Aspekt ist die Herleitung von Orthogonalitétsrelationen
und Identitdten mithilfe des Wronskians, die fiir das Verstédndnis der Spektraldaten
wesentlich ist. Abschlielend wird gezeigt, dass ein geeignet konstruiertes Funktionen-
sytem den Raum L?(0,1) vollstindig beschreibt.

Ziel der Arbeit ist es, die Beweise dieser Resultate nachvollziehbar darzustellen und
die zugrunde liegenden Zusammenhénge transparent zu machen.

2 Theorem 7, Lokale Umkehrbarkeit

Fiir jedes q in L? gilt, dass g,(x,q), n > 1 eine Orthonormalbasis von L? ist.

Beweis: Aus vorherigen Theoremen wissen wir, dass Q=-(d?/dz?) + q ist.

Q ist selbstadjungiert unter den Dirichlechtrandbedingungen und zwar ¢g(1) = ¢(0) = 0.
Somit gilt per Definition fiir selbstadjungierte Operatoren, dass (Qf, g) = (f, Qg). Nun
wird durch die bereits gegebenen Randbedingungen von g, sowie g,, gezeigt, dass die
Gleichung(tm — fin){gm, gn)=0 gilt.

(mbn){Gm, Gn) = (BmGms> Gn) — (Gms lngn) = (QIm> In) — (gm, Qgn) =0

Wegen der Selbstadjungiertheit folgt aus dieser Gleichung also direkt das Ergebnis
0.

Wir zeigen nun in der allgemeinen Form, dass die Selbstadjungiertheit gilt. Dies ma-
chen wir durch partielle Integration und erneut den Dirichlechtrandbedingungen.

Dafiir setzen wir g, = f und g, = g

- /1(—f”(x) +q(x) f(2))g(x)dr — /1 f(@)(=g"(z) + q(z)g(z))dz
0 0
1 1
— [ 1@~ [ @) ()
1 1
:/ f(g:)g”(x)dx—/ f(x)g(x)dz
0 0

Wir integrieren den zweiten Teil nun partiell, um zu zeigen, dass das gesamte Integral
gleich 0 ist.

1 1
| @@ = [F @@~ [ 1@y @da

0



Die Stammfunktion wird hier 0, wegen den Dirichlechtrandbedingungen fiir g. Integrie-
ren wir das tibrig gebliebene Integral erneut partiell, erhalten wir

(@@~ [ 1@ @) = [ 1) @)

Jetzt ist ersichtlich, dass unser Term genau der Gleiche ist wie der erste Teil der ur-
sprunglichen Gleichung. Da wir beide Teile subtrahieren, ist das Ergebnis gleich 0.
Da iy, # pin, folgt (gm, gn) = 0 fiir m # n, also ist die Orthogonalitét als erste Voraus-
setzung fiir eine Orthonormalbasis bewiesen.

Als néchstes wird die Abgeschlossenheit bewiesen. Hierfiir vergleichen wir g, mit einer
bereits bekannten Orthonormalbasis fiir L2(0, 1) und zwar e, (z) = v/2sin(nmz).

Beweisen wir kurz, wieso e, eine Orthonormalbasis von L?(0,1) ist.
Als erstes zeigen wir die Normierung der Funktion.

(€n,en) = /Ol(ﬂsin(nwx))Qda:
= 2/1 sin?(nmz))dz — sin®(a) = (1 — cos(2a))
0

1
= 2/ —(1 = cos(2nmx))dz
0o 2

1 1
:/ 1dx—/ cos(2nmz)dx
0 0

Nun zeigen wir die Orthogonalitét

1
(€n,em) = 2/0 sin(nmx)sin(mnrx)dr — sin(a)sin(8) = %(cos(a — ) — cos(a+ B))

1
= /0 (cos((n — m)mwz) — cos((n + m)rz))dz
=0

Die Vollstédndigkeit der Basis e, setzen wir hier vorraus.
Wir nutzen nun einen Operator A, welcher die Basis e, auf die neue Basis g, ab-

bildet, sodass ¢, den gesamten Raum L? ausfiillt.
Definieren wir dafiir den Operator A

Af = Z(fv en).gn



(untere Grenze der Summe ist hier n > 1

A ist laut der parsevalschen Gleichung eine Isometrie, da gilt

IAFIZ = DK f en)? = IL£1

Da die Gleichung im Hilbert Raum &quivalent zur Vollsténdigkeit des Orthonormalsys-
tems ist, haben wir diese automatisch gezeigt.

Um zu zeigen, dass A surjektiv ist, nutzen wir den Hilbert-Schmidt Operator, welcher
in Theorem 4 eingefiihrt wurde.

1
DA = Den]® =3 llgn — enl® =32 0(—3) < o0

(A —I) ist hierbei die Abweichung des Operators von der Identitét, wie in
Hilbert-Schmidt definiert. Dort wird der Operator als K = d¢ — I definiert.Diese sind
immer kompakt. Die allgemeine Gleichung lautet dann
S (dp — Denl|? =3 |lgn — enl|* < co. e, ist die ideale Fourier-Basis, in unserem Fall
also die Sinus Funktion, wiahrend g, die tatsachhche Eigenfunktion ist.
Wir wissen das die Folge des Fehlerterms O( . Ykonvergiert(Folge ist = ~7) und somit ist
direkt gezeigt, dass 3 ||(A — I)e,||? endlich ist.

q.e.d.

3 Theorem 8, Orthogonalitat und Spektraldaten

In Theorem 8 werden wir 3 verschiedene Gleichungen beweisen, welche eine Basis fiir
unser weiteres Vorgehen bilden. Wir nutzen die angegebene Definition von

an(x) = y1(2, pin )y2(, ftn ), > 1.
3.1 Teil a)

d
(g5 %93) =0 (1)

G (@2)) = 5 [ G2 ~ @) @

Da wir partielle Integration nutzen um das Integral im weiteren Verlauf zu
integrieren, folgt diese Zerlegung des Integrals aus der Identitéat

01 g%, (g2)dx = [g%,62)} fo g2)" — g2dz. Da die Stammfunktion hier gleich 0 ist
aufgrund der Dlrchlechtrandbedmgungen (g(l) = g(O) ) bleibt nur der zweite
Term erhalten und somit ergibt sich [y ¢2,(g2)’ fo gm )'g2dx. Dies kann man
schreiben als die Gleichung A = —B wodurch s1ch A= f(A B) ergibt. Dies wird in
(2) angewendet.

Nun multiplizieren wir die Ableitngen aus und erhalten fiir (g?)" = 2gg’. Das setzen
wir in die Gleichung ein.



1

1
=3 /0 (9229190 — 29m3m e )dx

1
:/0 gmgn(gmg;@ - g;ngn)dl'

Es gilt, dass der Teil in der Klammer die Wronskian ist, welche wir aus Kapitel 1
kennen. Die Ableitung der Wronski-Formel wird wie folgt definiert.

[gm)gn]/ = (Nm - Hn)gmgn

Stellen wir die Gleichung nach g,,g, um erhalten wir

1 /
Imdn = [gma gn]
I

m n

Das setzen wir nun in die urspriingliche Gleichung ein. Aus der Analysis wissen wir,
dass [ f'(z)f(z)dz = §f?(x). Das wende wir nun auf unser Integral an und erhalten

[

1
m [[gm gn]2]](1)

[gm, gn] ist hier gleich Null, aufgrund der Dirichlechtrandbedingungen. Somit haben
wir gezeigt, dass die Gleichung gleich 0 ist.
q.e.d.

3.2 Teil b)

In Aufgabenteil b) wird nun gezeigt, dass

l,m=n

2\/\
<am,<gn>>—{o’m#n

Zunéachst errinern wir uns daran, wie a,, definiert wurde a,, = y1(z, tim)y2(2, tim). v1
und ys sind hierbei zwei Losungen derselben Differentialgleichung und beide gehoren
zum Eigenwert p,,. Daher folgt a,, = y1yo.

Nun wenden wir partielle Integration an, um die Gleichung zu 16sen.

d2 ! 2\/ 12
277%771: m\In) — \UmIn
(me -92) = [ (anl92) = (g2

0
1
= 2/0 y1y2(g2)dx
1
= | (n6)) - (63 0p) o
1
= /0 (y19229n90 — Gay1y2 — goyrys)da

1
= /0 (Y290 (Y19}, — Y19n) + Y190 (Y295 — gn¥h))dx



Nun wollen wir Teile der Gleichung in die Wronskian-Form bringen die wie folgt
lautet [y, g] = y¢’ — v'g. Nehmen wir also die einzelnen Teile des Integrals und formen
sie in die Wronskian-Formel um.

Y29n(Y19n — Y19n) Y19n(Y29n — gn¥s)

Y1, 9n] = Y197 — Yign [Y2. 9n] = Y29, — Y29n
Setzen wir die Gleichungen nun zuriick in das Integral ein, ergibt sich ein leicht

l6sbares Integral.

1
= /0 (Y29n Y1, 9n) + Y1902, gn))dx

Jetzt gibt es zwei zu betrachtende Félle:

lm#n

In diesem Fall nutzen wir die Wronski-Ableitung. [y;, gn]’ = (ttm — ftn)yjgn. Wir losen
nach y;g, auf und erhalten

— gl
Yign = Yir g
i 9n 1 7 j5 9n

m n

Das setzen wir in beide Terme ein und erhalten

1

1
7/ ([y2, 9u]" + [y1, 9n]'[y2, gn])d
Hm — Hn JO
Durch die Produktregel kénnen wir das Integral erneut umformen und einfach

auswerten

1 1 q 1 .

B 7 (Y20 9nl, [y1, 9n]) = m[[yz,gn][ybgn]]o

Aufgrund der Dirchlechtrandbedingungen g, (0) = g, (1) = 0 gilt g, = 0, daher
verschwinden die Randterme. Also ist das Gesamtergebnis der Gleichung fiir den Fall
m # n gleich 0 und somit ist die Orthogonalitét zwischen den Eigenvektoren gegeben.

2.m=n

In diesem Fall fallt der zweite Teil des Integrals direkt weg, da y2 ein Vielfaches von
gn ist, denn ys = cgy, , ¢ € R . Dadurch ist auch die Wronskian-Formel [y2, g5] = 0.
Folglich bleibt nur das Integral fol Y29n|y1, gn]dx 1ibrig, wobei wir g, = y2 setzen und
somit ergibt sich fol 92[y1, yo]dx. Nutzen wir nun die Normierungsbedingung, erhalten
wir [y1,y2] = 1 und somit das Integral fol gildr =1

q.e.d.

3.3 Teil c)

In Aufgabenteil ¢) wird bewiesen, dass die Gleichung (a,, %am = 0 gilt. Hier nutzen
wir die gleiche Vorgehensweise wie in den 2 vorherigen Beweisen.



y ist hier eine Eigenfunktion zu p,,, wihrend z eine Figenfunktion zu p, ist. Wir
wenden nun die partielle Integration auf das vorliegende Intervall an.

1 1
2/0 y1y2(z122) da :/0 (1y2(2122)" — (y1y2) 21 22d
1
= /0 (y1y2(2122 + 2125) — (Y1y2 + y1ys) z120)dx
1
:/0 Y222[y1, 21| + y121[y2, 22]dx

Nach Umschreibung in die Wronskian Formel, leiten wir diese ab und erhalten

[y1, 21) = mi2) — ylz1 = (¢ — pn)y121 — (¢ — pm)v121 = (fm — pan) (y121)
[y2, z2]" = (m — pin) (y2722)

Nun 16sen wir die Gleichungen jeweils nach (y;21) beziehungsweise (y222) auf.

(y121) = ;[yl, 21]/

m n

1
(3/222) = 7[3/2, 22]/
o

Hm — Hn

Das setzen wir zuriick in unser Integral ein und ziehen den Bruch m iu direkt nach
m n
vorne heraus.

1 1
= ——— [l Ty, 2] + [y 2l 1) o
Hm — Un JO
1 Ld
=— | — d
L — i Jo d.ﬁU([yQ,ZQ]’ [ylazl] €L
1
= m[[yz,zﬂ[yl,zlﬂ(l)

Hier wurde die Produktregel riickwérts genutzt. Die Stammfunktion kann nun leicht
ausgewertet werden, da durch die Dirichlechtrandbedingungen die Randterme
verschwinden und somit das Ergebnis 0 eindeutig ist, fiir m # n. Dies beweist die
Orthogonalitit zwischen a,, und der Ableitung a,,.

q.e.d.

4 Theorem 9, Vollstandigkeit der Basis

Die Vektoren 1 und g2 — 1, n > 1 sind in L?(0, 1) linear unabhéngig, so wie auch die
Vektoren d%g%, n > 1.

Die Abbildung (&{,n) — >-¢& % g2 4+ no + X nn(g2 — 1) ist ein linearer Isomorphismus
zwischen 13 x R x [2 und L2.

Wir betrachten g, — 1 und % g2

Wenn wir g, = \@sin(nﬂx) flir q=0 setzen, dies quadrieren und umformen, erhalten
wir



1 — cos(2nmx)

5 )

g% = 2$in2(n7r:£) =2

g2 — 1= —cos(2nmx)

d o
%Qn

Dies entspricht der bekannte Fourierbasis und wird uns weiter im Beweis niitzlich
sein, da wir bereits wissen, dass die Fourierbasis {1, cos(2nmz), sin(2nmx)} den
gesamten Raum L? aufspannt. Ziel ist zu zeigen, dass die Vektoren

{1,¢g? — 1,92 — 1,...} linear unabhingig sind.

Beweis: Zeigen wir, durch das Skalarprodukt zwischen Vektoren, dass wir aus allen
Linearkombinationen eine, welche nicht 0 ergibt, finden und beweisen somit die lineare
Unabhingigkeit. Dafiir definieren wir eine Testfunktion h € L?, welche senkrecht auf
alle unseren Basisvektoren steht und fiihren einen direkten Beweis durch.

Es gelte h(z) = cos(2nwz) und f(z) = g2 — 1 ~ —cos(2nmr) und m # n.

= 29,9, = 2(v2sin(nmx))(V2nmcos(nrx)) = 2nwsin(2nm)

(g2 —1,h) = /01[—003(2m7rw)][cos(2n7rm)]dx

Nach den Orthogonalititsrelationen der Trigonometrie gilt fiir m # n

1
/ cos(2mmx)cos(2nmx)dr = 0
0

Nehmen wir nun an, dass n = m ist.

(g3 ha) = | “gh,
= /01(1 — cos(2nmz))(cos(2nmx))dx

Zerlegen wir das Integral nun in zwei Teile und berechnen die einzelnen Terme ergibt
sich

1 1
:/ 1cos(2n7rx)da:—/ cos(2nmx)cos(2nmx)dz
0 0

Der erste Teil wird 0, da das Integral iiber eine volle Periode des Cosinus immer 0 ist.
Den zweiten Term 16sen wir weiter auf und erhalten durch Nutzung der Identitét

cos®(a) = 71“"25(20‘)

11 + cos(4nmx) I L cos(dnmx) 1 1

Gesamtergebnis ist also



Es ist ersichtlich, dass das Skalarprodukt der Funktion mit anderen Funktionen, also
fir n # m 0 ergibt und fiir das Skalarprodukt mit sich selbst, also m =n —% ergibt.
Da 0# —3 1st die lineare Unabhéangigkeit bewiesen.

Nun bewelsen wir die Orthogonalitiat der Vektoren.

@ -1 = [ @) - D@

Substituieren wir nun durch die Approximation der Fourierreihe

g2 (z) — 1 ~ —cos(2nmz)
d
%gfn(m‘) ~ 2mrsin(2mnx)
1 1
/ [—cos(2nmx)|[2mmsin(2mnz)|dx = —2m7r/ cos(2nmx)sin(2mmz)dx
0 0

Ein Integral iiber das Produkt von Sinus und Cosinus iiber eine volle Periode [0,1] ist
immer 0, solange es sich um harmonische Schwingungen handelt. Weiter miissen wir
die Orthogonalitit von 1 und der Ableitung von g2, zeigen.

(A = [ e = g200) - g0 =0

Aufgrund der Dirichlechtrandbedingungen ist diese Orthogonalitdt bewiesen und
somit ist sie insgesamt beweisen.

Beweisen wir nun die Vollstandigkeit.

Wir nutzen, dass das System ¢ = {1, v/2cos(2n7z), v/2sin(2nmwz)} eine
Orthonormalbasis fiir L2[0,1] ist, fiir n > 1.

Definieren wir unser neues System als 1. Durch Approximation haben wir bereits
festgestellt, dass der gerade Teil gleich g2(z) — 1 = —cos(2nmz) + §,(x) und der
ungerade Teil gleich 2(2) = sin(2n7mx) + €,(x) ist. Dabei sind 6, und ¢, die
Fehlerterme.

Bedingung, dass v vollstédndig ist, ist, dass es nah genug an der bekannten Basis ¢
liegt. Mathematisch bedeutet das also

2n7r dw In\T

> lldn = nll* < o0

Die Summe aller Fehlterterme muss also einen endlichen Wert ergeben. Die Ordnung
der Fehlterterme ist O(1). Setzen wir dies in Summe ein

=1

Z\O =2

Aus Analyis 1 wissen wir bereits, dass diese Reihe konvergiert und somit ist die
Summe kleiner oo.

Es existiert folglich ein invertierbarer, beschrankter Operator T', der die alte Basis in
die neue iiberfithrt, laut Theorem D.3.

T(¢n) =

n2

10



Ein invertierbarer Operator zwischen Banachrdumen ist per Definition ein
Isomorphismus. Somit ist Vollstdndigkeit bewiesen.

5 Korollar 3

In jedem Punkt ¢ in L? sind die Unterrdume 1.{25,1%9% € €2} und

2.{no + X 1mn(g2 — 1) : n € R x 12} orthogonal und abgeschlossen. Deren direkte
Summe entspricht dem ganzen Raum L?2. 1. ist hier der Unterraum der ungeraden
Funktionen wéhren 2. der Unterraum der geraden Funktionen ist.

Definieren wir zwei Teilmengen von L?:

Vi = (Xt gl
Vo= {no+> mlgz—1)}

Zu beweisen ist

1. Viorthogonal zu V5

2.V1 & Vo = L?

3.Raume sind abgeschlossen

1.0Orthogonalitat

Es ist zu zeigen, dass fiir jedes f € V; und jedes g € Va das Skalarpodukt (f,g) = 0 ist.
Sei f = % g2 und g = g2, — 1. Nutzen wir die Aprroximation aus Theoprem 9

f(z) = 2nmsin(2nmz) und g(z) ~ —cos(2mmx), bilden das Skalarpodukt und rechnen
das Integral aus.

1
(f,q9) :/0 [2nmsin(2nmz)|[—cos(2mnx)]dx
1
= —2n7r/0 sin(2nmx)cos(2mmz)dx

Da das Integral {iber das Produkt von Sinus und Cosinus iiber eine volle Periode fiir
ganze Zahlem n,m immer 0 ergibt, stehen die Basiselemente von V; und V5 senkrecht
aufeinander. Da dies fiir alle Basiselemente gilt ist Orthogonalitit bewiesen.

q.e.d.
2.Direkte Summe
Theorem 9 hat bereits gezeigt, dass

d
(&m) = D &ntn + 10+ D mnlgn — 1)

ein linearer Isomorphismus ist. Die Abbildung ist bijektiv und jedes Element u € L?
hat eine eindeutige Darstellung v = v1 4+ vo mit v; € V7 und vy € V5. Da die Rdume
zudem orthogonal sind, ist die Summe eine direkte Summe (V; @ V3).

q.e.d
3.Abgeschlossenheit
Ein Unterraum ist in einem Hilbertraum abgeschlossen, wenn er das Bild eines
abgeschlossenen Raumes unter einem Isomorphismus ist.
Die Koeffizientenriume 12 und R x [? sind vollstindige Hilbertriume und dadurch
abgeschlossen.
Beweis:

11



Definition 12 = {z = (71, 22, ...) : 377 |zi|? < co}. Sei (z") eine Cauchy Folge in I2.
Das bedeutet fiir jedes € > 0 gibt es ein N, sodass fiir alle n,m > N:

|| n m||2 Z|x m|2 2
Fiir jede feste Koordinate i gilt:
o
=l <3 Jal P <
1

Das bedeutet, fiir jedes i ist die Zahlenfolge z}',n € Neine Cauchyfolge in R. Da R
vollstandig ist, existiert fiir jede Koordinate ein Grenzwert x;:

lim z} = z;

n—oo
Wir erhalten also die folge x = (1, x2,...). Wir miissen zeigen, dass ||z|| < co. Da z,,
eine Cauchyfolge ist, ist sie beschréinkt, also ||z, || < M fur alle n. Fiir jede endliche
Summe K gilt:

K
> laf P < M2
1
Wenn wir n — oo gehen lassen, konvergieren die einzelnen Komponenten:
K
S laP <M
1

Da dies fiir jedes K gilt, muss auch die unendliche Summe $"7° |z;|? < M? sein. Also
ist = € 12
Der Raum 13 ist definiert durch die Norm ||z||?> = 3° n?|x,|? < co. Wir beweisen nun
durch einen Isomorphismus und definieren eine Abbildung
T(x1,xe,...) = (lx1, 229, 323, ...NTY).
1. Isometrie: Es gilt ||z|| = ||T(x)]||, die Abbildung enthélt also alle Abstande.
2.Bijektivitit: Zu jeder folge y € 12 gibt es genau eine Folge = € I? (ndmlich z,, = g,
Da 12 vollstindig ist und 7" eine strukturhaltende Isometrie ist, muss auch [?
vollstandig sein.

q.e.d.
Wenn das Potential ¢ eine gerade Funktion ist, dann entsprechen die Rdume exakt
den klassischen ungeraden und geraden Funktionen. in diesem Fall ist g2 — 1
tatsdchlich eine gerade Funktion f(z) = f(—x) und die Ableitung % g2 ist dann
zwangsliufig eine ungerade Funktion f(z) = —f(—x). Die Zerlegung L? = Vi @ V5 ist
dann die klassische Zerlegung jeder Funktion in ihren geraden und ungeraden Anteil.
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