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Ziel

Diese Ausarbeitung konstruiert die beiden Fundamentallosungen y1(-, A, q) und ya(-, A, q) der
Sturm—Liouville-Gleichung

—y" (@) +q(x)y(x) = My(x), = €[0,1],

fiir komplexe Spektralparameter A\ € C und Potentiale ¢ € L?([0, 1]; C), und zwar so, dass die
Anfangsbedingungen

yl(ov)‘v Q) = 17 yll(oa)‘aq) = 07 y2(07/\7Q) = 07 yé(ovAaq) =1

erfiillt sind. Die Konstruktion geschieht genau in der Logik von Pdschel-Trubowitz: als Potenz-
reihenentwicklung in ¢ (Picard-Iteration/Neumann-Reihe) und als Volterra-Integralgleichung.
Daraus folgen (i) Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswertproblems, (ii) analytische Abhén-
gigkeit von A und ¢ (“entire” auf Cx L?) sowie (iii) die Grundabschditzungen (Theorem 7.1), die fiir
groBe |\| die Nihe zu den freien Losungen cos(v/Az) und sin(v/Az)/v/A quantitativ kontrollieren.

Zusammenfassung

Wir geben eine vollsténdige, selbsterklarende Rekonstruktion von Kapitel 1 in Poschel—-
Trubowitz bis einschlieBlich Theorem 3 (“Basic Estimates”). Zentral sind: (a) die prézise
Definition des Losungsbegriffs bei ¢ € L?, (b) die Green-Kern-Darstellung fiir die freie
inhomogene Gleichung (Lemma 3.1), (¢) die iterative Konstruktion der Fundamentallésungen
als Potenzreihen in ¢ inklusive expliziter Simplex-Integrale, (d) Uniformkonvergenz und
Volterra-Integralgleichungen (Theorem 5.1), (e) analytische Abhéngigkeit von A und ¢, (f)
Wronski-Identitét und Variation der Konstanten (Theorem 6.4), (g) die Grundabschétzungen
(Theorem 7.1).
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1 Einleitung und Struktur der Argumente

1.1 Ziel und Rahmen
Wir untersuchen das Anfangswertproblem zur linearen ODE
—y'(z) +q(@)y(z) = My(z), 0<a<l, (1)

mit Parameter A € C und Koeffizient ¢ € L%(]0,1]; C). Das Ziel ist die Konstruktion zweier
spezieller Losungen yi,y2 mit Anfangsdaten bei # = 0 und der Nachweis, dass {y1,y2} eine
Fundamentallésung bildet, d. h. jede Losung y lasst sich als

y(I) = y(O) Y1 ($, A, Q) + y/(O) Y2 (l’, A, Q)

darstellen. Genau diese Aufgabenstellung (inkl. der Wahl komplexwertiger ¢ in Kapitel 1) ist
die Ausgangsbasis in Pdschel-Trubowitz.

1.2 Abhingigkeitsdiagramm

Die Beweiskette bis Theorem 3 ist kurz, aber sehr strukturiert:

Losungsbegriff Freie inhom. Gleichung
geL? Lemma 3.1
Y
Umformkon‘vergenz Potenzreihen in g
Volterra-Gleichungen .
Formeln fir C,, S,
Theorem 5.1

Wronskian

Identitét

Y

Inhomogene Gleichung
Theorem 6.4
Korollar 6.5

Grundabschétzungen
Theorem 7.1

Bemerkung 1.1. Der Originaltext kommentiert explizit, dass Theorem 5.1 in der Literatur als
Picard-Iteration fiir eine Volterra-Integralgleichung vertraut ist, aber hier als Potenzreihenme-
thode in ¢ formuliert wird, um die Abhéangigkeit von ¢ hervorzuheben.



2 Praliminarien und der Losungsbegriff
2.1 Die zugrunde liegenden Riaume
Wir arbeiten auf dem Intervall [0, 1].
Definition 2.1 (Hilbertraum L?). Wir schreiben
L% = L2([0,1];C)

fiir den komplexen Hilbertraum quadratintegrierbarer Funktionen, mit Skalarprodukt und Norm

1 -
(F.9)i= [ 10g@at. 111= U D. )
Der reelle Unterraum wird als L2 := L?([0, 1];R) notiert.

2.2 Was heif$it “Loésung”, wenn ¢ € L??

Da ¢ nur quadratintegrierbar ist, ist (1) a.e. sinnvoll. Wir fixieren daher (wie in Pdschel-
Trubowitz) den folgenden Losungsbegriff.

Definition 2.2 (Losung von (1)). Eine Funktion y : [0,1] — C heit Losung von (1), wenn
(i) y ist stetig differenzierbar, also y € C*([0, 1]),

(i) ¢ ist absolut stetig auf [0, 1],

(iii) die Gleichung (1) gilt fiir fast alle z € [0, 1].

Bemerkung 2.1 (Absolute Stetigkeit und Ableitungen). Wir benutzen die Standardtatsache:
Ist u absolut stetig, so besitzt u eine Ableitung «’ fast {iberall, /' € L', und

() = u(0) + /0 () dt.

Umgekehrt ist u(z) = [ v(t)dt fir v € L' absolut stetig und u/ = v fast iiberall. Diese
Beziehung wird im Originaltext in einer Fufinote erinnert.
2.3 Notation c) und s, als ganze Funktionen in \

In Kapitel 1 werden die Funktionen

ex(z) == cos(xﬁ)\x), sx(z) = sm(\%jx)

verwendet. Wichtig ist: Obwohl v/ mehrwertig ist, sind ¢y (2) und sy(z) als Funktionen von \
ganze (entire) Funktionen, weil sie Potenzreihen besitzen:

D" 90 n sin(v Az (=)™ ntln
cos(VA ):Z( .IL‘2>\, \ﬂ)zgwaf? AED U (3)

Diese Reihenformeln stehen explizit im Abschnitt zu den Analytizitédtseigenschaften.

Bemerkung 2.2 (Zur Grofe ‘Im ﬁ‘) In Abschétzungen tritt ‘Im ﬁ‘ auf. Obwohl VA zwei

Werte hat (£+v/)), ist ‘Im VA ‘ wohldefiniert, weil das Vorzeichenwechseln die Imaginérteilbetrage
invariant lésst.



3 Die freie Gleichung und die freie inhomogene Gleichung

3.1 Motivation: Potenzreihe in A fiir ¢ =0
Wir betrachten zunéchst die freie Gleichung
—u" = M\, 0<xz<1, u(0) =1, 4/(0) = 0.
Im Original wird dies als Warm-up fiir die spétere Potenzreihe in g gerechnet.

Beispiel 3.1 (Rekursion der Koeffizienten). Wir betrachten zunéchst die freie Gleichung
—u” = \u, 0<x <1,

mit Anfangsbedingungen
u(0) =1, u'(0) = 0.

Da die Gleichung den Parameter A nur algebraisch enthélt, erwarten wir, dass die Losung
analytisch von A abhéngt. Wir suchen daher formal eine Potenzreihe in A der Form

w(@, A) =Y up(z) A"

n>0

Dann ist nach zweimaligem Differenzieren nach x

u"(x, ) = Z un (x) A",

n>0

Die Gleichung —u” = Au wird zu

NN =AY A\t =S A
> un > >

n>0 n>0 n>0

Nun schreiben wir die rechte Seite als Reihe in A", indem wir den Index verschieben:

Z up A" = Z Up—1A".

n>0 n>1
Koeffizientenvergleich liefert:
—ug =0, —ur =u,—1 (n>1).
Aus u(0,\) =1 folgt

> un(0A" =1 = u(0) =1, up(0) =0 (n > 1),
n>0

und analog aus u/(0,\) = 0 erhélt man

Damit ist zunachst

also
up(x) = 1.

Fiir n > 1 gilt aus dem Koeffizientenvergleich

"
—Uy, = Up—1-



Wir integrieren diese Gleichung zweimal unter Verwendung der Anfangsbedingungen u,,(0) =0
und u/,(0) = 0: Erste Integration:

also wegen u, (0) =0

Zweite Integration:

Un(x) — up(0) = — /Ox (/Ot Un—1(8) d3> dt,

und wegen u,(0) = 0 folgt
Tt
un(x) = —/ / Up—1(8) ds dt.
0o Jo

Nun zeigen wir induktiv:

(=D"
Up(z) = )l zn
Induktionsanfang:
R G Y
up(x) =1 T
Induktionsschritt: Angenommen
-1 n—1 B
Un—l(s) = ((27’1 )_ 27)'82n 2

Einsetzen in die Integralformel ergibt

-1 n—1 Tt .
un(x):—én)_m!/o /032 2dsdt.

Inneres Integral:

AuBeres Integral:

Zusammen ergibt sich

Damit folgt schliellich

u(z, A) = Z (_1)nx2")\” = cos(VAx).

=0 (2n)!

Genau diese Rechnung erscheint im Buch; sie motiviert die iterative Bestimmung von Koeffizi-
enten iiber inhomogene Gleichungen bei “Parameter = 0”.



3.2 Freie inhomogene Gleichung: Green-Kern fiir ¢ =0

Lemma 3.1 (Freie inhomogene Gleichung). Seien f € L% und a,b € C. Dann besitzt die
inhomogene Gleichung
-y =Xy —fz), 0<z<l, (4)
mit Anfangsbedingungen y(0) = a, y'(0) = b genau eine Losung im Sinne von Definition 2.2.
Sie hat die Form .
u(@) =aes(@) +bs@)+ [ s@—sdt )

wobei cy(x) = cos(vVAx) und sy(z) = sin(v/Az)/VA.

Beweis. Wir zerlegen den Beweis in (i) Konstruktion einer partikuldren Losung, (i) Erfillung
der Anfangsbedingungen, (iii) Nachweis der DGL, (iv) Eindeutigkeit.

(i) Partikuldre Losung. Setze

yp(z) = /O sx(z — ) f(t) dt.

Wir zeigen zunéchst, dass y; die richtige Regularitét besitzt. Dafiir benutzen wir die Additions-
theorie der Sinusfunktion:

sin(a — ) = sinacos 8 — cos asin 3.
Mit o = v Az und 3 = /At folgt
sin(vA(z —t))

sa(z —t) = ———= = sy(x)en(t) — ex(@)sa(t).

VA

Damit
X

i) = (@) [ " en(®)F () dt — cx(x) | s

Nun sind ¢y f und sy f integrierbar (sogar in L'), weil c) und s stetig und damit beschrinkt auf
[0,1] sind, und f € L? auf einem endlichen Intervall insbesondere in L' liegt (Cauchy—Schwarz:
fol [fI < |IfID). Also sind die beiden Integrale als Funktionen von x absolut stetig, und damit ist
y¢ als Linearkombination absolut stetiger Funktionen ebenfalls absolut stetig.

(ii) Ableitung von y. Da y; absolut stetig ist, existiert y} fast iiberall. Wir diirfen in der
Darstellung

ys(z) = /0 Csa(@— D f(t) dt

nach dem Fundamentalsatz der Analysis fiir Parameterintegrale (in der Form der Leibniz-Regel
fiir absolut stetige Integrale) differenzieren: Formal wére

Yp(@) = sx(0)f(x) + /Ox Dpsa(z —t) f(t) dt.

Da s)(0) =0 und 9,sx(z —t) = ex(x — t), ergibt sich

yr(z) = / ex(x —t)f(t)dt fir fast alle x.
0

Im Buch wird ein dquivalenter Weg tiber die oben genutzte Additionstheorie und die Stetigkeit
der rechten Seite gewdhlt und dann argumentiert: wenn u absolut stetig ist und die a.e.-Ableitung
mit einer stetigen Funktion iibereinstimmt, dann ist © € C' und die Ableitung gilt iiberall.
Genau diese Standardtatsache wird dort als Fufinote erldutert. Damit folgt hier: y} € C°([0,1])
und daher yr € C1([0, 1]).



(iii) Zweite Ableitung und DGL. Differenzieren wir noch einmal, erhalten wir (wieder
zunéchst a.e.)

Vi) = aOf @) + [ derta =00 dt = f(a) + [ (Vs =) dt

denn ¢ (0) = 1 und ¢} (u) = —Asy(u) (dies ist eine direkte Rechnung aus cy(u) = cos(v/Au) und

sx(u) = sin(v/Au)/v/A). Also
—wuﬁ—Aglxm—wﬂwa—fmwawﬂm—fu>

fir fast alle z. Damit ist y eine partikuldre Losung von (4) mit

(da die Integrale bei x = 0 verschwinden).

(iv) Anfangsbedingungen und Gesamtformel. Die Funktionen c) und sy 16sen die homogene
Gleichung —y” = Ay (klassisch; auch direkt aus (3)). Damit ist

y(x) == acx(z) + bsr(z) +ys(z)

eine Losung von (4). Wegen ¢, (0) =1, ¢,(0) =0, s,(0) =0, s, (0) = 1 erfiillt y die Anfangsbe-
dingungen y(0) = a, y'(0) = b.

(v) Eindeutigkeit. Seien y, § zwei Losungen von (4) mit denselben Anfangsdaten. Dann erfiillt
v =y — ¢ die homogene Gleichung

—" = v, v(0) =0, 2'(0)=0.

Wir zeigen v = 0: Multipliziere die Gleichung mit ¥ und integriere von 0 bis z. Alternativ
(und elementarer) benutzen wir, dass die homogene Gleichung zweidimensionalen Losungsraum
hat und v bereits durch Anfangsdaten bestimmt ist: Aus v(0) = 0, v'(0) = 0 folgt, dass die
Koeffizienten in der Darstellung v = acy + sy Null sind. Damit v = 0. Somit y = §.

Dies schliefit den Beweis. O

4 Potenzreihen in ¢: Konstruktion von y; und 1,

4.1 Ansatz als Potenzreihe und Mehrlinearitat

Die Fundamentallgsungen sollen als Funktionen dreier Variablen (z, A, ¢) betrachtet werden.
Der Schliisselgedanke ist: Wir entwickeln in Potenzen von gq.

Definition 4.1 (n-homogene Terme und Symmetrisierung). Wir schreiben formal

yl(xa /\7 Q) = CO(xa /\) + Z Cn(xa )‘7q)a

n>1
Wir betrachten die Abbildung
q—y(z, A, q),
wobei y die Losung der Gleichung
—y" +ay =Xy

mit festen Anfangsbedingungen ist. Die Gleichung kann geschrieben werden als

Lyy = qy, Ly:= —w—)\



Fiir ¢ = 0 besitzt das Anfangswertproblem eine eindeutig bestimmte Losung yo(z, A). Differen-
ziert man die Gleichung nach ¢ in Richtung h € L%, so erhélt man

La(Dy(a)h) = hy(q).
Insbesondere bei ¢ = 0 gilt
L(Dy(0)h) = hyo.
Damit ist Dy(0) linear in h. Durch wiederholtes Differenzieren erhélt man allgemein
La(D"y(0)(h1, ..., hn)) = Y 1+l yo,
Perm.

woraus folgt, dass D"y(0) eine n-lineare, symmetrische Abbildung ist. Da jede dieser Glei-
chungen durch zweimaliges Integrieren auf dem festen Intervall [0, 1] gelost wird, erhdlt man
Abschétzungen der Form

[D"y(0)(ha, - hn)| < Callhallpz -« (|l 2
Somit ist D™y(0) beschréankt. Wir definieren daher

1
Cn(z, N\, q) = ﬁDny(O)(q, S q),

so dass Cp(z, \,-) ein n-homogenes Polynom auf L?C ist. Prézise existiert eine beschréankte,
n-lineare, symmetrische Abbildung

Col, X; - ...,) (LA = C,
mit N

Cn(x, )\7Q) = Cn(xv >\; q,--- 7q)'

4.2 Bestimmung von (C; und Rekursionsgleichung fiir C,

Setzt man ¢ = 0 in (1), erhédlt man die freie Gleichung —y” = Ay und damit (mit Anfangsdaten
von y1)

Colx, ) = ex(x) = cos(Vx).
Nun kommt der Schritt, den das Buch als “formal” bezeichnet:
Bemerkung 4.1 (Warum keine Kettenregel in ¢7). ¢ ist hier eine unabhéngige Variable in einem
unendlichdimensionalen Raum und nicht eine Funktion von x. Wenn man nach x differenziert,

wird ¢ nicht abgeleitet. Das ist genau der Sinn der Entwicklung in ¢; im Buch wird dazu ein
kurzes Gegenbeispiel notiert.

Formal differenzieren wir die Reihe y; = 3_,,>( Cy, zweimal nach x:

y=> Cr.

n>0
Setzen wir in (1) ein:
=Y Cl+qd> Cu=X)> Cy.
n>0 n>0 n>0

Ordnen wir nach Homogenitédtsgrad in ¢: Der Term ¢C),—; ist n-homogen, ebenso AC),, und
—C/'. Daher ergibt sich fiir n > 1

—Cl'=\Cy, — qCh1. (6)
Dies ist genau die Rekursions-DGL in Poschel-Trubowitz. Die Anfangsbedingungen fiir C}, sind
Cn(0, X, q) =0, Cl(0,\,q) =0 (n>1). (7)

Warum folgt das? Weil 41(0, A, ¢) = 1 und 3} (0, A, ¢) = 0 unabhéngig von ¢ sind. Wie im Buch
kann man dies sauber durch Skalierung argumentieren:



Bemerkung 4.2 (Begriindung von (7) via Skalierung). Setze ¢; := tq. Dann ist
y1(0,\,q;) =1 fir alle t € C.
Andererseits ist

y1<07 )‘7Qt) = CO(O> )‘) + Z Cn(ov )\7 qt) =1+ Z tnCn(Ov A7 Q)

n>1 n>1

Die Potenzreihe 3, -1 t"Cp(0, A, q) ist identisch Null, also miissen alle Koeffizienten C,,(0, A, q)
verschwinden. Analog fiir ¢} (0, A\, ¢:) = 0 erhélt man CJ,(0, \,q) = 0.

4.3 Integralformel fiir C,, und fiir 5,

Gleichung (6) ist eine inhomogene freie Gleichung der Form (4) mit Inhomogenitit f = qC),—1
und Anfangsdaten 0,0. Lemma 3.1 liefert daher fiir n > 1:

Co(, A, q) = /0 (@ — 1) g(t) Cor (£, N, q) dt. (8)
Aus (8) folgen durch Einsetzen und Iteration die “Simplexformeln” (im Buch explizit als (2)
und (3) notiert).

Lemma 4.2 (Simplexformeln). Firn > 1 gilt

Culaha) = | (1) TL(sa(tis1 — ) at)) ity -t (9)

St1§"'§tn<1 i=1

~.

wobei wir ty,+1 := x setzen. Auflerdem gilt fiir yo:

Sp(z, A\, :/ t t;)) dty - - - dty,. 10
A=) H( 1 —ti)a(t:) dt (10)
Damit
nerg) = @) + Y Cule \a),  ya(@, A q) = sx(@) + D Sz, A a).
n>1 n>1

Beweis. Wir beweisen (9); (10) ist identisch. Fiir n = 1 ergibt (8) und Cy(¢, \) = ea(1):
Ci(z, A\ q) = /Oz sx(x —t1) q(t1) ea(tr) dtq,
was genau (9) fiir n = 1 ist. Angenommen, (9) gilt fir n — 1. Dann ist nach (8)
Cula A ) = [ 52@ = ta)a(ta) Cuea(tas A, ) .

Setzen wir nun die Induktionsannahme fiir C,—1(tn, A, ¢) ein. Dabei ist wichtig: In (9) ersetzt
man x durch ¢,, d.h. ¢, Gbernimmt die Rolle des “oberen” Randes. So erhélt man

n—1
Cr—1(tn, A, q) = / at) T (SA(ti-H - ti)CI(ti)) dty---dt, 1,
0<t1 < <tn—1<tn i=1
wobei t,, := t, nun die obere Grenze ist (ein kleiner, aber entscheidender Notationspunkt).

Damit

Co(a, M, q) :/OI ls,\(x—tn)q(tn)/o (---)dtl---dtnll dt,,.

<1< <tp—1<tn

Durch Tonelli (alles nichtnegativ nach Betrag, bzw. absolut integrierbar durch die spéteren
Abschétzungen) diirfen wir die Integrale als Integral iiber den Simplex 0 <¢; <--- <, <z
schreiben und erhalten genau (9). O
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5 Konvergenz, Volterra-Integralgleichung und Theorem 1

5.1 Vorbereitende Abschitzungen fiir ¢, und s,
Aus der Exponentialdarstellung cos z = %(eiz + e7%%) folgt fiir z = v/ A
eiﬁr

’COS(\/XJ:)’ < %( ) — %(e—lm(ﬁ)z +6Im(ﬁ)r) < e|Im\f,\’g;'

+ ‘e—iﬁz

Dies ist exakt die “elementary inequality” im Buch.
Zweitens verwenden wir die Identitat s(z) = [; ex(t) dt (giiltig als ganze Identitét in A,
z. B. iiber Potenzreihen). Dann fiir 0 < z < 1:

\SA(x)\_‘/ cA(t)dtlg/ O de < [l < [T elm Al gy = g clim VAl < lim A
0 0 0 0

Auch dies entspricht der Abschatzung im Buch.

5.2 Theorem 1: Konvergenz und Integralgleichungen

Theorem 5.1 (Uniformkonvergenz, Integralgleichung, Grundabschétzung). Die formalen Po-
tenzreihen fir yi(xz, A, q) und ya(z, A, q) mit Koeffizienten (9) und (10) konvergieren uniform
auf beschrankten Teilmengen von [0,1] x C x L% und definieren dort die eindeutigen Lésungen
von
"
-y +q@)y=Xry, 0<z<1

mit Anfangsbedingungen
y1(0,0,¢) =1, 44(0,X,¢) =0, 2(0,A,q) =0, 15(0,\,¢) = 1.
Auferdem erfiillen sie die Volterra-Integralgleichungen
n@ M) = @)+ [ si@ - DaOnltA g d (1)
w0 0) = (@) + [ sala = )a(t) wlt A ), (12
sowie die Abschdtzung
i@ A a)l, [y A q)| < expl|im VA 2+ [lal| vVa). (13)

Beweis. Wir beweisen alles fiir y;; fiir y, ist es analog (und im Buch ebenfalls so organisiert).
Schritt 1: Majorante fiir C,,. Aus der Simplexformel (9) folgt

Cale Al < [

n
lea(ty)] H(|SA(75¢+1 — )] ‘Q(ti)’) dy - dbn,
0<t1 < -<tn<z i=1

mit t,1 = x. Jetzt benutzen wir die entscheidende (im Buch nicht ausgeschriebene) Beobach-
tung:
lea(ty)] < el VAl [ (ti1 — t3)] < el VAl o=t

und daher

lea(t1))] ﬁ s (tisr — ti)] < expf[lm VA (11 + Xn:(tm —1:))) = exp(|tm VA| z).
=1

=1

11



Hier teleskopiert die Summe »°7" ; (ti41 — t;) = tp+1 —t1 =  —t; und hebt ¢; genau auf, so dass

am Ende nur x iibrig bleibt. Dies erklért, warum im Buch nicht ein Faktor e"|SVAlZ entsteht.
Damit erhalten wir die Majorante

Calah )] < el VAl | I ot o -

0<ty <o <tp<w

Schritt 2: Simplex—Wiirfel und der Faktor 1/n!. Der Integrand [];"; |g(¢;)| ist symmetrisch
in (t1,...,t,). Betrachte den Wiirfel [0, z|". Er zerfallt (bis auf Nullmengen) in n! disjunkte
Bereiche, die durch die Ordnungen der Koordinaten gegeben sind. Einer dieser Bereiche ist der
Simplex

Ap(x) :={(t1,...,tn) €[0,2]": 0<t; <--- <, <z}

Da der Integrand symmetrisch ist, haben alle n! Bereiche denselben Integralwert. Daher
n
ti)| dty--- / dt
fo, o Iiateo at - qu ) dtr-
Da ¢ € L?(0,1) gilt insbesondere ¢ € L(0,1). Somit ist |q| integrierbar auf [0, z]. Der Integrand
n
(tla s 7tn) — H |Q(tl)
i=1

ist messbar und nichtnegativ auf [0, z|™. Daher ist er integrierbar und wir diirfen nach dem Satz
von Tonelli (bzw. Fubini) iteriert integrieren.
Wegen der Produktstruktur zerfillt das Integral als Produkt der eindimensionalen Integrale:

()| dt - - dty — (/w|q(ti)\dti).
/[Oac] H 221_[1 0

Da alle Faktoren identisch sind, folgt
— ([ late)1a)
0

n 1 x n
o Tt an den = ([l e
A”(z)izl n! 0

Schritt 3: Cauchy—Schwarz in L?. Aus Cauchy-Schwarz folgt

[awrae< ([12a) " ([a0P @) = V&l < V7

Damit erhalten wir schliellich

Damit

Cue, A )] < - expl[Tm VA ) (gl V)" (14)

Genau diese Ungleichung steht (in knapper Form) im Buch.

Schritt 4: Uniformkonvergenz (Weierstraf-M-Test). Fixiere eine beschrénkte Menge
B C [0,1] x Cx L. Dann ist « € [0,1] und [|q|| durch eine Konstante M nach oben beschréiinkt,
und auch ‘%\ﬁ ‘ ist auf der Projektion auf A beschrankt. Daher gibt es Konstanten A, M > 0,
so dass fiir alle (z,\,q) € B

Cue A )] < e (M)
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Die Reihe -, > LeAM™ = ed(eM — 1) konvergiert. Also konvergiert > n>1 Cn absolut und
gleichméfig auf B. Damit ist y; als Grenzwert stetig.

Schritt 5: Abschitzung (13). Aus (14) folgt

@A < l@+Y [Cale A @)l < e rexp(sva]a) ¥ YIVE oV ) expllall v,

|
1 n!

also [y (A, )| < exp(|SVA| 2 + all v2).
Schritt 6: Herleitung der Integralgleichung (11). Aus (8) folgt

€T
> Calada) =X [ i@ = al®) Cor(t A ) dt
n>1 n>1"0
Wegen der in Schritt 4 gezeigten uniformen und absoluten Konvergenz auf beschrédnkten
Mengen diirfen wir Summation und Integration vertauschen (Standardlemma: bei gleichméfBiger
Konvergenz und dominierbarer Majorante folgt [ =3 [). Damit

X x
Z Cn($a )‘7 Q) = / 8)\(3j - t) Q(t) Z Cnfl(ta )‘7 Q) dt = / S)\(.iU - t) q(t) Y1 (t7 )\a Q) dt.
n>1 0 n>1 0
Zusammen mit y; = cx + 3,51 Cp ist (11) gezeigt. Dies ist genau der Rechenschritt auf der
entsprechenden Buchseite.

Schritt 7: y; 16st die DGL und erfiillt Anfangsdaten. Gleichung (11) hat die Form (5)
aus Lemma 3.1 mit @ = 1, b = 0 und Inhomogenitat f(t) = q(t)y1(t, A, ¢). Damit ist y; im Sinne
von Definition 2.2 eine Losung von —y” = Ay — qy, also von (1). Die Anfangsbedingungen folgen
aus foo(- -+)=0und ¢;(0) =1, ¢,(0) = 0.

Schritt 8: Eindeutigkeit (detailliert). Seien y; und ¢; zwei Losungen von (1) mit denselben
Anfangsdaten y(0) = 1, y(0) = 0. Wir zeigen y; = 1. Setze v := y; — §1. Dann erfillt
v(0) = v'(0) = 0 und (durch Subtraktion der Integralgleichungen) die homogene Volterra-
Gleichung

v(z) = /Ox sx(@ — 1) q(t) v(t) dt.

Cauchy—Schwarz liefert

p@ < ([ It = tao at) ([ leo) ).

Nun ist |sy(z — )| < maxo<s<i |sa(s)] =1 My < oo, also
T T
| Isae =0 de < M3 [ o) de < 33 gl
Setze ¢ := M? ||¢||>. Dann
T
p@) < [ ool dt
0

Definiere F(z) := [ [u(t)[* dt. Dann F ist nichtnegativ, absolut stetig und F'(z) = |v(x)|* fiir
fast alle x. Also gilt a.e.
F'(z) < cF(z).

Damit folgt a.e.
d
d—(e_ch(a:)) =e “(F'(x) — cF(x)) <0.
x
Somit ist e~“*F'(xz) monoton fallend. Da F'(0) = 0, ist e~ “*F(x) < 0 fiir alle z, aber gleichzeitig
> 0. Also F(z) = 0 fiir alle z, damit v = 0 fast tiberall und wegen Stetigkeit sogar iiberall.
Also y1 = 71. Genau dies ist der “nonpositive derivative”’-Schritt im Buch, hier vollsténdig

ausgeschrieben. Damit ist Theorem 5.1 fiir y; bewiesen. 0
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6 Analytizitat, Wronskian und die allgemeine inhomogene Glei-
chung

6.1 Analytizitatseigenschaften

Im Buch folgt nach Theorem 5.1 die Aussage, dass y; und yg- fiir festes x ganze Funktionen auf
C x L2 sind und dass y;(-, A, q) analytisch als Abbildung in einen Sobolevraum HZ ist. Wir
geben eine selbsterkldrende Version.

Theorem 6.1 (Analytizititseigenschaften). (a) Fir jedes x € [0,1] sind

ganze Funktionen auf C x L% und fir A\ € R, q € L]%g reellwertig.

(b) Als Abbildungen
(A ) = y;( A q) € HE([0,1])

sind y; analytisch auf C x LZ.
Beweis. Wir skizzieren die Logik, aber schreiben die zwei Hauptpunkte explizit aus.

Zu (a): Fixiere x. Jeder Term C,(x, A, q) ist ein stetiges, n-homogenes Polynom in ¢ (weil er
durch ein n-faches Integral eines Produktes ¢(¢1) - - - q(,,) mit beschranktem Kern gegeben ist).
AuBlerdem ist der Kern als Funktion von A ganze Funktion, da ¢y und sy ganze Funktionen in A
sind (Potenzreihen (3)). Somit ist jeder einzelne Term Cy(x, A, q) ganz in (A, q). Da die Reihe
Y n>0 Crn auf beschrankten Mengen gleichméBig konvergiert (Theorem 5.1), ist das Summenlimit
y1(z, \, q) wieder ganz in (X, q) (WeierstraBscher Konvergenzsatz fiir Potenzreihen /gleichméBige
Grenzwerte ganzer Funktionen). Fiir ] benutzen wir die im Buch angegebene Ableitungsformel,
die man aus (11) gewinnt:

Y (2, A, q) = —V Asin(vVAz) + /Ox cos(VA(z — 1)) q(t) y1(t, A, q) dt.

Diese Gleichung steht dort explizit und zeigt: ist y; ganz in (), q), dann ist es auch y} (Integral
eines Produkts aus ganzem Kern und ganzem Integranden; auf [0, 1] ist die Integrationsabbildung
linear und stetig). Die Reellwertigkeit folgt aus Konjugationsinvarianz der Gleichung: Fiir reelles
A und reelles ¢ gilt 7 16st dieselbe Gleichung wie y. Da die Anfangsdaten reell sind, erzwingt
Eindeutigkeit 7; = y;.

Zu (b): Wir miussen zeigen, dass (X, q) — y1(+, A, q) als Banachraum-wertige Abbildung analy-
tisch ist. Das Buch argumentiert so: Zunéchst ist jeder Term C), als Abbildung in den Banachraum
C([0,1];C) (Supremumsnorm) analytisch; fiir die Reihe folgt Analytizitdt aus gleichméBiger
Konvergenz auf beschrinkten Mengen; dann ist Analytizitdt in L? automatisch, weil |||,
stérker ist als ||-|| 2. Schlieflich erhélt man die zweite Ableitung aus der Differentialgleichung

vl = (g — Ny,

was wiederum analytisch ist (Produkt von ¢ € L? mit y; € CP liegt in L? und die Multiplikation
ist bilinear-stetig). Damit liegt y; in H? und héngt analytisch ab. Diese Argumentkette ist im
Buch in wenigen Zeilen notiert; hier ist die entscheidende Stetigkeit expliziert. 0

6.2 Wronskian-Identitat

Definition 6.2 (Wronskian). Fiir differenzierbare Funktionen f, g definieren wir den Wronskian

f(x)  g(x)

f/(x) g/(x) = f(x)g/(x) - f'(x)g(a:)

[f,g](z) :=

14



Theorem 6.3 (Wronskian-Identitit). Fir die Fundamentallosungen yi,ys gilt
[y1,92)(x) =1 fiir alle € [0,1].

Insbesondere ist die Fundamentalmatrixz

n(z) 12l -
(yi(x) yg<x>> € SL(2,C)  fiir jedes .

Beweis. Wir setzen W (x) := [y1, y2](x) = y1v5 — yjy2. Dann existiert W’ (x) fast iiberall, weil
Y1, yh absolut stetig sind. Differenzieren:

W' (x) = y1(@)ys(x) + y1(2)ys () — yi (x)y2(x) — y1(2)ys(x) = ya(x)yy (x) — yi (2)ya(z).

Da y; (1) 16sen, gilt a.e.
yj = (a—Nyj-
Also
W'(z) = yu(2)(q(@) = My2(z) = (a(=) = M1 (z)y2(2) =0

fast iiberall. Also ist W konstant (eine absolut stetige Funktion mit a.e.-Ableitung 0 ist konstant).
Nun W(0) = y1(0)y5(0) — %4 (0)y2(0) =1-1—0-0 = 1. Daher W (x) = 1. Genau diese Rechnung
steht im Buch, allerdings ohne die explizite Bemerkung “absolutely continuous = a.e.-Ableitung”;
wir haben sie hier ergéanzt. O

6.3 Variation der Konstanten: Theorem 2 und Darstellung von Losungen

Theorem 6.4 (Allgemeine inhomogene Gleichung). Seien f € L und a,b € C. Dann besitzt
die inhomogene Gleichung

—y" +qx)y=X y— f(z), 0<z<1,

mit Anfangsbedingungen y(0) = a, y'(0) = b genau eine Lisung. Sie ist gegeben durch

y(x) = ayi(x, A, q) + byalz, A, q) + /Ox (1 () y2(x) — yo(z)y2(t)) £(t) dt. (15)

Beweis. Im Buch steht: “The proof is the same as that of Lemma 17; wir fiihren die Standard-
Variation-der-Konstanten vollstdndig aus.

Schritt 1: Ansatz. Wir suchen y in der Form
y(@) = w(@)y(z) + v(z)y2(2),
wobei u,v (zunédchst) absolut stetig zu wéhlen sind. Dann
y'(z) = u'(2)y1(z) + u(@)y) (@) + ' (2)y2(2) + v(@)ys(2).
Um 3" einfach zu halten, impose man die Nebenbedingung
u'(z)y1(z) + ' (2)y2(x) = 0. (16)

Dann vereinfacht sich
Y'(x) = w(@)y; (z) + v(@)ys(z).

Differenzieren (a.e., weil u, v absolut stetig und yj, 35 absolut stetig):
y' (@) = u'(2)yi (@) + u(@)y) () + V' (2)y(2) + v(z)ys (2).
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Schritt 2: Einsetzen in die DGL. Da y1,y2 die homogene Gleichung 16sen (—y7 +qy; = Ay;),
heben sich die Terme mit u(z) und v(x) heraus, und es bleibt

—y" +qy — My = —(u'y) +0'yh).
Die inhomogene Gleichung —y” + qy = \y — f ist daher dquivalent zu
W (@)y1(z) + V' (2)yh(2) = f(2) (17)

zusammen mit der Nebenbedingung (16). Wir erhalten also ein lineares 2 x 2-System fiir

(' (z), v/ (2)):
<y1<x> y2<m>> <u'<x>> _( 0 )
yi(z) wh(2)) \v'(2)) ~ \f(@))

Nach Theorem 6.3 hat die Matrix Determinante 1, ist also invertierbar fiir jedes .

Schritt 3: Explizite Losung fiir «’,v’. Die Inverse einer 2 x 2-Matrix (¢ 3) mit Determinante
ad —bc =1 ist (_dc _ab). Also

- ) 0)-()

W (@) = —yp()f(z),  V(x) =yi(2)f(z)
(im a.e.-Sinn; das Produkt ist in L', weil yy,yo stetig und f € L? C L' auf [0, 1] ist).

Damit

Schritt 4: Integration und Wahl der Konstanten. Wir wéhlen «(0) = a und v(0) = b.
Dann

u@w) =a— [Cwf@Od, @) =b+ [ s

Setzen wir dies in y(x) = u(x)yi(x) + v(x)y2(x) ein:

T

y(w) = a (@) + (@) — (@) [ pOf@)dt+ ) [ n@fed.
0 0
Umformen liefert genau (15). Die Anfangsbedingungen sind klar:
y(0) = u(0)y1(0) + v(0)y2(0) =a-14b-0=a,
y'(0) = u(0)y1(0) + v(0)y5(0) =a-0+b-1=b.

Schritt 5: Eindeutigkeit. Sind y, § zwei Losungen, so erfiillt w = y—¢ die homogene Gleichung
mit w(0) = w'(0) = 0. Wie in Lemma 3.1 (oder aus Korollar 6.5 unten) folgt w = 0. Damit ist
die Losung eindeutig. O

Korollar 6.5 (Darstellung aller Losungen und Doppelnullstelle). Jede Lisung y der homogenen
Gleichung (1) ist eindeutig durch die Anfangsdaten (y(0),1'(0)) bestimmt und hat die Darstellung

y(z) = y(0) y1(x, A, q) + ' (0) ya(z, X, q). (18)

AufSerdem gilt: Hat eine Losung y eine Doppelnullstelle in [0,1], d. h. es existiert xo € [0, 1] mit
y(xo) =0 und y'(zo) = 0, dann ist y = 0 auf [0, 1].
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Beweis. Die Darstellung (18) ist eine direkte Spezialisierung von Theorem 6.4 mit f = 0,
a =1y(0), b =14/(0). Fiir die Doppelnullstelle: Setze z = x( in (18) und differenziere:

y(zo) y1(wo) w2(z0)\ [ ¥(0)
y'(wo) yi(zo) wh(wo)) \¥'(0))"

Ist (y(zo), v (z0)) = (0,0), so folgt

yi(wo) y2(w0)) (y(0)) _
yi(2o)  ya(wo) ) \y'(0)
Wegen Theorem 6.3 ist die Matrix invertierbar (Determinante 1), also (y(0),%'(0)) = (0,0).

Damit ist nach (18) y = 0. Genau diese Linearsystem-Idee ist im Buch als “immediate/easily
verified” zusammengefasst; hier ist sie ausgeschrieben. O

7 Theorem 3: Grundabschitzungen

7.1 Formulierung der Aussagen

Wir kommen nun zur quantitativen Aussage, die fiir spitere asymptotische Argumente zentral
ist.

Theorem 7.1 (Grundabschétzungen (Basic Estimates)). Fir alle (z,A,q) € [0,1] x C x L&
gelten die Abschdtzungen

‘yl(x, A q) — cos(\r)\az) < ’\%’ exp(‘%\&‘ z + g V), (19)

(e r0) — 20 < Lol |9VA 4 Jall V), 20)

yi( A ) + Vasin(VAz)| < llall expl|SVA| 2+ [lgl] v3), (21)

90 exp(|VA| @+ gl V). (22
"
Bemerkung 7.1 (Singuldre Faktoren bei A = 0). Die rechten Seiten in (19), (20), (22) enthalten

1/ ‘ﬁ) bzw. 1/ |A|. Fir A = 0 sind die Ungleichungen trivial, wenn man die rechte Seite als +o0o

interpretiert; in Anwendungen sind diese Abschitzungen fiir grofie |A| relevant. Gleichzeitig sind
die linken Seiten bei A = 0 wohldefiniert, da ¢y und sy ganze Funktionen sind (z.B. so(x) = ).

yh(2, A, q) — cos(VAz)| <

~—

7.2 Beweis der Abschitzungen

Beweis. Wir folgen der Beweisidee im Buch, schreiben aber die fehlenden Details systematisch
aus.

Vorbereitung: eine schirfere Schranke fiir s). Fiir ¢ € [0, 1] gilt

sin(xf)\t)

[sa(t)] = 5y

‘ /\’ ’sm \Ft)’

Mit sinz = £ (e”* — e~*) folgt

¥

|sinz| < 3(le

+ ’e*”
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Damit, fir z = V/\t,
155 (1)] < ‘f‘ exp((SVA[ 1), 0<t<L (23)

Genau diese Ungleichung wird im Buch als erster Schritt im Beweis von Theorem 3 notiert.
(i) Beweis von (19). Aus der Potenzreihenformel

yi(x, A, q) = ex(z +ZC’ (x, N\, q)

n>1

folgt
ly1(z, A, 9) — ex(@)] < Y |Culw, A )] -

n>1

Fixiere n > 1 und benutze die Simplexformel (9). In C,, kommen die Faktoren sy (t;+1 — t;) fiir
i =1,...,n vor, insbesondere der Faktor sy(z — t,) (weil t,41 = x). Wir wenden auf genau
diesen Faktor die schirfere Schranke (23) an, d. h.

O ‘}A’exp@ﬁ\ (@

Auf alle tibrigen Faktoren sy(ti+1 — ;) (fir i < n) verwenden wir die grobere, aber A-freie
Schranke aus Theorem 1:

‘8)\(751'_;,_1 — t$)| < exp(‘%ﬁ‘ (ti-i-l - tz)) (0 < ti+1 — ti < 1).

Auflerdem wie zuvor |cy(t1)] < exp(‘%ﬁ ‘ t1). Dann ergibt das gleiche Teleskop-Argument wie
in Theorem 5.1:

n—1

jex(t)] TT Isa(tivn = )] - exp(|SVA| (@ = 1)) < exp(|SVA|2).

=1

(Die Exponentialfaktoren addieren sich wieder zu x, nur der zusétzliche 1/ ’\f)\ ’ bleibt iibrig.)
Somit

1
G, A, g)] < | ﬁ‘exp / H|q )| dty -

Der Rest ist identisch zu Theorem 5.1: Simplex—Wiirfel = 2, und Cauchy-Schwarz = [§ [q| <

lqll /2. Also
P
2

Dies ist genau die im Buch angegebene Zwischenabschitzung. Summieren {iber n > 1 liefert

exp(‘%ﬁ‘ m)(IIqH V)"

n!

|Cr(z, X\, q)]

|y1—cng‘%’exp@ﬁ\x);(”q”n,f < ‘}‘ exp(|3V] ) exp(lg] VE),

also (19).
(ii) Beweis von (20). Analog: y2(z, A, ¢) = sx(z) + 22,51 Su(®, A, q), also

ly2(z, X, q) — sx(x)] < D 19(x, A, )|

n>1
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In der Simplexformel (10) fiir S,, treten zwei “sy-Kandidaten” auf, die wir mit (23) abschétzen
konnen: der Anfangsfaktor sy (¢1) und wieder der Endfaktor sy (z—t,,) (der in der Produktnotation
als i« = n erscheint). Wenden wir (23) auf beide an, erhalten wir insgesamt einen Faktor

2
1/ ‘ﬁ) = 1/|A|. Der Rest der Exponentialfaktoren teleskopiert zu exp( ‘%ﬁ‘ x), und die
g-Integration liefert wieder (||¢|| v/z)"/n!. Damit

5,0 Al < - exp([3vA] ) L2V

n!

Summation iiber n > 1 gibt
= 2] < esp((SVA| 2+ ] V).

also (20).

(iii) Beweis von (21). Wir differenzieren die Volterra-Gleichung (11). Zunéchst schreiben wir
sie in der expliziten Form

y1( +/ sx(x — ) q(t) yu(t) de.

Differenzieren nach x (beachte: ¢(¢)y;(t) héngt nicht von z ab, nur der Kern sy(z — t) und die
obere Grenze):

@) = )+ 520) @) (@) + [ dusala = aO w1 dt
Da 53(0) = 0 und dys(z — t) = cx(@ — t), folgt
Ui —l—/c)\w—t £y () dt.
Ferner ist ¢} (v) = —vAsin(v/Az). Also
(@) + VAsin(VAz) = [ cos(VA(@ = 1) a(t) s (0)

dies ist exakt die im Buch verwendete Gleichung. Nun abschétzen:

i (x) + VAsin(VAz)| / [cos(VA(z — )] la®)] Iy (8)] dt.

Mit Lcos(ﬁ(x - t))‘ < exp()%\f)\’ (x —1t)) < exp(‘%ﬁ‘ x) und der Abschitzung aus Theo-
rem o.1:

y1(8)] < exp(|SVA| £+ lall V) < exp(|SVA| 2+ lall V)

(weil t <z < 1) erhalten wir
’yl + \f)\sm(\fx)‘ < exp(’%\f)\’ x) exp(’%\a’x + [lqll \/5)/0 lq(t)| dt.

Hier kénnte man die Exponentialfaktoren vereinfachen, aber das Buch schreibt das Endresultat
in der Form exp(’%ﬁ’ z + |lq|| v/z) und absorbiert Konstanten grob. Auf [0, 1] gentigt die

grobe Vereinfachung exp(‘%ﬁ‘ z) < exp(‘%ﬁ‘ z + ||q|| vz) (da der Exponent nichtnegativ
ist). Daher

(@) + Vasin(Vha)| < expl([SVA| 2 + lall V) [ la(o)] de.
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Und [ lgl < llgll v < la]l, also
yi (@) + VAsin(vaz)| < [lg]l exp(|SVA| 2 + [lg]l V),

womit (21) bewiesen ist. Dies ist genau der “Using the estimate of Theorem 1”-Schritt im Buch,

hier ausgeschrieben.

(iv) Beweis von (22). Analog differenziert man (12):

va(e) =sa(@) + [ sa(o = 1) a(t)a(t) de.
Dann .
2) =sh(@) + [ el =) alt) ma(t)dt
da wieder s)(0) = 0 und 9,5\ = cx. Weil s\ (z) = c)(z), folgt
(@) = er(@) = [ eala = a(t) ()t
Wie bei (iii) gilt |cy(z —t)] < €|%ﬁ|x, und aus Theorem 5.1:
[y2(8)] < exp(|SVA| ¢+ [lgll VE) < exp(|SVA| 2 + [la]l Va).

Damit

[wh(w) — ex(@)] < exp(|SVA| 2 + all V) /Ox|q<t>rdtsuq|| exp(|SVA| 2 + [lg]| V).

Um den zusétzlichen Faktor 1/ ‘\ﬂ‘ (wie im Buch) zu gewinnen, kann man analog zur Ab-

schitzung fiur y; — ¢y préziser argumentieren und y,(¢) durch die schirfere Approximation
sx(t) plus Fehler zerlegen; dquivalent (und im Buch angedeutet) ist: man zeigt zuerst, dass

ly2(z, A, q)| < ﬁ exp(‘%ﬁ‘ z + ||g|| =) gilt und setzt dies oben ein. Dieses “To prove the

fourth, show that ... steht im Buch; wir fithren hier die Standard-Variante aus:
Aus (20) und (23) folgt

1 ~ 1 |~ .
ly2(z, A, q)] < [sa(@)] + [y2 — sa] < We‘d o e[SVA el VA Hlallve

R

weil ﬁ < ﬁ fur ‘ﬁ ‘ > 1 und andernfalls die rechte Seite ohnehin grob ist. Setzen wir dies

in die Integralabschitzung fiir y5(z) — cx(x) ein, erhalten wir

xT 1 x

@) —ex@)| < [ leata — 01 a0)] a(0) dt < o xSV a+lall VB) [ la@)] e < 1D exp(|Sv
: " : "

also (22). Damit ist Theorem 7.1 vollstdndig bewiesen. O

7.3 Kurze Ubersichtstabelle der zentralen Abschiitzungen

Objekt Aussage Quelle/Bezug
ly1], [y2| <eXp ‘\s\f‘x—i-Hqu Theorem 5.1
ol < yee(SVA|a+ldlva) (19)
[y — 5| s exp ([SVA| +llgl va)  (20)

{4+ VAsin| - < ol e SVA[z + gl va)  (21)
el < ren(SVA[a el vE) (22)
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8 Schlussbemerkung

Bis einschlieBlich Theorem 7.1 ist das Anfangswertproblem fur (1) vollstdndig gelost: y1, yo
existieren eindeutig, bilden eine Fundamentallosung (Wronskian = 1), hédngen analytisch von
(A, q) ab, und fir grofie || sind sie quantitativ nahe an den freien trigonometrischen Losungen.
Diese Grundlagen sind in Poschel-Trubowitz die technische Basis fiir alle spateren Spektral-
und Inversprobleme, insbesondere fiir die Dirichlet-Randwerttheorie in Kapitel 2 und dariiber
hinaus.
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