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Einleitung

Periodische Strukturen treten in vielen mathematischen Modellen auf, wenn beispiels-
weise Materialeigenschaften oder auflere Einfliisse sich regelméflig wiederholen. Ein
klassisches Beispiel ist der eindimensionale Operator

Lyy() == —y"(x) + q(x)y(x),

wobei das Potential ¢ periodisch ist. In dieser Arbeit untersuche ich das Spektrum der
zugehorigen Eigenwertprobleme am Beispiel der Hill’schen Gleichung

—y"(2) + q(z) y(z) = Ay(z),
wobei ¢ € L?([0,1],R) gegeben ist und 1-periodisch auf R fortgesetzt wird.

Im Fokus stehen verschiedene natiirliche Randbedingungen, die zu unterschiedlichen
Eigenwertfolgen fithren: Einerseits die periodischen und antiperiodischen Bedingungen,
die an die zugrunde liegende Periodizitiat angepasst sind, andererseits die klassischen
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen auf dem Grundintervall [0, 1]. Ein zentrales
Phéanomen periodischer Probleme ist die sogenannte Bandstruktur: Die Menge der
Parameter A, fur die beschriankte (stabile) Losungen existieren, zerfallt in eine Vereini-
gung disjunkter Intervalle, deren Randpunkte durch periodische bzw. antiperiodische
Eigenwerte gegeben sind.

Ziel der Arbeit ist es, diese Struktur prézise herzuleiten. Insbesondere soll gezeigt werden,
dass die genannten Eigenwerte reell sind, sich in einer festen Ordnung ,verschachteln*
und dass Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte jeweils innerhalb der Spektralbander liegen.
Methodisch basiert der Beweis auf der Floquet-Theorie: Aus einem Fundamentalsystem
wird eine Monodromiematrix aufgebaut; die Spur dieser Matrix (die Hill-Diskriminante)
erlaubt anschliefend eine Charakterisierung der Stabilitatsintervalle und verbindet die
periodischen mit den Intervallproblemen.

Als Hauptreferenzen dienen die Kapitel 2 und 3 von Eastham (The Spectral Theory
of Periodic Differential Equations) fur die grundlegende Floquet-Argumentation sowie
Poschel-Trubowitz (Inverse Spectral Theory) fiir die Ubertragung auf Potentiale in L.
Ergénzend wird Magnus-Winkler (Hill’s Equation) herangezogen.

Anmerkung: Bei der Erstellung dieser Arbeit wurden Kl-basierte Werkzeuge unterstiit-
zend fiir sprachliche Uberarbeitungen sowie vereinzelt zur Diskussion mathematischer
Formulierungen und Argumentationsansatze verwendet.



Kapitel 1

Grundlagen zu Hills Gleichung

Die in diesem Kapitel verwendeten grundlegenden Aussagen stiitzen sich auf Standardre-
sultate der Theorie linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung; vgl. insbesondere
[Eas73, Kapitel 2] sowie [MW66, Kapitel 1].

1.1 Die Hill-Gleichung und Fundamentallésungen

Wir betrachten die eindimensionale Schrédinger-Gleichung mit periodischem Potential,
bekannt als Hill’sche Gleichung, in der Form

—y"(x) +q(x)y(z) = My(x), zeR (1.1)

Hierbei sei das Potential ¢ € L*([0,1],R) gegeben und werde 1-periodisch auf ganz R
fortgesetzt. Der Parameter A ist im Allgemeinen ein komplexer Eigenwertparameter
(A e C).

Da q lediglich als quadratintegrierbar vorausgesetzt wird, verstehen wir unter einer Lo-
sung y von (1.1) eine Funktion, die zusammen mit ihrer ersten Ableitung 3’ absolut stetig
auf kompakten Teilintervallen von R ist und die Gleichung fast iiberall erfiillt. Nach der
allgemeinen Theorie linearer Differentialgleichungen besitzt das Anfangswertproblem

=y (@) + q(=)y(x) = My(z), y(0)=a, y'(0)=0 (1.2)
fiir beliebige Startwerte a,b € C eine eindeutige Losung.

Um die Abhangigkeit der Losung vom Parameter A zu verdeutlichen, schreiben wir im
Folgenden oft y(x, \).

Besonders wichtig fiir die spektraltheoretische Untersuchung ist das normierte Fun-
damentalsystem {y;,y>}. Diese beiden linear unabhéngigen Losungen sind durch die
speziellen Anfangsbedingungen

yl(ov )‘) =1, yi(oa )‘) =0, (13)
yQ(Ov )‘) =0, yé(07 /\) =1 (14)

eindeutig festgelegt. Es ldsst sich zeigen, dass fiir jedes feste x die Funktionen A +—
yj(z, ) (fir j = 1,2) ganze Funktionen in A sind. Dies bildet die Grundlage fiir die
spatere Definition der Hill-Diskriminante.

Jede beliebige Losung y von (1.1) ldsst sich folglich als eindeutige Linearkombination
y(x, \) = cryr(x, A) + caya(x, N) (1.5)

mit Koeffizienten ¢y, co € C darstellen.



1.2 Die Wronski-Determinante

Ein zentrales Hilfsmittel zur Untersuchung linearer Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung ist die Wronski-Determinante. Sie erlaubt insbesondere, die lineare Unabhéngigkeit
von Losungen zu beschreiben und liefert im vorliegenden Zusammenhang eine wichtige
Invariante des Losungsverhaltens.

Definition 1.1. Seien u und v zwei Losungen der Hill-Gleichung (1.1). Dann heifit die

Funktion
W (u,v)(z) := u(x)v'(z) — v (z)v(z)

die Wronski-Determinante von u und v.

Lemma 1.2. Seien u und v zwei Lisungen von (1.1). Dann ist die Wronski-Determinante
W(u,v) auf R konstant.

Beweis. Da u und v Loésungen von (1.1) sind, gilt fast tiberall auf R

" "

W=(q—MNu und V' =(¢g— M.

Durch Differentiation der Wronski-Determinante erhalt man daher fast iiberall
W'(u,v)(x) = u(z)v"(x) — u"(x)v(z).

Einsetzen der Differentialgleichungen liefert

W (u,v)(x) = u(z)(q(z) — Mv(z) = (¢(z) = Nu(z)v(r) = 0.

Da u, v, v/ und v’ absolut stetig sind, ist auch die Wronski-Determinante W (u,v) als
deren Verkniipfung absolut stetig. Da ihre Ableitung fast tiberall verschwindet, ist
W (u,v) folglich konstant. O

Wendet man dieses Resultat auf die Fundamentallésungen y; und y, an, so ergibt sich

W (1, y2)(x) = W (y1,52)(0) = y1(0, A)y3(0, A) — 41(0, A)y2(0,A) = 1.
Insbesondere sind y; und y» fiir jedes A € C linear unabhéngig.

Die Konstanz der Wronski-Determinante wird im Folgenden mehrfach verwendet. Insbe-
sondere folgt daraus spéater, dass die Monodromiematrix die Determinante 1 besitzt.

1.3 Monodromiematrix und Diskriminante

Fir die weitere spektrale Untersuchung ist insbesondere von Interesse, wie sich eine
Losung der Hill-Gleichung nach Verschiebung um eine Periode verhéalt. Da jede Losung
durch ihre Anfangsdaten bei z = 0 eindeutig bestimmt ist, lisst sich der Ubergang
von = 0 nach x = 1 durch eine lineare Abbildung auf dem Raum der Anfangsdaten
beschreiben. Diese Abbildung wird durch die Monodromiematrix dargestellt.



Sei y eine Losung von (1.1). Dann gilt mit der Darstellung beziiglich des normierten
Fundamentalsystems
y(ZL‘, )‘) = Clyl(l‘7 >‘) + 023/2(1‘, )‘)’

wobei die Koeffizienten ¢; und ¢o durch die Anfangsdaten

C1 = y(()? )‘)7 Coy = y,(ov )‘)

gegeben sind. Fiir = 1 erhélt man daher

heifit Monodromiematriz der Hill-Gleichung (1.1).

Die Monodromiematrix beschreibt also, wie die Anfangsdaten einer Losung nach Durch-
laufen einer Periode transformiert werden. Ihre Eintrage héingen von A ab und sind
wegen der entsprechenden Eigenschaft der Fundamentallosungen ganze Funktionen in
A

Aus der Konstanz der Wronski-Determinante folgt unmittelbar eine wichtige strukturelle
Eigenschaft von M (\).

Lemma 1.4. Fir jedes A\ € C gilt

det M()) = 1.

Beweis. Nach Definition der Monodromiematrix gilt

det M(A) = y1(1, Nya(1,A) = 94 (L Nya(1, A) = Wy, 32)(1).-

Da die Wronski-Determinante nach dem vorherigen Lemma konstant ist und fiir das
normierte Fundamentalsystem

W(:yla y2>(0) =t <07 A)Zé(oa )‘> - yi (07 )‘>y2(07 >‘) =1

gilt, folgt
det M(X) = W(y1,y2)(1) = W(y1,92)(0) = 1.

Definition 1.5. Die Funktion
AN) == tr(M(X) = y1(1,A) +95(1, A)

heiBt Diskriminante der Hill-Gleichung (1.1).



Da die Eintrage der Monodromiematrix ganze Funktionen in A sind, ist auch die
Diskriminante A eine ganze Funktion. Sie spielt im weiteren Verlauf eine zentrale Rolle,
da sich periodische und antiperiodische Eigenwerte, wie wir spater im Detail sehen
werden, durch die Bedingungen

A(N) =2 bzw. A(N) = -2

charakterisieren lassen.

Dartber hinaus bestimmen Spur und Determinante der Monodromiematrix die Ei-
genwerte von M ()), die sogenannten Floquet-Multiplikatoren. Diese werden im fol-
genden Abschnitt eingefiihrt und bilden die Grundlage fiir die Floquet-Theorie der
Hill-Gleichung.

Definition 1.6. Die Eigenwerte der Monodromiematrix M () heilen Floquet-Multiplikatoren.

Da die Floquet-Multiplikatoren als Eigenwerte von M () definiert sind, sind sie genau
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von M (). Fir dieses gilt

det(M(X\) — pI) = p* — tr(M (X)) p + det(M(N)).
Unter Verwendung von
tr(M(N\)) = A(N) und det M(\) =1

folgt daraus
det(M(\) — pI) = p*> — A(\)p + 1. (1.6)

Somit sind die Floquet-Multiplikatoren genau die Losungen der quadratischen Glei-
chung
P> —AN)p+1=0. (1.7)

Durch Koeffizientenvergleich mit der faktorisierten Form (p — p1)(p — pa) = 0 ergibt
sich fiir die beiden Floquet-Multiplikatoren p; und p, insbesondere die Beziehung

p1p2 = 1.

Diese Beziehung wird im weiteren Verlauf mehrfach verwendet.

1.4 Periodische und antiperiodische Eigenwerte

Im Hinblick auf die spétere spektrale Untersuchung sind insbesondere solche Werte \ von
Interesse, fir die die Hill-Gleichung Losungen mit periodischem oder antiperiodischem
Verhalten besitzt.

Definition 1.7. Eine Losung y von (1.1) heifit periodisch, falls
ylx +1) = y(x) fir alle z € R,
und antiperiodisch, falls

ylx +1) = —y(x) fir alle x € R.



Definition 1.8. Ein Wert A € C heiit periodischer Eigenwert, falls (1.1) eine nichttri-
viale periodische Losung besitzt. Entsprechend heifit A antiperiodischer Figenwert, falls
(1.1) eine nichttriviale antiperiodische Losung besitzt.

Der Zusammenhang mit der Monodromiematrix ist unmittelbar: Ist y eine periodische

Losung, so gilt
() = (/)

also ist 1 ein Eigenwert von M (\). Entsprechend impliziert eine antiperiodische Losung,
dass —1 Eigenwert von M () ist.

Proposition 1.9. Fir A € C gilt:
A ist periodischer Eigenwert <= 1 ist Eigenwert von M(\) <= A(\) =2,
sowie

A ist antiperiodischer Eigenwert <= —1 ist Eigenwert von M(\) <= A(\) = —2.

Beweis. Ist y eine nichttriviale periodische Losung, so folgt aus

und der Bedingung
y(1) =y(0), ¥'(1)=1y'0),

dass die Matrix M () den Vektor (5,((%)) auf sich selbst abbildet. Da y eine nichttriviale
Losung ist, gilt wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems

Folglich ist dieser Vektor ein echter Eigenvektor und 1 ein Eigenwert von M (\).

Umgekehrt liefert ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 eine nichttriviale Losung mit
periodischen Anfangsdaten, also eine periodische Losung. Die Aussage fiir antiperiodische
Losungen folgt analog.

Wegen
det(M(X\) — pI) = p* — A(N)p+1

ist 1 genau dann Eigenwert von M (\), wenn
I1-AN)+1=0,

also genau dann, wenn A(A) = 2. Entsprechend ist —1 genau dann Eigenwert von M (),

wenn
1+ AN +1=0,

also genau dann, wenn A()\) = —2. O



Diese Charakterisierung bildet die Grundlage fiir die spatere Untersuchung der periodi-
schen und antiperiodischen Eigenwerte im Hauptteil der Arbeit.

1.5 Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte

Neben periodischen und antiperiodischen Randbedingungen spielen auf dem Grundinter-
vall [0, 1] auch die klassischen Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen eine zentrale
Rolle. Sie fithren auf weitere nattirliche Eigenwertprobleme, deren Zusammenhang mit
den periodischen und antiperiodischen Eigenwerten im spéteren Verlauf der Arbeit
untersucht wird.

Definition 1.10. Ein Wert A € C heifit Dirichlet- Eigenwert der Hill-Gleichung (1.1),
falls das Randwertproblem

=y (@) + q(@)y(z) = Ay(z),  y(0) =y(1) =0,
eine nichttriviale Losung besitzt.

Ein Wert A € C heifit Neumann-Eigenwert der Hill-Gleichung (1.1), falls das Randwert-
problem

—y"(x) + q(x)y(r) = My(x),  ¢(0) =4'(1) =0,

eine nichttriviale Losung besitzt.

Mithilfe des normierten Fundamentalsystems lassen sich beide Eigenwerttypen unmit-
telbar charakterisieren.

Proposition 1.11. Fir A\ € C gelten die Aquivalenzen
A ist Dirichlet-Eigenwert <= yo(1,\) =0,

sowie
A ist Neumann-Figenwert <= y;(1,\) = 0.

Beweis. Sei zunachst y eine Losung von (1.1). Dann besitzt y die Darstellung
y(z, ) = iy (@, A) + caya(z, A)

mit Konstanten ¢y, ¢y € C.

Angenommen, A\ ist ein Dirichlet-Eigenwert. Dann existiert eine nichttriviale Losung y
mit
Aus y(0) = 0 folgt wegen

yY(0) = c1y1(0,A) + c292(0,A) = 1

zunéchst ¢; = 0. Also ist

y($a )‘) = 02?/2(957 >‘)



Da y nichttrivial ist, gilt ¢o # 0. Aus der zweiten Randbedingung y(1) = 0 folgt daher
0= y(l, )\) = ngg(l, )\),

also
yQ(]-a )‘) = 0.

Umgekehrt gelte y2(1, \) = 0. Dann erfiillt die nichttriviale Losung yo(z, A) die Randbe-
dingungen
y2(0,A) =0, 1(1,A) =0.

Folglich ist A ein Dirichlet-Eigenwert.

Der Beweis fiir den Neumann-Fall verlauft analog. Ist A ein Neumann-Eigenwert, so
existiert eine nichttriviale Losung y mit

Aus
y'(0) = c1y1 (0, A) + o5 (0, ) = ¢
folgt co = 0, also
y(x, \) = cpyr(x, N).

Da y nichttrivial ist, gilt ¢; # 0, und aus y'(1) = 0 erhélt man

also
yi(1,X) = 0.

Gilt umgekehrt y| (1, \) = 0, so erfiillt die nichttriviale Losung y; (x, \) die Randbedin-
gungen
y1(0,\) =0, v (1,\) = 0.

Somit ist A ein Neumann-Eigenwert. O]

Die Funktionen
A= ya(1,0) und A=y (1,0

identifizieren somit die Dirichlet- beziehungsweise Neumann-Eigenwerte als Nullstellen
analytischer Funktionen. Diese Randwertprobleme sind jedoch nicht isoliert zu betrach-
ten: Wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, bilden sie das Riickgrat fiir das Verstandnis
der spektralen Struktur der Hill-Gleichung. Insbesondere erméglicht die Kenntnis dieser
speziellen Eigenwerte eine prazise Einordnung der (anti-)periodischen Eigenwerte und
ist damit unerlasslich fiir den Beweis des Oszillationstheorems.



Kapitel 2

Periodische und antiperiodische Eigenwerte

Nachdem im ersten Kapitel die theoretische Basis der Floquet-Theorie geschaffen wurde,
widmen wir uns nun der detaillierten Untersuchung des Spektrums. Das Ziel dieses
Kapitels ist es, die in Kapitel 1 hergeleiteten Bedingungen

A(N) =2 bzw. A(N) = =2

analytisch so weit zu durchdringen, dass eine vollstandige Charakterisierung der Eigen-
wertfolge (A, )nen, moglich wird.

Ein wesentliches Element dieser Analyse ist die Verkniipfung zwischen der analytischen
Gestalt der Diskriminante und den Oszillationseigenschaften der zugehorigen Losungen.
Da wir uns in dieser Arbeit im L2-Rahmen bewegen, ist eine einfache qualitative Be-
trachtung nicht ausreichend. Wir beginnen daher mit einer prazisen Untersuchung des
asymptotischen Verhaltens der Fundamentallésungen, um die notwendigen Abschatzun-
gen fiir den anschliefenden Beweis der Monotonie- und Kriitmmungseigenschaften zu
gewinnen.

2.1 Asymptotik der Fundamentallosungen

Um die Existenz von unendlich vielen Eigenwerten zu beweisen und das spétere Oszil-
lationstheorem vorzubereiten, untersuchen wir zunéchst das Verhalten der Losungen
fiir sehr grofle Parameter \. Die grundlegende Idee besteht darin, dass fiir A — oo der
Einfluss des Potentials g(x) gegeniiber A vernachlassigbar wird. Die Gleichung verhalt
sich dann asymptotisch wie die ungestorte Gleichung —y” = Ay.

Um dies fiir Potentiale ¢ € L%([0, 1], R) zu fassen, substituieren wir den Spektralpara-
meter durch A = s? mit s € C\ {0}. Die ungestérte Gleichung besitzt die Fundamental-
16sungen cos(sz) und sinlsr) Mithilfe der Methode der Variation der Konstanten lisst

sich die Hill-Gleichung in eine dquivalente Integralgleichung umschreiben.

Lemma 2.1. (Volterra-Integralgleichungen, vgl. [PT87, Kapitel 1, Theorem 1]) Fiir
A\ = 52 #£ 0 geniigen die normierten Fundamentallosungen i, und vy, der Hill-Gleichung
(1.1) den Integralgleichungen

y1(z,5%) = cos(sz) + i /Ox sin(s(z — t))q(t)yi(t, s%) dt, (2.1)
ya(z, 52) = Sm(j‘”) + i /0 “sin(s(z — 6)q()ya(t, s?) dt. (2.2)



Der grofle Vorteil dieser Formulierung ist, dass das Potential ¢ nun unter einem Integral
steht. Da g € L?([0,1]), lassen sich diese Integrale hervorragend abschéitzen (beispiels-
weise durch sukzessive Approximation oder die Cauchy-Schwarz-Ungleichung), was fiir
reine Differentialgleichungen in dieser Form nicht méglich wére.

Daraus resultieren die folgenden asymptotischen Abschétzungen fir grofle |s|:

Lemma 2.2. (Asymptotische Abschdtzung, vgl. [PT87, Kapitel 1]) Fir s — oo (mit
s € R) gelten gleichmdfsig fir x € [0, 1] die Abschdtzungen

y1(z, s%) = cos(sx) + O (i) : (2.3)
Yo (z, 8%) = sin(ss:p) +0 (;) : (2.4)

Fir die Diskriminante A(X) = y1(1, X)) + y5(1, \) ergibt sich daraus insbesondere fir
reelle s — oo das asymptotische Verhalten

A(s?) = 2cos(s) + O (1) . (2.5)

S

Die in Lemma 2.2 hergeleitete Asymptotik der Diskriminante liefert die entscheidende
qualitative Erkenntnis: Fiir grofle Parameterwerte verhélt sich A(\) wie eine reine
Kosinus-Funktion. Dies impliziert nicht nur, dass die Diskriminante die Schranken
+2 unendlich oft durchkreuzen muss, sondern legt auch die Existenz unendlich vieler
Stabilitats- und Instabilitatsintervalle nahe.

Wahrend diese asymptotische Betrachtung jedoch nur Aussagen fiir ,,hinreichend grofie“
A erlaubt, liefert das im Folgenden formulierte Oszillationstheorem eine rigorose und
globale Beschreibung der gesamten Eigenwertfolge — vom kleinsten Eigenwert \g bis in
den Grenzbereich der Asymptotik.

2.2 Oszillationstheorem

Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist das folgende Theorem, das auf Liapounoff
(1907) sowie Haupt (1914, 1918) zuriickgeht; vgl. [MW66, Kapitel II, Theorem 2.1].
Es beschreibt vollstandig, wie sich die periodischen und antiperiodischen Eigenwerte
auf der reellen Achse anordnen, und charakterisiert zugleich die Stabilitatsbereiche der
Hill-Gleichung.

Satz 2.3 (Oszillationstheorem). Sei g € L*([0,1],R). Dann besitzt die Hill-Gleichung
(1.1) zwei monoton wachsende Folgen reeller periodischer und antiperiodischer Eigen-
werte

)\0<)\1§/\2<)\3§>\4<"’ (26)

und
N SN <A <N <en (2.7)

die die Verschachtelungsungleichung

M <A SN <A< <A <N <A<\ < - (2.8)
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erfillen. Ferner gilt A\, — oo sowie N, — oo fir n — oo. Die Liosungen der Hill-
Gleichung sind genau dann stabil, wenn |A(X)| < 2, und die Stabilititsintervalle sind

(/\07 >‘,1)7 (/\/27 )‘1)7 ()‘27 )‘é)v (AZD )‘3)7

An den Randpunkten sind die Losungen im Allgemeinen instabil; ausgenommen sind
die Falle, in denen zwei benachbarte Figenwerte zusammenfallen (Aop—1 = Aoy bzw.

)\/Qn—l = )\/271) .

2.2.1 Lage der Nullstellen

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiithrt. Wir beginnen mit zwei vorbereitenden
Lemmata.

Lemma 2.4. (vgl. [MWG66, S. 13f.]) Fir jedes A € C mit Im(\) # 0 besitzt die
Hill-Gleichung (1.1) keine stabile Lisung.

Beweis. Sei A\ = p +iv mit p,v € R und v # 0. Angenommen, y sei eine stabile, also
beschrénkte Losung von (1.1). Wir schreiben y = u + iv mit reellen Funktionen w, v.
Einsetzen in die Hill-Gleichung und Trennung von Real- und Imaginérteil liefert fast
iiberall auf R

u” (q(x) - u)u + v, (2.9)
v’ = (q(x) - p,)v — vu. (2.10)
Wir multiplizieren (2.9) mit v und (2.10) mit « und subtrahieren:

v —v"u = y(u2 + vz).

Da (v'v —v'u) = u"v — v"u, folgt durch Integration iiber [0, z] mittels des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

u'(x)v(z) — v (z)u(z) = I//Ox (u(t)2 - v(t)2> dt + ¢ (2.11)

fiir eine Konstante ¢ € R.

Angenommen, y = u + iv sei eine stabile, also beschrinkte Losung. Nach der Floquet-
Theorie [Eas73, Kapitel 1] lasst sich jede beschriankte Losung der Hill-Gleichung schrei-
ben als

y(x) = e*p(x),
wobei a € R und p eine 1-periodische Funktion ist. Da die Losung y und ihre erste Ablei-
tung ¢’ nach unseren grundlegenden Definitionen absolut stetig und somit insbesondere
stetig auf R sind, gilt dies auch fiir die periodischen Bausteine. Aus der Stetigkeit und
der 1-Periodizitdt folgt direkt, dass y und y" auf ganz R global beschrankt sind. Somit
sind auch der Real- und Imaginérteil u, v sowie deren Ableitungen u’, v" beschrankt. Es
gibt daher eine Konstante C' > 0 mit

lu(x)], |v(x)], |u(x)], [V (z)] < C fir alle z € R.
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Die linke Seite von (2.11) ist daher fiir alle z € R beschrankt:
[u/ (z)v(x) — ' (2)u(z)| < |/ (2)|Jv(@)] + |/ (2)|ju(z)| < C-C +C-C =2C>

Fiir das Integral auf der rechten Seite von (2.11) nutzen wir nun ebenfalls die Floquet-
Darstellung. Da |e®| = 1 ist, gilt

u(t)® +o(t)* = ly()]* = |p(t)[*.
Da y nicht die Nulllésung ist, gilt p #Z 0, und daher

1
m;:/ p(t)|?dt > 0.
0

Wegen der 1-Periodizitéit von |p|? ergibt sich durch Substitution s = ¢t — k fiir jedes
k € Ny

[ R = [ s+ tpas = [ p(s)Fds = »

Durch Zerlegung des Integrationsintervalls folgt daher fiir alle n € N

n n=1 k41
I(n) ;:/ (u(t)® +v(t)?) dt = Z/ p(t)|dt = n s
0 ok
Da v # 0, gilt
‘Vl(n) —i—c‘ > |lvlnk —lcf — oo firn— oco.
Dies widerspricht der Beschrianktheit der linken Seite von (2.11) durch 2C2.
Folglich besitzt die Hill-Gleichung fiir A ¢ R keine stabile Losung,. O

Fiir den weiteren Beweis stiitzen wir uns auf die sogenannten Basic FEstimates aus
Poschel und Trubowitz [PT87, Kapitel 1, Theorem 3]. Dabei bezeichnen wir mit

lall2 == llgllz2o,11)
die L?-Norm des Potentials. Aus diesem Theorem bendtigen wir konkret die folgenden
beiden Abschéatzungen:
Proposition 2.5 (Basic Estimates). Fir alle x € [0,1] und A € C gilt
1
W exp

e ) —cos(VAa) < P esp(| VAot lalavs). (213

y1(2, ) = cos(VAz)| < (It VA2 + [lq)2v7), (2.12)

Lemma 2.6. (vgl. [MW66, Lemma 2.1]) Es existiert ein \* € R mit der Eigenschaft,
dass fir alle X < \* gilt
A(N) > 2.
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Beweis. Sei zunachst A < 0 reell und schreibe
A= —s% s> 0.
Dann wahlen wir
VA =is,

sodass

cos(VAz) = cos(isz) = cosh(sz).

Mit der Wahl vA = is ergibt sich unmittelbar [v/A| = s sowie Imy/A = s. Unter
Berticksichtigung von cos(is) = cosh(s) folgt dann fiir + = 1 aus den Abschitzungen
(2.12) und (2.13):

1
1(1,3) — cosh(s)] <+ exp(s + ) (2.14)
41.3) — cosh(s)] < 102 exps 4 gll) (2.15)

Da
A(A) - y1(17 /\) + yé(L >‘)7

kénnen wir schreiben
yl(]-a /\) = COSh(S) + E1<S)7 yé(lv )‘> = COSh(S) + EQ(S)a
wobei nach (2.14) und (2.15)

1
()| < Sexe(s + ). 1B < LU expfs 4 gl

gilt. Somit folgt
A(N) = 2cosh(s) + Ey(s) + Es(s)

und daher mit der Dreiecksungleichung
A(X) > 2cosh(s) — |E1(s)| — |Ea(s)]-

Also erhalten wir die Abschétzung

1+
A(N) > 2cosh(s) — SHCJH2 exp(s + ||Q||2>
Mit
2cosh(s) =€’ +e°

wird daraus

AN > e 4 e — LN g s (1 L 1JF||‘17”26«1||2> .
S S

1+ llallz jqp,
S

14+e% — — 1 fiir s — o0,

13



existiert ein s* > 0, so dass fiir alle s > s*

68 (1 + 6_28 — ]HMHQGq||2> > 2
S

gilt. Damit folgt
A(—s?) > 2 fir alle s > s™.

Setzt man schlieflich
/\* — _( S*)2,
so erhalt man fir alle A < \* tatsédchlich

A(XN) > 2.

Dies beweist die Behauptung. O]

Bemerkung 2.7. Lemma 2.6 zeigt insbesondere, dass A(\) — 2 fiir hinreichend grofle
negative reelle A positiv ist. Diese Information bildet den Ausgangspunkt fir die spatere
Untersuchung der Nullstellen von

AN -2  und AN +2.

Lemma 2.8. (vgl. [MW66, Lemma 2.2]) Alle Nullstellen der Gleichungen
AN —2=0 und  AN)+2=0

sind reell und liegen im Bereich A > \*.

Beweis. Da die Eintrage der Monodromiematrix fiir jedes feste x € [0, 1] ganze Funk-
tionen in A sind, ist auch

A()‘) = y1<1’ )‘) + yé(L)‘)

eine ganze Funktion von A, und folglich sind A(X\) — 2 sowie A(A) + 2 ebenfalls ganze
Funktionen.

Sei nun A € C mit Im(\) # 0. Nach Lemma 2.4 besitzt die Hill-Gleichung (1.1)
fiir dieses A keine stabile Losung. Da A(\) = 2 dquivalent dazu ist, dass p = 1
ein Floquet-Multiplikator ist, und A(A\) = —2 &dquivalent dazu, dass p = —1 ein
Floquet-Multiplikator ist, wiirde beides eine beschrankte Losung liefern. Dies steht
im Widerspruch zu Lemma 2.4, sodass A(\) = £2 fiir A ¢ R nicht gelten kann. Alle
Nullstellen von A(A) + 2 sind daher reell.

Nach Lemma 2.6 gilt A(X) > 2 fiir alle A < \*, sodass in diesem Bereich weder A(\) = 2
noch A(A) = —2 moglich ist. Alle Nullstellen von A(X) £ 2 liegen folglich im Bereich
A > A\ O

Bemerkung 2.9. Die Nullstellen von A(\) — 2 sind genau die periodischen Eigenwerte
An, wahrend die Nullstellen von A(\) + 2 genau die antiperiodischen Eigenwerte \/,
sind. satz 2.8 zeigt daher insbesondere, dass alle periodischen und antiperiodischen
Eigenwerte reell und nach unten durch A* beschrankt sind.
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Lemma 2.10. (vgl. [MW66, Lemma 2.3]) Die Hill-Gleichung (1.1) besitzt eine nicht-
triviale Losung der Periode 1 genau dann, wenn A(X) = 2, und eine nichttriviale Losung
der Periode 2 genau dann, wenn A(N) = —2.

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall A(A\) = 2. Da die Hill-Gleichung (1.1)
keinen Term mit erster Ableitung enthélt, folgt aus dem Satz von Liouville, dass die
Wronski-Determinante

W (x) = y1(2)ys(x) — vy (2)y2()

konstant ist. Wegen der Anfangsbedingungen ;(0) = 1,95(0) = 1 sowie y{(0) =
0,72(0) = 0 gilt W(0) = 1 und somit fiir die Monodromiematrix M(\) an der Stelle
x =1 stets

det M(\) = W(1) = 1.

Unter Verwendung der Spur tr(M (X)) = A(N) ergibt sich das charakteristische Polynom
von M(\) zu
P(p) =det(M(\) — pI) = p* — A(N)p+1=0.

Im betrachteten Fall A(\) = 2 vereinfacht sich dies zu
pP=2p+1=(p—1)?=0,

sodass p; = po = 1 der einzige Floquet-Multiplikator ist. Nach der Floquet-Theorie
existiert eine nichttriviale Losung y mit

y(x+1) = pry(z) = y() fir alle z € R,

also eine Losung der Periode 1. Umgekehrt impliziert die Existenz einer nichttrivialen
Losung mit y(z + 1) = y(z), dass p = 1 ein Eigenwert von M (\) ist. Wegen

det(M(A\)—1)=1—-AN)+1=0
folgt A(N\) = 2.
Wir wenden uns nun dem Fall A(\) = —2 zu. Das charakteristische Polynom wird zu
P H20+1=(p+1)%=0,

sodass p; = py = —1 der einzige Floquet-Multiplikator ist. Nach der Floquet-Theorie
existiert eine nichttriviale Losung y mit

ylx+1) = —y(x) fir alle x € R.
Durch zweifache Anwendung dieser Eigenschaft ergibt sich
y(r +2) = —y(r+1) = =(=y()) = y(z),

sodass y eine Losung der Periode 2 ist. Da y(z+1) = —y(x), ist y zugleich antiperiodisch
tiber dem Grundintervall [0, 1]. Umgekehrt impliziert die Existenz einer nichttrivialen
Losung mit y(z + 1) = —y(z), dass p = —1 ein Eigenwert von M (A) ist. Wegen

det(M(A)+1)=1+AN)+1=0
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folgt A(N) = —2. O

Bemerkung 2.11. Dieses Lemma identifiziert die periodischen und antiperiodischen
Eigenwerte als genau diejenigen Werte A, fiir die A(\) = 2 beziehungsweise A(\) = —
gilt. Zusammen mit satz 2.8 folgt daraus, dass alle diese Eigenwerte reell sind und im
Bereich A > \* liegen.

2.2.2 Analytische Hilfsmittel im L?-Rahmen

Um das Verhalten der Diskriminante innerhalb der Stabilitdtsintervalle zu charakteri-
sieren, formulieren wir nun das zentrale Monotonie-Resultat.

Satz 2.12. (vgl. [MW66, Lemma 2.4])[Monotonie in den Stabilititsintervallen] Sei p
eine Nullstelle von A(X) —2 =0 mit A'(u) < 0. Dann gilt A'(X\) < 0 in jedem offenen
Intervall p < X < pf, in dem A(X\) > —2.

Sei p' eine Nullstelle von A(X) +2 =0 mit A'(¢') > 0. Dann gilt A'(X) > 0 in jedem
offenen Intervall p' < X < pf, in dem A(N) < 2.

Bevor wir Satz 2.12 beweisen, halten wir das folgende Resultat aus [PT87] fest, das
im L?-Rahmen die Existenz und explizite Darstellung von Loésungen inhomogener
Gleichungen sichert.

Proposition 2.13 ([PT87, Kapitel 1, Theorem 2]). Sei f € L*(]0,1],C) sowie a,b € C.
Dann besitzt die inhomogene Gleichung

=y () +q()y(z) = Ay(z) = f(z),  O<z<,

mit den Anfangsbedingungen y(0) = a und y'(0) = b eine eindeutige Losung, die gegeben
ist durch

() = (@) + bya@) + [ (n(01@) = @) w0) f0)

Um das Verhalten der Diskriminante A(A) innerhalb der Stabilitatsintervalle (in denen
|A(N)] < 2 gilt) vollstédndig zu charakterisieren, miissen wir zeigen, dass die Kurve dort
strikt monoton verlauft und nicht umkehrt. Da der Beweis dieser Monotonieeigenschaft
technisch anspruchsvoll ist, gliedern wir ihn in mehrere Schritte.

Wir stellen zunéchst in zwei vorbereitenden Hilfslemmata die mathematischen Werk-
zeuge bereit: Das erste Lemma liefert uns durch Variation der Konstanten explizite
Integraldarstellungen fiir die Ableitung A’()\) sowie fiir den Ausdruck A%(\) — 4. Darauf
aufbauend leiten wir in einem zweiten Lemma durch quadratische Erganzung eine Iden-
titdt zur Bestimmung des Vorzeichens von A’(\) ab (die sogenannte Signum-Formel).

Ausgestattet mit diesen beiden Bausteinen lésst sich das eigentliche Hauptresultat
zur strengen Monotonie (Satz 2.12) anschliefend auf sehr elegante Weise durch einen
Widerspruchsbeweis fiithren.
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Lemma 2.14 (Integralidentitdten der Diskriminante). Seien yi(z, ) und yo(x, ) die
Fundamentallésungen der Hill-Gleichung und A(XN) = y1 (1, X) + y4(1, X) die Diskrimi-
nante. Mit den Kurzschreibweisen fiir die Auswertungen am Rand x =1,

m = y1(1> /\)7 T = y?(lv/\)7 773 = yll(la )‘>7 775 = y;(lw )‘)a

gelten die folgenden Identitdten:

NO) = () [ Oa(t) e~ [l [0, (216)
AP(N) =4 = (i —m)° + dmype. (2.17)

/
[

Beweis. Da die Fundamentallosungen y; die Hill-Gleichung —y + qy; = Ay, erfiillen,

definieren wir ihre Ableitungen nach dem Parameter X\ als

0

zi(x, ) = ﬁyi(x, A), i=12.

Differentiation der Hill-Gleichung nach A liefert fast tiberall
2t qn =yt u = =2/ +(q— Nz =y

Dies ist eine inhomogene Gleichung der Form aus Proposition 2.13 mit dem Stor-
term f(x) = —y;(x). Da die Anfangsbedingungen y;(0,\) = 1,4;(0,\) = 0 sowie
y2(0,A) = 0,95(0, \) = 1 konstant beziiglich A sind, verschwinden die Anfangswerte der
Ableitungen: 21(0) = 21(0) = 0 und 25(0) = 25(0) = 0.

Proposition 2.13 liefert fiir z; (mit f = —y;) die eindeutige Losung:
2 = [ (O () — m(@hlt)) (- (1))
=@ [ O dt - ) [ o,

und durch Differentiation nach x:
A@) = @) [ 0wt dt - yh(a) [y

Analog ergibt sich fiir zo mit dem Storterm f = —ys:
(@) = [ (0@ - n@)g0) (—p0) &
= @) [TE® dt = @) [0t .

0 0

und dessen Ableitung:
() = vi(0) | B0 dt—pale) [ mn(Oa(t)

Werten wir nun die Ausdriicke fiir z;(z) und z5(z) an der Stelle x = 1 aus, erhalten wir
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mit A’(A) = z1(1) + 24(1) und den Kurzschreibweisen:

1 1 1 1
A'(N) = (m/o 1Yo dt—nz/o yi dt) + (77’1/0 Y5 dt—né/o YL dt)
1 1 1
= n =) [ n@mOdt—n [ g0+ [ e

Damit ist Gleichung (2.16) gezeigt.

Fiir die zweite Identitat nutzen wir den Satz von Liouville, nach dem fiir die Wronski-
Determinante der Monodromiematrix stets det M (\) = min) — non) = 1 gilt. Zusammen
mit A =, + 7} formen wir den Ausdruck A? — 4 um:

A? — 4 = (1 +ny)* — 4(mnfy — )
= i + 2y + (115)% — Ay + 4]
=i = 2my + (115)% + 40
= (m — nh)* + 4ma.

Dies beweist Gleichung (2.17) und schlieft den Beweis ab. O

Lemma 2.15 (Die Signum-Formel). Seien yy,y, die Fundamentallésungen der Hill-
Gleichung und A(X) die Diskriminante. Fir n; # 0 gilt:

1 —n 2 2 _ 1
A'(A) = sgn(i) § [ ( 71y + sem () 2 %) at =S8 [pary (@219
0 24/|m1| Alm| Jo
Beweis. Mit der Identitit fiir A% — 4 lisst sich nun die Monotonie der Diskriminante
innerhalb der Stabilitatsintervalle untersuchen. Um zu zeigen, dass A’(\) in diesen
Bereichen ein festes Vorzeichen besitzt, iiberfithren wir die Integralform (2.11) unter
Verwendung einer quadratischen Ergénzung in die von Magnus & Winkler angegebene
Signum-Formel.

Dazu nutzen wir den zuvor hergeleiteten Zusammenhang zwischen der Diskriminante und
den Endwerten der Fundamentallésungen, um die Aquivalenz der beiden Darstellungen
explizit zu verifizieren:

1 1 1
A'(N) = 771/0 yadt + (m — 77;)/0 Y1y dt — 772/0 yidt

/ ! 2 / 1 /-_477/1772 1 2
Zm/ Yo dt + (m —772)/ Y1y2dt + sgn 1] /0 yydt
L 1
[ —mh)? = ((m — nh)? + 4nima) | 2 2 1
Al -

A2 — 1
:771/ ySdH(m—né)/o Y1yadt + sgn ) [(m = )" ,( >]/0 yidt

—771/ ydt+ 171—772 / ylygdt—i—sgnnl

4|771
/ / (771 - 775)2 AQ —4 2
= _ dt
/ mys + ng)ylyﬁsgnm[ 1 1]

1l

/ 1.2 / / (771 - 775)2 2 Az 2
= sgn /0 1 yz + sgnni (n — n5)y1y2 + T yrdt — 1 / yydt
1
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1 o/ )2 A2 _ 4 1
m—"n m—"n
= sgnm; {/0 (Ini|y§+2 |77’1|yzsgn7712 2y + ( 2) y?) dt — 1 /0 yfdt}

] Al 1]

2
1 oy A2 _ 4 1
A'(X) = sgnn / 1y + sen o, 2y | dt — p / yrdt
0 24/ Aml[ Jo

Die hergeleitete Formel ist das entscheidende Werkzeug, um das Vorzeichen der Ableitung
der Diskriminante zu bestimmen. 0

2.2.3 Verhalten der Diskriminante und Vielfachheit der Eigenwerte

Beweis von Satz 2.12. Die hergeleitete Formel ist das entscheidende Werkzeug, um das
Vorzeichen der Ableitung der Diskriminante zu bestimmen:

2
1 ! A2 _ 4 1
A'(X) = sgn(n)) /O ( 17, ]y2 + sgn(n)) n2y1) dt — 7,/0 yidt » (2.19)

2,/ || A} |

Innerhalb eines Stabilitatsintervalls gilt |A(N)| < 2, was impliziert, dass A% — 4 < 0 ist.

In diesem Fall wird der Term —ﬁfﬁ strikt positiv. Da das erste Integral als Quadrat
1

stets nicht-negativ ist, ist der gesamte Ausdruck in der geschweiften Klammer strikt

positiv (sofern 7} # 0). Daraus folgt:

sgn(A'(N)) = sgn(n) # 0

Dies bedeutet, dass die Diskriminante innerhalb der Stabilitdtszonen strikt monoton
verlauft und nicht umkehren kann.

Um das Lemma vollstandig zu beweisen, betrachten wir den Fall A’(x) = 0 an einer
Stelle g mit A(u) = 2. Aus der Formel folgt fiir diesen Fall zwingend 7] (x) = 0. Unter
Verwendung der Identitat

A — 4= (m —ny)*+4dmn, =0

ergibt sich bei i} = 0 sofort 7; = 5. Wegen A = n; + 0}, = 2 folgt daraus n; = n) = 1.
Die Wronski-Determinante liefert dann:

My — 1y =1-1—m-0=1

Setzt man diese Werte in die urspriingliche Integralform ein, erhélt man:

1
A(p) = —772/0 yrdt =0 = na(p) =0

An einem solchen Punkt p entspricht die Monodromiematrix somit der Einheitsmatrix.

Um den Beweis zu vervollstandigen, muss gezeigt werden, dass A(\) an einer Stelle p
mit A’(u) = 0 ein striktes lokales Maximum besitzt. Da an diesem Punkt bereits die
Identitat der Monodromiematrix mit der Einheitsmatrix sowie die daraus resultierenden
Randwerte n; = 1,7, = 1,177 = 0 und 7, = 0 nachgewiesen wurden, vereinfacht sich
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die Untersuchung der Kriimmung erheblich. Wir nutzen hierzu die Ableitungen der
n-Werte nach A, welche den Endwerten der z-Funktionen entsprechen (1, = z1(1), etc.).
Unter Berticksichtigung der zuvor hergeleiteten Integralidentitaten fiir z; und 2o lasst
sich die zweite Ableitung wie folgt berechnen:

1 1 1
A'(N) = 77’1/0 y3dt + (m —né)/o ylyzdt—nz/o yidt
T d g o
A"(\) = ni/ y§dt+nia/ y3dt + (i —'rzé)/ y1y2dt
0 0 0
ndot AR d b,
+ (m — 772)5/0 leth_n2/0 yrdt — 7725/0 ypdt
1 1 1
A"(p) = 77/1/ yadt + (1 — 1) / y1y2dt—772/ yidt
= 2(1 / y2dt + (21(1) — 25(1 / y1yedt — z5(1 / y%dt

1 1
= <—/0 y%dt)/o yadt + (/0 y1y2dt+/0 yly2dt>/0 yly2dt_/0 y%dt/o yrdt
1 2 1 1
=2 </0 ylygdt> — 2/0 y%dt/o yadt
1 2 1 1
A"(p) = 2{(/0 y1y2dt) —/0 y%dt/o ygdt}

Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist dieser Ausdruck fiir linear unabhéngige
Funktionen 3y, yo stets strikt negativ:

A"(n) < 0.

Dies beweist, dass A bei u ein lokales Maximum hat und fiir A > p zwingend fallen
muss.

Nachdem gezeigt wurde, dass A(\) am Rand A = 2 ein striktes Maximum besitzt und
somit fir A > p zunachst fallen muss, stellt sich die Frage, ob die Funktion innerhalb des
Stabilitatsintervalls umkehren kann. Angenommen, es gébe einen kleinsten Wert p* > p,
an dem die Ableitung erneut verschwindet (A'(y*) = 0), wiahrend die Diskriminante
noch innerhalb der Schranken liegt (A(p*) > —2).

Fiir diesen hypothetischen Punkt p* gilt nach der Identitét:
A (") — 4 = (m (i) = ma(u)* + 4y (1) (1) (2.20)

Da wir uns laut Annahme im Bereich —2 < A(p*) < 2 befinden, ist die linke Seite der
Gleichung zwingend negativ (A? — 4 < 0). Dies erfordert:

(m —m5)° +4nin2 < 0 (2.21)

Diese Ungleichung ist nur erfiillbar, wenn das Produkt 77, negativ ist, was insbesondere
impliziert, dass 7} (u*) # 0 sein muss.

Betrachtet man nun die Signum-Formel an der Stelle p*, ergibt sich ein Widerspruch.
Da 7} # 0 und A% — 4 < 0 ist, setzt sich der Ausdruck in der geschweiften Klammer
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wie folgt zusammen:

» Das Integral iiber das Quadrat ist stets nicht-negativ (> 0).

A2—4
4|
zeichens strikt positiv (> 0).

e Der Term — fol yidt ist aufgrund der negativen Diskriminante und des Vor-

Somit folgt aus der Struktur der Formel zwingend:
() #0 (2:22)

Dies steht im direkten Widerspruch zu unserer Annahme A’(u*) = 0.

Fiir den zweiten Teil des Satzes, also den Fall der unteren Schranke A(u') = —2, verlauft
der Beweis strukturell identisch: Hier ergibt sich durch die umgekehrten Vorzeichen
ein striktes Minimum mit A”(x') > 0, und die Betrachtung der Signum-Formel liefert
analog A’(A) > 0 im Inneren des darauffolgenden Stabilitatsintervalls.

Damit ist vollstandig bewiesen, dass die Diskriminante innerhalb der Stabilitétsintervalle
nicht umkehren kann und die Monotonie-Aussage des Satzes fiir beide Schranken gilt. [

Um die Struktur des Spektrums und insbesondere das mogliche Zusammenfallen von
Eigenwerten vollstandig zu verstehen, betrachten wir abschliefend die Vielfachheit der
Nullstellen der Gleichung A%(\) — 4 = 0. Die Vorarbeit aus dem vorangegangenen
Monotonie-Beweis liefert uns hierfiir bereits die entscheidenden Argumente, welche die
klassischen Resultate von Magnus & Winkler (vgl. [MW66] Lemma 2.5 und 2.6) fiir
unseren L2-Rahmen bestitigen.

Lemma 2.16. (vgl. [MW66, Lemma 2.5]) [Vielfachheit der Eigenwerte und Start des
Spektrums| Fiir die Nullstellen der Gleichung f()\) :== A%(\) —4 = 0 gilt:

1. Jede Nullstelle ist entweder von der Ordnung k = 1 (einfach) oder k = 2 (zweifach).
2. Der kleinste Figenwert Ao ist eine einfache Nullstelle mit A'(N\g) < 0.
Beweis. Zu 1. (Vielfachheit): Sei p eine Nullstelle von f()). Die Ordnung einer Nullstelle

ist durch die kleinste Ableitung bestimmt, die an dieser Stelle nicht verschwindet. Fiir
die erste Ableitung von f gilt:

F'A) = 2ANA(N).

Falls A’(u) # 0 gilt, ist f'(u) # 0, woraus unmittelbar folgt, dass u eine einfache
Nullstelle ist.

Gilt hingegen A’(u) = 0, so verschwindet die erste Ableitung f'(u). Fir die zweite
Ableitung ergibt sich an dieser Stelle:

(1) =2 (A (1) + A A" (1) = 2A()A" ().

Wie zuvor mittels der Integralidentitéten und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung bewiesen
wurde, gilt A”(p) < 0 fir A(p) =2 und A”(u) > 0 fir A(u) = —2. In beiden Fillen
folgt f”(1) # 0. Da die zweite Ableitung an allen kritischen Punkten nicht verschwindet,
ist die Ordnung der Nullstellen auf maximal 2 begrenzt.
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Zu 2. (Start des Spektrums): Aus der asymptotischen Untersuchung fiir A — —oo (vgl.
Lemma 2.6) folgt A(X) > 2 fiir alle A < \g. Wére )¢ eine doppelte Nullstelle, so miisste
A’'(Ng) = 0 gelten. Nach Teil 1 dieser Argumentation impliziert dies jedoch, dass A bei
Ao ein striktes lokales Maximum besitzt (A”(Ag) < 0). Dies steht im Widerspruch dazu,
dass A(X) fir A < A\ ausschlielich Werte grofler als 2 annimmt. Somit muss A’(Ag) # 0
gelten. Da die Funktion stetig differenzierbar ist und von Werten > 2 kommt, muss die
Steigung beim Durchgang durch die Schranke negativ sein, also A’(\g) < 0. O

Diese analytische Eigenschaft hat direkte Auswirkungen auf die Dimension der zugeho-
rigen Eigenraume.

Korollar 2.17 (Schliefien von Instabilitatsintervallen, vgl. [MWG66]). Die Hill-Gleichung
besitzt fiir einen Wert A genau dann zwei linear unabhdngige (anti-)periodische Ld-
sungen, wenn X eine doppelte Nullstelle von A*(N\) — 4 = 0 ist. In diesem Fall ist die
geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit, und das entsprechende
Instabilitdtsintervall verschwindet.

Beweis. Die Existenz zweier linear unabhangiger Losungen mit der gleichen Periode
ist Aquivalent zu der Bedingung, dass die Monodromiematrix M () der Einheitsmatrix
oder deren Negativen entspricht, M (\) = £1I. Dies erfordert A(\) = Spur(M) = £2
sowie das Verschwinden der Nebendiagonalelemente 1] = 7o = 0. Wie im Rahmen der
Herleitung der Signum-Formel gezeigt wurde, ist die Bedingung A’(x) = 0 an einer
Stelle A(u) = £2 fiir ¢ € L? dquivalent zu jeder Identitit M (\) = 1. Dass umgekehrt
aus M () = £1 mit 7o = n] = 0 direkt A’(A\) = 0 resultiert, folgt unmittelbar aus
der Integralformel (vgl. Lemma 2.8). Da A’(x) = 0 wiederum die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir eine algebraische Vielfachheit von 2 ist (da A” # 0), folgt
die Behauptung. O

2.2.4 Instabilitatsintervalle und Spektralliicken

Aus der Monotonie der Diskriminante und der maximal zweifachen Vielfachheit der
Eigenwerte ergibt sich eine klare Einteilung der reellen Achse.

Definition 2.18 (Spektralliicken und Bénder). Die offenen Intervalle
In = ()\/27171, >\/2n> und Jn = ()\Qn_l, >\2n)

heiflen Instabilititsintervalle oder Spektrallicken (Gaps). In diesen Bereichen gilt
|A(MN)] > 2. Die komplementéiren abgeschlossenen Intervalle, in denen |A(XN)] < 2
gilt, werden als Stabilitdtsintervalle oder Spektralbinder bezeichnet.

Bemerkung 2.19 (Stetigkeit und Oszillationseigenschaften). Zur Vervollstandigung der
spektralen Einordnung sind zwei fundamentale Eigenschaften hervorzuheben. Erstens
hingen die Eigenwerte \, stetig vom Potential ¢ € L? ab. Da die Diskriminante eine
analytische Funktion in A ist, bilden die Eigenwertzweige stetige Kurven, was die
strikte Sortierung und das paarweise Auftreten der Nullstellen absichert (vgl. [Eas73,
Kapitel 2]).
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Zweitens beruht die Zuordnung der Indizes n auf der Monotonie der Nullstellenanzahl
der Eigenfunktionen. Mit wachsendem A nimmt die Anzahl der Nullstellen einer Losung
y(z, A) im Intervall [0, 1] monoton zu. Diese klassische Eigenschaft der Sturm-Liouville-
Theorie stellt sicher, dass jedem Stabilitatsintervall eine eindeutige Oszillationszahl
zugeordnet werden kann, was die Abzahlung im Oszillationstheorem erst ermoglicht.

Fazit: Existenz der Eigenwertfolge und das Oszillationstheorem

Durch die Kombination der Monotonie-Analyse und der Untersuchung der Randextrema
haben wir nun sichergestellt, dass die Diskriminante A(\) geordnet zwischen den Werten
+2 und —2 oszilliert. Dies beweist die Existenz einer unendlichen Folge von Eigenwerten
mit der charakteristischen Verschachtelungsstruktur:

)\0<>\/1§)\/2<)\1§)\2<)\g...

Dabei bilden die offenen Intervalle (X, 1, A},,) und (Ag,—1, A2y,) die Instabilitétszonen
(Gaps), in denen |A(N)| > 2 gilt und die Losungen der Hill-Gleichung unbeschrankt
sind.

An dieser Stelle ist noch eine methodische Besonderheit des Beweises zu erwéahnen:
Die grundlegende und sehr anschauliche Beweisidee fiir die Monotonie orientiert sich
an Magnus & Winkler. Deren Ansatz setzt allerdings glatte (oder zumindest stetige)
Potentiale voraus. FEin wesentlicher Teil der Arbeit in diesem Abschnitt bestand daher
darin, diese Beweisstruktur auf den allgemeineren Fall von L?-Potentialen zu iibertragen.
Um dies zu rechtfertigen, wurden die Integralidentitdten fiir A’(A) und A”(X) tber die
Basic Estimates und die Variation der Konstanten (nach Péschel & Trubowitz) neu
hergeleitet. So konnte sichergestellt werden, dass die elegante Signum-Formel auch im
L?-Rahmen mathematisch sauber angewendet werden darf.

Die eigentliche Dynamik des Beweises beruht dann auf genau dieser Signum-Formel fiir
die erste Ableitung:

2
/ / 1 / / — 1 A2_4 1
A'(\) = sgn(n)) Sy +sgntp) 2y ) ar— 22 [ 2ae b (2.23)
0 2,/ || Am[ Jo

Solange wir uns im Inneren der Stabilitdtszonen befinden (|JA(X)| < 2), ist der Term
A% — 4 < 0. Dadurch wird der zweite Term in der geschweiften Klammer strikt positiv.
Da das Integral iber das Quadrat ohnehin nicht-negativ ist, folgt daraus sofort, dass
A’(M\) im Inneren der Stabilitatszonen niemals null werden kann. Ein Umkehren der
Funktion (also ein lokales Extremum) ist dort somit ausgeschlossen.

Gleichzeitig zeigt die Untersuchung der Randpunkte (z. B. an einer Stelle o mit A(p) = 2
und A’(p) < 0) mithilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1 2 1 1
</ y1y2dt> < / yrdt / yadt, (2.24)
0 0 0

dass aus A'(p) = 0 zwingend A”(u) < 0 folgt. Es muss dort also ein striktes lokales Ma-
ximum vorliegen. Wenn wir nun annehmen wiirden, es gabe einen weiteren Umkehrpunkt
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w* > p, bevor die untere Schranke —2 erreicht wird, liefert uns die Vorzeichenanalyse
von A’()) direkt einen Widerspruch.

Folglich muss die Diskriminante in jedem Intervall mit |A()A)| < 2 strikt monoton von
einer Schranke zur anderen verlaufen. Da die Argumentation fiir die untere Schranke
(A = —2) vollig analog funktioniert, ist das oszillierende Verhalten der Diskriminante
und damit die Existenz der Eigenwertfolge geméfl Theorem 2.1 vollsténdig bewiesen.
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Kapitel 3

Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte im L?-Rahmen

Mit dem Oszillationstheorem und der formalen Definition der Spektralliicken wurde
im vorangegangenen Kapitel das fundamentale Geriist des Spektrums errichtet. Um
die genaue Position und Breite dieser Instabilititsintervalle zu erfassen, betrachten
wir nun die klassischen Dirichlet- und Neumann-Randwertprobleme zur Hill-Gleichung.
Ziel dieses Kapitels ist es, die entsprechenden Eigenwerte im L?-Rahmen prizise zu
definieren und zu beweisen, dass sie stets im Inneren (bzw. auf dem Rand) dieser
Spektralliicken liegen, woraus sich unmittelbar ihre strukturelle Einfachheit ergibt. Die
grundlegende Methodik, die Spektralliicken iiber diese speziellen Randwertprobleme
zu analysieren, folgt dabei den klassischen Uberlegungen von Eastham (vgl. [Eas73,
Kapitel 3]), welche hier auf den L?-Rahmen iibertragen werden.

Im gesamten Kapitel sei ¢ € L?([0,1], R). Wir betrachten die Differentialgleichung

-y +qy =Xy (3.1)

auf dem Intervall [0,1]. Wie zuvor bezeichnen (-, A) und ys(-, ) das kanonische
Fundamentalsystem von (3.1), welches durch die Anfangsbedingungen

y1(07 )‘) = 17 y1(07 )‘) = 07
y?(ov )‘) = Oa y;(O, >‘) =1

eindeutig festgelegt ist.

3.1 Definition und Charakterisierung der Randwertprobleme

Zunéchst definieren wir die beiden klassischen Randwertprobleme und leiten deren
charakteristische Gleichungen mithilfe des Fundamentalsystems her. Gemafl der géngi-
gen Literatur bezeichnen wir die Dirichlet-Eigenwerte mit (,)neny und die Neumann-
Eigenwerte mit (1, )nen,-

Definition 3.1 (Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte). Ein Wert A € R heifit

1. Dirichlet-Eigenwert (1,), falls eine nichttriviale Losung y von (3.1) die Randbe-
dingungen y(0) = 0 und y(1) = 0 erfullt.

2. Neumann-Eigenwert (v,), falls eine nichttriviale Losung y von (3.1) die Randbe-
dingungen 3/(0) = 0 und '(1) = 0 erfiillt.

Die Suche nach diesen Eigenwerten lésst sich auf die Bestimmung der Nullstellen der
sogenannten charakteristischen Funktionen zuriickfithren.
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Lemma 3.2. Ein Wert A € R ist genau dann ein Eigenwert des jeweiligen Randwert-
problems, wenn gilt:

1. Dirichlet: y,(1,\) =0

2. Neumann: y;(1,\) =0
Beweis. Jede Losung y der Hill-Gleichung (3.1) lasst sich als Linearkombination y(z, ) =
cyr(x, N) + caya(x, \) darstellen.

Fiir das Dirichlet-Problem liefert die Bedingung y(0) = 0 wegen der Anfangswerte
y1(0,A) = 1 und 3(0,\) = 0 die Gleichung ¢; - 1 4+ ¢ -0 = 0, also ¢; = 0. Eine
nichttriviale Losung (¢ # 0) erfiillt die zweite Randbedingung y(1) = 0 somit genau
dann, wenn y2(1, \) = 0 gilt.

Analog betrachten wir fir das Neumann-Problem die Ableitung v/ (x, \) = ¢y (z, A)+
cayh(x, N). Hier liefert ¢/(0) = 0 aufgrund von 37(0, A) = 0 und y5(0, \) = 1 sofort ¢y = 0.
Die Bedingung /(1) = 0 ist fiir eine nichttriviale Losung (¢; # 0) folglich dquivalent zu
y1(L,A) = 0. O

Definition 3.3 (Charakteristische Funktionen). Die Funktionen
d()‘) = y2(17 >\) und n()\) = yi(la )‘)

werden als charakteristische Funktionen des Dirichlet- bzw. Neumann-Problems bezeich-
net.

3.2 Analyse der Dirichlet-Eigenwerte

3.2.1 Lage der Dirichlet-Eigenwerte

Um die Lage der Dirichlet-Eigenwerte beziiglich der Stabilitdts- und Instabilitéts-
intervalle zu bestimmen, untersuchen wir die charakteristischen FEigenschaften der
Monodromiematrix

y1(17 )‘) y2(1a )‘)

M(N) = .
= () )
Die Diskriminante A(\) der Hill-Gleichung ist durch die Spur dieser Matrix gegeben:

A(/\) = yl(l’ /\) + yé(L /\)

Da die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems konstant 1 ist, gilt zudem fiir
alle A € R:

Lemma 3.4. (Lage der Dirichlet-FEigenwerte, vgl. [Eas73, Theorem 3.1.1]) Jeder

Dirichlet-FEigenwert p, der Hill-Gleichung (3.1) liegt in einem Instabilititsintervall
oder exakt auf dessen Rand. Es gilt folglich

|A(un)| > 2 fiir alle n € N.
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Beweis. Sei p ein Dirichlet-Eigenwert. Geméfl Lemma 3.2 gilt yo(1, u) = 0. Setzen
wir dies in die Determinantengleichung (3.2) ein, so entféllt der zweite Term und wir
erhalten:

yi(1, )yy(1, ) = 1.

Daraus folgt, dass y;(1, 1) # 0 ist und y5(1, p)

ﬁ gilt. Fir die Diskriminante an
der Stelle des Eigenwerts u ergibt sich somit:

T

1
y1<17 ,u) '

Ap) =y (L p) 4+ yo(1, ) = y1 (1, ) +

Aus der elementaren Analysis ist bekannt, dass fiir jede reelle Zahl x # 0 die Ungleichung
|z 4+ 271 > 2 gilt. Wenden wir dies auf x = y;(1, i) an, so folgt unmittelbar:

[A(w)] = 2,

]

Im Hinblick auf den darauffolgenden Existenzbeweis untersuchen wir zudem das Verhal-
ten der Matrixeintrage an den Réndern dieser Instabilitatsintervalle, an denen |A(N)| = 2
gilt.

Lemma 3.5. (Vorzeichenbeziehung an den Gap-Rdindern, vgl. [Eas73, S. 38f.]) An den
Réindern der Instabilitdtsintervalle gilt fir das Produkt der Nebendiagonalelemente der
Monodromiematrix stets:

y2(1, Ny (1,A) < 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass an einem Rand A(A) = y1(1,\) + y5(1,\) = 2
gilt (der Beweis fiir A(\) = —2 verlauft vollig analog). Umstellen dieser Gleichung nach
yo(1, \) liefert:

yé(L A)=2—-yi(1,N).

Setzen wir diesen Ausdruck in die Determinantengleichung (3.2) ein, erhalten wir:
(LA (2 =31(1,0) = (1, Myi (1, 4) = 1.
Durch Ausmultiplizieren und algebraische Umformung ergibt sich:
201(1,0) = 51 (1, A)? = 1= gu(1, Nyi (1, \)
—(1n(1,2)? = 200 (1,\) + 1) = (1, Vi (1, 1)
(110~ 1) = (L AL N).

Da das Quadrat reeller Zahlen stets nichtnegativ ist, also (y;(1,\) — 1)? > 0, muss das
Produkt auf der rechten Seite zwingend kleiner oder gleich Null sein. O]

3.2.2 Existenz der Dirichlet-Eigenwerte
Nachdem wir gezeigt haben, dass sich mogliche Dirichlet-Eigenwerte zwingend in den

Instabilitatsintervallen (oder auf deren Rand) befinden miissen, beweisen wir nun, dass
in jedem dieser Intervalle tatsachlich mindestens ein solcher Eigenwert existiert.
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Hierzu analysieren wir das Verhalten der charakteristischen Funktion y9(1,\) an den
Réandern der Gaps.

Lemma 3.6. (vgl. [Eas73, S. 38]) In jedem Instabilititsintervall (Aap—1,Aan) bzw.
(N, 1, A\y,) existiert mindestens ein Dirichlet-Eigenwert p.

Beweis. Wir betrachten exemplarisch ein Instabilitatsintervall (Ag,—1, A2y,), an dessen
Réndern A(\) = 2 gilt (der Fall fiir —2 verlauft vollig analog).

Da es sich um ein Instabilitatsintervall handelt, gilt im Inneren A € (Ag,_1, A2y, strikt
A(X) > 2. Die stetig differenzierbare Funktion A(\) startet also am linken Rand bei 2,
steigt an und féllt zum rechten Rand hin wieder auf 2 ab. Daraus ergeben sich zwingend
die Vorzeichen der Ableitung an den Intervallgrenzen:

A/()\anl) >0 und A/<)\2n) < 0. (33)

(Die strikte Ungleichheit gilt, da die periodischen Eigenwerte an den Réndern offener
Gaps einfach sind).

Um eine direkte Verbindung zur charakteristischen Funktion y(1, ) herzustellen,
nutzen wir die in Magnus & Winkler hergeleitete Integralidentitat fiir die Ableitung der
Diskriminante:

N = (10 ~ (L N) [ e — 103 [ o2de+ i) [ gdr (3.)

An den Réndern des Gaps gilt A(\) = 2, woraus y5(1,A) =2 — 3 (1, A) folgt. Aus dem

% gilt, sofern

y2(1, ) # 0 ist (wére yo = 0, héatten wir den Dirichlet-Eigenwert bereits gefunden).

Beweis zu Lemma 3.5 wissen wir zudem, dass dort yj(1,\) = —

Setzen wir diese Randbedingungen in (3.4) ein und klammern den Vorfaktor —m
aus, lasst sich der Ausdruck durch quadratische Ergédnzung zu einem vollstédndigen

Quadrat zusammenfassen:

, 1 1 1 1
A'N) = ———= [—2y2(y1 — 1)/ Y11)o d:v+y§/ yidz + (y1 — 1)2/ Y dw}
y2(17)\) 0 0 0

1

- wly /01 [;,2(1, Ny, 2) = (1 (1) = 1aa(r, )\)rdx,

Da das Integral tiber das Quadrat einer nichttrivialen Losung strikt positiv ist, erzwingt
diese Identitat an den Gap-Réndern eine klare Vorzeichenkopplung:

sgn(A’(/\)) = —sgn(yQ(l, )\))
Wenden wir dies auf unsere Erkenntnis aus (3.3) an, folgt sofort:

A,()\Qn—l) >0 = 92(1,)\271—1) < 07
A/<)\2n> <0 = y2<1,)\2n) > 0.

Die stetige charakteristische Funktion A — y2(1, \) nimmt somit an den Rdndern des
Instabilitatsintervalls unterschiedliche Vorzeichen an. Nach dem Zwischenwertsatz der
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Analysis muss folglich mindestens ein p € (Ag,_1, Ag,) existieren mit:

Y2 (1, 1) = 0.

Nach Lemma 3.2 ist dieses u ein Dirichlet-Eigenwert der Hill-Gleichung. O]

3.2.3 Einfachheit der Dirichlet-Eigenwerte

Nachdem durch Lemma 3.6 die Existenz mindestens eines Dirichlet-Eigenwerts pro
Instabilitatsintervall gesichert ist, bleibt zu zeigen, dass dieser Eigenwert eindeutig ist.
Um die strikte Einfachheit fiir den allgemeinen Fall von L?-Potentialen zu garantieren,
stiitzen wir uns im Folgenden auf die analytischen Eigenschaften der A-Ableitungen der
Fundamentallésungen, wie sie in der Literatur zur inversen Spektraltheorie (vgl. [PT87,
Kapitel 2]) hergeleitet werden. Dies erfordert zundchst den Nachweis, dass der zugehorige
Eigenraum eindimensional ist (geometrische Einfachheit) und die charakteristische
Gleichung an der Stelle des Eigenwerts eine einfache Nullstelle besitzt (algebraische
Einfachheit). Da dies allein jedoch nicht ausschlieBt, dass mehrere solcher einfachen
Eigenwerte in derselben Liicke liegen, folgern wir daraus abschlieend in Korollar 3.8
die Existenz von exakt einem Dirichlet-Eigenwert pro Spektralliicke.

Lemma 3.7 (Einfachheit der Dirichlet-Eigenwerte, vgl. [PT87]). Jeder Dirichlet-
Figenwert p € R der Hill-Gleichung ist einfach. Insbesondere gilt fir die Ableitung nach
dem Spektralparameter:

92(17/1) 7é 0.

Beweis. 1. Geometrische Einfachheit:

Sei p ein Dirichlet-Eigenwert. Jede zugehorige Eigenfunktion y ist eine Linearkombi-
nation des Fundamentalsystems: y(x) = ciy1(z, 1) + coyo(z, ). Die Randbedingung
y(0) = 0 liefert wegen y;(0, ) = 1 und y5(0, ) = 0 zwingend ¢; = 0. Folglich ist jede
Eigenfunktion ein skalares Vielfaches von ys(+, 11). Der Eigenraum ist somit eindimen-
sional.

2. Algebraische Einfachheit:

Wir bezeichnen die Ableitung nach dem Spektralparameter A im Folgenden mit einem
Punkt, also g := %. Wir betrachten die Hill-Gleichung fiir die Funktion ys(x, \) und
differenzieren diese partiell nach \:

—Ys + QY2 = Y2 (3.5)
Uy + qi2 = Y2 + A (3.6)

Multiplizieren wir Gleichung (3.6) mit y» und subtrahieren davon die mit 7, multiplizierte
Gleichung (3.5), so entfallen die Terme mit ¢ und A:

Uy + Yhie = Y-

Um die linke Seite als vollstdndige Ableitung schreiben zu kénnen, addieren wir eine
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Nullerganzung, welche exakt den gemischten Termen der Produktregel entspricht:

Yl — UsY2 = Y
Yalz + Yala — UaYs — Y3Y2 = Ya
d/,. .
(a2 — dhy2) = 45
Integration dieser Identitdt tiber das Intervall [0, 1] liefert nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

1

[ 4RGN d = e il ) = i Nt ) .7

K
Nun werten wir diese Gleichung an der Stelle eines Dirichlet-Eigenwerts A = p aus.
Am linken Rand (x = 0) gilt fur alle A konstant y2(0,A\) = 0 und 25(0,\) = 1. Die
Ableitungen dieser Konstanten nach A verschwinden, also 9»(0, ) = 0 und g4 (0, ) = 0.

Der gesamte Randterm bei z = 0 ist somit null. Am rechten Rand (z = 1) gilt aufgrund
der Dirichlet-Randbedingung yo(1, 1) = 0.

Eingesetzt in (3.7) verbleibt lediglich:

1
/0 s (2, ) dz =y (1, )y (1, ).

Da yo(-, i) eine nichttriviale Eigenfunktion ist, ist das Integral strikt positiv (||yz/|* > 0).
Folglich muss gelten:

yé(la N)QQ(L N) > 0.

Dies impliziert zwingend, dass keiner der beiden Faktoren null sein darf. Insbesondere
gilt 92(1, 1) # 0. Die charakteristische Funktion besitzt an der Stelle p somit eine
einfache Nullstelle. O

Die in Lemma 3.7 bewiesene Einfachheit der Nullstellen erlaubt es uns nun, im Zusam-
menspiel mit der Struktur der Monodromiematrix, eine weitreichende Aussage tiber die
exakte Anzahl der Dirichlet-Eigenwerte pro Instabilitatsintervall zu treffen.

Korollar 3.8 (Exakte Anzahl der Dirichlet-Eigenwerte). In jedem Instabilititsintervall
(einschliefllich seiner Réinder) liegt exakt ein Dirichlet-Eigenwert.

Beweis. Sei p ein Dirichlet-Eigenwert, also y»(1, ) = 0. Die Monodromiematrix an der
Stelle ¢ nimmt dadurch die Form einer unteren Dreiecksmatrix an:

Die Eigenwerte dieser Matrix sind exakt ihre Diagonaleintrage. Da die Wronski-
Determinante stets det M(u) = 1 erfiillt, folgt zwingend y; (1, 1) = m Fir die
PAGE]
Diskriminante (die Spur der Matrix) ergibt sich somit:
1

A(p) = yo(1, 1) + A
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Diese Identitét liefert eine entscheidende Vorzeichenkopplung: Das Vorzeichen von
yh(1, p) entspricht exakt dem Vorzeichen von A(u). Befinden wir uns in einem Instabili-
tatsintervall mit A(u) > 2, so ist zwingend y5(1, u) > 0. Fur Intervalle mit A(p) < —2
gilt entsprechend y5(1, ) < 0.

Aus dem Beweis von Lemma 3.7 wissen wir zudem, dass fiir die Ableitung der charakte-
ristischen Funktion nach dem Spektralparameter A an der Stelle p gilt:

1
Ya(1, ) - (1, ) :/0 y3(z, ) dz > 0.

Dies bedeutet, dass 92(1, 1) und y5(1, 1) stets dasselbe Vorzeichen besitzen. Kombiniert
man dies mit der Vorzeichenkopplung der Diskriminante, folgt unmittelbar:

sgn(y2(1, ) = sgn(A(u)).

Diese Gleichung bedeutet geometrisch, dass die charakteristische Funktion A — y9(1, A)
in Instabilitatsintervallen mit A > 2 die Nulllinie ausschliefSlich mit einer strikt positiven
Steigung (von unten nach oben) kreuzen kann. In Intervallen mit A < —2 kann sie die
Nulllinie ausschliefslich mit streng negativer Steigung kreuzen.

Da eine stetig differenzierbare Funktion zwischen zwei Nullstellen mit positiver Steigung
zwingend eine Nullstelle mit negativer Steigung aufweisen muss (und umgekehrt), ist es
unmoglich, dass mehr als ein Dirichlet-Eigenwert im selben Instabilitatsintervall liegt.
Zusammen mit der Existenz mindestens einer Nullstelle pro Intervall (gesichert durch
den Vorzeichenwechsel an den Réndern, vgl. Lemma 3.6), folgt die Behauptung: Es gibt
exakt einen Dirichlet-Eigenwert pro Gap. Diese Argumentation vereint die Struktur der
Instabilititsintervalle elegant mit den analytischen Identititen fiir L?-Potentiale und
schliefit den Beweis der Spektralstruktur fiir das Dirichlet-Problem ab. n

3.3 Analyse der Neumann-Eigenwerte

Nachdem wir die Dirichlet-Eigenwerte untersucht haben, wenden wir uns nun dem
Neumann-Randwertproblem zu. Die Struktur dieses Abschnitts verlauft weitgehend
parallel, da sich die wesentlichen algebraischen Zusammenhénge direkt aus derselben
Monodromiematrix ablesen lassen:

3.3.1 Charakterisierung und algebraische Lage

Gemafl Lemma 3.2 wissen wir bereits: Ein Wert v ist genau dann ein Neumann-Eigenwert,
wenn y; (1, v) = 0 gilt. (Zur begrifflichen Trennung bezeichnen wir Neumann-Eigenwerte
im Folgenden mit v).

Analog zu den Dirichlet-Eigenwerten zeigen wir zunéchst, dass auch das Neumann-
Spektrum zwingend an die Stabilitdats- und Instabilitatsintervalle der Hill-Gleichung
gebunden ist.
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Lemma 3.9. (Lage der Neumann-FEigenwerte, vgl. [Eas73, S. 37f.] ) Jeder Neumann-
FEigenwert v der Hill-Gleichung liegt in einem Instabilitdtsintervall oder exakt auf dessen
Rand. FEs gilt folglich

A()| = 2.

Beweis. Sei v ein Neumann-Eigenwert. Es gilt folglich y;(1,7) = 0. Setzen wir dies in
die grundlegende Determinantengleichung (Wronski-Determinante y;y5 — y2y; = 1) ein,
so entféllt der zweite Term und wir erhalten:

y1(1,v)yh(1,v) = 1.

Daraus folgt y;(1,v) # 0 und y5(1,v) = ﬁ Fiir die Spur der Matrix (die Diskrimi-

nante) an der Stelle v ergibt sich somit:
1
Y1 (17 v ) '

Mit der bekannten Ungleichung |z + 27! > 2 fiir alle reellen x # 0 (angewandt auf
r = 1y(1,v)) folgt direkt die Behauptung:

A(”) :yl(LV) —|—y;(l,V) :yl(lay)+

[A(W)| = 2.

]

Fiir den nun folgenden Existenzbeweis der Neumann-Eigenwerte innerhalb dieser Inter-
valle greifen wir auf das Vorzeichenverhalten an den Intervallgrenzen zuriick. Da wir in
Lemma 3.5 bereits allgemein und unabhéngig von speziellen Randbedingungen gezeigt
haben, dass an den Réndern der Gaps stets

gilt, steht uns das notige algebraische Werkzeug fiir den Zwischenwertsatz unmittelbar
zur Verfiigung.

3.3.2 Existenz der Neumann-Eigenwerte

Wir beweisen die Existenz der Neumann-Eigenwerte durch Untersuchung der charakte-
ristischen Funktion 3] (1, A).

Lemma 3.10 (Existenz in den Instabilitétsintervallen). In jedem Instabilitatsintervall
(Aan_1, Aan) bzw. (N, 1, N,,) existiert mindestens ein Neumann-FEigenwert v,,.

Beweis. Sei (Aa;—1, Aop) ein Instabilitédtsintervall. Wie im Beweis zu Lemma 3.6 gezeigt,
nimmt die stetig differenzierbare Funktion A()) im Inneren des Gaps Werte betrags-
méBig echt groBer als 2 an, woraus zwingend folgt, dass die Ableitung A’()\) an den
Intervallgrenzen ihr Vorzeichen wechselt:

A,<)\2n_1> >0 und A/(/\Qn) <0 (38)

(Der Fall fiir Intervalle mit A < —2 verlduft vollig analog).
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Im Rahmen der quadratischen Ergdnzung im Existenzbeweis fiir Dirichlet-Eigenwerte
(vgl. Beweis zu Lemma 3.6) haben wir fir die Rénder dieser Intervalle bereits die
fundamentale Vorzeichenkopplung

sgn (A’()\)) = —sgn (yg(l, )\))

hergeleitet. Gleichzeitig garantiert unsere allgemeine Vorzeichenbeziehung aus Lem-
ma 3.5 an exakt diesen Réndern die Ungleichung 3o (1, \)y;(1,\) < 0.

Da wir annehmen koénnen, dass die Intervallrdnder nicht bereits selbst die gesuchten
Neumann-Eigenwerte sind (andernfalls wére die Existenz mit y; = 0 trivialerweise
gezeigt), ist das Produkt strikt negativ. Dies erzwingt, dass y;(1, A) stets das entgegen-
gesetzte Vorzeichen von y,(1, ) besitzt. Kombinieren wir diese beiden Erkenntnisse,
folgt unmittelbar:

sgn (yi(l, A)) = —sgn (yg(l, A)) = sgn (A’()\))‘

Da A’'(M\) geméa$ (3.8) an den Grenzen \y,_; und Ay, das Vorzeichen wechselt, muss
folglich auch die stetige charakteristische Funktion (1, A) an diesen Stellen unterschied-
liche Vorzeichen annehmen. Nach dem Zwischenwertsatz existiert somit mindestens ein
Un € (Aop_1, A2n) mit ¢4 (1,1,) = 0. U

Lemma 3.11. (Ezxistenz des Grundzustandes vy, vgl. [Eas?3, Kapitel 3]) Es existiert
ein erster Neumann-FEigenwert vy, der auf der Halbachse der Instabilitdt vor dem ersten
periodischen Figenwert liegt. Es gilt:

140} S )\0.

Beweis. Wir betrachten das asymptotische Verhalten von (1, A) fiir A — —oo. Mit
der Substitution A = —k? (k — oo0) geht die Hill-Gleichung asymptotisch in —y” +
k*y = 0 tiber. Die Fundamentalldsung y;(x, \) liasst sich durch Hyperbelfunktionen
approximieren:

y1(x, \) ~ cosh(kz) = yi(z,\) = ksinh(kz).

Fir den rechten Rand x = 1 divergiert diese Ableitung ins positiv Unendliche:

lim y;(1,\) = +o0. (3.9)
A——00

An der Stelle des ersten periodischen Eigenwerts A\ (Beginn des Spektrums, A(\g) = 2)
besitzt die zugehorige Eigenfunktion keine Nullstellen in (0, 1). Nach den Standardresul-
taten der Oszillationstheorie (vgl. [MW66)) ist die Auswertung von y; an diesem Punkt
nicht-positiv:

Aus (3.9) und (3.10) folgt, dass die stetige Funktion 3;(1, \) auf dem Intervall (—oo, A¢]
A

—00
das Vorzeichen wechselt. Nach dem Zwischenwertsatz existiert somit ein vy € (—00, Ag]
mit ¥ (1, v9) = 0. O
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3.3.3 Einfachheit und Eindeutigkeit der Neumann-Eigenwerte

Nachdem durch Lemma 3.10 die Existenz mindestens eines Neumann-Eigenwerts pro
Instabilitatsintervall gesichert ist, bleibt zu zeigen, dass dieser Eigenwert eindeutig ist.
Um die strikte Einfachheit fiir den allgemeinen Fall von L2-Potentialen zu garantieren,
stiitzen wir uns im Folgenden analog zum Dirichlet-Problem auf die analytischen
Eigenschaften der A-Ableitungen der Fundamentallosungen (vgl. [PT87, Kapitel 2]).
Dies erfordert zundchst den Nachweis, dass der zugehorige Eigenraum eindimensional
ist (geometrische Einfachheit) und die charakteristische Gleichung an der Stelle des
Eigenwerts eine einfache Nullstelle besitzt (algebraische Einfachheit). Da dies allein
jedoch nicht ausschliefit, dass mehrere solcher einfachen Eigenwerte in derselben Liicke
liegen, folgern wir daraus abschlielend in Korollar 3.13 die Existenz von exakt einem
Neumann-Eigenwert pro Spektralliicke.

Lemma 3.12 (Einfachheit der Neumann-Eigenwerte, vgl. [PT87]). Jeder Neumann-
Figenwert v € R der Hill-Gleichung ist einfach. Insbesondere besitzt die charakteristische
Funktion an dieser Stelle eine einfache Nullstelle:

Ji(Lv) £ 0.

Beweis. 1. Geometrische Einfachheit:

Sei v ein Neumann-Eigenwert. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist
y(x) = cyi(x,v) + coye(x,v). Die Neumann-Randbedingung ¢'(0) = 0 zwingt jede
Losung wegen der festen Anfangswerte ¢ (0,7) = 0 und y5(0,v) = 1 zwingend zu ¢y = 0.
Jede Eigenfunktion ist somit ein skalares Vielfaches von (-, 7). Der Eigenraum ist
folglich eindimensional.

2. Algebraische Einfachheit:
Wir nutzen die Notation 3 := % fiir die Ableitung nach dem Spektralparameter. Die
Differenziation der Hill-Gleichung fiir die Fundamentallésung y; nach A liefert:

—yi +qy1 = Ay (3.11)
—9{ + gt =y + AN (3.12)
Multiplizieren wir (3.12) mit y; und subtrahieren davon die mit y; multiplizierte
Gleichung (3.11), entfallen die Terme mit ¢ und A:
—iyn + Y1 = vi
Durch eine Nullergdnzung, welche exakt den fehlenden Termen der Produktregel ent-
spricht, lasst sich die linke Seite als vollstdndige Ableitung zusammenfassen:
Vit — iy =yt
YT+ Y — 9 — i =i

jx(yiyl - ?J’ﬂ/l) =Y.
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Die Integration dieser Identitat iiber das Intervall [0, 1] ergibt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

1

[ e X de = [uh )in(e, ) = ik V() (3.13)

0
Nun werten wir diese Gleichung an der Stelle eines Neumann-Eigenwerts A = v aus.
Am linken Rand (z = 0) gelten fiir alle A konstant die Anfangswerte y;(0,A) = 1
und y}(0,\) = 0. Folglich verschwinden deren Ableitungen nach A: 3;(0,7) = 0 und
y1(0,v) = 0. Der gesamte Randterm bei x = 0 entfallt.

Am rechten Rand (z = 1) nutzen wir die Neumann-Randbedingung der Eigenfunktion.
Es gilt definitionsgeméa$ y;(1,v) = 0. Setzen wir dies in Gleichung (3.13) ein, so
reduziert sich die rechte Seite auf einen einzigen Term (beachte das verbleibende
negative Vorzeichen):

[ ) de =0 4u(10) = G 1,0 (1,0) = 3 (1) (1)

Da yi(+,v) eine nichttriviale Eigenfunktion ist, ist das Integral strikt positiv. Multipli-
kation der Gleichung mit —1 liefert:

(L) (l,v) <0.

Damit dieses Produkt strikt negativ sein kann, darf keiner der beiden Faktoren null
sein. Daraus folgt zwingend:

gi(1,v) #0.

Die charakteristische Funktion A — (1, A) besitzt an der Stelle v somit eine einfache
Nullstelle. Zusammen mit der geometrischen Einfachheit ist der Neumann-Eigenwert
damit vollstandig als einfach bewiesen. O]

Korollar 3.13 (Exakte Anzahl der Neumann-Eigenwerte). In jedem Instabilititsinter-
vall (einschlieflich seiner Rander) liegt exakt ein Neumann-Eigenwert.

Beweis. Sei v ein Neumann-Eigenwert, also y;(1,7) = 0. Die Monodromiematrix an
der Stelle ¥ nimmt dadurch die Form einer oberen Dreiecksmatrix an:

Aﬂwz<mﬂw)@ﬂw0_

0 yQ(]-,V

Die Wronski-Determinante liefert det M (v) = y1(1,v)y4(1,v) = 1, woraus zwingend
yh(1,v) = ﬁ folgt. Fiir die Diskriminante ergibt sich somit:

1
n (17 V) ‘
Daraus folgt unmittelbar, dass das Vorzeichen von y;(1,v) exakt dem Vorzeichen von

A(v) entspricht: In Instabilitatsintervallen mit A(v) > 2 ist y;(1,v) > 0, fur A(v) < =2
ist y1(1,v) <O.

Alv) =yi(Lv) +
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Aus dem Beweis von Lemma 3.12 wissen wir zudem fiir die Ableitung der charakteristi-
schen Funktion nach dem Spektralparameter:

(L) (l,v) <0.

Dies erzwingt, dass die Steigung ¢} (1, ) und der Auswertungswert y; (1, ) stets entgegen-
gesetzte Vorzeichen besitzen. Kombinieren wir dies mit der Diskriminanten-Bedingung,
erhalten wir:

sgn(yy(1,v)) = —sgn(A(v)).
Geometrisch bedeutet dies: In Gaps mit A > 2 kreuzt die charakteristische Funktion

y1(1, A) die Nulllinie ausschliefslich mit streng negativer Steigung (von oben nach unten).
In Gaps mit A < —2 kreuzt sie ausschliefflich mit streng positiver Steigung.

Da eine stetig differenzierbare Funktion die Nulllinie nicht mehrfach in dieselbe Rich-
tung kreuzen kann, ohne zwischendurch mit umgekehrtem Vorzeichen zuriickzukehren,
ist mehr als eine Nullstelle pro Intervall ausgeschlossen. Zusammen mit dem reinen
Existenzbeweis aus Lemma 3.10 folgt die Behauptung. Diese Argumentation vereint
die Struktur der Instabilitatsintervalle elegant mit den analytischen Identitdten fir
L?-Potentiale und schlieit den Beweis der Spektralstruktur fiir das Neumann-Problem
ab. O
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Kapitel 4

Physikalische und technische Anwendungsbereiche

Nachdem in den vorherigen Kapiteln die abstrakte Spektraltheorie der Hill-Gleichung
bewiesen wurde, stellt sich die Frage: Woftir braucht man diese fundamentale Verschach-
telung von Spektralliicken (Gaps) und Stabilitdtszonen in der Praxis?

Tatséchlich ist die Hill-Gleichung nicht nur ein rein mathematisches Konstrukt, sondern
das theoretische Riickgrat fiir wichtige physikalische und ingenieurtechnische Phano-
mene unseres Alltags. Die zentrale Erkenntnis aus unserer Arbeit, dass periodische
Koeffizienten zwingend zu abwechselnden Zonen von Stabilitédt und Instabilitét fiithren,
lasst sich direkt auf reale Systeme tibersetzen.

4.1 Festkorperphysik: Warum wir Computer bauen konnen

Eine sehr wichtige Anwendung findet sich in der Quantenmechanik, genauer gesagt im
sogenannten Kronig-Penney-Modell der Festkorperphysik. Es beschreibt, wie sich ein
einzelnes Elektron durch das periodische Atomgitter eines Kristalls bewegt.

Da die positiv geladenen Atomkerne im Kristall in exakten Absténden angeordnet
sind, erfahrt das Elektron ein periodisches elektrisches Potenzial V() mit einer Git-
terkonstante 7', also V(xz + T') = V(x). Die stationdre Schrodinger-Gleichung fir die
Wellenfunktion ¢ (z) des Elektrons lautet:

h2
oo (@) + V(@) (a) = Be(a), (a.1)
wobei h das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum, m die Masse des Elektrons und
E seine Energie bezeichnet. Durch einfache algebraische Umformungen lésst sich diese
Gleichung exakt in die Form der Hill-Gleichung tiberfiihren:

V(@) + (A = g(a))o(a) = 0. (4.2)

Hierbei ist unser mathematischer Spektralparameter A\ direkt proportional zur physikali-
schen Energie F des Elektrons, und unser Potenzial ¢(z) reprisentiert das Atomgitter.

Die Ubersetzung in die Realitéit: Die in dieser Arbeit bewiesenen Stabilititsintervalle
entsprechen exakt den sogenannten Energiebdndern, also den Energiezustinden, in
denen sich das Elektron frei durch den Kristall bewegen kann. Das Material leitet
elektrischen Strom. Die Instabilititsintervalle (Gaps) hingegen sind die verbotenen
Zonen (Bandliicken). Hat das Elektron eine Energie, die genau in einen Gap fallt, ist
seine Wellenfunktion instabil und es kann sich nicht ausbreiten; das Material wirkt als
Isolator. Die gezielte Manipulation genau dieser Bandliicken macht aus einem Material
einen Halbleiter und bildet damit das physikalische Fundament fiir jeden modernen
Computerchip.
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4.2 Optik: Das Einsperren von Licht

Ein mathematisch identisches Prinzip findet sich in der Optik, wenn sich Licht durch
sogenannte photonische Kristalle bewegt. Das sind Strukturen, bei denen der Brechungs-
index rdumlich periodisch moduliert ist (dhnlich wie das Atomgitter fir Elektronen).

Die Ausbreitung der elektromagnetischen Welle wird durch die eindimensionale Helmholtz-
Gleichung beschrieben:
u’(z) + w?e(x)u(z) = 0. (4.3)

Dabei ist w die Frequenz des Lichts und e(z) die periodische Dielektrizitatsfunktion.

Die Ubersetzung in die Realitéit: Auch hier korrespondieren unsere mathematischen
Instabilitatszonen mit echten, physikalischen Liicken (sogenannten photonic band gaps).
Fallt Licht mit einer Frequenz, die exakt in einem Gap liegt, auf dieses Material, gibt
es flur die Lichtwelle keine stabile Losung. Das bedeutet anschaulich: Das Licht kann
nicht in das Material eindringen und wird stattdessen zu 100 % reflektiert. Ingenieure
nutzen dieses Phianomen heute, um perfekte Spiegel zu bauen, Licht hochpréizise zu
filtern oder es nahezu verlustfrei durch die Glasfaserkabel unseres Internets zu leiten.

4.3 Mechanik: Briickenbau und Resonanzkatastrophen

Wihrend in der Quantenphysik und Optik die rdumliche Periodizitét ¢(x) im Fokus
steht, taucht die Hill-Gleichung im Maschinenbau und Bauingenieurwesen héufig mit
zeitlich periodischen Parametern auf (x wird durch die Zeit ¢ ersetzt). Ein klassisches
Beispiel ist eine Briicke unter rhythmischer Windlast oder ein Bauteil in einer rotierenden
Maschine.

Die Ubersetzung in die Realitit: In der Mechanik bedeutet eine stabile Losung
unserer Differentialgleichung schlichtweg, dass ein System normal schwingt (wie ein
Pendel). Fallt die Frequenz der &ufleren Einwirkung (z. B. der Wind) jedoch in eines
unserer mathematischen Instabilitdtsintervalle, so wichst die Amplitude der Schwingung
theoretisch exponentiell an. Dieses Phanomen nennt man parametrische Resonanz.
Fir den Ingenieur bedeutet ein Gap in der Hill-Gleichung hochste Gefahr: Trifft
er mit seinem System dieses Intervall, kommt es zur Materialermiidung oder sogar
zur Resonanzkatastrophe (dem Einsturz der Briicke). Die in Kapitel 2 durchgefiihrte
Analyse der Floquet-Multiplikatoren liefert somit das Handwerkszeug, um mechanische
Konstruktionen von vornherein sicher zu dimensionieren.
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Fazit: Das vollstandige Oszillationstheorem und die
Verschachtelung der Spektren

Nach dem kurzen Ausblick auf die physikalischen Anwendungsbereiche fligen sich nun
die analytischen Resultate der mathematischen Kernkapitel zu einem vollstandigen Bild
der Spektraltheorie der Hill-Gleichung zusammen.

Wir haben in Kapitel 3 gezeigt, dass sowohl das Dirichlet- als auch das Neumann-
Randwertproblem unendlich viele Eigenwerte (y,, und v,) besitzen. Durch die Nutzung
der Wronski-Determinante und der Symmetrieeigenschaften der Monodromiematrix
konnte nachgewiesen werden, dass diese Eigenwerte niemals im Inneren der Stabili-
tatszonen liegen konnen. Stattdessen sind sie untrennbar an die Instabilitatsintervalle
(Gaps) gebunden.

Besonders bemerkenswert ist die strenge Eindeutigkeit, die wir aus der Einfachheit der
Nullstellen und der Vorzeichenkopplung mit der Diskriminante A()) folgern konnten:
Jedes durch die periodischen und anti-periodischen Eigenwerte aufgespannte Insta-
bilitatsintervall enthélt exakt einen Dirichlet- und exakt einen Neumann-Eigenwert.
Ergéanzt durch die Asymptotik fir A — —oo, welche die Existenz eines ersten Neumann-
Eigenwerts 1y < A\g vor dem eigentlichen Beginn des periodischen Spektrums sichert,
erhalten wir eine hochgradig geordnete Struktur.

Fithren wir nun die Resultate aus der Monotonie-Analyse der Diskriminante (Kapitel 2)
mit den Lage-Eigenschaften der Randwertprobleme aus diesem Kapitel zusammen, so
erhalten wir exakt die fundamentale Verschachtelung, deren Beweis das zentrale Ziel
dieser Arbeit darstellt:

Fiir jedes Potential ¢ € L?([0,1],R) bilden die periodischen ()\,), anti-periodischen
(ML), Dirichlet- (u,) und Neumann-Eigenwerte (v,) reelle Folgen, welche die strikte
Ungleichungskette

>\0</\/1S)\,2<)\1§/\2<)\f3§)\21<A3§)\4

erfilllen. Dabei sind die Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte préazise in die Gaps einge-
bettet, sodass stets gilt:

140} S )\0, Hon—1,Von—1 € [/\/271—17 )‘,Qn] und Hon s Von c [)\Qn_17 >\2n] fur alle n € N.

Die stabilen Eigenwerte, fiir die die Losungen der Differentialgleichung beschrankt blei-
ben, setzen sich folglich genau aus der disjunkten Vereinigung der dazwischenliegenden
Intervalle zusammen:

oy XU [Ny At] U Aoy XS] U [N A] U
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Damit ist das Hauptziel dieser Arbeit erreicht. Es konnte nicht nur der klassische
Satz iiber das oszillierende Verhalten der Hill-Gleichung detailliert und anschaulich
bewiesen werden. Vielmehr wurde durch die eigenstandige Kombination verschiedener
mathematischer Zuginge gezeigt, dass sich die klassischen geometrischen Argumente
(wie zum Beispiel die Vorzeichenanalyse von Magnus & Winkler) durch die Verwendung
der Basic Estimates nach Poschel & Trubowitz mathematisch liickenlos auf die weitaus
groBere Klasse der L?-Potentiale tibertragen lassen.

40



Literaturverzeichnis

[Eas73] Michael S. P. Eastham. The Spectral Theory of Periodic Differential Equations.
Scottish Academic Press, 1973.

[IMW66] Wilhelm Magnus and Stanley Winkler. Hill’s Equation. Interscience Publishers,
1966.

[PT87] Jurgen Poschel and Eugene Trubowitz. Inverse Spectral Theory. Academic
Press, 1987.

41



	Einleitung
	Grundlagen zu Hills Gleichung
	Die Hill-Gleichung und Fundamentallösungen
	Die Wronski-Determinante
	Monodromiematrix und Diskriminante
	Periodische und antiperiodische Eigenwerte
	Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte

	Periodische und antiperiodische Eigenwerte
	Asymptotik der Fundamentallösungen
	Oszillationstheorem
	Lage der Nullstellen
	Analytische Hilfsmittel im L2-Rahmen
	Verhalten der Diskriminante und Vielfachheit der Eigenwerte
	Instabilitätsintervalle und Spektrallücken


	Dirichlet- und Neumann-Eigenwerte im L2-Rahmen
	Definition und Charakterisierung der Randwertprobleme
	Analyse der Dirichlet-Eigenwerte
	Lage der Dirichlet-Eigenwerte
	Existenz der Dirichlet-Eigenwerte
	Einfachheit der Dirichlet-Eigenwerte

	Analyse der Neumann-Eigenwerte
	Charakterisierung und algebraische Lage
	Existenz der Neumann-Eigenwerte
	Einfachheit und Eindeutigkeit der Neumann-Eigenwerte


	Physikalische und technische Anwendungsbereiche
	Festkörperphysik: Warum wir Computer bauen können
	Optik: Das Einsperren von Licht
	Mechanik: Brückenbau und Resonanzkatastrophen

	Fazit

