Kapitel 12

Das Lebesgueintegral auf dem R4

12.1 Treppenfunktionen

Zunichst fithren wir die Quader im R? ein.

Definition 12.1. Fin Quader ist ein d-faches kartesisches Produkt von Intervallen
Q=ILx..xIj={xcR |2y €L,...,2q € I;} CR%

Die Intervalle I, ..., 1; C R kinnen den linken bzw. rechten Rand enthalten oder nicht
und nur aus einem Punkt bestehen. Wenn I, ..., 1; beschrdnkt sind heifst () endlich.

Fiir jeden solchen Quader definieren wir das Volumen als das Produkt der Léangen
von Iy, ..., I;. Wir bezeichnen es mit p(Q). Endliche Quader haben endliches Volumen.

Definition 12.2. Eine Teilmenge A C R? heifit Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0
eine Folge von endlichen Quadern (Q)nen im RY gibt, mit

AcC O Qn und iu(Qn) <e
n=1 n=1

Beispiel 12.3. Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Quadern ohne Volumen ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist jede abzihlbare Teilmenge von R? eine Nullmenge.

Lemma 12.4. Hochstens abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beweis: Sei |-, A, eine hochstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Dann
besitzt fir jedes € > 0 jedes A, eine Uberdeckung von Quadern, deren gesamtes Vo-
lumen nicht grofler ist als € - 27", Die hochstens abzéhlbare Vereinigung dieser jeweils
hochstens abzéahlbar vielen Quader ist wegen Satz eine hochstens abzéhlbare Men-
ge von Quader mit einem Volumen nicht goBer als Y7 €2™™ = €. Also wird [J 7, A,
von abzéhlbar vielen Quadern iiberdeckt, deren Volumen nicht grofler ist als e. q.e.d.
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Definition 12.5. Eine Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen von endlichen Quadern, d.h. der Funktionen, die bei Punk-
ten innerhalb eines Quader gleich 1, und aufSerhalb des Quaders gleich O sind.

Proposition 12.6. FEndlich viele Quader Q; lassen sich so in endlich viele paarweise
disjunkte Quader P; zerlegen, so dass jeder Quader @Q); eine Vereinigung von endlich
vielen P;’s ist. Jede Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von charak-
teristischen Funktionen von paarweise disjunkten endlichen Quadern.

Beweis: Fiir endlich viele Intervalle Iy, ..., I, ordnen wir alle endlichen Intervallgren-
zen der Reihe nach an —oco < 7 < ... <z, < 0o. Dadurch erhalten wir eine Zerlegung

R = (—o0,z) U{x1} U (21, 20) U{a2} U... U (-1, ZTm) U{xm} U (T, 00)

von R in endlich viele paarweise disjunkte Intervalle, so dass jedes der Intervalle
Iy, ..., I, eine Vereinigung von endlich vielen dieser Intervalle ist. Fiir jeden der d
Faktor des kartesischen Produktes sind durch n Quader @1, ..., Q, auch n Intervalle
vogegeben und damit auch eine solche Zerlegung von R. Die kartesischen Produkte von
jeweils einem dieser Intervalle aus den Zerlegungen aller d Faktoren des kartesischen
Produktes bilden Quader, die paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung gleich R¢
ist. Dabei ist jeder der Quader @)y, ..., Q, eine Vereinigung von endlich vielen von die-
sen paarweise disjunkten Quadern. Eine endliche Linearkombination von xq,, ..., Xo.,
nimmt auf jedem dieser paarweise disjunkten Quader der Zerlegung genau einen Wert
an und ist eine endliche Linearkombination von chrakteristischen Funktionen von paar-
weise disjunkten endlichen Quadern. q.e.d.
Als néchstes wollen wir das Integral von Treppenfunktionen definieren. Zunéchst
definieren wir fiir jede charakteristische Funktion y¢ eines Quaders das Integral

/ Xadp = p(Q).
Proposition 12.7. Sei f eine Treppenfunktion und seien

F=2 cxe =) dixz,
i j

zwei Zerlegungen in endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
von endlichen Quadern. Dann gilt

/ fu= 3" (@) = 3 (B,

Beweis: Wir zerlegen alle diese endlichen Quader ); und R; wie im vorangehenden
Beweis beschrieben in endlich viele paarweise disjunkte endliche Quader Py. Es folgt

flee="> a= > diy xa= D>, Xp» Xm,= Y. Xp

{ilQiD Py} {4|R; D Py} {k|PLCQ;} {k|PrCR;}
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Hierbei sei die Summe iiber eine leere Menge gleich Null. Die Gesamtlange einer dis-
junkten Vereinigung von Intervallen ist gleich der Summe der Intervalllingen. Wegen
dem Distributivgesetz folgt dann

Q)= Y wlB), wR)= D P,

{k|PLCQ:} {k|P.CR;}

doan@) =3 e > pB) =3 uP) Y

i {k|P.CQ:} {ilQ:D Py}

- Z“(Pk) Z dj = Zdj Z p(Py) = Zdj,U(Rj)- q.e.d.

{7IR; D Py} J {k|PxCR;}

Wegen dieser Proposition definiert das Integral f — [ fdu eine lineare Abbildung von
dem Raum aller Treppenfunktionen nach R.

Proposition 12.8. Seien f und g zwei Treppenfunktionen mit f > g. Dann gilt

/fdu > /gdu-

Beweis: Wir zerlegen die beiden Vereinigungen von Quadern der Treppenfunktion f
und der Treppenfunktion ¢ in eine gemeinsame disjunkte Vereinigung von Quadern.
Auf jedem der Quader ist f grofer oder gleich g. Deshalb gilt das auch fiir die Summen,
die die entsprechenden Integrale berechnen. q.e.d.

12.2 Lebesgueintegrable Funktionen auf dem R

Satz 12.9. Sei (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, deren
Integrale (f f“d'“)neN beschrinkt sind. Dann ist fogende Menge eine Nullmenge:

{x € R?| (fu(2))nen konvergiert nicht }.

Beweis: Sei M > 0 eine obere Schranke von ([ (f, — f1)du)

nEN:
/(fn—fl)d,USM fiir alle n € N.

Dann bilden fiir alle € > 0 und alle n € N die Mengen

M

€

o= {rem f 2 4w}

ful@) = () > %} _ {xeRd

eine monoton wachsende Folge von endlichen Vereinigungen von Quadern. Aus der
Konstruktion einer gemeinsamen Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Quadern
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im Beweis von Proposition [12.6] folgt, dass das relative Komplement eines Quaders in
einem anderen Quader wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ist. Dann ist

LJ*gnﬁzz*gLeU LJ(5%+LE\‘SH$)
n=1 n=1

eine abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Quadern. Weil f,, — f; nichtnegative Funk-
tionen sind, ist {7 (f. — f1) groBer oder gleich xg, .. Also gilt fiir die Integrale

[xswns [ = fdn == [ = fu <

Wegen der Monotonie ist dann auch das Gesamtvolumen der abzédhlbaren Vereinigung
U2, S nicht groBer als e. Weil die kritische Menge S gleich der Schnittmenge

n=1

S = {x € RY(f.(2))nen konvergiert nicht } = ﬂ < Sn,e)
1

e>0 \n=

ist, folgt, dass diese Menge S eine Nullmenge ist. q.e.d.

Die Komplemente von Nullmengen werden fast iiberall genannt (bzw. a.e. fiir almost
everywhere). Also konvergiert jede monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit beschrankten Integralen fast iiberall.

Satz 12.10. Fiir jede Nullmenge A C R? gibt es eine monoton wachsende Folge (fn)nen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ fodi)nen, so dass A in der Men-
ge enthalten ist, auf der die Folge (f,)nen nicht konvergiert.

Beweis: Sei A eine Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes n € N eine Uberdeckung von A
mit abzéhlbar vielen Quadern, deren Gesamtvolumen nicht grofler ist als 27". Sei nun
(@n)nen eine Abzéhlung der Vereinigung aller dieser Quader. Dann gehort jeder Punkt
von A zu unendlich vielen Quadern. Also definiert die Reihe (3 x0, )nen €ine monoton
wachsende Folge von Treppenfunktionen, die auf A nicht konvergiert. Die Integrale
(3" J X@ndit)nen sind beschrénkt durch ), 27" = 1. g.e.d.
Fiir jede monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen mit beschréink-
ten Integralen ( i fnd,u)n oy KOnnen wir jetzt den Grenzwert fast iiberall definieren:

lim f,(z) wenn (f,(z))nen beschrinkt ist
) = § o

0 wenn (f,,(x))nen nicht beschréinkt ist.

Wir wollen [ fdp als lim, o [ f,dp definieren. Die folgenden Lemmata zeigen, dass
diese Definition nur von der fast {iberall definierten Funktion f abhéngt.

Lemma 12.11. Sei (f,,)nen eine monoton fallende Folge von nicht-negativen Treppen-
funktionen, die fast tiiberall gegen Null konvergiert. Dann ist (f fnd,u) ey €ine Nullfolge.
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Beweis: Sei () ein kompakter Quader, aulerhalb dessen f; und damit alle 0 < f,, < f;
verschwinden. Fiir jedes n € N sei A, C )y die Menge der Unstetigkeitsstellen von
fn, also die endliche Vereingung der Quader ohne Volumen, bei denen f,, nicht lokal
konstant ist. Dann ist A = (7, A, U{z € Qo | lim,, o fn(z) # 0} eine Nullmenge,
die fiir jedes € > 0 durch Quader |J;,_, Q,, mit Gesamtvolumen nicht gréfer ist als 3
iiberdeckt wird. Wir ersetzten die @, mit 11(Q,,) > 0 durch die grofieren offenen Quader
mit dem gleichen Mittelpunkt, deren Kanten um den Faktor +/2 linger sind, und die Q,,
mit 14(Qn,) = 0 durch groBere offene Quader mit Volumen £27™. Die neue Uberdeckung
von A hat Gesamtvolumen >~ 1(Q,,) < e. Weil die die Treppenfunktionen (f,)nen
bei jedem x € Q) \ A stetig sind und gegen Null konvergieren, gibt es ein N, € N; so
dass fy, auf einem offenen Quader R, > z gleich einer Konstanten kleiner als € sind.
Aus der Monotonie folgt f,(z) < e fiir alle n > N,. Die offene Uberdeckung von Qq
durch (@ )men und (R;)zeq,\a besitzt eine eine endliche Teiliiberdeckung. Fiir grofere
n als die entsprechenden endlich vielen N,’s, schitzen wir f auf den (Q,,)men durch
max{ fi(z)|r € Qo} ab und auf den endlich vielen der (R;);eq,\4 durch e. Es folgt

0< /fnd,u < e(max{fi(z) | z € Qo}+u(Qo)) also Ji_fgo/f"du =0. qed.

Lemma 12.12. Seien f und g fast tiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen (fn)nen und (gn)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten (f fndu)
und (f gnd,u)neN. Wenn fast tiberall f > g gilt, dann gilt auch

neN

lim [ f,dp > lim /gnd,u.
n—o0

n—o0

Beweis: Fiir jedes feste m € N erfiillen die Funktionenfolgen

((gm - f")+)neN = (%(gm - fn + |gm - f"|))neN
die Voraussetzungen von dem vorangehenden Lemma, weil fast iiberall g,, — f <
g — f < 0 gilt. Deshalb konvergieren die entsprechenden Integrale gegen Null. We-
gen  gm — fo < (gm — fn)"  folgt aus Proposition T2Z.8 und Lemma I2.11]

m—ro0

/gmdu— lim /fnd,u <0 und damit auch lim [ gndp < lim /fnd,u. q.e.d.
n—oo n—oo

Aus Lemma[12.12 folgt, dass wir das Integral auf die Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen von Treppenfunktionen mit beschréinkten Integralen konsistent fortsetzen
konnen. Seien namlich (f,,)nen und (g, )neny monoton wachsenden Folgen von Treppen-
funktionen mit beschrénkten Integralen ([ fndpu) oy und ([ gndp) . oy deren Grenz-
werte fast iiberall {ibereinstimmen, dann konnen wir Lemma sowohl auf diese
Folge, als auch auf die vertauschten Folgen anwenden und erhalten

lim | f,dp > lim /gndu > lim /fnd,u.

n—oo n—o0

n—oo



162 KAPITEL 12. DAS LEBESGUEINTEGRAL AUF DEM R¢

Definition 12.13. Sei L'(RY) die Menge der Aquivalenzklassen von fast tiberall defi-
nierten Funktionen f, fir die es monoton wachsende Folgen (g,)nen und (hy)nen von
Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ gndp) neny und (f h"d'“)neN gibt, und

f = lim g, — lim A,
n—oo n—oo
fast tiberall gilt. Hierbei werden zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn sie fast
tberall miteinander tibereinstimmen.
Satz 12.14. (Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen)

(i) [M(R?) ist ein Vektorraum iiber R und das Integral ist eine lineare Abbildung

/~du:L1(]Rd)—>]R, f—>/fd/,b
(ii) Wenn f € I}R?) fast iiberall nicht negativ ist, dann gilt /fdu > 0.

(iii) Wenn f € [NRY), dann ist auch |f| € [M(R?) mit ‘/fdu‘ < /|f\d,u.

Beweis: (i) Seien (gn)nen, (An)nen, (Gn)neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Grenzwerte

g(z) — h(x) = lim g,(z) — lim h,(x)
n—oo n—oo
fast tiberall mit den Grenzwerten von

g(z) — h(z) = lim g,(x) — Lm hy,(x)

n— o0 n—oo

iibereinstimmen, dann stimmen auch die Funktionen g(z) + h(z) und §(z) 4+ h(x) fast
iberall {iberein und sind fast iiberall auch die Grenzwerte von

(gn + En)nEN bZW- (gn + hn)nGN-

Aus Lemma [[2.12 der Linearitéit von [ - du auf Treppenfunktionen und Satz folgt

/(g+ﬁ)du=/gdu+/ﬁdu:/gdu+/hdu=/(g+h)du und
Jto=nin= [oau— [nau= [gau— [au= [G-an

Deshalb definiert [ eine Abbildung von L!'(R) nach R. Die Linearitét folgt wieder aus
den Rechenregeln fiir Folgen und der Linearitédt des Integrals auf Treppenfunktionen.
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(ii) Wenn (g, )nen und (hy,)nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit
beschréinkten Integralen sind, so dass fast iiberall lim,, . g, — lim,,_,+ h,, nichtnegativ
ist, dann ist auch fast iiberall ¢ = lim,, .o g, > lim, o h, = h. Aus Lemma
folgt dann [ gdu > [ hdp bzw. [(g — h)du > 0.

(iii) Sei f fast tiberall die Differenz g — h der Grenzwerte der monoton wachsen-
den Folgen (g,)nen und (hy,)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen.
Aus min{g,, h,} < g, < gny1 und min{g,, h,} < h, < h,q folgt min{g,, h,} <
min{g,+1, Any1}, und aus max{g,+1,hni1} > Ggni1 > gn und max{g,i1, Ani1} >
hni1 > hy, folgt max{gni1, hni1} > max{gn,, h,}. Also sind (§,)nen = (max{gn, hn})nen
und (ﬁn)neN = (min{ gy, hn})neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen.
Aus g, > min{gy, h1} und h, > min{gy, hy} folgt By < Gn < Gn — min{gy, h1} + h, —
min{g;, b1} + min{gs, h,}. Also haben (j,)neny und (hy,)n € N beschrénkte Integrale.

Dann ist |f]| fast tiberall die Differenz der entsprechenden Grenzwerte g — h. Deshalb
ist |f| € LH(RY). Wegen (ii) folgt dann aus —|f| < f < |f]

= V< [ ran< [151an vow. ‘/fdu' < [ 15w o,

Satz 12.15. FEine beschrinkte Funktion f, die aufSerhalb einer beschrdinkten Menge
verschwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bilden, gehort zu L}(RY).

Beweis: Wir wihlen einen Quader Qg = [a1,b1] X ... X [aq, bg], auBerhalb dessen f
verschwindet und zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1,. .., d das Intervall [a;, b;]:

la;, b;] = [ai,ai + %} U (ai + biz_n‘“,ai + 2%} u...uU (ai + (2" — 1)%, b,} )

Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen zerlegen )y in eine Vereinigung P,, von
274 paarweise disjunkten Quadern. Sei f, die Treppenfunktion, die auf jedem der 2™¢
Quader von P, gleich dem Infimum der entsprechenden Funktionswerte von f ist. Dann
ist (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, deren Integrale nach
oben durch || f||oo - 1#(Qo) beschrénkt sind. Bei allen zq € Qo, bei denen f stetig ist,
gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass f(z) € B(f(zo),€) aus x € B(zo, ) folgt. Fiir
ein N € N ist der Durchmesser von Qg kleiner ist als 2/V6. Fiir alle n > N ist derjenige
Q,, der 2™ Teilquader von Qg, der x( enthilt, in B(x, §) enthalten. Es folgt

flzo) —e < inf f(z) = falwo) < f(z0).

ZBEQTL

Also konvergiert (f,(xo)) gegen f(xo). Weil die Menge der Unstetigkeitsstellen von f
eine Nullmenge ist, konvergiert (f,,)n,en dann fast iiberall gegen f. q.e.d.

Der folgende Satz wird aus Korollar folgen:

Satz 12.167 Sei f € L'(RY) mit [|f|du = 0. Dann ist f fast dberall gleich Null.
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Beweis:* Seien (g, )nen und (h,)neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktio-
nen mit beschriankten Integralen, so dass fast iiberall gilt

fz) = lim gu(2) — lim hy(2).

Fiir alle n € N seien gn = max{ gy, ﬁn} und h,, = min{g,, izn}
Dann gilt fast iiberall |f(z)] = lim gp(z) — lim h,(z).
n—oo n—oo
Wegen [ |f|dp = 0 gilt also auch lim | ¢g,dp = lim /hnd,u.
n—oo n—o0
Fiir €,0 > 0 sei N € N so gewahlt, dass lim [ g,dp — /hmdu < €.
n—oo

fiir alle m > N gilt. Wir definieren ¢ als den fast {iberall definierten Grenzwert
lim,, o0 gn- Weil (g5)neny und (hy,)neny monoton wachsend sind, ist die Menge

{z e RY||f(z)] > 0} in den Mengen
{r e RY| g(2) — h(x) > 6} = {x € R?| g,u(x) — hyn(z) > 6 fiir ein n € N}
enthalten. Sei also Ay ={r e RY| gi(z) — hp(2) > 0} und firn =2,. ..
A, ={zx e R?| g,(x) — hpp(2) > 6 und gn_1(x) — hp(z) < 6}. Dann gilt

n—o0

(2 €RY [ g(@) —hm(@) > 6} = | JAn wnd S p(A,) < lim % (g0 — o) < €
n=1 n=1

fiir m > N. Also ist fiir alle § > 0 die Menge {z € R? | g(z) — lim, 00 hpn(x) > &} eine
Nullmenge. Weil die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge
ist, folgt, dass die Menge |J, {7 € R? | g(z) — limy—00 B (x) > 1} eine Nullmenge
ist. Also ist fast iiberall g(z) < h(z) = lim,, 00 hon(x). Weil g, > h,, fiir alle n € N gilt,
folgt fast tiberall g(x) > h(z). Also ist fast iiberall |f(z)| = g(x) — h(x) =0. q.e.d.

12.3 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden wir drei Aussagen dariiber beweisen, wann Grenzwert-
bildungen mit der Integration vertauschen. Als erstes werden wir die Konvergenz von
monotonen Folgen mit beschrénkten Integralen beweisen.

Satz 12.17. (Satz der monotonen Konvergenz von Beppo Levi)  Sei (fn)nen eine
monotone Folge in L(R?) deren Integrale ([ fndu)nen beschrinkten sind. Dann kon-
vergiert (fn)nen fast iiberall gegen eine Funktion f in L}(R?) und es gilt

lim fnd,u:/fdu.
n—o0
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Beweis: Sei (f,,)nen €ine monotone Folge in L' (RY) mit beschriinkten Integralen. Durch
Ubergang zu (£ f,)nen konnen wir annehmen, dass (f,),en eine monoton wachsende
Folge von Funktionen mit beschrankten Integralen ist. Fiir alle n € N seinen (Gnm )men

und (A )men monoton wachsende Folge~n von Treppenfunktionen mit beschrinkten
Integralen, so dass ([ gnmdit)men und ([ Rpmdp)men konvergieren und fast iiberall

fro=1m Gupm — lim hyy,
m—o0 m—o0

gilt. Um (Gpm)men und (Appm)men fir alle n € N durch (gnm)men und (Apm, )men mit fiir
alle n,m € N beschrankten Integralen zu ersetzten, wéihlen wir M(n) € N so, dass

‘ / Pyt — / fznm/du‘ < 27" fiir alle m, m’ > M(n) gilt.

Fiir m € N definieren wir dann hg,, = 0 und h,,,, und g,,, induktiv in n € N durch

7 7 und  Gnm = Gnm — h’nM(n) + hn—1m

B - B 1m fiir m < M(n) ~

Weil die Folgen (A, )men monoton wachsen, folgt fiir alle m € N
Po—1m < P, 0 < hpm, P < Ppmet1 induktiv fiir alle n € N.

Weil die Folgen (§,m)men monoton wachsen, tun dies dann auch die Folgen (g,m)men-
Aufgrund der Wahl von M (n) sind die Integrale ( [ hymdp— [ hy—1mdpt)men beschrinkt
durch 27", und ([ hpmdp)nmen beschrinkt durch 1 = Y>> 27" Weil ([ fudp)nen
beschrankt sind, und fast iiberall g,,, < lim,, o0 Gnm = fn + lim,,_o0 Py gilt, sind
auch die Integrale ( [ gumdft)nmen beschriankt. Fiir alle n € N gilt fast iiberall

fn=20n—hn fir gp = lim g, und h, = lim h,,.

m—o0 m—0o0

Aufgrund der Definition von h,,, wachsen (h,)nen und (gn)nen = (fn + hn)nen fast
iiberall monoton. Dann haben die monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen

Im = max{gim, -, Gmm} < fm + hm a.e. und h,, = max{Aim, - - Rm } = M-
durch [ hpdp < 1und [ Gudp < [ fndp + 1 beschrinkte Integrale. Fiir n < m gilt
Gom < Gm und i < Ay
Im Grenzwert m — oo folgt fast iiberall die Existenz der Grenzwerte n — oo

g <= lim G, = limg,=¢<g und h,<h= lim h, = lim h,=h<h.
n—oo

m—0o0 m—0o0 n—o0
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Weil (g )neny und (hy, )nen fast iiberall monoton wachsende Folgen sind, gilt fast iiberall
Gm < max{gi,...,9m} =gn und By < max{hy,...,hm} = hp.

Also gilt fast iiberall g = g und h = h bzw. f = §— h = g — h. Aus Lemma [Z12 folgt

/ fdu = lim (gm—;}m) dp = lim | (go—hn)dy = lim / fodu.  qed.
m—r0o0 n—o0 n—oo
Korollar 12.18. (Norm || - 1)

Auf INRY) definiert |- |1 : LMRY) =R, f—|fli=[|fldu eine Norm.

Beweis: Aus der Monotonie und der Linearitét des Lebesgueintegrals folgt

ML =/|Af|du =/|A| \fldp= A -/Ifldu — A/

und aus |f+g| < |f]+ |g| die Dreiecksungleichung. Zuletzt zeigen wir, dass fast iiberall
f=0aus ||f]; =0 folgt. Wenn [ |f|dp = 0 gilt, konvergiert ndmlich wegen dem Satz
von Beppo Levi die Folge (n|f|)nen fast iiberall, und dort muss f = 0 gelten. q.e.d.

Korollar 12.19. (Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz) Die Folge (fy,)nen in
LHRY) konvergiere fast diberall gegen f, so dass fiir ein k € I[}(R?) und alle n € N fast
iberall | fn| < k gilt. Dann ist f € LNR®) und ([ fudp)nen konvergiert gegen [ fdu.

Im Satz von Beppo Levi konvergiert (f,,).en wegen +(f, — f1) > 0 auch in L' (R9).

Beweis: Seien (gnm)men und (hym)men definiert durch

Inm = min{fm.fn-i—la“'a.fn-i-m} und hnm = max{fmfn-i-la"'afn-i-m}-

Fir alle n € N sind wegen den Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen
(9nm)men monoton fallende Folgen in ['(R?) mit Integralen nicht kleiner als — [ kdu,
und (Aym)men monoton wachsende Folgen von Funktionen mit Integralen nicht gofer
als [ kdu. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz konvergieren diese Folgen fast
iiberall gegen Funktionen (g, )neny und (hy)nen in LHRY). In LHRY) sind fast iiberall

gn = inf{fnafn+1>fn+2a---} und hn - Sup{fnafn+1>fn+2a---}

monotone wachsend mit nach oben durch [ kdp bzw. monton fallend mit nach unten
durch — [ kdp beschrinkten Integralen. Weil beide fast iiberall gegen f konvergieren

folgt
/gndué /fndu < /hndu und /fdué lim /fndué /fdu- g.e.d.
n—oo

Korollar 12.20. (Vollstindigkeit von [}(RY), Satz von Riesz-Fischer) — L'R?) ist
mit || - |1 ein Banachraum.
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Beweis: Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge in L'(RY). Dann gibt es eine Teilfolge (f,,., )men,
so dass fiir alle m € N gilt || f,., = fan|l1 < 27™. Die Reihe (30 | funir — f"m‘)neN
erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also konver-
giert sie fast iiberall gegen eine Funktion k& € L}(R?). Dann konvergiert auch die Folge
O L Famis — Fam)nen = (faniy — fon)nen fast iiberall und erfiillt mit & € L'(R?) die
Voraussetzungen von Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz. Dann konvergiert
auch die Teilfolge gegen einen Grenzwert f € L'(R?). Weil (f,)nen eine Cauchyfolge
ist, konvergiert (||f, — f|l1)nen gegen Null, und damit auch (f,).en gegen . q.e.d.

Im Allgemeinen konvergieren in L' (R?) konvergente Folge (f,)nen nicht fast iiberall
gegen den Grenzwert f. Aber es existiert immer eine Teilfolge (f,.,, )men, die fast iiberall
gegen f konvergiert und |f,,,| < k fiir ein & € L}(R?) und alle m € N erfiillt.

Beispiel 12.21. Wir betrachten fiir allen € N und alle k € {1 —n?2— ,n?} die
charakteristische Funktion x, der abgeschlossenen Intervalle [k— E] Sez m |—> (n, k)
eine Abzihlung solcher Paare (n, k) mitn € N und k € {1 —n?2—n? ... ,n?}. Dann

ist die entsprechende Folge (Xom)men in L(R?) eine Nullfolge, wez’l es fa'r alle n € N nur
endlich viele m € N gibt mit || xn|[1 > . Andererseits gibt es fiir alle x € R unendlich
viele m € N mit x,(z) = 1. Also konvergiert (Xm(x))men fir kein x € R gegen 0.

Satz 12.22. (Fatou’s Lemma) Sei (fn)nen eine Folge in [MR?) von fast diberall nicht
negativen Funktionen, die fast iberall gegen f konvergieren. Wenn (f f“d'“)neN be-
schrinkt ist, dann ist f € LHRY) und es gilt

/fdu < lim inf {/fn+mdu | m e NO} .

Beweis: Sei wieder g, = min{f,, fui1,-- - form}. Die Folgen (gnm)men erfiillen fiir
alle n € N die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz und konvergieren
fast iiberall gegen g, € [}RY) mit g, = inf{f., fus1,...}. Aus dem gleichen Grund
konvergiert (g,)nen fast iiberall gegen f € I[MR?) mit f, 1 > gy fiir alle m € Ny. Es
folgt [ fdu =lim, e [ gndp und [ fdp <lim, oo inf{[ foimdp | m € No}.  q.e.d.

12.4 Das Riemann- und das Lebesgueintegral

In diesem Abschnitt setzen wir das Riemannintegral mit dem Lebesgueintegral in Be-
ziechung. Fiir d > 1 sind die riemannintegrablen Funktionen f auf einem kompakten
Quader )y dadurch charakterisiert, dass das Unterintegral, also das Supremum aller
Integrale von Treppenfunktionen nicht grofler als f, mit dem Oberintegral, also dem
Infimum aller Integrale von Treppenfunktionen nicht kleiner als f, iibereinstimmt. Da-
mit sie nach oben und unten durch Treppenfunktionen beschrinkt sind, miissen sie
beschriankt sein. Zunéchst charakterisieren wir die riemannintegrablen Funktionen.
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Satz 12.23. (Lebesguekriterium) FEine beschrinkte Funktion auf einem kompakten
Quader Qo = [a1,b1] X ... X [ag, by] ist genau dann riemannintegrabel, wenn ihre Unste-
tigkeitsstellen eine Nullmenge bilden. Insbesondere sind alle riemannintegrablen Funk-
tionen auch lebesqueintegrabel und die beiden Integrale stimmen tberein.

Beweis: Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1,...,d das Intervall [a;, b;]:

[ai, bl] = [CLZ', a; + bi2_nai] U (CLZ' + biz_n“i,ai + 2%} Uu...u (ai + (2” — 1)bi2_nai,bi:| .

Das entspricht fiir d = 1 der Partition p,, € Pla,b] aus dem Beweis von Korollar [8.24]
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von )y in
eine Vereinigung von 2" paarweise disjunkte Quadern. Fiir alle f € B(Qo, R) seien

folz) =inf {f(y) |y € Q mit Q € P, und z € Q}
Fo.(z)=sup{f(y) |y € Q mit Q@ € P, und z € Q}

Dann sind (f,,)neny und (F,),eny monoton wachsende bzw. monoton fallende Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Im Beweis von Satz haben wir
gezeigt, dass (f,)nen an den Punkten, an denen f stetig ist, gegen f konvergiert. Dort
konvergiert auch (—F,),eny gegen —f, und deshalb (F,, — f,)nen gegen Null. Wenn
die Unstetigkeitsstellen von f also eine Nullmenge bilden, dann konvergiert wegen
Lemma I21T1 ( [ (F), — fn)dp)nen gegen Null und f ist riemannintegrabel.

Wenn umgekehrt f riemannintegrabel ist, dann gibt es zwei Folgen von Treppen-
funktionen nicht kleiner bzw. nicht grofler als f, deren Integrale gegen die gleiche Zahl
konvergieren. Die Minima bzw. Maxima der jeweils ersten n Folgenglieder dieser Fol-
gen definieren eine monoton fallende Folge (F},),en von Treppenfunktionen mit nach
unten beschriankten Integralen bzw. monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppen-
funktionen mit nach oben beschrinkten Integralen mit lim,, ., f F.dp < f fndp. Die
Differenz (F,, — fu)nen ist dann eine monoton fallende Folge von nichtnegativen Trep-
penfunkltionen, deren Integrale gegen Null konvergieren. Wegen Korollar (bzw.
Satz [[2.T6]) konvergieren beide Folgen fast {iberall gegen die gleiche Funktion f. Alle
Unstetigkeitsstellen beider Folgen sind als abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen
eine Nullmenge A C Qo. Wenn f bei xy € Qy \ A unstetig ist, dann gilt fir ein € > 0

sup{f(z) | x € B(xo,0) N Qo} —inf{f(z) | z € B(x0,0) NQp} > € fiir alle § > 0.

Weil jedes Q € P,, das ein xp € @ \ A enthilt, eine Umgebung von zy ist, haben
(F)neny und (fy)neny nur dann fast iiberall den gleich Grenzwert, wenn die Unstetig-
keitsstellen von f mit den Unstetigkeitsstellen in () \ A eine Nullmenge bilden.q.e.d.
Der Beweis zeigt auch, dass f € B(R%,R) genau dann riemannintegrabel ist, wenn
f fast iiberall gleich den Grenzwerten sowohl einer monoton fallenden als auch einer
monoton wachsenden Folge von Treppenfunktionen mit beschréinkten Integralen ist.
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Beispiel 12.24. (i) Fir eine Abzihlung (1, )neny von QN (0,1) und 0 < e <1 sei
0= LJOO_1 I, mit I, = (r, —2 Ve r, + 270 ey 0 (0,1).

Dann ist [0,1] \ O wegen Y 7 u(l,) < D02 €27 = € < 1 keine Nullmenge. Also
konvergiert die monoton fallende Folge von Treppenfunktionen

(H(l - ka))

gegen eine lebesgueintegrable Funktion f mat [ fdu > 0. Weil QN (0,1) dicht in [0,1]
liegt, ist f bei allen x € [0,1]\ O unstetig. Also ist f eine lebesgueintegrable Funktion,
die nicht riemannintegrabel ist. Insbesondere hat der Rand 00 = ON(R\0) = [0,1]\O
der offenen Menge O positives Lebesquemap, d.h. [ xaodu > 0.
(ii) Seip € N\ {1,2} und x die Funktion x : R — R, x> x(z) mit

0 wenn x € ,, o, (mp+ 1, mp + 2

X(SC) — { U GZ( )

1 sonst.

Dann definiert die Folge (x — xpo,1)(x) [Th, X(pkx))neN eine monoton fallende Folge

von Treppenfunktionen mit beschrdinkten Integralen. Der Grenzwert ist lebesquesinte-
grabel und die charakteristische Funktion x 4 der abgeschlossenen Menge A C [0, 1] mit

-l U (TEe ek,

n€Np z1,...,2n€{0,2,...,p—1} \k=1 p k=1 p

Fiir p =3 ist A die Cantormenge aus Beispiel[I1.23 (i). Alle Punkte, deren p-adische
Darstellung nur Ziffern in {0,2,...,p — 1} hat, liegen in A. Wenn man bei der p-
adischen Darstellung fordert, dass die Ziffernfolgen nicht gegen p — 1 konvergieren,
dann sind das alle Punkte von A bis auf die abzdhlbar vielen linken Intervallgrenzen
der offene disjunkten Intervalle von [0,1]\ A. Wegen der (p — 1)-adischen Darstellung
ist A dann gleichmdchtig zu [0, 1] und damit nicht abzihlbar. Indem man eine oder zwei
der Zifferen der p-adischen Darstellung der Punkte von A in eine 1 umwandelt, erhdlt
man in jeder Umgebung eines Punktes von A einen Punkt der offenen Menge [0, 1]\ A.
Also ist A auch die Menge der Unstetigkeitsstellen von x a. Das Integral von x 4 ist

[e.e]

/XAdﬂzl_Zl(p;l) =1-1=0.

n=0 p p

Also ist A eine nicht abzdhbare Nullmenge, und x 4 riemannintegrabel.
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12.5 Der Satz von Fubini

Fiir jeden Quader Q@ = I; x ... x I; x I;;1 C R? x R und jedes z € R? ist die
Funktion R -+ R, y~— xg(x,y) eine Treppenfunktion auf R. Wenn wir diese Funktion
integrieren erhalten wir eine Treppenfunktion auf dem R%:

/ (2, ) dp(y) Lénge von I;y; wenn x € I; X ... X Iy,
x, =
XQUE §IGHY 0 wenn x & I; X ... X 1.

/ (/ XQ(fcay)dM(y)) du(z) = p(Q).

Wegen der Linearitit des Integrals definiert die Abbildung [ du(y) also eine lineare
Abbildung von den Treppenfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R¢.
Und fiir jede Treppenfunktion f auf R? x R gilt

J([reoms)n=

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass diese Abbildung eine Abbildung

Also ist

/ du(y) : MR x R) — LMRY)

induziert, so dass fiir alle f € I}(R? x R) gilt

J(Jreomn)n=

Wenn f > g zwei Treppenfunktionen auf R? x R sind, dann erfiillen fiir jedes z € R?
die entsprechenden Treppenfunktionen f, : y — f(x,y) bzw. g, : y — ¢g(z,y) auch
fz > g.. Wegen Proposition [2.§ gilt fiir die Integrale auch

/ £ (@ y)dp(y) > / oz, y)dp(y).

Also bildet f ~ [ f(z,y)du(y) Treppenfunktionen auf R? x R linear und mono-
ton in die Treppenfunktionen auf R?. Damit diese Abbildungen eine Abbildung von
[HR? x R) nach L'(RY) induziert, miissen zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von
monoton wachsenden Treppenfunktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, auch auf
solche Grenzwerte von monoton wachsenden Treppenfunktionen abgebildet werden.

Lemma 12.25. Sei S C R? x R eine Nullmenge. Dann ist fast tiberall in x € R?, die
Menge S, = {y € R| (z,y) € S} eine Nullmenge in R.
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Beweis: Wegen Satz gibt es eine monoton wachsende Folge ( f,,)n,envon Treppen-
funktionen auf R? x R mit beschrinkten Integralen, die auf S divergiert. Dann sind
auch die entsprechenden Integrale ([ f,du(y))nen iiber R monoton wachsende Trep-
penfunktionen mit beschrinkten Integralen auf R?. Wegen Satz konvergieren sie
fast {iberall auf z € R?. Fiir alle x € R, fiir die ([ f,,dp(y))nen konvergiert, sind die
entsprechenden Einschriankungen von (f,,)nen auf {2} x R monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen auf y € R mit beschrankten Integralen. Wegen Satz sind
also fiir alle z € R?, so dass die Integrale iiber y € R konvergieren, die Mengen der
y € R, an denen (f,(x,y))nen nicht konvergiert, Nullmengen die S, enthalten. q.e.d.

Proposition 12.26. Die Integration tiber R induziert eine lineare monotone Abbildung
von [}{R? x R) nach [}(RY), so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

J(J o) =

Beweis: Weil die Integration iiber R eine monotone lineare Abbildung von den Trep-
penfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R¢ definiert und wegen Lem-
ma[I2.25 induziert sie eine Abbildung von den Aquivalenzklassen von den Grenzwerten
von monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschriankten Integralen
auf R? x R in die entsprechenden Aquivalenzklassen auf R% Wegen der Konstrukti-
on des Lebesgueintegrals induziert sie also auch eine Abbildung von I}(R? x R) nach
I[}R?). Folgende Gleichung gilt dann fiir alle Treppenfunktionen f auf R? x R und
damit auch fiir alle Grenzwerte f € L'(R? x R) solcher Treppenfunktionen:

/(/fx y)duly )du /fdu q.e.d.

Die Argumente zeigen die analoge Aussage auch fiir die vertauschten Faktoren R x
R?. Wenn wir die mehrfach anwenden erhalten wir also

Korollar 12.27. (Satz von Fubini) Fiir alle Funktionen f € I}NR% x RY) gilt

/fduzf(/fxydu ))du /(/fxydu ) uy).  aed

Mit dem Satz von Fubini und dem Lebesguekriterium konnen wir jetzt auch Inte-
grale auf dem R ausrechnen. Als erstes konnen wir fiir fast alle (xo,...,z4) € R? das
Integral ffooo f(x1,...,x4)dr ausrechnen. Wenn f riemannintegrabel ist konnen wir
dabei die Methoden der eindimensionalen Integration, wie wir sie bei dem Riemann-
integral kennen, benutzen. Wenn f auflerhalb einer kompakten Menge verschwindet,
benutzen wir das Riemannintegral und ansonsten das uneigentliche Riemannintegral.
Dann integrieren wir genauso iiber dz,, . .., dxy bis wir schlieflich haben

Rdf(x)d,u:/_Z-~-/_Zf(:cl,...,xd)dxl...dxd.

Wir konnen die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale beliebig vertauschen.
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12.6 Jacobis Transformation von Maflen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Substitutionsregel und untersuchen, wie
sich die Integration unter Koordinatentransformationen verhilt. Die Norm auf dem R?
sei ||+ ||o aus Definition [0.9] deren offene Bélle Quader mit gleichen Kantenldngen sind.

Definition 12.28. Eine Menge A C R? heifit messbar, wenn fir alle f € L}RY) das
Produkt f - x4 mit der charakteristischen Funktion von A in I[}(R?) liegt.

Satz 12.29. (i) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
(ii) Die Schnittmenge von abzdihlbar vielen messbaren Mengen ist messbar.

(iii) Jede offene Menge ist messbar.

Beweis: (i) Weil die charakteristische Funktion des Komplements gerade 1 minus der
charakteristischen Funktion ist, folgt (i) daraus, dass L}(R?) ein Vektorraum ist.

(ii) Seien (A,)neny messbar und A = (N A,. Fir f € L'(R?) konvergiert die Folge
(f TTi—y xA, )nen fast tiberall gegen fx 4 und ihre Absolutbetrége sind beschriankt durch
|f| € LHRY). Aus Lebesgues Satz der beschriinkten Konvergenz folgt fya € L'(R%).
(iii) Jeder Quader ist messbar, weil die Multiplikation einer Treppenfunktion mit der
charakteristischen Funktion eines Quaders eine Treppenfunktion ist. Fiir jedes Element
x einer offenen Menge U # RY sei » € QF mit B(x,2r) C U und y € B(x,7) N Q?
so dass x € B(y,r) C B(y,r) C U gilt. Also ist U eine abzidhlbare Vereinigung von
offenen bzw. kompakten Quadern mit rationalen Koordinaten:

U= U B(y,r) = U B(y,r > 0).

{(y,r)e(UNQ?)xQ*|B(y,r)CU} {(y,r)e(UNQ?)xQ*|B(y,r)CU}

Dann folgt (iii) aus (i) und (i) und den de Morganschen Regeln. q.e.d.

Fiir messbare Mengen A bilden die Produkte von lebesgueintegrablen Funktionen
mit der charakteristischen Funktion x4 von A den Teilraum von L}(R?) aller lebes-
gueintegrablen Funktionen, die aulerhalb von A verschwinden.

Definition 12.30. Fiir messbare Teilmengen A von RY sei [N A) C [NR?) der Teil-
raum aller lebesqueintegrablen Funktionen auf R?, die auflerhalb von A verschwinden.

Der Beweis des Satzes von Riesz-Fischer gibt fiir jede Cauchyfolge in I!(R?) eine
fast iiberall konvergente Teilfolge an. Also ist L!'(A) abgeschlossen und ein Banachraum.

Lemma 12.31. (i) Die Multiplikation mit einer beschrinkten stetigen Funktion f ist
eine lineare Abbildung in L(I}(R?)), deren Norm beschrinkt ist durch || f||so-

(ii) Sei @ : U — O eine bijektive lipschitzstetige Abbildung zwischen den offenen
Mengen U,O C R? mit Lipschitzkonstante L. Dann ist f — f o ®~! eine lineare
stetige Abbildung [M(U) — I[}O), deren Norm beschrinkt ist durch L.
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(iii) Seien U,O C R? offenen Mengen und ® : U — O eine surjektive Abbildung mit
[®(z) — (y) — (2 —y) || < €llz—ylloo fiir z,y € U und ein € € (0, 55]. Dann gilt

/ fod tdu— / fd,u’ < 2de|| f |1 fiir alle f € I(U).
) U

Beweis: (i) Fiir eine beschrinkte stetige Funktion f und eine Treppenfunktion g
gilt [fg] < |If|lsc]g] und wegen Satz gf € [NR?), und wegen Satz [ZI4 auch
I fglli < || fllsollg|l1- Fiir eine monoton wachsende Folge (g, )nen von Treppenfunktionen
mit beschrinkten Integralen gilt entweder ¢, — ¢, > 0 oder g, — g,, < 0. Deshalb ist
|gn — gm||1 beschrinkt durch | [ g,du — [ gmdp|. Also konvergiert (g,)nen beziiglich
| - ||1, und die Treppenfunktionen liegen dicht in L'(R¢). Daraus folgt (i).

(ii) Im Beweis von Satz (iii) haben wir gezeigt, dass Q N U fiir jeden offenen
Quader @ eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Billen (also Quader) (Q,)nen
in U mit rationalen Koordinaten ist. Dann kénnen wir Q,,11\ @, bis auf eine Nullmenge
jeweils in paarweise disjunkte Bélle zerlegen. Also ist QN U bis auf eine Nullmenge eine
abzéhlbaren Vereinigung von paarweise disjunkten Béllen. Aus dem Satz von Beppo
Levi folgt, dass die Treppenfunktionen von Billen in U dicht in L'(U) liegen. Fiir
kompakte Bille @ C U ist ®[Q] kompakt und messbar und es gilt xo o ™' = xa[q)-
Wegen der Lipschitzstetigkeit von ® ist ®[Q] in einem Ball enthalten, dessen Kanten L
mal so lang sind wie die entsprechenden Kanten von (). Also gilt zunéchst fir f = xq

[ireotan< st [1d wd 17o® o) < Lo

Dann gilt diese Ungleichung auch fiir Linearkombinationen von y¢ mit paarweise dis-
junkten Billen in U, und deren Grenzwerte, also fiir alle f € L'(U).
(iii) Aus [|®(x) = @(y) = (z = y)llec < €|z =yl folgt

[y = zlloc = [[2(z) = (y) = (2 —y) + P(y) = P(Y)lloe < ellz —yll + |(y) — (2) (o0,
(1 =)llz = yllo < 19(2) = 2(Y)llo < (1 + €)l[2 = Yoo

Also ist ® sogar bijektiv. Wegen (ii) liegt f +— f o &' in L(L}U),I'(O)). Fiir
Q = B(z,r) C U gilt @7 '[B(®(z),(1 —¢)r)] C Q und Bd(qD(z),(l —er) C [Q] C
B(o(x), (1+€)r). Wegen (1+€)?—1—(1—(1—¢)%) =>7, (‘;) (¢ = (—e)") > 0 folgt
‘ [xaowu- /xQdu' <1+ -1)u@ < %—u(@)z A <.

mit der Bernoulli Ungleichung. Wie in (ii) folgt die Aussage fiir f € L}U). q.e.d.

Satz 12.32. Sei A € L(RY) eine invertierbare lineare Abbildung. Dann ist

n(A) : NRY) — LR, frra(A)f  mit (r(A)f) () = f(A7'2)
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eine stetige lineare Abbildung, deren Norm beschrinkt ist durch ||A||. Es gilt
/ m(A) fdu = | det A / fdu  fir alle f € IMRY).

Beweis: Aus Lemma [2.31] (ii) folgt 7(A4) € L(L'(R?)) und ||7(A4)|| < [[A]¢. Wie im
Beweis von Lemma 23] (ii) gentigt es die letzte Gleichung fiir f = yo mit kom-
pakten Quadern @ zu zeigen. Weil A™'z genau dann in @ liegt, wenn z in A[Q)]
liegt, ist xg © A™' = xajg. Wir betrachten zuerst solche A, die kompakte Quader
auf kompakte Quader abbilden. Das sind einerseits Diagonalmatrizen und andere-
seits die Permutationen der Koordinaten. In beiden Féllen gilt die Formel offenbar
fiir alle xo mit kompakten Quadern @ und deshalb auch fiir alle f € I}(R%). Wenn
A der elementaren Zeilenumformung des Gaufischen Algorithmus entspricht, die fiir
1 # j zu der i-ten Zeile das A\-fache der j-ten Zeile hinzuaddiert, dann berechnen wir
[ Xajgidp indem wir mit dem Satz von Fubini zuerst iiber x; integrieren. Fiir festes
Ty .oy Tis1, Tig1,y - -, Tq 15t {2, € R | (21,...,24) € A[Q]} das um Az; verschobene
Intervall {z; € R | (z1,...,24) € @}, also ein Intervall gleicher Linge. Fiir solche A
ist det A = 1, und die Formel gilt also wieder zunéchst fiir alle yo und dann fiir alle
f € [}MR?). Fiir zwei invertierbare A, B € L(RY) ist (A - B) = w(A) - n(B). We-
gen |det(A - B)| = |det A| - |det B| gilt die Formel also auch fiir die Produkte solcher
Matrizen. Mit dem Gauflschen Algorithmus kénnen wir jede invertierbare Matrix A
durch elementare Zeilenumformungen in eine diagonale Matrix umwandeln. Die inver-
sen Zeilenumformungen verwandeln die Diagonalmatrix in A. Also ist A ein Produkt
von Matrizen, fiir die die Formel gilt. Damit gilt die Formel auch fiir A. q.e.d.

Satz 12.33. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — O eine stetig differenzier-
bare bijektive Abbildung von der offenen Menge U C R? auf die offene Menge O C R,
Wenn @ auf U in L(R?) invertierbar ist, dann ist die Abbildung f ~ |det ®|f o ®
eine Isometrie von L'(O) nach INU), d.h. fir f € LNO) gilt |det ®'|fo® € L}NU) mit

/|det(I>’|fo(I>d,u:/fd,u.
U o

Beweis: Im Beweis von Lemma [I2.37] (ii) wurde gezeigt, dass die Linearkombinationen
von xq mit kompakten Billen @ C O dicht in I'(O) liegen. Also geniigt es

/ | det @[ xq o Pdp = /XQd,U = (@)

fiir kompakte Quader @ C O zu zeigen. Weil ® auf U in £(R?) invertierbar ist, ist
wegen dem Satz der inversen Funktion @' stetig differenzierbar und ®~[Q] C U
kompakt. Wegen Korollar gilt |[(@71) ()| < L auf z € Q fiir ein positives L > 0.
Weil (Q konvex ist, ist L wegen dem Schrankensatz Korollar 0.6 eine Lipschitzkonstante
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von &~ auf Q. Weil & wegen Satz auf ®71[Q] gleichmiBig stetig ist, gibt es fiir
jedes € € (0, 2—1d] eine Zerlegung Q = Q, U ... U @y in paarweise disjunkte Quader, auf
denen jeweils [|A,—®'(®~'(z))|| < £ oder auch ||A,o(®") (2)—1| < £][(27)(z)|| <€
gilt. Hierbei ist 4, = ®(®(z,)) am Zentrum z,, von Q,. Aus dem Schrankensatz

folgt || (Ano® 1) (2) — (Ao ® 1) (y) — (2—¥)||oo < €|7—y]|oo, und mit Lemma I2.3T] (iii)

‘/XQn o@oA;Id,u—/xQnd,u‘ < 2de||xg,ll1 firn=1,...,N

und [ xq, 0 ®o A tdu < 2||xq.lli- Auf z € Q, gilt |1 — @'(P 71 (z)) 0o A < [|A, —
(@ (x))| - |4 < £L = e. Wir wenden Lemma I231] (iii) auf ®'(®~'(z))A4," €
L(R? an und erhalten mit Satz 1232 || det ®'(®~!(z))A; | — 1| < 2de. Es folgt

‘/Idetfb'bc@nOfbdu—/mno@ofi;ldu‘ S/Hdet‘lﬂ — [ det An[[xq, © Pdu

:/H det ®'A; M| — 1| - |det A, |xg,0 Pdp < QdG/XQnO D oA Ydu < 4de pu(Q).
Fiir ij:l folgt ‘/ | det ®'|xg o Pdu — /xQd,u' < 6dep(Q) — 0 fiir e — 0. q.e.d.

12.7 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt definieren wir die Integration von reellen Funktionen auf stetig
differenzierbaren Untermannigfaltigkeiten A C RY. Zunichst charakterisieren wir Un-
termannigfaltigkeiten durch die Existenz von geeigneten Parametrisierungen.

Lemma 12.34. Eine Teilmenge A C R? ist genau dann eine k—dimensionale Un-
termannigfaltigkeit, wenn A tberdeckt wird durch die Bilder von Homdomorphismen
® : U — O von offenen Teilmengen U C R* auf offene Teilmengen O von A, die als
Abbildung nach R stetig differenzierbar sind und auf U eine injektive Ableitung haben.

Beweis: Wenn A eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit von RY ist, dann ist
geméifl Definition [[1.12] jedes z € A im Definitonsbereich einer stetig differenzierbaren
Abbildung f : O — R! enthalten, so dass f’(x) surjektiv ist. Nach einer geeigneten
Permutation der Koordinaten von R? ist auf O C R? = R% x R die zweite partielle
Ableitung von f bei x invertierbar, und f erfiillt die Voraussetzungen des Satzes der
impliziten Funktion. Deshalb gibt es offene Mengen V C R4 und W C R! und eine
stetig differenzierbare Abbildung g : V x W — R, so dass A = {(2,9(z, f(z)) | z € V}
in einer Umgebung von x gilt. Weil die Ableitung von z — (2, g(z, f(x)) auf ganz V'
injektiv ist, erfiillt A die Bedingung im Lemma mit k = d — .

Wenn umgekehrt A € RY die Bedingung im Lemma erfiillt und € A im Bild
O einer entsprechenden Abbildung ® : U — O liegt, dann ist nach einer geeigneten
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Permutation der Koordinaten von R? die Einschrinkung von &'(®~!(z)) auf den Un-
terrraum R* x {0} C R* x R?"* invertierbar. Mit der Projektion auf den ersten Faktor
P : RF x R¥* — RF erfiillt dann P o ® die Vorraussetzungen des Satzes der inver-
sen Funktion. Deshalb besitzt die Einschdnkung P o ®|, auf eine Umgebung V' von
®~1(x) eine Umkehrfunktion (P o ®|y)~t. Mit der Projektion @ : RF x RI~*F — R+
auf den zweiten Faktor ist das Bild der Einschrinkung ®|, die Nullstellenmenge von
(y,2) = 2—Qo®o(Pod|y) ! (y). Weil 1gar die partielle Ableitung dieser Abbildung
nach z ist, erfiillt A auf ®[V] 3 x die Bedingung der Definition q.e.d.
Mit der Parametrisierung des Lemmas konnen wir Funktionen f : A — R integrie-
ren, wenn f auBerhalb einer der Mengen ®[U] verschwindet. Mithilfe einer sogennanten
Zerlegung der Eins zerlegen wir jedes f : A — R in eine Summe solcher Funktionen.

Definition 12.35. (Zerlegung der Eins) Eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich einer
offenen Uberdeckung U einer offenen Teilmenge Q C R? ist eine abzihlbare Familie
(hn)nen von glatten Funktionen hy, : Q — [0, 1], so dass

(1) fir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele h,, ungleich Null sind.
(ii) Fir alle x € Q gilt Y " hy(x) = 1.

(iii) Jedes h,, verschwindet auferhalb einer kompakten Teilmenge eines U € U.

Satz 12.36. (Existenz der Zerlegung der Eins) Jede offene Uberdeckung U einer offe-
nen Teilmenge Q C R? besitzt eine glatte Zerlequng der Eins.

Beweis: Fiir 0 < a < b < 0o sei hyp € C°(R) definiert durch

1 fir 0 < |z| <a
hap : R = [0,1], @ hep(z) = S exp (imexp (5))  fiira<|z[ <b.
0 fiir b < ||

Der Beweis von Satz (iii) zeigt, dass jede offene Menge Q C R¢ eine abihlbare
Vereinigung von offenen Quadern ist, deren Abschliisse kompakte Teilmengen von 2
sind. In €2 ist der Abschluss der Vereinigung von endlich vielen dieser Quader jeweils
kompakt, und wird von endlich vielen Elementen solcher Quader tiberdeckt. Also gibt
es eine Folge von offenen Teilmengen (O,,)men von €2, die € iiberdecken, und deren
Abschliisse O,, fiir alle m € N kompakt und in O,,,; enthalten sind. Wir setzen Oy =
O_; = (). Fiir jedes m € N und jeden Punkt z € O,,\ O,,_; ist B(z, 3r) (beziiglich ||-||2)
fir einr > 0in Om+1\0m_2 und in einer der offenen Mengen von U enthalten. Also wird
die kompakte Menge O,, \ O,,_; von endlich vielen solchen Béllen B(x,r) iiberdeckt.
Induktiv erhalten wir eine Folge von offenen Béllen (B(x,,,r,))nen, die  iiberdecken,
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so dass (B(zy, 3r,) )nen jeweils in einer der offenen Mengen von U enthalten, und jeweils
nur mit endlich vielen anderen (B(z,, 37,))nen nicht schnittfremd ist. Dann ist

By e Q= [0,1], 2 hy(2) = hyy o, (|2 — 22])) H — Ry 20 (|7 = )

n
H P20 ([T = Zi])) H (1 = hrp2rm (2 = zml]))-
m=1

eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung /. Denn induktiv gilt
hy(x)+. .. +hp(x)+(1=hey on (Jx—21]]) - - - (L—=hpp 2, (e —20]]) =1 fiir jedes n € N,
und fir alle n € N verschwindet (1 — h,., o, (|2 — z||) auf B(x,,1,). q.e.d.

Definition 12.37. Sei A C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R,
und f € C(A,R) verschwinde auferhalb einer kompakten Teilmenge K C A. Wir
iiberdecken K durch endlich viele offene Mengen O C R* mit AN O = ®[U] fiir ein ®
wie im Lemma[12.3]] und wihlen eine entsprechende Zerlegung der Eins (hy)ien. Dann

/Afdg - ZleN /U(hlf) o @y/det((®)"Q)dp.

Zur Motivation bemerken wir, dass eine orthogonale k x k Matrix die symmetrische
Matrix AT A aller Skalarprodukte zwischen den Spaltenvektoren der d x k-Matrix A
diagonalisiert: O~'AT AQ ist diagonal, und die Eigenwerte das Quadrat der Lingen

der Spaltenvektoren von AO. Also ist vdet ATA = Vdet O-LAT AO das Volumen des
k-dimensionalen Parallelotops, das von den Spaltenvektoren von A aufgespannt wird.

Lemma 12.38. Das Integral fA fdo hdangt weder von der Wahl der Parametrisierung
noch von der Wahl der Zerlegung der Eins ab.

Beweis: Auf K ist wegen der Bedingung ( ) der Zerlegung der Eins die Summe in der
Definition von [, fdo endlich. Fiir zwei Uberdeckungen von K durch Mengen ®[U]
und U[V] wie im Lemma [12.34] mit ensprechenden Zerlegungen der Eins, bilden die
Schnittmengen von zwei Mengen (aus beiden Uberdeckungen jeweils eine) auch eine
Uberdeckung durch solche Mengen und die Produkte von zwei Elementen (aus beiden
Zerlegungen der Eins jeweils eine) eine entsprechende Zerlegung der Eins. Wegen der
Bedingung (ii) an die Zerlegungen der Eins und der Linearitit des Integrals geniigt es
dann den Fall zu betrachten, dass K in den Bildern ®[U] und W[V] von zwei stetig
differenzierbaren Homoéomorphismen wie im Lemma [12.34] enthalten ist. Dann sind die
Einschréinkungen von ® auf ®~'[®[U] N ¥[V]] und von ¥ auf U~ [®[U] N ¥[V]] beides
Homomorphismen auf die offene Teilmenge ®[U] N W[V] von A. Die Verkettung des
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zweiten mit dem inversen des ersten ergibt einen Homdomorphismus Y : =1®[U] N
U[V]] = 7 @[U] N Y[V]] so dass ¥(z) = ®(Y(x)) fiir alle z € UL [®[U] N ¥[V]] gilt.

Wir zeigen jetzt dass Y stetig differenzierbar ist. Fiir jedes z € W=®[U] N ¥[V]]
ist nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten von R? die Verkettung von
®'(T(z)) mit der Projektion P : R¥xR4* — R* auf die erste Komponente invertierbar.
Wegen dem Satz der inversen Funktion bildet P o ® eine offenen Umgebung von Y (x)
homoomorph auf eine offene Umgebung von P(¥(z)) ab, und die Umkehrabbildung ist
mit P o ® stetig differenzierbar. Weil P o W und P o ® o T auf dieser Umgebung von
x iibereinstimmen, ist T dort auch gleich der Verkettung von P o ¥ mit der inversen
Abbildung von P o ®, also auf dieser Umgebung von x stetig differenzierbar. Weil das
fiir alle x € U~H®[U] N Y[V]] gilt, ist T stetig differenzierbar. Es folgt

/ £ o U/t (BT )dor — / Fo®oT/det(((BoT) )T (®oT)do

TR [UINE([V]] TR [UINE(V]]
_ / (F o0 /At ((@)7)) o | det Y'|dr = / £ 0 ®\/det ()T do.
U-1[S[U]NT[V]] o1 [@[UINw[V]]
Im letzten Schritt haben wir Jacobis Transformationsformel benutzt. q.e.d.

12.8 Der Gauflsche Satz

Im GauBschen Satz werden beschriinkte offene Teilmengen 2 C R? betrachtet, deren
Rand eine d — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. In dem Satz der impliziten
Funktion haben wir gezeigt, dass nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten
bei jedem y € 02 der Rand der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion g : U —
(a,b) auf einer offenen Umgebung U C R*"! von z = (y1, ..., y4_1) ist. Dann ist  lokal
von der Gestal {(x,2) € U x (a,b) | z > g(x)} bzw. {(z,z) € U x (a,b) | z < g(x)}. Im
Gauflschen Satz wird die dulere Normale N auf 0f) benutzt. Das ist der Vektor, der
auf der Tangentialebene des Randes senkrecht steht, der die Lange Eins hat und aus
Q) heraus zeigt. In den beiden Féllen ist der Rand die Nullstellenmenge von

Ux(a,b) =R, (z,2)—2z—g(x).

Dann ist die Tangentialebende im Punkt (x, (g(x)) das orthogonale Komplement des
Gradient dieser Abbildung an dieser Stelle. Ob der Gradient aus der Menge herauszeigt
oder in die Menge hineinzeigt erkennt man an der letzten Komponente. Also ist die
duBere Normale bei den Randpunkten (x, g(z)) der obigen Mengen 2 gegeben durch

(Vig(x), -1)"

N(z,g(z)) = + 1+ (Vg(2))?

fir Q={(z,2) €U x(a,b)|2z2g(x)}
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Andererseits gilt fiir die entsprechende Abbildung ®(x) = (x, g(z))

det((®'(2))Td' (2)) = det ((1 V() (vTi(x))) =1+ (Vg(2))?,

weil die lineare Abbildung dieser Matrix auf dem ortogonalen Komplement von Vg(x)
wie die Identitdt wirkt und Vg(z) mit 1+ (Vg(z))? multipliziert.

Beispiel 12.39. (i): Sei f : RY — R stetig differenzierbar, so dass der Gradient V f

keine gemeinsamen Nullstellen mit f hat. Dann hat Q = f~'[(—00,0)] einen stetig

differenzierbaren Rand 0Q = f~'[{0}]. Dort steht V f auf dem Tangentialraum an 09
Vf

senkrecht und zeigt nach auflen. Deshalb ist Nl die duflere Normale.

(ii): Fiir y € R und v > 0 ist der Ball gleich B(y,r) = {z € R? | (x —y)* —r? < 0}.

Die Funktion f(x) = (x — y)* — r? ist offenbar unendlich oft differenzierbar, und der

Gradient V f(x) = 2(x —y) hat nur eine Nullstelle bei x = y. Also hat der Ball B(y,r)
Vf

einen unendlich oft differenzierbaren Rand mit der dufleren Normalen o7

Satz 12.40. (Gaufischer Satz oder Divergenzsatz) Sei{) C R4 eine offene beschrinkte
Menge, 0) eine d — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit und f : Q — R? stetig, mit

sich stetig auf Q fortsetzenden ersten partiellen Ableitungen. Mit der dufere Normale
N : 00 — R? und dem entsprechende Mafi Ndo auf dem Rand 09 gilt dann:

/V~fd,u: f - Ndo.
Q o0

Beweis: Wir iiberdecken 02 durch offene Mengen O C R? wie in Definition T2.37.
In dem Beweis haben wir gesehen, dass wir nach einer geeigneten Permutation der
Komponenten von R? die entsprechende Funktion f so wihlen kénnen, dass sie von
der Gestalt U x (a,b) — R mit (z, z) — z—g(x) ist. O.B.d.A. sei 92 durch endlich viele
offenen Mengen U x (a, b) iiberdeckt, so dass QN U x (a,b) = {(x,2) | z < g(x)} gilt.
Zusammen mit  erhalten wir eine endlich Uberdeckung des Abschlusses von Q. Dann
wihlen wir eine entsprechende Zerlegung der Eins. Wegen der Kompaktheit von Q und
der lokalen Endlichkeit hat diese Zerlegung der Eins nur endlich viele Elemente. Wegen
der Linearitéit geniigt es die Aussage fiir jeden der Summanden einzeln zu zeigen.

Als erstes betrachten wir stetig differenzierbare Funktionen f : Q — R?, die aufier-
halb einer kompakten Teilmenge von 2 verschwinden. Durch Null werden sie auflerhalb
von § stetig differenzierbar auf R? fortgesetzt. Wir withlen einen endlichen Quader, der
Q2 enthélt. Auf dessen Rand verschwindet f. Wir integrieren mit Fubini den i-tem Sum-
manden von V- f = 0y f1 +. ..+ 0yqfq zuerst iiber x;. Das ergibt mit dem Hauptsatz die
Differenz der Funktionswerte von f; an den Randpunkten des entsprechenden Inter-
valls, also Null. Also verschwinden in diesem Fall beide Seiten des Gauflschen Satzes.

Als zweites betrachten wir Funktionen f auf {(z,2) € U x (a,b) | 2 < g(x)},
die auflerhalb einer kompakten Teilmenge verschwinden, und setzen sie aulerhalb von
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U x (a,b) durch Null auf R~ x (a, b) fort. Dann gilt fiir (x,y) € R x (a,b), 1 <i < d

/ay f(z,2)dz = /ay /_OOO ;iif(x + te;, z)dtdz

Wegen dem Satz von Fubini ist diese Funktion also stetig differenzierbar mit

o | o= [ Dama<ica [ i = e

Dann verschwindet folgende Funktion aulerhalb einer kompakten Teilmenge von U:

9(@) ' 9 9@ 9@ §f(x, 2) dg(x)
T ’ f(z,2)dz mit o, /. f(x,z)dz—/a oz, dz + oz, f(z,g(z)).

Also folgt mit den Argumenten des ersten Falles, dass das Integral von der rechten
Seite iiber U verschwindet. Fiir 1 < ¢ < d folgt auch in diesem Fall der Gauflsche Satz:

// 8flxzddd_lx /flxg
ox;

Weil f auf U x {a} verschwindet folgt auch im letzten Fall aus dem Hauptsatz:

/U /ag(x) %i;z)dzdd_l = /de@vg(x))dd‘l = /U fal, 9(2))Na(z, g(2))do. q.e.d.

x—/ﬁmg Nz, g(x))do.

Beispiel 12.41. Sei Q = B(0,r) C R und f(z) = . Auf dem Rand OB(0,r) = {x
R? | ||z|| = r} ist die duPere Normale gleich N(z) = o+ Dann folgt mit V - f = d
x
/ d-d,u:d/XB(ow)du: / x-ﬂdazr / do.
x
B(0,r) OB(0,r) 0B(0,r)

Also ist die Oberfliche von dB(0,r) gleich ¢ mal dem Volumen von B(0,r).

12.9 Maftheorie

Dieser Abschnitt verallgemeinert die Definition vom Volumen von messbaren Mengen.

Definition 12.42. Fine Teilmenge B der Potenzmenge P(X) einer Menge X heifit
o-Algebra, wenn sie unter B — X \ B und dem Schnitt von abzihlbar vielen Elementen
von B abgeschlossen ist. Fiir einen metrischen Raum X heiflen die Elemente der klein-
sten o—Algebra, die alle offenen (und abgeschlossenen) Mengen enthdlt, Borelmengen.
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Definition 12.43. Sei B eine o-Algebra auf der Menge X. Dann heifit = B — RS
Maps, wenn fir alle Folgen (A,)nen von paarweise disjunkten Mengen in B gilt

n=1 n=1
Satz 12.44. (Lebesquemaf) Seien L(R?) die messbaren Mengen von R?. Dann definiert
p: LRY =Ry, A lim /XQ”XAd,u mit  Q, = [-n,n]*  fir allen € N
n—oo

ein Maf$ auf L(R?). Es heifit Lebesquemafs. Weil die Borelmengen B(RY) messbar sind,
definiert es auch ein Borelmaf$ auf B(RY).

Beweis: Wegen Satz [[2.29 bilden die messbaren Mengen eine o-Algebra, die die Bo-
relmengen enthélt. Seien (A, ) ey paarweise disjunkte messbare Mengen und

fn= Z:_l X4, fiir allen € N.

Dann konvergiert (f,)nen punktweise gegen f = x4 mit A = (J, .y An. Fiir alle
g € [}RY) sind |gf,| durch |g| beschrinkt. Wegen Lebesgues Satz der beschriinkten
Konvergenz konvergiert die Folge (gf,)nn gegen gf € [M(R?), und es gilt

Jim / o fuddpt = / afdn.

Wenn wir fiir g die Folge (xq, )nen der charakteristischen Funktionen von den Quadern
Qn = [—n,n]? einsetzen, dann konvergiert die entsprechende Folge (xq, f)nen entweder
gegen eine lebesgueintegrable Funktion, und y(|J,,cy An) ist endlich, oder das Maf der
disjunkten Vereinigung der Borelmengen (A,,),en ist undendlich. In beiden Féllen folgt
die o—Additivitdt aus den Rechenregeln fiir Folgen. q.e.d.

Lemma 12.45. (Translationsinvarianz des Lebesguesmafes) Fiir x € R® ist eine Men-
ge A C R? genau dann messbar bzw. eine Borelmenge, wenn A+x = {y € R | y—x €
A} messbar bzw. eine Borelmenge ist. Wenn A messbar ist, dann gilt pn(A+x) = pu(A).

Beweis: Fiir alle Quader Q C R? und z € R ist Q+x ein Quader mit u(Q+x) = u(Q).
Deshalb folgt f, € L*R?) und [ fodu = [ fdp aus f € [N(RY) und = € R? fiir
f(y) = f(y — 2). Fiir jede Menge A C R gilt a4z = (Xa).. Das Lemma folgt.q.e.d.

Satz 12.46. (Vitali) Die Relation x ~y <<= 12—y € Q definiert eine Aqui-
valenzrelation. Fir jedes x € R enthdlt (x — 1,z] genau eine ganze Zahl n,. Deshalb
enthilt jede Aquivalenzklasse [x] einen Reprisentanten x — n, € [0,1). Eine Menge
V C [0,1), die fiir jedes x € R genau einen Reprisentanten in der entsprechenden
Aquivalenzklasse [x] enthilt, heifit Vitalimenge. Solche Mengen sind nicht messbar.
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Die Definition der Menge V' benutzt das sogenannte Auswahlaxiom der Mengenleh-
re. Es besagt, dass aus jeder nicht leeren Menge ein Element ausgewéhlt werden kann.
In der Mengenlehre unterscheidet man zwischen Aussagen, die das Auswahlaxiom vor-
aussetzen, und solchen, die das nicht tun. Dieser Satz gehort zu den ersteren.
Beweis: Sei (¢, )nen €ine Abzdahlung von QN [—1,1] und V,, = ¢, + V fiir alle n € N.
Aufgrund der Definition von V sind die Mengen (V},),en paarweise disjunkt und es gilt

0,1 c U%N V, C[-1,2).

Wegen dem vorangehenden Lemma sind entweder alle Mengen (V},),en messbar oder
keine. Im ersten Fall haben alle das gleiche Mal und es folgt 1 < Y>> (V) =
S (V) < 3, was unmoglich ist. Also ist V' nicht messbar. q.e.d.
Dieser Satz zeigt auch, dass es unter der Annahme des Auswahlaxiomes unmoglich
ist ein Maf} auf allen Teilmengen von R zu definieren, das translationsinvariant ist, also
das vorhergehende Lemma erfiillt, und [0, 1] ein positives endliches Mafl zuordnet.

Definition 12.47. Eine Aquivalenzklasse von fast iberall definierten reellen Funktio-
nen auf R? heifst messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die fast
tberall gegen einen Reprdisentanten der Aquivalenzklasse konvergiert.

Satz 12.48. (i) Die messbaren Funktionen bilden mit der punktweisen Addition und
Multiplikation und der Skalarmultiplikation eine Algebra, die L'(RY) enthiilt.

(ii) Wenn f und g messbar sind, dann auch |f|, max{f, g} und min{f, g}. Ist aufer-
dem fast tberall f ungleich Null, dann ist auch % messbar.

(iii) Grenzwerte fast tberall konvergenter Folgen messbarer Funktionen sind messbar.
(iv) Die Aquivalenzklassen von stetigen Funktionen sind messbar.

(V) FEine messbare Funktion ist genau dann lebesqueintegrabel, wenn ihr Betrag durch
eine lebesqueintegrable Funktion beschrdinkt ist.

(vi) Eine Menge A C RY ist genau dann messbar, wenn x4 messbar ist.

Beweis (i): Die Treppenfunktionen bilden eine Algebra, und damit auch die messbaren
Funktionen. Alle lebesgueintegrablen Funktionen sind nach unserer Definition messbar.
(ii):Der Betrag, das Maximum und das Minimum von Treppenfunktionen sind wieder
Treppenfunktionen. Wenn eine Folge ( f,,)n,en von Treppenfunktionen fast iiberall gegen
eine nicht verschwindende Funktion f konvergiert, dann konvergiert die Folge

_1 2 0
(G)uen mit g RY SR,z gu(z) =4 @ fala) #
0 wenn f,(x) =0
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1
?.
(iii): Sei (f,)nen eine Folge von messbaren Funktionen, die fast iiberall gegen f kon-

vergiert. Sei h folgende positive lebesgueintegrable Hilfsfunktion auf R¢:

von Treppenfunktionen fast iiberall gegen

2—n—1

h:xHh(az)zm

mit n € N so dass # € (—n,n)?\ (1 —n,n — 1)%

Die Folge (g,)nen von messbaren Funktionen

W) fn ()

. d _
g RE= R, 20 0u(0) = o )

< h(z) firallen € N

konvergiert fast iiberall gegen g = #{;‘ mit fast {iberall |g| < |h|. Wegen Lebesgue’s

Satz der beschriankten Konvergenz sind alle (g, ),en und dann auch g lebesgueintegrabel
und damit auch messbar. Dann ist wegen (i) und (ii) auch folgende Funktion messbar:

hf
_ T RIFL T Op2 _ -/
h=lgl ~ h— LT R Al Af

(iv): Fir jede stetige Funktion f und jeden Quader () ist wegen Satz das
Produkt von f mit der charakteristischen Funktion von () lebesgueintegrabel. Die
Folge (fxg,)nen der Produkte mit den charakteristischen Funktionen der Quader
Q. = (—n,n)? konvergiert punktweise gegen f. Also folgt (iv) aus (i) und (iii).

(v): Sei (fn)nen eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f konvergiert
und |f] < k fiir ein k € L(R?). Dann konvergiert auch (max{—k, min{k, f,}})nen fast
iiberall gegen f. Aus Lebesgue’s Satz der beschriankten Konvergenz folgt (v).

(iv): Fiir eine messbare Menge A C R? konvergieren die Produkte (xaXq, )nen der
charakteristischen Funktionen mit denen der Quader Q,, = (—n,n)? punktweise gegen
Xa. Wegen (iii) ist also x4 messbar. Die Umkehrung folgt aus (i) und (v). q.e.d.

Satz 12.49. Eine Aquivalenzklasse f von fast iberall definierten reellen Funktionen
auf R? ist genau dann messbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.

(ii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.
(iii) Fir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.
(iv) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.

(v) Fiir alle k > 0 in LHR?) liegt die Punktion max{—k, min{k, f}} in L(R?).
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Beweis: Fiir eine messbare Funktion f konvergiert (n(max(a+ %, f) — max(a, f)))nen
gegen die charakteristische Funktion X erds(z)<ay- Aus Satz [2.48 folgt (i).

()< (ii)<(iii) < (iv): Wegen Satz[1229sind (i) und (iv) bzw. (ii) und (iii) dquivalent.
Wegen {z € R? | f(z) < a} = Up,en{z € RY | f(z) <a—1} und {z € R?| f(z) <
a} =Npen{z €R?| f(z) < a+ 1} sind auch (i) und (iii) dquivalent.

(iv)=(v): Wenn eine Funktion f die dquivalenten Bedingungen (i)-(iv) erfiillt, dann
sind folgende Funktionen fiir alle n € N messbar:

2

1 n
. Td
fo:RE2 R,z — > X {aerilf@> 1} ~ X{aertls@<— L}
=1

Die Folge (fn)nen konvergiert gegen f. Aus Satz (iii) und (v) folgt (v).

Es gelte (v) und fiir alle n € N sei @,, der Quader (—n,n)?. Wegen (v) besteht die
Folge (max{—nxq,,min{nxg,, f}})nen aus lebsgueintegrablen Funktionen und kon-
vergiert punktweise gegen f. Also ist f wegen Satz [12.48 (i) und (iii) messbar. q.e.d.

12.10 Die Riume IF(RY)

Komplexwertige Funktionen sind genau dann lebesgueintegrabel bzw. messbar, wenn
die Realteile und Imaginirteile lebesgueintegrabel bzw. messbar sind. Messbare kom-
plexe Funktionen sind genau dann lebesgueintegrabel, wenn der Absolutbetrag lebes-
gueintegrabel ist. Wegen Satz sind fiir messbare f und p € R auch |f|? messbar.

Definition 12.50. Fir alle 1 < p < oo sei IP(RY) die Menge aller Aquivalenzklassen
von fast tiberall definierten messbaren Funktionen von R? nach K, fiir die die Funktion
|f|P lebesgueintegrabel ist. Der Raum L®(R?) ist definiert als die Menge aller Aquiva-
lenzklassen von messbaren beschrinkten Funktionen von R? nach K.

Fir K =R und p = 1 stimmt diese Definition mit Definition I12.13] iiberein.

Satz 12.51. Fliir alle 1 < p < oo ist IP(R?) zusammen mit der Abbildung

I-Il: PR =R, £ |fl,= {.(f ) firlsp<ec
ll’lf{C < [0700) | ‘f| S C a.e.} furp = 0.

ein normierter Vektorraum. Fir 1 < p,q,r < oo mit % —l—% = % und f € IP(R?) und

g € L1(RY) gilt fg € L'(RY) und die Héldersche Ungleichung: || fgll- < ||fllollglle-

Die Dreiecksungleichung der Norm || - ||, wird wieder Minkowski-Ungleichung ge-
nannt: fiir alle f, g € IP(R?) gilt f + g € IP(RY) und ||f + gll, < £, + [l9]l-
Beweis: Wir beweisen zuerst die Holdersche Ungleichung. Im Fall » = oo sind beide
anderen Exponenten auch gleich p = co = ¢, und die Holderungliechung folgt aus den
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Eigenschaften des Betrags. Fiir 1 < r < co gehen wir anstatt der Funktionen f und
g zu den Funktionen |f|" und |g|", und anstatt der Exponenten r, p und ¢ zu den
Exponenten 1, % und * G iiber. Dann geniigt es den Fall 1 = - 1 fiir nicht—negative
reelle Funktionen zu betrachten. Es gilt namlich || f||7 = ||| f|" ||p bzw lgllg = [llgl"{ls.
Firp =1, ¢ = oo bzw. p = oo, ¢ = 1 folgt die Holdersche Unglelchung aus den
Eigenschaften der lebesguesintegrablen Funktionen. Fiir f = 0 oder ¢ = 0 ist die

Aussage offensichtlich. Sei also f # 0, g # 0 und 1 < p,q < co mit 1 = ]lj + %. Die

Youngsche Ungleichung ergibt fiir die Funktionen L yng -l
1 ]g|*

/1o lglla
p
S lgl LI 1

< fast uberall.
1fllo Nglle — 2 IIfIE  allglld

Wegen f € IP(R?) und g € [4(R?) ist die rechte Seite lebesguesintegrabel und das
Integral gleich % + % = 1. Also ist auch die linke Seite lebesguesintegrabel und das

Integral kleiner oder gleich 1. Daraus folgt fg € L'(R?), ||fglli < IIfl,llgll4-

Wegen Korollar [[2.1§ erfiillen die Abbildungen f + || f||, die Positivitét. Die Li-
nearitit ist offensichtlich. Fiir p = 1 und p = oo ist die Dreieckungleichung schon
gezeigt. Sei also 1 < p < oo und f,g € IP(R?). Offenbar gilt fiir f,g € IP(RY)
fast iiberall |f + g[P < 2P maxP{|f|,|g]} < 2P(|f[P + |g|P). Also liegt f + g in IP(R?).
Fir f,g € IP(R?) folgt aus |f +g[? = |f + gllf + g/~ < ([f| + gD|f + gP~" mit
1=142e(p-Dg=pe b =21 ko ||f + g, = f + gl auch

1f+allp < Uf-1F+ gl e+ llg - 1+ gl < (Ul + gl + gl

aus der Holderschen Ungleichung. Daraus folgt die Minkowski Ungleichung.  q.e.d.
Satz 12.52. (Satz von Riesz Fischer) Fiir alle1 < p < oo ist IP(R?) ein Banachraum.

Beweis: Fiir p = oo folgt die Aussage aus den Sétzen (iii) und (iii). Sei
1 < p < oo und (f,)nen eine Cauchyfolge in IP(R?). Sei (f,, )men eine Teilfolge mit
| frmir = famllp < 27™ fiir alle m € N. Die monoton wachsende Folge g,, = |fn,| +
Yol fas — fu] fiir alle m € N erfiillt wegen der Minkowskiungleichung ||gn ||, <
1+ || fu,llp fiir alle m € N. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz, konvergiert
(g2)men gegen eine Funktion k € I[}(R?). Wegen dem Monotonieprinzip konvergiert
(gm)men fast iiberall gegen eine messbare Funktion g. Wegen |f,, | < g, konvergiert
(fn., )men fast tiberall gegen eine messbare Funktionen f. Wegen Lebesgue’s Satz der
beschrinkten Konvergenz ist |f|P lebesgueintegrabel und damit f € IP(R?). Weil fast
tiberall | f— fo, 1| < 19— gm| und [|g—gm|l, < 27™ gilt, konvergiert (f,,, )men in IP(R%)
gegen f. Als Cauchyfolge konvergiert auch (f,)nen in IP(RY) gegen f. q.e.d.

Definition 12.53. Flir jede messbare Menge A C R? und alle 1 < p < oo sei

D(A) ={f e PRY | flgaa =0 a.e.}
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Der vorangehende Beweis zeigt, dass IP(A) in IP(R?) abgeschlossen ist.
Korollar 12.54. Fir A messbar und 1 < p < oo ist IP(A) ein Banachraum. q.e.d.

Satz 12.55. Fiir alle messbaren Mengen A C R? und alle 1 < p,q < oo mit % —i—% =1
ist folgende Abbildung eine Isometrie:

j 1 I(A) = L(IP(A),K), wﬂ@mu.meM+K,fHAmw

Beweis: Fiir messbaren Mengen A € R? und 1 < p < oo ist j wegen der Holder-
schen Ungleichung lipschitzstetig mit L = 1. Wir definieren f so, dass im Beweis der
Holderschen Ungleichung die Youngsche Ungleichung eine Gleichheit wird. Sei also

441 a(5+3) g
s Lol 9 it f@) = 0 fiir g(2) — 0.
g g g

Fiir 1 < ¢ < oo ist f messbar und liegt in [7(A). Wegen || f||F = [g]|2 = || fgll1 gilt

Loy el el "
lll, = g0 = Z:%ﬂwsmwwsmmmmmgeﬁmnm}
P

lgllq

Also ist fiir 1 < p < oo die Abbildung j eine Isometrie. Fiir p = 1, ¢ = oo und jedes
e > 0ist {z € R? | |g(z)] > |lg|loc — €} keine Nullmenge und messbar. Auf allen
Funktionen f € I'(A), die auBerhalb dieser Menge verschwinden, nimmt [j(g)| gréBere
Werte als (||g|coc — €)]|f||1 an. Also gilt fiir jedes € > 0 und jedes g € L*°(A) \ {0} auch
l9llco — € < [|7(9)]| < [|9]|co- Dann ist j auch fiir p = 1 eine Isometrie. q.e.d.

Mithilfe von weiteren Séatzen der Mafitheorie kann man zeigen, dass fiir 1 < ¢ < oo
diese Abbildung j sogar ein Isomorphismus von Banachrdumen ist.



