Kapitel 11

Nichtlineare Analysis

11.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Kapitel bieten wir eine kurze Einfiihrung in die nichtlineare Analysis. Der
bei weitem wichtigste Satz der nichtlinearen Analysis ist der sogenannte Banachsche
Fixpunktsatz. Wir werden gleich mehrere Anwendungen kennenlernen.

Banachscher Fixpunktsatz 11.1. Sei f : X — X eine lipschitzstetige Abbildung
eines vollstindigen metrischen Raumes X auf sich selber mit Lipschitzkonstante L < 1.
Dann hat f genau einen Fizpunkt: x € X mit f(z) = x. Fir jedes xy € X konvergiert
die induktiv durch x,.1 = f(z,) definierte Folge (z,)nen, gegen den Fizpunkt.

Beweis: Sei g € X und (z,)nen, induktiv definiert durch x,.; = f(z,). Dann gilt
d(.ﬁ(}n, xn—l—l) = d(f(mn—1)7 f(xn)) S Ld(.ﬁ(}n_l, xn) S cee S Lnd(ﬂj‘o,ﬂ?l).
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir n < m

AT, Tm) < d(Tp,Tpe1) + ...+ d(Tpm_1, Tp)
< (L"+...+ L™ Yd(xg, zy)

1—Lmn "
= Lnﬁd(ﬂfo,xl) S 1 — Ld(ﬂjo,xl)
Also ist (x,,)nen eine Cauchyfolge und es existiert © = lim z,,. Aus der Stetigkeit von
n—oo

f folgt dann f(z) = lim f(z,) = lim x,,; = x. Also ist = ein Fixpunkt. Ist y € X ein
n—oo n—oo

zweiter Fixpunkt, so gilt d(z,y) = d(f(x), f(y)) < L -d(z,y). Es folgt (1—L)d(z,y) <0
und wegen L < 1 auch 0 < d(z,y) < 0. Also gilt = = y. q.e.d.

Eine Anwendung ist z.B. der Satz von Picard Lindelof iiber die Existenz und Ein-
deutigkeit von Anfangswertproblemen von gewohnlichen Differentialgleichungen. Eine
gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, von der Form

w(t) = f(t,u(t)) mitwu:l—-X und f:IxU— X.

143



144 KAPITEL 11. NICHTLINEARE ANALYSIS

Hierbei ist I C R ein offenes Intervall, X ein normierter Vektorraum und U C X eine
offene Teilmenge. Der Punkt bezeichnet die Ableitung nach t¢. Diese Variable steht in
vielen Anwendungen fiir die Zeit. Das Anfangswertproblem besteht aus der Suche nach
einer differenzierbaren Funktion u : I — U, die die Differentialgleichung erfiillt und an
einem Punkt ¢y € I den Anfansgwert u(ty) = up € U annimmt.

Definition 11.2. Eine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifst lokal lipschitzstetig, wenn es fir jedes xg € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,z" € U gilt

d(f(x), f(a)) < Ld(x,2).
Satz 11.3. (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall, U C R"
eine offene Teilmenge und f : I x U — R"™ eine stetige Abbildung, die beziiglich der
zweiten Variablen lokal lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,up) € I xU gibt es ein 6 > 0
und ein L > 0, so dass fir alle (t,u), (t,u) € (tyg — d,to + 0) x B(ug,d) gilt
1f (@t u) = f(tu)ll < Lfju —all.

Dann gibt es fir jedes (to,ug) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
u(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo auf (to — €,ty + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass

| f(t,u) — f(t,a)|| < L||u—al fur alle (¢,u), (t,a) € [to — J,to + ] x B(ug,d6) C I xU
gilt. Wegen der Stetigkeit von f definiert die Abbildungsvorschrift

F:u— F(u) mit F(u)(t) = uo+ /f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung von C’((to — 0,10+ 9), B(uo, 5)) nach C((to — 0,10 +9), ]R"). Sei

1 (-, uo)lloo = sup{[[f (s, uo)ll | s € [to — 0, %0 + O]}
Fiir e < und € (|| f(-, u0)||oc + LI) < § gilt dann

t

1 (u)(t) = uol| = / (f(s,u0) + f(s,u(s)) — f(s,u0))ds|| < €([lf (-, uo)lloc + L) < 6

to

fiir alle u € C((to — €,t0 + €), B(uo,0)) und alle ¢t € (ty — €,to + €) Also bildet F
den vollsténdigen metrischen Raum C'((ty — €, to + €), B(uo, 0)) auf sich selber ab. Fiir
u, @ € C((to — €,to + €), B(uo, 0)) und t € (to — €, to + €) gilt dann

t t
[F(u)(t) = F(a)@)] < / 1/ (s,u(s)) — f(s,a(s))|| ds < /LHU — tl|ds < eLlju — |-
to

to
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Fiir [|f(-,u)llc > 0 sei € = min {4, m} mit el < m < 1, fiir
IIf(-;u0)|lec = 0 und 6L < 1 sei € = 4, und fir ||f(-,u0)|[cc = 0 und 0L > 1 sei
e < 7 < 4. Dann bildet F' den vollsténdigen metrischen Raum C ((to—e, to+€), B(uo, 9))
lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante e- L < 1 auf sich selber ab. Jeder Fixpunkt von F'
ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf ¢ € (t9 — €, %y + €)
stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem u(t) = f(t, w) mit u(ty) = uo.
Fiir jede Losung u dieses Anfangswertproblems auf (¢ — €, tg + €) verschwindet um-
gekehrt die Differenz F'(u) — u bei t = to und ihre Ableitung auf (ty — €ty + €). Also
stimmen F'(u) und u iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F. Dann folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertpro-
blems auf (ty — €,to + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Satz 11.4% (Globale Existenz und Findeutigkeit) Sei O C R xR"™ eine offene Teilmenge
und f: O — R™ eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Existenz und FEindeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,ug) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdilt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u)  mit  u(ty) = ug

genau eine Losung u enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Rdndern, also bei a und b, jeweils eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—o0 bzw. b = 0.

(ii) t— || f(t,u(t))| ist fir alle e > 0 auf (a,a + €) bzw. (b — €,b) unbeschrdnkt.

(iii) Die Losung u lafst sich stetig auf |a,b) bzw. (a,b] fortsetzen, der Graph der Fort-
setzung liegt aber nicht in O, d.h. ltifn(t, u(t)) ¢ O bzw. lglrjl(t,u(t)) 0.

Beweis*: Wir betrachten zuerst zwei Losungen g : (aq,b) — R™ und uy : (ag, by) —
R™ von u(t) = f(t,u(t)) mit uy(t1) = us(ty) fiir ein ¢1 € (ay, by) N (az, by). Die Menge

A= {t - (0,1, bl) N (0,2, bg) | Ul(t) = UQ(t)}

ist in (a1,b1) N (ag, be) wegen der Stetigkeit von u; — uy abgeschlossen und wegen der
Eindeutigkeit in Satz (I1.3) offen. Wenn es ein b € (a1, t1] N (ag,t1] \ A gébe, dann
wire a = inf (A N b, tl]) € A, weil A abgeschlossen ist, also a > b und [b,a) N A = (),
im Widerspruch zu der Offenheit von A. Es gilt sogar A = (a1, b1) N (a9, ba), weil
d=sup (AN[ti,c]) € Aund (d,c]NA =0 fiir ¢ € [ty,b) N[t1,bs) \ A gelten miisste.
Insbesondere definieren alle Losungen w : I 3 tg — R™ des Anfangswertproblems

w(t) = f(t,u)  mit  u(ty) = ug

auf der Vereinigung ihrer Definitionsbereiche auch eine Losung. Wir zeigen, dass diese
Vereinigung der Definitionsbereiche an beiden Randern die Bedingung (iii) erfiilt, wenn
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jeweils (i) und (ii) nicht gelten. Dann ist die Ableitung der Losung auf einer Menge
(a,a + €) bzw. (b — €,b) beschrankt und die Losung ist dort lipschitzstetig. Fiir jede
Folge (t,)nen, die gegen a bzw. b konvergiert, konvergiert ((¢,, u(t,))nen in RXR™. Lige
der Grenzwert in O, dann sei @ eine Losung nach Satz (I1.3)) des Anfansgwertproblems

u(t) = f(t,u(t)) mit t(a) = lim u(t) bzw. u(b) = lim u(t)

t—a+ t—b—

auf einer Umgebung von a bzw. b. Dann wire u(t) fir ¢t € (a,b) zusammen mit (t)
fiir t & (a,b) auf einem groferen Intervall als (a, b) stetig und eine Losung, weil es fiir
t # a,b eine sich stetig nach a bzw. b fortsetzende Ableitung hétte. Also gilt (iii).q.e.d.

Bemerkung 11.5% Im Fall (i1) setzt sich t — f(t,u(t)) nicht stetig nach a bzw. b fort.
Also entweder setzt sich u nicht stetig nach a bzw. b fort, oder f nicht nach (a,u(a))
bzw. (b,u(b)). Im Fall (ii1) konnen wir eventuell f und die Losung stetig fortsetzen.

11.2 Das Losen von nichtlinearen Gleichungen
Die Losungen der Gleichungen von der Form
Av =y, AelL(V,W), ze€Vund yeW

in einem (endlichdimensionalen) Vektorraum V sind in der linearen Algebra untersucht
worden. Wenn A invertierbar ist, dann ist + = A~ 'y die eindeutige Losung. In diesem
Abschnitt nutzen wir das Verstdndnis dieser Gleichungen fiir Gleichungen von der Form

flx)=y, f: VoW zeVund yeW

mit nichtlinearen Abbildungen f. Dabei nehmen wir an, dass f differenzierbar ist, und
durch lineare Abbildungen angenihert werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobach-
tung, dass kleine Storungen von invertierbaren linearen Abbildungen invertierbar sind.

Lemma 11.6. Seien V und W Banachriume und A ein invertierbares Element von
L(V,W). D.h. es gibt ein Element A~' € L(W,V) mit AA™" = 1y und A™'A = 1y.
Dann sind alle Elemente des folgenden Balles um A invertierbar:

IA~HPIA - B
1= [[A=H][|A = B]

BeB (A, ﬁ) CLV,W) mit |B'—AY<

Beweis: Offenbar ist B= A — (A — B) = A(1ly — A™'(A — B)). Wegen Satz gilt
|AT(A-B)| <||AY-||A-B|| <1fir BeB (A, HA—I”H) Dann folgt aus der Neu-

mannschen Reihe, dass 1y — A7'(A — B) invertierbar ist in £(V) und der inverse



11.2. DAS LOSEN VON NICHTLINEAREN GLEICHUNGEN 147

Operator beschrankt ist durch Also ist auch B invertierbar und es gilt

1
1= [|A=H-[A=B]|”

JA7
1—[[AY[|A = B
1A = (1y —AN(A—B)) " —1y)A" = A (A— B)(1y — A"Y(A— B)) "' A~
-1 < AT PIA = Bl

T 1A A= B

Bl'=(ly —AM(A-B) A" mit [|B7Y <

mit ||B~'—A q.e.d.

Damit bilden die invertierbaren Elemente von L£L(V, W) eine offene Teilmenge.
Korollar 11.7. Fir Banachrdume V und W und inverierbare A € L(V, W) ist
B <A, ﬁ) 5 L(W,V), B B

eine analytische Abbildung, also insbesondere unendlich oft stetig differenzierbar.

Beweis: Aus Lemma [IT.60l und der Neumannschen Reihe folgt fiir alle B € B(0, ||A—1*1||)

AZBA)

n=2

IBI*[ A~
=T BIATT

[(A+B)'— A7+ A7'BATY| <

Insbesondere ist A — A" differenzierbar mit der Ableitung A — (B +— —A"'BA™!),
und damit einmal mehr differenzierbar als A — A~!, also unendlich oft. Fiir obige B
und alle ¢t € K mit [t] <1 gilt (A+tB)~" =37 A7 (=BA™!)"t" q.e.d.

Lemma 11.8. Seien X und Y normierte Vektorriume und f : U — V eine bijektive
Abbildung zwischen den offenen Teilmengen U C X und V C'Y. Wenn f bei xg € U
differenzierbar, f'(xo) in L(X,Y) invertierbar, und f=' bei yo = f(xo) stetig ist, dann

ist f~1 bei yo differenzierbar mit (f~1) (yo) = (f’(:l:o))_l = (f’(f‘l(yo)))_l.

Beweis: Sei xg € U wie im Lemma, 0 < e < 1 und § > 0 so gewahlt, dass

1£(2) = f (o) = F(x0) (@ —0)|| < &[[(F'(x0)) || -z —ao|| fiir alle = € B(xo,6) C U
gm;EsmgtWWQmXx—ansnf@»—fuwn+;uu%xw»‘1r*nx—xdhmddmmt
(£ @) ™ [ @) =@l = [[(F/(20) ™ |11 £ (o) (wo—2) | = g o —ol| > Z5=- [ —ao]-
Bei yp ist f~! stetig, und f[B(xg,d)] eine Umgebung von f(zo). Fiir x € B(zo,d) gilt

|2 — 20 — (f'(x0)) ' (F(x) = Flao))|| < || (' (o)) " [|-IF (o) (x — x0) — () + f(z0)]
<l —woll < 5= || (F (o)) 7|11 (@) = Flo)l-

Wege L bei f(xg) differenzierbar mit (=) (yo) = (f’(:co))_l. q.e.d.
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Satz 11.9. (Satz tiber die inverse Funktion) Seien X,Y Banachriume, f: U —'Y ei-
ne differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmenge U C X nachY . Wenn f' bei
xg € U invertierbar und stetig ist, dann gibt es offene Umgebungen V. C U und W C Y
von xy bzw. f(xg), so dass die Einschrinkung f|y : V. — Wbijektiv ist mit differen-

zierbarer Umkehrabbildung (f|v)_1 : W — V mit Ableitung y — (f’((f|v)_1(y)))_1.
Dabei ist (f|v)_1 auf V' genauso oft (stetig) differenzierbar wie f.

Beweis: Zuerst ersetzen wir f durch h o f o g mit folgenden Abbildungen
g:X_)X> ZE"—)I’—FZE'Q, h:Y_)X> y’_)(f,(l’()))_l(y_f(l’()))

Die Abbildungen g und h sind bijektiv und glatt und haben glatte Umkehrabbildungen.
Dadurch wird Y = X, g = 0 = f(x), und f'(z9) = Lx. Weil f’ stetig bei 0 ist, gibt es
ein § > 0, so dass | f/(z) — Lx|| < 5 fiir € B(0,6) C U gilt. Wegen Lemma [T.0l sind
diese f’(x) invertierbar. Wegen dem Schrankensatz ist fiir jedes y € X die Abbildung

F,:B(0,0) = B(y,5), == y+z— f(z)
lipschitzstetige mit Lipschitzkonstante 1. Dann gilt auch fiir alle z € B(0,0)
15y (@) = yll = [|1Fy(x) = F,(0)]| = 3ll= - 0O < 5.

Wenn y in B (O ) liegt, dann liegt B (y, 2) in B(0,0). Also definiert F, eine Abbildung
von B(0, §) auf sich selbst. Wegen dem Banachschen Fixpunktsatz hat F, auf B(0, ) fiir
jedes y € B(0, ) genau einen Fixpunkt in B (y, ). Weil x genau dann ein Fixpunkt von
F, ist, wenn f ( ) =y ist, glbt es fiiralley € B (O 8 auf B(0,4) genau eine Losung von
f( ) =y. Sei also W = B( )y und V= fHW) ﬁ B(0,9). Dann sind W, sein Urbild
f7HW] unter der stetigen Abbildung f und V offen und flv: V=W bijektiv Weil
Fy auf B(0,9) lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante =, gilt fir alle z, 2" € B(0,0)

|z — 2| = || Fo(x) — Fo(a') + f(z) — f@)I| < 3lle — 2| + 1 f (=) — f(2)]],
oder auch ||z — 2’| < 2||f(x) — f(2")]|.

Also ist ( f\v)_l lipschitzstetig und mit Lemma [T.§ differenzierbar, weil (f’ (x))_1 fiir

x € V existieren. Die letzte Aussage folgt aus Korollar 1.7 und Satz [[0.4 (iii). q.e.d.

Beispiel 11.10. Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kann nicht abge-
schwdicht werden zu einfacher Differenzierbarkeit. Die Funktion f : R — R, z+— f(z)

fiir x =0, fiir x = 0.

1
2

f(x>:{0—l-x sin(2)  fiir x # 0, f,(x):{%jLQ:zsin()—cos(l) fir x # 0,

ist differenzierbar mit f'(0) = 3. Aber f ist in keiner Umgebung der 0 injektiv.
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Korollar 11.11. (Satz tber die implizite Funktion) Seien X undY Banachriume, U
eine offene Teilmenge von X XY und f : U =Y differenzierbar. Wenn [’ in (xq,yo) €
U stetig und g—g(xo,yo) in L(Y') invertierbar ist, dann gibt es offene Umgebungen V
von zg in X, W von f(xo,y0) inY und O von (xo,y0) in U und eine differenzierbare
Funktion g : V. x W — Y, so dass f~'[{z}] N O = Graph(g(-, 2)) fiir alle z € W gilt:

{(z,y) € O] f(z,y) = 2} ={(2,9(x,2)) [z €V} fiir alle z € W.
Beweis: Die Ableitung der Abbildung F': U — X x Y, (x,y) — (z, f(z,y))) ist

Fl(z,y) : X XY = X x Y, (v, w) (U’ 8f(af;,y)er 8féxy,y)w)

Wenn %Z’y) in £(Y) invertierbar ist, dann ist der inverse Operator gegeben durch

(F'(z,y)) " X xY - X xY, (v,w)— <U, (%Iy’y))_l (w - %0)

Wegen Satz [[0.11] erfiillt F' in (xg,yo) die Voraussetzungen des Satzes iiber die inverse
Funktion. Deshalb gibt es Umgebungen V' von xy in X, W von f(xq, ) in W und O von
(zo,yo) in U, so dass die Abbildung O — V x W, (z,y) — (z, f(x,y)) bijektiv ist und
eine Umkehrabbildung besitzt. Diese Umkehrabbildung muss aber wegen der Gestalt
von F' von der Form V. xW — O, (z,y) — (x, g(x,y)) sein, mit einer differenzierbaren
Funktion g : V x W — Y. Insbesondere sind fiir alle z € W alle Losungen (x,y) € O
von f(z,y) =z im Graphen von g : V — Y, x — ¢(z, z) enthalten. q.e.d.

Definition 11.12 (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge A C R™ heiffit Unterman-
nigfaltigkeit, wenn bei jedem x € A eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R™
auf einer in R™ offen Menge existiert, so dass f'(x) surjektiv und f~'[{0}]=ANU ist.

Nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten erfiillt f bei z € A als Funktion
auf U C R"™™ x R™ die Vorraussetzungen des Satzes der impliziten Funktion. Also gilt
lokal A = Graph(g) fiir eine Funktion g : V' — R™ auf einer offenen Menge V' C R"™™.

Beispiel 11.13. (i) Hohenlinien: Sei f : R? — R eine stetig differenzierbare Funkti-
on, die z.B. in Abhdngigkeit von Ldngen- und Breitengraden die Héhe tiber dem Mee-
resspiegel beschreibt. Wenn die partielle Ableitung g—fj in einem Punkt (zo,yo) € R nicht
verschwindet, dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion

g: (o — €20 +¢€) x (f(zo,y0) — 6, f(z0,%0) +6) = R,
so dass fir z € (f(xo,y0) — 6, f(z0,y0) + 0) die Hohenlinien zur Héhe z der Graph

{z,9(x,2)) |z € (xg — €, 20+ €)} wvon (rg—€,z0+€) =R, x> g(x,2)
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ist. Fir festes z zeigt also der Vektor (1, %(l’, 2)) in Richtung der Hdéhenlinie durch

(x,9(x, 2)) und steht senkrecht auf dem Gradienten von f bei (z,g(z,2)).

(ii) Hyperflichen: Sei f : R" — R eine stetig differenzierbare Funktion, deren Ablei-
tung in eimem Punkt xo nicht verschwindet. Dann verschwindet auch mindestens eine
partielle Ableitung nicht. Nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten, konnen
wir 8%(%) # 0 annehmen. Seiyy € R"™1 der Vektor der ersten n—1 Koordinaten von
xo. Dann lassen sich fiir z € (f(xo) — 0, f(xo) + 0) lokal die Niveaumengen f~'[{z}]
durch den Graphen einer Funktion g : B(yo, €) X (f(xo) — 0, f(xo) +0) — R beschreiben
als {(y,9(y,2)) | y € B(yo,€)}, also durch y € B(yo, ¢) C R"™! parametrisiert. Fiir alle

(y,z) in dieser Umgebung von (yo, f(xo)) ist das Bild der partiellen Ableitungen

dg(y, z)

5 € LRI R x LR R) ~ LR, R"! x R)
Y

]]_Rn X

der Kern von f'(y,g(y, 2)) € LIR™ R), der Tangentialraum an die Niveauflichen heifst.

Definition 11.14. Eine unendlich oft (stetig) differenzierbare bijektive Abbildung mit
unendlich oft (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung heifst Diffeomorphismus.

Beispiel 11.15. Polarkoordinaten Die Abbildung
(0,00) X R/27Z = B2\ {(0,0)},  (r,0) = (r cos i, sin o)

heifit Polarkoordinaten von R2. Offenbar ist diese Abbildung unendlich oft stetig diffe-
renzierbar. Die Umkehrabbildung ist dann gegeben durch

(x,y) — (r,p) mit r=+/22+y*> und

_ Jarccos (%) fiir y >0 mod 2 | arcsin (%) firxz >0
LA arccos (%) firy<0 T — arcsin (%) fiir x < 0.

Also ist diese Abbildung ein Diffeomorphismus von (0, 00) x R/27Z nach R?*\ {(0,0)}.
Hier beschreibt R/2n7Z den Raum aller Aquivalenzklassen von R, wobei

r~YySx—y € 2n.

Dieser Raum ist offenbar lokal diffeomorph zu R, weil in jedem Intervall dessen Linge
kleiner ist als 2, verschiedene Elemente verschiedene Aquivalenzklassen reprisentie-
ren. Deshalb sind die Einschrinkungen der Abbildung R — R/277Z auf beliebige offene
Intervalle mit Lingen micht gofler als 2w, die jedes Element auf die entsprechende
Aquivalenzklasse abbilden, Diffeomorphismen.
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11.3 Lagrangemultiplikatoren

Ziel dieses Abschnittes ist es die lokalen Extremwerte von Funktionen auf solchen Teil-
mengen eines normierten Vektorraumes X zu bestimmen, die die Nullstellen von end-
lich vielen reellen diffenzierbaren Funktionen bilden. Wir sprechen dann von Zwangs-
bedingungen, wegen denen nur die Punkte in diesen Nullstellenmengen in Betracht
kommen. Diese Situation ist recht allgemein und kommt in vielen Anwendungen der
Wirtschaftswissenschaften vor. Dieses Verfahren ist die Grundlage fiir die nichtlinea-
re Optimierung, in der man nach Extremwerten auf Teilmengen eines Banachraumes
sucht. Darauf aufbauend wird in der konvexen Analysis nach Bedingungen gesucht, die
die Existenz und Eindeutigkeit von solchen Extremwertproblemen garantieren.

Definition 11.16. Sei U C X eine offene Teilmenge eines normierten Vektorraumes
X und g = (g1,---,9m) : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion von U nach
R™. Fiir jedes o € U definiert A = g7 '[{g(z0)}] = {z € U | g(z) = g(zo)} eine
abgeschlossene Teilmenge A von U auf der die reellen Funktionen g1, ..., g, konstant
sind. Wir nennen solche Mengen Niveaumengen zu den Zwangsbedingungen gi, . .., Gm.

Definition 11.17. Die Niveaumenge A heif§t in einem Punkt o € A stetig differen-
zierbar (glatt), wenn es eine offene Umgebung U C X won xy und einen stetig diffe-
renzierbaren (glatten) Homdéomorphismus ® von einer offenen Teilmenge O des Kerns
Y ={x e X|g(x)(x) =0} nach ANU gibt, so dass ®' (P~ (xg)) in L(Y) inveriert-
bar ist. Ein solcher Punkt xo heifit kritischer Punkt der Einschrinkung f|anvy einer
differenzierbaren Funktion f : U — R auf die Niveaumenge, falls (fo®) (®~1(xq)) = 0.

Aufgrund der Definition ist ein Punkt xq € U, an dem die Niveaumenge A stetig
differenzierbar ist, hochstens dann ein lokaler Extremwert der Einschrinkung f|4 einer
differenzierbaren Funktion f : U — R, wenn er ein kritischer Punkt im Sinne dieser
Definition ist. Deshalb kommen als die lokalen Extremwerte von f|4 neben diesen
kritischen Punkten nur solche Punkte in Betracht, an denen die Niveaumenge nicht
stetig differenzierbar ist. Sie werden Singularitdten genannt. Im folgenden werden also
einerseits diese kritischen Punkte und andereseits die Singularititen charakterisiert.

Lemma 11.18. Sei X ein Banachraum, U C X offen und seien g : U — R™ und in
xo € U die Niveaumenge A = g~ [{g(z0)}] stetig differenzierbar. Fiir r = dim g'(z¢)[X]
gibt es 1 < [y <ly < ... <l. <m und eine offene Umgebung V C U von xy so dass
die Ableitung von g = (gi,, ..., qi,.) bei allen x € V surjektiv ist und g~ [{g(zo) NV =
ANV gilt. Insbesondere ist ANV eine Untermannigfaltigkeit von V.

Beweis: Wir wihlen induktiv Indizes 1 <y < ... <,, so dass Vg, (z0), ..., Vg (zo)
linear unabhéngig sind und Vg (xg), ..., Vgn(z) aufspannen. Dann stimmt der Kern
von §'(xp) mit dem Kern Y von ¢'(xg) iiberein, und g(x)" ist surjektiv und bildet
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geeignete zq,...,z € X auf die Standardbasis von R” ab. Aufgrund der Wahl von
21, ..., 2 erfilllt fiir alle 7 = 1,...,r die erste Komponente der Abbildung

I'—><SL’—ZQZ$0 zl,ZgZIO )

die Gleichung g (zo)(z — >i_; §'(z0)(2)z) = §j(zo)(z) — §j(xo)(x) = 0. Also liegt
sie im Kern von g/(zg), der gleich Y ist. Dann ist diese Abbildung in £(X,Y X Z)
die inverse von der Abbildung (y,z) — y + 2z in L(Y x Z, X). Thre Verkettung mit g
erfiillt an dem Punkt (yo, z0) € Y x Z, der auf xy abgebildet wird, die Voraussetzungen
des Satzes der impliziten Funktion. Also gibt es eine Umgebung V' C X von z, eine
Umgebung W C Y von gy und eine stetig differenzierbare Abbildung ¥ : W — Z, so
dass g7'[{g(wo)}] NV gleich dem Bild von W unter W — X, y — y + ¥(y) ist.

WEeil A in z stetig differenzierbar ist, gibt es einen stetig differenzierbaren Homdoo-
morphismus ® von einer offene Teilmenge O von Y auf eine in A offene Umgebung
P®[O] von zo. Wegen A = g '[{g(z0)}] C g7 [{d(x0)}] liegt ®[O] NV im Graphen von
. Also ist @ auf ®~[®[O] N V] gleich der Verkettung von ® mit der obigen ersten
Komponente der inversen Abbildung von (y, z) — y + z und von y — y + ¥(y). Weil
'(®~!(xp)) ein Isomorphismus nach Y ist, ist wegen dem Satz der inversen Funktion
die stetig differenzierbare Verkettung von ® mit dieser ersten Komponente auf einer
Umgebung von ®~!(zy) ein Hodomorphismus. Insbesondere bildet y +— y + ¥(y) eine
Umgebung von 1, bijektiv auf eine Umgebung von xg in A ab. Also kénnen die offenen
Umgebungen W von yy und V' von xg so verkleinert werden, dass y — y + V(y) eine
Homgdomorphismus von W auf die Untermannigfaltigkeit g—'[{g(zo)}]NV = ANV von
V ist. Das zeigt die Aussage. q.e.d.

Satz 11.19. Sei f : U — R eine differenzierbare und g : U — R™ eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U eines normierten Vektorraumes
X und die Niveaumenge A = g~ '[{g(x0)}] bei xg € U stetig differenzierbar. Dann ist
xo genau dann ein kritischer Punkt von der Einschrinkung f|a von f auf A, wenn es
reelle Zahlen Ay, ..., Ay gibt, so dass f'(zo) = Agi(xo) + ... + Angl,(z0) gilt.

Definition 11.20. Die Zahlen Ay, ..., A\, heiffen Lagrangemultiplikatoren.

Beweis: Ein Punkt x5 € U ist genau dann ein kritischer Punkt, wenn ®~!(z) ein
kritischer Punkt von f o ® : O — R ist. Hierbei ist ® : O — U eine bijektive stetig
differenzierbare Abbildung, und die Ableitung ®'(®~(x¢)) bei ®~*(x¢) ist eine bijektive
Abbildung auf den Kern von ¢'(zg). Das ist fiquivalent dazu, dass f’(z¢)®' (7! (z0))
verschwindet, oder dazu, dass f’(zo) auf dem Bild von &'(®~ (SL’O)), also auf dem Kern
Y={zxeX | g'(xg)(x) = 0} von ¢'(zg) verschwindet.

Sei R die Dimension vom Bild von ¢'(zy) in R™. Fiir alle r = 1,..., R gibt es
dann einen kleinsten Index I, > [,_;, so dass (gi(20),...,9; (z0)) den Rang r hat
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und damit auch (g, (zo),..., 9, (o). Dann ist §'(z0) = (g, (20),---,9;,(0)) eine
surjektive Abbildung nach R deren Kern gleich Y ist. Sie bildet geeignet gewdihl-
te Vektoren z,...,zz € X auf die Standardbasis ey, ...,eg von R¥ ab. Dann liegt
x-S g, (z0) ()2, fiir alle x € X in Y. Wenn /(o) auf Y verschwindet gilt also

fllwo)(@) =) Mgl (wo)(x) firalle z€X mit A = f(2)(z).

Umgekehrt verschwindet A1 gj(xo)+ ...+ Angl, (o) fiir (A1, ..., ) € R™ auf Y.q.e.d.

Lemma 11.21. Seig: U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung auf einer offenen
Menge U eines normierten Vektorraumes X. Dann ist fir alle r € Ny die Menge
{z € U | dim(¢'(x)[X]) > r} entweder leer oder offen.

Beweis: Sei 2y € {z € U | dim(¢'(z)[X]) > r}. Dann gibt es Indizes 1 < |} < ... <
I, < m, so dass (g;,(20),---,9; (o)) eine surjektive Abbildung nach R" ist. Sie bildet
geeignet gewahlte Elemente zq,...,z. € X auf die Standardbasis eq,...,e, von R"
ab. Weil g stetig differenzierbar ist, sind die Funktionen x ~ g (7)(z;) auf U stetig.
Deshalb ist die Teilmenge von {z € U | dim(¢'(x)[X]) > r}, auf der die Determinante
der r x r Matrix (g; (2)(2j))1<ij<r nicht verschwindet, offen. q.e.d.

Typischerweise werden die Zwangsbedingungen glatte Funktionen sein. Aber selbst
dann sind die Niveaumengen nicht immer glatt.

Satz 11.22. (Rangsatz) Fiir eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — R™ auf
einer offenen Menge U eines Banachraumes X ist die Niveaumenge A = g~ '[{g(xo)}]
in allen lokalen Mazxima xo von der Funktion x — dim(g'(x)[X]) stetig differenzierbar.

Beweis: Wenn ¢'(xg) € L(X,R™) surjektiv ist, dann gibt es Elemente 21, ..., 2, € X,
die durch ¢'(z¢) auf die Standardbasis ey, . .., e, von R™ abgebildet werden. Sei Z der

von zi,. .., zy aufgespannte Unterraum von X, und Y der Kern von ¢'(xg). Fiir alle
x € X gilt ¢'(xo)(x — g4 (x0)(x)z1 — ... — g, (%0)(x)2,) = 0. Deshalb ist die Abbildung
I mit x — (v — g1 (zo)(x)z1 — ... — g0, (0) (%) 2, g1 (x0) ()21 + ... + g}, (0)(2) 2 ein

linearer stetiger Isomorphismus von X nach Y x Z der, U auf eine offene Teilmenge
von O C Y x Z abbildet. Dann ist g o I~} stetig differenzierbare Abbildung von O
nach R™, deren partielle Ableitung nach der zweiten Koordinate Z isomorph auf R™
abbildet. Die Aussage folgt aus dem Satz iiber die implizite Funktion.

Wenn die Dimension dim(g’(x)[X]) bei x¢ gleich » und auf einer Umgebung nicht
grofer als r ist, dann gibt es Indizes 1 < [} < ly... < [, < m, so dass die linearen
Abbildungen g; (7o), ..., g; (¥o) der Komponenten von g(x) = (g;, (), ..., g, (x)) bei
& = xo linear unabhiingig sind. Dann ist die Niveaumenge A = § ' [{j(z0)}] bei o
stetig differenzierbar. Wegen Lemma IT.21] sind g; (z),...,g; (v) auf einer Umgebung
von g linear unabhéngig. Weil dim(¢'(z)[X]) auf einer Umgebung von xy nicht grofer
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als r ist, stimmen auf einer Umgebung von z, die Kerne von ¢'(z) und §'(z) iiberein.
Wegen SatzIT19 verschwindet in dieser Umgebung ¢/(z) auf der Niveaumenge A, und
diese Niveaumenge A stimmt in dieser Umgebung mit der von g iiberein. q.e.d.

Weil die Funktion dim(g’(x)[X]) nur die endlich vielen Werte 0,...,m annehmen
kann, gibt es in jeder offenen Menge U ein lokales Maximum. Die Menge aller solcher
lokalen Maxima ist wegen Lemma [[T.2]] sogar offen und dicht in U. Mit Hilfe von dem
Lemma [[T1.2T] und dem Rangsatz konnen wir die Singularititen der Niveaumengen von
stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : U — R™ dadurch bestimmen, dass wir

(i) wie im Beweis des Rangsatzes maximal viele Komponenten g von g auswéhlen,
deren Ableitungen ¢'(z) an mdoglichst vielen Punkten surjektiv sind,

(ii) und dann die Punkte bestimmen, an denen diese Ableitung nicht surjektiv sind.
Das sind die Nullstellen der Determinante aus dem Beweis von Lemma [I1.2]1

Zum Abschluss formulieren wir folgende Umkehrung vom Lemma [IT.18& Wenn es
1 <l < ... <l <mfirr = dimg(xg)[X] gibt, so dass die Ableitung von
g = (9u---q,) bei zo surjektiv ist, und g~ [{g(zo)}] NV = g~ [{g(w0)}] NV gilt,
dann folgt aus dem Rangsatz und dem Satz der impliziten Funktion, dass die Ni-
veaumenge g '[{g(x0)}] in zo stetig differenzierbar ist. Allerdings gilt nicht, dass eine
Niveaumenge in allen den Punkten stetig differezierbar ist, in denen Sie eine Unterman-
nigfaltigkeit ist. So besteht z.B. die Niveaumenge ¢~*[{0}] von g : R — R,z + 22 nur
aus dem Punkt z = 0 und ist deshalb eine Untermannigfaltigkeit. Weil aber der Kern
von ¢'(0) gleich R? ist, ist = 0 eine Singularitit. Wir kénnen das so zusammenfas-
sen, dass die Frage, ob eine Niveaumenge in einem Punkt z( eine Singularitéat hat oder
nicht, nicht nur von der Niveaumenge durch zy abhéngt, sondern auch von der entspre-
chenden Familie von Niveaumengen durch die Punkte in einer Umgebung von zy. So
stimmt z.B. die Niveaumenge ¢g~*[{0}] mit der Niveaumenge (¢*)~'[{0}] iiberein. We-
gen V(g%) = 2gVyg, besteht die zweite Niveaumenge nur aus Singularitiiten, wihrend
die erste natiirlich auch gar keine Singularititen haben kann. Andereseits stimmen fiir
d'(zg) # 0 lokal bei x = zy die Niveaumengen ¢~ '[{g(z)}] und (¢*)~'[{g*(z)}] genau
dann {iberein, wenn g(zg) # 0 gilt. Deshalb hingt die Frage, ob eine Niveaumenge an
einer Stelle xy eine Singularitét hat oder nicht, davon ab, wie die Niveaumengen in
einer Umgebung von z, aussehen.

Beispiel 11.23. (i) g:R* =R, (x,9)— g(z,y) = 2® +1°.

Der Gradient Vg(x,y) = (2x,2y) von g verschwindet nur bei (z,y) = 0. Also sind alle
Niveaumengen g(x,y) = go mit go # ¢g(0,0) = 0 glatte 1-dimensionale Teilmengen von
R2. Es sind jeweils die Kreise mit Radius V90 um den Nullpunkt. Fiir go = 0 besteht

die Niveaumenge nur aus {0}. Der Nullpunkt ist eine Singularitit der Niveaumenge.

(ii) g:R* =R, (z,y)— g(z,y) =2"—y*

Der Gradient Vg(z,y) = (2x,—2y) verschwindet wieder nur bei (x,y) = (0,0). Also
sind alle Niveaumengen g(x,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
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Teilmengen von R%. Es sind jewils zwei Hyperebenen. Die Niveaumenge g(x,y) = x? —
y? = (z —y)(z +y) =0 besteht aber aus zwei Geraden y = x und y = —x, die sich im
Nullpunkt schneiden. Diese Niveaumenge hat also im Nullpunkt eine Singularitit, weil
sich dort zwei glatte Teilmengen schneiden. Man spricht von einem Doppelpunkt.

(iii) g:R? =R, (2,9) g(z,y) =19° — 2>

Der Gradient Vg(x,y) = (=32, 2y) verschwindet wieder nur im Nullpunkt. Also sind
wieder alle Niveaumengen g(x,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R2. Die Niveaumenge g(x,y) = y?> — 23 = 0 besteht aus zwei Losungen
y = 423 mit x > 0, die sich bei (z,7y) = 0 einer gemeinsamen Halbgeraden parallel zu
der x-Achse anndhern. Man nennt deshalb die Singularitdt im Nullpunkt eine Spitze.

Satz 11.24% (Whitney) Jede nicht leere abgschlossene Teilmenge A C R™ ist die Null-
stellenmenge einer glatten Funktion auf R™.

Beweis*: Sei A C R" eine nicht leere abgeschlossene Menge. Dann besitzt Q" N O
mit O = R™ \ A eine Abzdhlung durch eine Folge (z,)nen. Fiir jedes n € N ist
B(x,,r,) = U{T’>O\B(x,r)CO} B(xz,r) eine Teilmenge von O. Also ist die Vereinigung
aller Bélle (B(x,, ) )nen eine offene Teilmenge von O. Jeder Punkt z € O ist in einem
Ball B(z,r) C O enthalten, und in B(z, %) ist ein x, enthalten mit r,, > 7. Daraus
folgt © € B(xy,r,) und die Vereinigung der Bélle (B(zy,, ry))nen ist O. Die Funktion

bR = [0, 00), . exp(gc2 o) fir ||| <1
0 fir ||z]] > 1

ist unendlich oft stetig differenzierbar, und fiir alle n € Ny sind alle partiellen Ableitun-
gen hochstens n-ter Ordnung beschréinkt durch ein C,, > 0. Alle partiellen Ableitungen
hochstens n-ter Ordnung von v, (z) = Cln(mm{1 T”})”w(x_x") sind beschriankt durch
27", Fiir jedes Monom D in ai 8 folgt aus Satz B.38 induktiv im Grad von D,
dass die Summe der partiellen Ableltungen (>~ Dty )nen auf ganz R™ gleichméBig gegen
die entsprechende partielle Ableitung Df von f =) _\ 1, konvergiert. Deshalb ist f
glatt und die Nullstellenmenge von f ist gleich A. q.e.d.

Beispiel 11.25. (i) Die sogenannte Cantormenge ist definiert als das Komplement
A =10,1]\ I folgender offenen Teilmenge von [0, 1]:

=U U <—+Z Z) 5HVGEHUE
=1

neNo  (21,20)€{0,1}

)...

©loo

Sie ist offenbar eine abgeschlossene Teilmenge von [0, 1] und wegen dem Satz von Whit-
ney die Niveaumenge einer glatten reellen Funktion f auf R. Weil in jeder Umgebung
von jedem Punkt von A sowohl Elemente von A als auch Elemente von I enthalten sind,
verschwinden alle Ableitungen von f auf A. Alle Punkte von A sind Singularitdten.
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(ii) Der Sierpinski Teppisch ist definiert als das Komplement A = [0,1]*\ I folgender
offenen Teilmenge von [0, 1]2:

neNg \ (z1,...,2n)€{0,1,2}"
2
=(53)'U(63HVGEHUES) U

Die Menge I ist eine Teilmenge von dem kartesischen Produkt des Komplementes
der Cantormenge in (i) mit sich selber. Wenn also x oder y zu der Cantormenge
gehoren, dann sind {z} x [0,1] und [0,1] x {y} Teilmengen von A. Deshalb ist A zu-
sammenhdngend. Wegen dem Satz von Whitney ist A die Nullstellenmenge einer glatten
Funktion of R%. Wieder enthiilt jede Umgebung von jedem Punkt von A sowohl Elemen-
te von A als auch Elemente von I, so dass alle Ableitungen von f auf A verschwinden.
Alle Punkte von A sind Singularititen.



