Kapitel 10

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

10.1 Ableitungen von f: X — Y

Definition 10.1. (Ableitung) Seien X undY normierte Vektorriume. Eine Abbildung
f von einer offenen Menge U C X nachY heifst im Punkt xq € U differenzierbar, wenn
es ein A € L(X,Y) gibt, so dass die folgende Abbildung in x stetig ist:

ILf ()= f (o) —A(z—z0) | .
U—R, zo fo—zo] fiir x # o
0 fiir x = x.

A heifit Ableitung von f bei xy und wird mit f'(zg) oder %(wo) bezeichnet. Wenn
A und B beide diese Bedingung erfiillen, dann gibt es fiir alle € > 0 ein § > 0 mit

[A=B)e—a0)| < Wfe)=fm)=Aw—a)] | [f@)=FE0)-Ba=al < 9¢ fiiy alle 7 € Blwo,5)\{0}.

llz—zoll llz—zol llz—zoll

Also ist A = B und damit die Ableitung, wenn sie existiert, eindeutig.
Satz 10.2. Sei f: U C X — Y in xo € U differenzierbar. Dann ist f in xy stetig.

Beweis: Wegen f(z) — f(xo) = A(x — o) + (f(z) — f(xo) — A(x — x0)) folgt aus der
Differenzierbarkeit von f in xg, dass es ein § > 0 gibt, so dass ||f(z) — f(zo)|| <
(IIA]] + )|z — xol| gilt fiir alle ||z — || < . Dann ist f in xy auch stetig. q.e.d.

1/ () = f (o)

[ = ol

Beispiel 10.3. (i) Sei f konstant. Dann ist
Also ist f differenzierbar mit f'(xq) = 0.

=0 firzx # x.
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If () = flwo) = fle —wo)ll _

[l = o

(ii) Fir f € L(X,Y) und x # xy € X gilt

Also ist f in xo differenzierbar und f'(zq) = f.

(iii) Die AbbildungY — L(R,Y), 1y Multiplikation mit y besitzt offenbar die Um-
kehrabbildung L(R,Y) =Y, A A(1) und ist ein isometrischer Isomorphismus von
normierten Vektorrdumen. Deshalb kénnen wir die Ableitungen von differenzierbaren
Funktionen f : (a,b) — Y auf offenen Intervallen (a,b) C R mit Abbildungen nach 'Y
identifizieren, die wir auch mit f': (a,b) = Y, x — f'(x) bezeichnen. Fiir x # xq gilt

1/ (x) = flwo) = f'(wo) (@ — o)l || f(x) = Flwo) £ (z0)

|l — x| x — X
Deshalb ist f als Funktion von der Teilmenge (a,b) des normierten Vektorrraumes R
in den normierten Vektorraum R genau dann in xq differenzierbar, wenn f als reelle
Funktion in xo im Sinne von Definition[7.1| differenzierbar ist.

Satz 10.4. (i) Seien f,g: U C X — Y in xy € U differenzierbar. Dann sind f + g
und X\ - f fir alle A € K in xy differenzierbar und es gilt
(f +9)(z0) = f'(w0) + g'(w0)  bzw.  (Af)'(z0) = Af'(20).

(ii) Seien f,g : U C X — Y in xo differenzierbar und Y eine normierte Algebra.
Dann ist f - g in xy differenzierbar und es gilt (Leibnizregel)

(f-9)(x0) = f'(x0) - g(wo) + f(wo) - ¢'(x0)  mit
(f'(w0) - g(w0))(x) = f'(z0)(2) - g(w0) und (f(zo) - g'(z0))(x) = f(20) - g'(w0)(x).

(iii) Seien f:UC X =Y inxg€Uundg:V CY — Z in f(xg) € V differenzierbar
mit f{U] C V. Dann ist go f im Punkt xo differenzierbar mit

(g0 f)(z0) = g'(f(z0)) o f'(x0)-
Beweis: (i) Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir z #

1/ () + g(z) = f(wo) — g(x0) = f'(x0)(x — x0) — ¢'(x0) (& — o) |

[l = o]
< =) - f(xﬁzc: i’(’To)(fE — o)l llg(z) = g(ﬂfﬁ)x:i’(ﬁo)(x — o)l

(ii) Weil in einer normierten Algebra ||AB|| < [|A] - || B]| gilt, folgt fiir  # xg
1f(x) - g(x) — f(xo) - g(2o) = ['(20)(x — 20)g(w0) — f(20)g'(20)(x — 20)]]

[ = ol

< (@) = flzg) = f(@o) —20)| lg@)| + 1/ @)l - lg(z) = g(zo)||+

||95 - =To||
gLl =gl = o)t - )
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Weil g in xq stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass ||g(z) — g(xo)|| < € bzw.
llg(x)]| < |lg(xo)|| + € aus ||z — xo|| < 0 folgt. Das zeigt (ii).

_ g / _
() Avs Sty LB ol fir o o 160 20)(2) = (9 D)) = () o) = )|

[l = o]
< M9(f(2)) = g(f(20)) = g'(f(x0))(f(x) = f(wo))ll [If(x) = f(zo)l]
N 1f () = f (o)l [l = o
L g’ (f(z0))(f(2) —Hf(xo) ﬂ f'(xo)(x = mo))|

< lg(f(2)) = g(f(x0)) = g'(f(20))(f(2) = f(o))]
- 1f () = f (o)
: <||f’(xo)|| L @) — f(SC'T:)E:J;O(on)(CU - xo)!l)
|| 1f (@) = f(=o) = f'(wo)(x — z0)) ||

[l = o]

+119'(f (o))

Ersetze hierbei fiir y = f(z) = f(z0) die beiden Differenzenquotienten von g wie in der
Definition von ¢'(f(zo)) durch Null. Aus Satz [[0.21 und Korollar 0.32] folgt (iii). q.e.d.

10.2 Schrankensatz

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Schrankensatz auf differenzierbare Ab-
bildungen zwischen normierten Vektorrdumen.

Lemma 10.5. Seien f eine stetige Abbildung von einem kompakten Intervall [a, b] mit
a < b in einen normierten Vektorraum Y und ¢ eine stetige reelle Funktion auf [a, b].

Wenn im Komplement einer abzihlbaren Teilmenge von (a,b) sowohl f als auch ¢
differenzierbar sind und dort || f'|| < ¢’ gilt, dann gilt auch || f(b) — f(a)|] < ¢(b) —d(a).

Beweis: Sei (2,,)nen eine Abzidhlung der Punkte in [a, b], an denen entweder f oder ¢
nicht differenzierbar ist oder || f'|| > ¢'. Fiir € > 0 sei A, C [a, b] die folgende Menge:

Ac={z e fab]]If(2) = (@) < 6(x) = 6(a) + elw —a) + ¢ 3 27},

Wir zeigen mit kontinuierlicher Induktion b € A.. In A, D {a} konvergiert eine Folge
(Ym )men gegen y = sup A. < b. Wegen der Stetigkeit von f und ¢ gilt y € A.:

1) = f(@)ll = lim |[f(ym) = f@l < lim ($(ym) = d(a) + e(ym —a)) +e Yy 27"

Tn<yY

=o(y) —pla) +e(y—a)+e Y 27"

Tn <y
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Um y = b zu zeigen, schliefen wir y < b aus. Wenn f und ¢ in y < b differenzierbar
sind mit || f'(y)|| < ¢'(y), dann gilt fiir ein 0 < § < b —y und fur alle z € (y,y + 9)

O . ELU R L ORI
I£@) = S < 1F W =l + 17@) = F) = F@)a =)

<(IFWl+35) @@= < (d6) -5+ )@—y)
< (M= 4 Y o) = 6(0) — 000) + el )
Wenn andernfalls y = xy < b fiir ein N € N ist, dann gibt es ein 0 < § < b—y, so dass

1f(2) = F)ll = (éx) = 6(y)) < e27™
fiir alle x € (y,y + 9) gilt. In beiden Féllen gilt dann fiir die jeweiligen = € (y,y + 0)

)
1f (@) = fa)l < |lf(x) = fFWIl + £ (y) — f(a)]
<o(x) = dy) +ex—y) + 2V +o(y) — dla) +e(y —a) +€ »_ 27"
< o(x) —pla) +e(x —a) +e Z 27", oy

Tn<T
Daraus wiirde (y, y+9) C A, im Widerspruch zu y = sup A, folgen. Also gilt y = b € A..
Weil das fiir alle € > 0 gilt, folgt fiir € | 0 auch || f(b) — f(a)|| < ¢(b) — ¢(a). q.e.d.

Korollar 10.6. (Schrankensatz) Sei f eine stetige Abbildung von einer offenen Teil-
menge U des normierten Vektorraumes X in den normierten Vektorraum Y. Wenn f
im Komplement einer abzihlbaren Teilmenge S von D = {(1—t)a+tb |t € [0,1]} C U
differenzierbar ist mit a,b € U, und die Ableitung auf D \ S beschrinkt ist, dann gilt

17 (0) = fla)| < [|b— al| sup{[| f"(z)]| | x € D\ S} und
1£(0) = fla) = A(b = a)|| < [|b— al[ sup{[[f'(z) — All | = € D\ S} fir Ae L(X,Y).

Auf konvexen Mengen ist jede obere Schranke an ||f'|| eine Lipschitzkonstante von f.

Beweis: Die Abbildung z : R — X, ¢t — z(t) = (t — D)a+tb = a + t(b — a) ist
wegen Beispiel ()-(ii) und Satz [[0.4 (i) diffferenzierbar mit 2/(t) : s — s(b — a)
als Element von £(R, X)) bzw. mithilfe von Beispiel [0.3] (iii) mit 2/(t) = (b —a) € X.
Wegen Satz [[0.4] (iii) ist dann auch die Abbildung ¢ — f(z(¢)) bei den ¢ € [0,1]
differenzierbar, fiir die f bei z(t) € U differenzierbar ist, mit der Ableitung (f ox)'(t) :
s — sf'(xz(t))(b—a) bzw. mithilfe von Beispiel [0.3] (iii) (fox)'(t) = f'(x(t))(b—a) € Y.
Dann folgt die erste Behauptung aus Lemma mit den beiden Funktionen

fox:[0,1] =Y, t— f(x(t), ¢:[0,1] =R, t—t[|b—allsup{[|f'(x)| | x € D\ S}.

Die zweite Behauptung folgt aus diesem Lemma mit den beiden Funktionen

tis f(a(t) —tAb—a) €Y, tes t|b—al|sup{||f(x) — Al |z € D\ S} € R. qed.
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10.3 Partielle Ableitungen

Definition 10.7. Eine Abbildung f von einer offenen Teilmenge U eines normierten
Vektorraumes X in einen normierten Vektorraum Y heifit stetig differenzierbar, wenn

(i) f in allen xy € U differenzierbar ist, und
(i) die Abbildung f': U — L(X,Y), x> f'(x) stetig ist.

Wegen Beispiel I0.3 (iii) stimmt im Falle von X =Y = R diese Definition mit der
Definition von stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf Intervallen in R iiberein.

Definition 10.8. (partielle Ableitung) Sei f eine Funktion von einer offenen Teilmenge
U C Xy x Xy des kartesischen Produktes der normierten Vektorrdume X; und X5 in
den normierten Vektorraum Y . Dann heifst f im Punkt (x1,25) € U C X1 X Xy partiell
differenzierbar, falls die Abbildung x — f(x,xs) im Punkt x = x1, und die Abbildung
x — f(z1,x) im Punkt x = xo differenzierbar ist. Die Ableitungen heiflen partielle
Ableitungen an der Stelle (x1, x) und werden mit %(ml, x3) und %(xl, x9) bezeichnet.
Allgemeiner heift eine Abbildung von einer offenen Menge U C X1 X ... x X,, eines
n-fachen kartesischen Produktes von normierten Vektorrdumen in einen normierten
Vektorraum Y im Punkt (xy,...,x,) € U partiell differenzierbar, wenn firi=1,...,n
die Abbildungen x v— f(x1,...,2i1,%,Tiy1,...,Ty,) bei x = x; differenzierbar sind.

Die wichtigsten Beispiele sind reelle Funktionen auf offenen Teilmengen des R™. Fiir
jedes A € L(X; x X5,Y) sind die beiden folgenden Abbildungen stetig und linear

Al : X1 — Y; T, A((Il,())) und Ag : X2 — Y, Ty > A((O,Ig))
Weil fiir x € X \ {z1} mit (z,25) € U baw. x € Xy \ {22} mit (z1,2) € U
1f(z,29) = fw1,29) — A((w,22) — (w1, m2))[|  ||f(z,22) — f(21,22) — As(z — 21|

[(z, 29) — (21, z2) | B |z — 2|
1S (2, 2) — flan, 20) — A((21, @) — (@r, 22))|| [ (21, 2) — fla1, 22) — As(x — 25))
[(z1,2) = (21, 22) | |2 — 2]

gilt, folgt aus den Definitionen der folgende Satz:

Satz 10.9. Eine im Punkt (z1,x9) € U differenzierbar Funktion f von einer offenen
Teilmenge U C X1 X X5 des kartesischen Produktes zweier normierter Vektorrdiume in
einen normierten Vektorraum Y ist in (x1,x2) auch partiell differenzierbar.  q.e.d.

Beispiel 10.10. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht:

fiR =R (xy)H{xgizz fir (z,y) # 0

0 fir (z,y) =0

besitzt die partiellen Ableitungen
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dr |0 fir (z,y) =0 9y |0 fiir (z,y) =0

Fiir alle r € (0,00) und alle ¢ € R gilt f(rcos¢,rsin¢) = 2sin ¢ cos ¢ = sin(2¢), und
deshalb lim,_,o, f(rcos ¢, rsin¢) = sin(2¢). Also ist f im Punkt (x,y) = 0 nicht stetig.

Qj::{ﬂ?f——@ﬁﬁy fiir (z,y) # 0 Qi::{xﬁ@-—wﬁﬁp fiir (z,y) # 0

Aber es gilt folgende Umkehrung:

Satz 10.11. Seien X1, X5, Y normierte Vektorriume, U C X1 x X5 offen und f : U —
Y bei x = (x1,x9) € U partiell differenzierbar. Wenn eine der partiellen Ableitungen

af af
or U= £(X0Y)  oder oy U= £0GY)

auf U existiert und bei x stetig ist, dann ist f bei x differenzierbar. Also ist f genau
dann auf U stetig differenzierbar, wenn f auf U stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis: Wenn A; € £(X,,Y) und Ay € £(X5,Y), dann sind auch die Abbildungen
X1 xXo =Y, (x1,79) = Ai(x1) bzw. X1 xXo =Y, (21,72) = As(xs)
lineare und stetige Abbildungen in £(X; x X5,Y). Also ist
A+ Ay Xy x Xo =Y, (11,22) — Aq(x1) + Az(s)

eine stetige lineare Abbildung in £(X; x X5,Y"). Umgekehrt sind fiir jede stetige lineare
Abbildung A € L£(X; x X5,Y) die Abbildungen A; : X; — Y, 27 — A((21,0)) und
Ay Xo =Y, x5 — A((0,x29)) stetig und linear. Und es gilt

[A((z1, 22)) | = [[A((21,0)) + A0, 22)) | < [|A((z1, 0)[ + A0, z2))]-
Aufgrund der Definition der Norm von £(X; x X5,Y) folgt dann
[ Al < [[All [ Az < [[All [AI < [ Axll + [[A2]l < 2[|A]l.

Also ist ,C(Xl, Y) X ,C(XQ, Y) — £(X1 X XQ, Y), (Al, AQ) — A= Al + A2

eine bijektive Abbildung zwischen normierten Vektorrdumen und die beiden Normen

von L(X1,Y) x L(X5,Y) und £(X; x X,Y) sind beziiglich dieser Identifikation dqui-

valent. Daraus folgt, dass fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : U — Y, die

beiden partiellen Ableitungen % U — L(X1,Y) und g—:g; U — L(X5,Y) stetig sind.
Wenn umgekehrt f in (21, z2) partiell differenzierbar ist, dann folgt fiir (y1,y2) € U

8f(x1,x2) 8f(x1,x2)

Hf(yl,yz) — fz1,22) — T(yl — 1) — T(yz — 1)l <
< Hf(yl,yz) — f(z1,92) — W(yl — x|+
af(x17x2>

(y2 — x2)

8252
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Wenn 88—{1 auf U existiert und bei (x, zo) stetig ist, dann gibt es fiir € > 0 ein 6 > 0,

so dass
Af (y1, y2) _ Of (x1,w2)
0:)31 81’1
fir (y1,y2) € B((x1,x2),9) gilt. Auf x € B(x1,d—||ya—x2|]) <= ||(z,y2)—(z1,22)]| < 9
hat x — f(z, yg)—%;“)x die Ableitung 8féi’f/2) —6f(§21’x2). Fiir (y1,y2) € B((x1,22),0)
gilt dann wegen Korollar

af(xlv x2)

fyi,y2) — f(21,92) — O, (y1 — 1)

< €llyr — |

Well AL in (21, ,) existiert, gibt es auch ein & > 0, so dass fiir y, € B(x, ')

Hf(xlayz) — f(@1,22) — %ﬂi;x?)(w )

< €lly2 — x|

gilt. Dann folgt fir (y1,y2) € B((x1, x2), min{d, §'}) auch

1f (1, y2) = f (21, 22) — f (21, 22) (Y1, y2) — (21, 22)) || < €(llyr — 21| + |ly2 — 22])),

wobei f'(z1,22) = & (g;lmz) + o o 22) durch die partiellen Ableitungen gegeben ist. Also

ist f differenzierbar, und mit den partiellen Ableitungen stetig differenzierbar. q.e.d.

Durch mehrmaliges Anwenden erhalten wir dann auch die entsprechende Aussage
fiir Abbildungen von offenen Teilmengen U des n-fachen kartesischen Produktes von
normierten Vektorrdumen in einen normierten Vektorraum. Unsere wichtigsten Bei-
spiele sind wieder reelle Funktionen auf offenen Teilmengen des R™.

2ay ..
Beispiel 10.12. (i) FRI SR, (ny) e dmer S @y) #0
0 fir (z,y) = 0.
Of(wy) _ [HY) fir (wy) £0 0f(wy) _ [2SH fir (v,y) #0
Ox 0 fir (z,y) =0 dy 0 fir (x,y) =0

Fiiry =0 st % =0 und fiir x =0 st g—i =0, so dass diese partiellen Ableitungen fiir
alle (x,y) € R? existieren. Allerdings sind sie in keiner Umgbung von (z,y) = (0,0)
beschrankt, und deshalb auch nicht stetig. Wir hatten schon im Beispiel[I10.10 gesehen,
dass f bei (0,0) nicht stetig und deshalb auch nicht differenzierbar ist.

3 3
e ) 0
(ii) PR GR, (ny) e 4o T (z.9) 7
0 fir (z,y) =0.
Offenbar gilt | f(x,y)] < x‘gﬁ‘_yg + Lzﬂy <lz|+ |y|. Also ist f stetig.

A (224y?) (z2+y?)?
ox

8f B 322 (22 4y? )_2m2(x —y3) _ x(234-3zy% +2y°) f?iT’ (x’y) 75 0
1 fiir (x,y) =0
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2( 2402 233 313024943 .
of _ {—3y ( *@él@?% V) = s (—;giyz—)‘f ) fir (z,y) # 0
oy

—1 fiir (x,y) = 0.

Wegen % =1 und %Z’y) = —1 ist f partiell differenzierbar. In Beispiel[10.17) (iii)
werden wir sehen, dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist.

(iii) Alle Polynome in endlich vielen Variablen sind partiell unendlich oft stetig diffe-
renzierbar, und deshalb differenzierbar.

Definition 10.13. (Richtungsableitung) Fir eine Funktion f : U — Y wvon einer offe-
nen Teilmenge U eines normierten Vektorraumes X in einem normierten Vektorraum
Y ist die Richtungsableitung in xo € U in Richtung 1 € X die Ableitung bei t = 0 von

(—e,e) =Y, t— fxg+txy).
Wie in Beispiel [I0.3 (iii) identifizieren wir dabei L(R,Y') durch A — A(1) mit Y.

Beispiel 10.14. (i) Sei U C X offen und f : U — Y in xg € U differenzierbar. Fiir
x1 € X st die Abbildung v : R — X, t — x(t) = xo + tz; wegen Beispiel 103 (i)-(ii)
und Satz differenzierbar mit x'(t) = x1 im Sinne von Beispiel (111). Dann
gibt es ein Intervall (—e, €) im Urbild x='[U] von U unter x, und wegen Satz[10.9) (iii)
ist (—e,€) = Y, t — f(x(t)) bei t =0 differenzierbar mit der Ableitung f'(xo)(x1) im
Sinne von Beispiel[10.3 (iii). Also ezistiert die Richtungsableitung und es gilt

9 Fao + ta)lemo = F(ro)(r).

2xy .
() fiRSER (nge{zoe [0
0 fiir (x,y) = 0.
Fiirt # 0 ist dann f(t cos(¢), tsin(¢)) = sin(2¢) und f(tcos(¢),tsin(¢)) = 0 firt = 0.
Also ist f int =0 fiir ¢ & 57 nicht stetig und auch nicht differenzierbar. Fiir ¢ € 57

existieren die Richtungsableitungen und verschwinden.

23—y .
(i) fiREoR (ny)e | o0F Jr@9 70

0 fir (x,y) = 0.
Dann gilt f(t(z,y)) = f(tz,ty) = tf(z,y)) fir (x,y) € R% Alle Richtungsableitungen
im Punkt (0,0) ezistieren also, und setzen sich zu f zusammen. Wegen 2 = f(2,0) #
f(1,1)+ f(1,—1) =041 ist f nicht linear und bei (0,0) nicht differenzierbar.

(iV) fR2—)R, (x’y)H{nggz f’lL’f’ (I’y)%o

0 fiir (x,y) = 0.
Die Richtungsableitungen von f in (0,0) in Richtung von (x,y) verschwinden alle:
d 2223 _ pAx3y(ttab4y?) —2tady (443 26) _ ..
dt t=0 0 firy = 0.

Wegen lim, o f (£, 35) =1 # 0 ist f in (0,0) weder stetig noch differenzierbar.
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Wir wollen den wichtigsten Fall von Funktionen R™ — R genauer betrachten.

Definition 10.15. (Partielle Ableitungen in R™) Sei f : U — R™ eine Funktion von

einer offenen Teilmenge U C R™ in den R™. Dann sind die Komponenten (fi,..., fm)

von f offenbar reelle Funktionen auf U. Die Funktion f ist in (xq1,...,x,) € U genau

dann partiell differenzierbar, wenn firallei = 1,... ,nundj =1,...,m die Funktionen
€T — fj(l’l, ey L1, Ly Ljg 1y e e - ,xn)

bei x = x; differenzierbar sind. Die entsprechenden Ableitungen heiffen partielle Ablei-
tungen von f und werden mit f (x1,...,x,) bezeichnet. Wenn diese partiellen Ablei-
tungen fir alle v € U existieren, heifst f auf U partiell differenzierbar.

Definition 10.16. (Vektorfeld, Gradient, Divergenz und Rotation)  FEine Abbildung
von einer offenen Menge U C R™ nach R" wird Vektorfeld genannt. Das Vektorfeld

of of )

gradf:Vf: (8—;[‘17’8;[

der partiellen Ableitungen einer partiell differenzierbaren reellen Funktion f auf einer
offenen Menge U C R™ heifit Gradient von f. Wenn f ein partiell differenzierbares
Vektofeld ist, dann ist die Divergenz von f folgende reelle Funktion

. df1 Ofn
divf=V f_8x1+ +8xn'
2 2
Die lineare Abbildung A : f+— Af=divgrad f = ﬁ + . o°f

02
auf den zweimal partiell differenzierbaren reellen Funktionen heifst Laplaceoperator.
Im Fall von n = 3 ist die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes f definiert durch

_ <8f3 _O0fy Ofi Ofs Ofy afl)
rot f = .

81’2 81’3’ 01'3 81’1 ’ 81’1 01'2

Wenn die reelle Funktion f in xy € U differenzierbar ist, dann ist f auch in z
partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind die Richtungsableitungen in
Richtung der kanonischen Einheitsvektoren ey, ..., e, aus dem Beweis von Satz [9.37]
Wegen der Linearitit der Ableitung ist die Ableitung die lineare Abbildung:

of

f/(LU())IRn—)R, (Il,..., )'-)Slfl af )++.§(/’na—xn(xo)

8.171(

Wenn wir den R™ mit den Spaltenvektoren bezeichnen, kénnen wir diese Abbildung
durch das Matrixprodukt des Zeilenvektors V f mit dem Spaltenvektor = darstellen:

f(zo) :R" >R, z~ (Vf(xg))- .
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Oder allgemeiner, fiir eine R™-wertige Funktion kénnen wir die Ableitung f'(zq) von
f an der Stelle z( als lineare Abbildung mit der Jacobimatrix identifizieren:

9f1(zo0) Of1(zo)
a oz T OTn a
fa(xo) = : : f(g) : R* - R™, x> fa(xo) ..
r Ofm(x0) O fm (o) t
Ox1 e Oxn

Die lineare Abbildung ist einfach die Matrixmultiplikation der Jacobimatrix, einer m x
n-Matrix, mit dem Spaltenvektoren in R™. Insbesondere ist also die Richtungsableitung
einer reellen Funktion f auf U an der Stelle ¢ € U in Richtung eines Vektors z; € R”
das Skalarprodukt des Gradienten V f(xy) von f an der Stelle zy mit dem Vektor z:

d
Ef(l’o + tl’1)|t:0 =T Vf(l'o)
Satz und Satz [I0.T1] zeigen insbesondere, dass folgendes gilt:
Korollar 10.17. Sei f : U — R™ eine Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™.

(i) Wenn f in xq € U differenzierbar ist, dann existieren in xqo alle partiellen Ablei-
of; . . .
tungen 3.2 (zo) und setzen sich zu der Jacobimatriz zusammen.
(i) Wenn f auf U stetig differenzierbar ist, dann existieren auf U die partiellen Ab-
leitungen g—g und setzen sich zusammen zu einer stetigen Funktion von U in die
m X n-Matrizen in R™*". Diese Matrizen heiffen Jacobimatrizen von f.

iii) Wenn f auf U partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen 6—f? au
( ) g ox
U stetig sind, dann ist f auf U stetig differenzierbar. Die Ableitung bei xq ist die

Multiplikation der Jacobimatrix % mit Spaltenvektoren in R™. q.e.d.

Definition 10.18. Eine Nullstelle xq € U der Ableitung f’ einer auf einer offenen
Menge U reellen differenzierbaren Funktion f heifst kritischer Punkt.

Satz 10.19. Jedes lokale Mazimum (bzw. Minimum) einer differenzierbaren reellen
Funktion auf einer offenen Menge ist ein kritischer Punkt.

Beweis: Sei x ein solches lokales Maximum (bzw. Minimum). Dann ist fiir alle z; € X
die entsprechende Abbildung ¢ — f(x¢ + tx;) auf einer Umgebung von ¢ = 0 differen-
zierbar und besitzt dort ein lokales Maximum (bzw. Minimum). Also verschwindet die
entsprechende Richtungsableitung. Dann verschwindet auch f’(zq) auf allen x;.q.e.d.
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10.4 Hohere Ableitungen

Seien X und Y normierte Vektorrdume und f : U — Y auf der offenen Teilmenge
U C X differenzierbar. Bei den xq € U, an denen f zweimal differenzierbar ist, ist
U = L(X,Y) differenzierbar, also inbesondere stetig und f”(x¢) € L(X, L(X,Y)).

Definition 10.20. Fir Vektorriume V und W heifst eine Abbildung A:V xV — W
bilinear, wenn fiir alle v,v',v" € V und \ € K gilt

Alv+0",v") = A(v, ") + A" 0")  und  A(v,v" +") = A(v,v") + A(v,v"),
A(Mw,v") = NA(v, ") und A(v, W) = MA(v,0").

Mit der Notation des folgenden Lemmas sind die Bedingungen auf der linken Seite
dazu dquivalent, dass v — B(v) linear ist, und die Bedingungen auf der rechten Seite
dazu, dass B(v) fiir jedes v € V linear ist. Das zeigt das folgende Lemma:

Lemma 10.21. Eine Abbildung A :V x V — W ist genau dann bilinear, wenn
B :V — {Abbildungen V — W}, v+ B(v), Bw):V — W, B)@') = A(v,v)
eine lineare Abbildung von V' in die linearen Abbildungen von V nach W ist. q.e.d.

Das kartesische Produkt V' x V' von (normierten) Vektorrdumen ist wieder ein nor-
mierter Vektorraum. Die bilinearen Abbildungen von V' x V' nach W unterscheiden sich
von den linearen Abbildungen von V' x V nach W. Es gibt einen anderen Vektorraum
V ® V', den man das Tensorprodukt von V' mit V' nennt, so dass die lineare Abbildun-
gen von V ® V nach W genau die bilinearen Abbildungen von V' x V nach W sind.
Allerdings besitzt V' ® V keine natiirliche Norm. Fiir die Dimensionen gilt

dim(V x V) = dim(V) + dim(V) dim(V @ V) = dim(V) - dim(V).

Satz 10.22. (Satz von Schwarz) Sei f eine differenzierbare Abbildung von einer of-
fenen Teilmenge U C X eines normierten Vektorraumes X in den normierten Vek-
torraum Y. Wenn f im Punkt xo zweimal differenzierbar ist, dann ist die der zweiten
Ableitung entsprechende bilineare Abbildung f"(x¢) : X x X — Y symmetrisch, d.h.

(f"(zo)x)y = (f"(wo)y)z  fiir alle z,y € X.

Beweis: Fiir ¢t € [0, 1] und kleine z,y € X sei g(t) = f(zo+tx+y) — f(xo+tz). Dann
ist ¢ differenzierbar mit der Ableitung mit Werten in Y ~ L(R,Y):

g )= f(xvo+tx+y)xr — f(xg + to)x
= (f'(wo + tx +y) = f'(w0) = (f'(xo + tz) = f'(w0)))z
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Weil f in xy zweimal differenzierbar ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit B(xq,2d) C
U, so dass fiir x,y € B(0,0) C X und ¢t € (0,1) dann folgende Ungleichungen gelten:

1" (zo + tw +y) = (o) — " (o) (b + ) || < e(tllzll + llyll) < e(ll=ll + llyl),
1f' (o + t) — f'(zo) — ["(zo)tz| < ellta] < elz]],
l9'(t) = (f"(wo)y)a|| = llg'(t) = (f"(xo)(tz + ) — f"(wo)tx)) x| < e2llz]| + llylD]]-

Die Anwendung von Korollar [0LG auf die Funktion ¢ — g(¢) —t(f”(z)y)x ergibt dann

19(1)=g(0)—=(f"(zo)y) x| < sup {[|g'(t)—(f"(zo)y)x| [ t € (0,1)} < e +]y[D]]-
Weil g(1) — ¢g(0) = f(zo+x+y) — f(zo+2) — f(zo+y)+ f(z0) in  und y symme-
trisch ist, gilt dann auch ||g(1) — g(0) — (f"(z0)z)y|| < e(2lly[l + [|lz])]ly||. Daraus folgt

(" (@o)y)x — (f"(zo))yl| < 2e(ll]|* + [l[l - [lyll + Iy ]1*).

Diese Ungleichung gilt wegen der Linearitét nicht nur fiir z,y € B(0,d), sondern fiir
z,y € X. Im Grenzwert e — 0 folgt (f”(z0)y)z = (f"(z0)z)y fiir alle z,y € X. g.e.d.

Zusammen mit Satz [[0.171] erhalten wir

Korollar 10.23. Sei f : U — R™ eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tion von einer offenen Teilmenge U C R™ nach R™. Dann vertauschen die partiellen
Ableitungen, d.h. fir allev,j =1,...,nund k=1,...,m gilt

Pl Ph

aza]fk - &Eﬁxj N 0:@8:172

= 0;0;fr und rotgrad f =0 firn=3,m=1. q.e.d.

Durch mehrfaches Anwenden und differenzieren erhalten wir dann auch

Korollar 10.24. Sei f eine Abbildung von einer offenen Teilmenge U eines normierten
Vektorraumes X in den normierten Vektorraum'Y , die in xq € U n-mal differenzierbar
ist. Dann ist f™(zq) eine multilineare symmetrische Abbildung von X x X x ... x X
nach Y. D.h. fir jede Permutation o :{1,....,n} = {1,...,n} und z1,...,z, € X gilt

(o ((f (o)) zs) - )an = (... ((f(n)(llfo)l’a(l))[lfo-(g)) ) Ta(n)- q.e.d.

2 .2
& *f; fiir (z,y) #

Beispiel 10.25. Sei f : R?* = R, (z,y) — f(x,y) mit f(z,y) = 2y
(0,0) und f(0,0) =0. Dann ist f zweimal partiell differenzierbar.

2+

of (z,y) y(fc2 —y?)(@® + %) + 207 (2® + ) — 22%(a® —y®) 2t +daty? -yt

ox (2% + y?)? 4 (2% 4 y2)?

Of(x,y) _ (% —y)(@® +9°) = 2%(a” +9°) - 2°(2% —y?) _ ot — 4oy’ — o

Oy (2% +92) IRCEETE
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Pf(x,0) 0 D*f(0,y) 9 f(x,0) _ D*f(0,y)

Ox? ’ Oyox ’ Oxdy ’ Oy?
- 2 | | | o o f
Also existieren auf R* alle zweiten partiellen Ableitungen, mit (0,0) # (0,0).
Oyox 0xdy

Definition 10.26. Sei f : U — R eine reelle Funktion auf einer offenenTeilmenge
U des normierten Vektorraumes X, die bei xqg € U zweimal differenzierbar ist. Dann
definiert die zweite Ableitung eine symmetrische Bilinearform auf X :

(1) : X x X = R, (x,y) = f"(xo)(z,y).

Fir X = R" identifizieren wir die Elemente von X wieder mit den Spaltenvektoren.
Dann ist diese Bilinearform durch die sogenannte Hessematriz gegeben:

9% f(x0) - 2": 02 f (x0)

Oz? ! 0x;0x; Y

f(@o)(z,y) =" -

ij=1

Satz 10.27. Sei f: U — R eine auf einer offenen Menge U C X differenzierbar. Bei

allen lokalen Minima (Maxima), bei denen f zweimal differenzierbar ist, ist f”(xy) eine

nicht negative (nicht positive) Bilinearform: f"(xo)(x,z) > 0 bzw. < 0 fir alle x € X.
Ist umgekehrt f bei einem kritischen Punkt xo € U zweimal differenzierbar mit

f"(wo)(x,z) > €l|z]|*  bzw.  f(mo)(w,2) < —€|z||*  fiir ein e >0 und alle x € X,
dann ist der kritische Punkt ein striktes lokales Minimum bzw. Maximum.

Beweis: Wenn 1z ein lokales Maximum bzw. Minimum von f ist, dann fiir alle z € X
auch ¢t = 0 von t — f(xo + tx). Deshalb folgt die erste Aussage aus Korollar [[.T7
Umgekehrt folgt aus der zweimaligen Differenzierbarkeit bei z¢, dass fiir ein § > 0

~slell? < £(wo + )z — flao)e — Fw)(e,2) < Sl
fiir alle x € B(0,9) gilt. Daraus und den obigen Bedingungen folgt fiir die gleichen x
flawota)z = f'(zota)a—f (wo)a—f" (xo) (x, 2)+f" (x0) (x, x) > §lla|* baw. <—gll=[*.
Also ist f(xo +x) — f(xo) = fol f'(xo + to)zdt > £[|z|* baw. < —<||z|)>. q.e.d.

Auf endlichdimensionalen Réumen gilt genau dann f”(zo)(z, ) > €l|z||? fiir ein € >
0, wenn f”(zg)(z,x) > 0 fiir alle x € X \ {0} gilt. In unendlichdimensionalen Raumen
nicht. Die zweite Bedingung ist auch nicht hinreichend fiir ein lokales Minimum:
Beispiel 10.28. Die Abbildung f : C([0,1,R) — R, =+ [} 22(t)(t — x(t))dt ist
die Verkettung des punktweisen Produktes Lco,1)r) * Le(o,1),R) * (11[0,1] — 10([0,1],R)) mit
fol :C([0,1],R) = R, z fol x(t)dt. Die ersten beiden Faktoren sind als Elemente von
L(C(]0,1],R)) glatt, und der dritte Faktor ist als die Differenz des von x unabhingigen
Elementes 1jp1 € C([0,1],R) minus Leoar) auch glatt. Wegen }folx(t)dt‘ < |1z ||so
liegt fol in L(C([0,1],R),R) und ist glatt. Das zeigt, dass f eine glatte Abbildung ist.
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Deshalb sind f'(x)y und (f”(:c)y)z fir x,y,z € C([0,1],R) folgende Ableitungen:

f(:)s + sy) = /0 % ((_:g(t)+sy(t))2t—(x(t)+sy(t))3>dt = /0 y(t) (2x(t)t—32(t) dt,

'gz+sz) /1(t)%

Das zeigt f"(0)(x, z) = 2f0 t)tdt > 0 fiir alle z € C([0,1],R)\{0}. Fiire € (0,1) sei
—t 0<t e €

z(t) = g ;Z: e;t;; mit ||zel|oo = € und f(sxze) = s* [ (e—t)*tdt—s* [ (e—t)>dt =

—L(e— 125 — (5 — e — )15 = (5 — )t Wegen f(x) = —Let ist v = 0 kein

lokales Minimum, obwohl s = 0 fiir e € (0,1) ein lokales Minimum von s — f(sx.) ist.

ds|,
di 2(x(t)+s2(t)t—3(z(t) +s2(1)) 2) dt = /0 y(t)z(t) (2t —6x(t)) dt.

Zum Abschluss wollen wir den Satz von Taylor auf reelle Funktionen f auf offenen
konvexen Teilmengen U C X eines normierten Vektorraumes verallgemeinern. Wenn
xg,x € U in einer solchen konvexen offenen Teilmenge U liegen, dann ist

g:10,1] =R, t+ f(xg+t(x—x0))

eine reelle Funktion. Wenn f auf U n-mal differenzierbar ist, dann ist auch g n-mal
differenzierbar. Wegen der Kettenregel Satz[I0.4] (iii) ist die m-te Ableitung von g gleich

g™ () = (... (f™ (o + t(x — 20))(x — 20)) ... (x = 20)),

also die m-lineare symmetrische Form zu f™ (zq +t(x — 2¢)) ausgewertet auf ((x —
x0)s ..., (x —x0)) € X*™. Dann erhalten wir nach dem Satz von Taylor:

Satz 10.29. (von Taylor in héheren Dimensionen) Sei f : U — R eine auf einer
offenen konvexen Teilmenge eines normierten Vektorraumes definierte (m + 1)-mal
differenzierbare Funktion. Dann gibt es fiir jedes x,xy € U ein £ € (0,1), so dass

f(x):i F® (o) (2 —10), - .., (z—p)) N FU D (o +€(x — o)) (2 —20), . . ., (1= 10))
k! (m+1)!

k=0

gilt. Hierbei bezeichnen wir mit f® (xq) bzw. f™*Y (zg+ &(x — x0)) die entsprechende

maultilineare Abbildung von X** bzw. X*"Y nach R. Der erste Term heifit wieder

Taylorpolynom von [ in xo der Ordnung m und der zweite Term Restglied. q.e.d.

Das Taylorpolynom und entsprechend die Taylorreihe ist auch fiir glatte Funktionen
in einen normierten Vektorraum definiert. Eine unendlich oft differenzierbare Funktion
heiflt wieder reell analytisch in xy, wenn die entsprechende Taylorreihe auf einer Um-
gebung von z( gegen die Funktion konvergiert. So definiert auf einem Banachraum die
Exponentialfunktion eine analytische Funktion von £(X) auf sich selber.



