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Integralberechnungen auf offenen und geschlossenen Intervallen.

Betrachte f(x) = 22 - x[_19)(2), 9(x) = sinz - x[o,n(x) und h(z) = €* - x(0,1)(x). Warum sind
sie L'(R)? (1 Punkt)

Berechne mit dem Lebesguekriterium (Satz 12.17)

/w2 “X[-1,2] dit, /sinw * X(0,r) At und /ex * X(0,1) dp- (8 Punkte)

Desmos Demo: https://www.desmos.com/calculator /eugda2mug6

Eine Integralberechnung auf R.
Fiir n € N sei f,,(z) := e~ l#l. X[-n,n]- Berechne [ f,dpu. (2 Punkte)

Sei f(x) := e~1#l. Folgere aus (a) mit Hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo
Levi (Satz 12.22), dass f € L*(R) ist und berechne [ fdp. (2 Punkte)

Desmos Demo: https://www.desmos.com/calculator/zxjciv8fql

Eine Lebesgue-integrierbare Funktion, die nicht beschrankt ist.

Wir zeigen in mehreren Schritten, dass

1
— fi €10,1
fROR 1 { ez weelol
0 sonst

Lebesgue-integrabel ist, obwohl f(x) in der Ndhe von z = 1 nicht beschrénkt ist.

Fiir n € N sei
flz) firxze {0,1 — ﬂ

0 sonst.

fmR=>R, z—

Zeige, dass f, eine monoton wachsende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen (f,)nen auf
R ist, die fast iiberall (punktweise) gegen f konvergiert. (2 Punkte)

Berechne [ f,, dp. (1 Punkt)

Folgere mittels des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi, dass f Lebesgue-
integrierbar ist und berechne den Wert des Integrals [ f dpu. (2 Punkte)

Desmos Demo: https://www.desmos.com/calculator/pucklamnbu
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11.4. Warnung vor bedenkenlosem Vertauschen von Integration und Grenzwertbildung.
Betrachte die Funktionenfolgen (f,)nen mit f, := % “ X[0,n]

(a) Zeige, dass die Funktionenfolgen ( f,)nen aus Lebesgue-integrierbaren Funktionen bestehen und
gegen f = 0 konvergieren. (1 Punkt)

(b) Untersuche, ob
s [ foan=0
gilt. (1 Punkt)

(c) Gebe an, welche der Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi
(Satz 12.22) und des Satzes der beschrankten Konvergenz von Lebesgue (Korollar 12.24) erfiillt
bzw. nicht erfiillt sind und begriinde dieses. (2 Punkte)

Desmos Demo: https://www.desmos.com/calculator/x3lfd3pdap

11.5. Eine Funktion, die nicht Lebesgue-integrierbar aber uneigentlich Riemann-integrierbar
ist
Seien
0 firx <0
f(z) = %—i—l fir k € Ngund 2k <z <2k +1

_%ﬂ fir k € Ngund 2k +1 <z < 2k + 2.

und fp, == f- X[-n,n]-

(a) Zeige, dass

0 flir gerade n
/fn dp = (2 Zusatzpunkte)
n%q flir ungerade n.

Du darfst dieses Ergebnis im Folgenden benutzen.

Desmos Demo: https://www.desmos.com/calculator /6efqupohkl

(b) Warum ist f uneigentlich Riemann-integrierbar auf R? (1 Punkt)
(c) Berechne [ |f,|du. Zeige, dass |f| & L(R). (1 Punkt)
(d) Warum ist f nicht Lebesgue-integrierbar? (1 Punkt)
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