Kapitel 2

Stabilitit von dynamischen
Systemen

Es ist das Hauptziel dieses Kapitels, ein moglichst gutes Verstdndnis des qualitati-
ven Verhaltens des von einer gewohnlichen Differentialgleichung erzeugten Flusses in
der Nédhe eines kritischen Punktes zu gewinnen. Diese Fragestellung steht in engem
Zusammenhang mit dem Langzeitverhalten, der sog. Stabilitdtstheorie.

Zuerst fithren wir die wichtigsten Stabilitdtsbegriffe ein und betrachten als den ein-
fachsten Fall zweidimensionale lineare Fliisse. Danach beweisen wir das “Prinzip der
linearisierten Stabilitdt”, welches es erlaubt, aus dem Spektrum des in einem kriti-
schen Punkt linearisierten Vektorfeldes Aufschluf} iiber die Ljapunovstabilitit dieses
kritischen Punktes zu bekommen. Im letzten Paragraphen dieses Kapitels betrachten
wir, in Analogie zur Klassifizierung linearer Fliisse, hyperbolische kritische Punkte eines
differenzierbaren Vektorfeldes. Wir beweisen den Linearisierungssatz von Grobman und
Hartmann sowie den Satz iiber die lokalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten.

Definition 2.1. Sei & : W — X ein lokaler Fluss auf einem metrischen Raum X und
xo ein Fixpunkt von ®. Dann heifit xq

stabil, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein &6 > 0 gibt, so dass ®(t,x) € B(wo,€) fir alle
(t,z) € [0,00) X B(xg,6) NW gilt.

instabil, wenn xq nicht stabil ist.

attraktiv, wenn es ein § > 0 gibt, so dass [0,00) X B(xg,6) in W enthalten ist und
O(t, z) fir alle v € B(xo,d) im Grenzwert t — oo gegen xy konvergiert.

asymptotisch stabil, wenn xq stabil und attraktiv ist.

Beispiel 2.2. (i) G =7, X =C, A€ C\ {0}, ®(t,z)) = A - .
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Fir |A <1ist 0 € X stabil.
Fir |M < 1 ist 0 € X asymptotisch stabil.

(i) G=R, X =C, A€ C, O(t,x)) = exp(tA) - x.

Fiir Re(\) <0 ist 0 € X stabil.
Fiir Re(\) < 0 ist 0 € X asymptotisch stabil.

(iii) Wir parametrisieren (z,y) € R? \ {(0,0)} durch Polarkoordinaten (r,p) mit

(z,y) = (rcosp,rsin ) und betrachten den lokalen Fluss zu

r(t) = r(t)(1 —r(t)), o(t) =1 —cos p(t).

Offenbar ist (r,p) = (1,0) die enizige Ruhelage. Wir kénnen die Lésungen der
Anfangswertprobleme fiir r und @ unabhdngig voneinander losen. Fir 0 <r <1
ist t — r(t) streng monoton wachsend und fir 1 < r streng monoton fallend.
Fiir 0 < r(0) < 1 bleibt die Integralkurve firt > 0 in dem kompakten Kreisring
r(0) < r(t) < 1, und fir 1 < r(0) in dem kompakten Kreisring 1 < r(t) <
r(0). Daraus folgt, dass fiir alle Anfangswerte die maximale Integralkurve fir alle
t € [0,00) ezistiert. Auflerdem gilt limy_,o, r(t) = 1, weil sonst |7(t)| > € fir ein
e > 0 gelten wiirde. Offenbar gilt auch ¢ > 0. Also ist ¢ monoton wachsend
und @(t) bleibt fir alle Anfangswerte p(0) € (=2m,0) in [¢(0),0). Dann gilt
wieder limy o p(t) = 0. Damit konvergieren die Integralkurven im Grenzwert
t — oo fir alle Anfangswerte gegen die Ruhelage bei (r,p) = (1,0), und diese
Ruhelage ist attraktiv. Weil aber fir r(0) = 1 und alle p(0) € (=27, =27 + ¢€)
die Integralkurve den FEinheitskreis fast einmal umrundet, ist die Ruehelage nicht
stabil. Die mazimalen Integralkurven mit Anfanswerten r(0) = 1 und ¢(0) # 0
konvergieren fiir beide Grenzwerte t — +oo gegen die gleiche Ruhelage. Solche
Bahnkurven heiflen homoklinische Orbits.

Lemma 2.3. Sei xq ein stabiler kritischer Punkt des lokalen Flusses ® : W — X.
Dann ist [0,00) X B(xg,¢€) fiir ein e >0 in W enthalten.

Beweis: Weil W offen ist und (0, z¢) enthélt, liegt (—¢, €) X B(xo, €) fiir ein € > 0 in W.
Weil zg stabil ist, gibt es ein 6 > 0, so dass ®(¢, x) fiir alle (¢, z) € [0,00) x B(xq, ) NW
in B(zo, €) liegt. Fiir x € B(xo, min{e, §}) liegt dann [0,¢) x {®(¢,z) | (t,z) € [0,00) X
{z} "W} in W. Wegen der Bedingung (ii) in Definition [[32 ist dann [0, ne) x {z} fiir
alle n € N in W enthalten. Also liegt [0, 00) x B(zo, min{e,0}) in W. q.e.d.



2.1. DIE KLASSIFIKATION LINEARER EBENER FLUSSE o1

2.1 Die Klassifikation linearer ebener Fliisse

In diesem Abschnitt untersuchen wir zundchst die Stabilitdt von dynamischen Syste-
men, die dem Fluss linearer Vektorfelder auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
V' entsprechen. Solche dynamischen Systeme haben immer die Null als Fixpunkt. Wir
werden spéter sehen, dass in einer Umgebung von Fixpunkten, das Verhalten von all-
gemeineren dynamischen Systemen durch solche Systeme beschrieben werden kann.
Deshalb ist es sinnvoll sich zunéchst auf solche Systeme einzuschrénken. Die entspre-
chenden dynamischen Systeme sind dann durch einen linearen Fluss gegeben:

d(t,z) = ez mit A€ L(V).
Wir betrachten zuerst zweidimensionale reelle Systeme
t=Ar fir x€R? und A€ L(R?).

Aus dem ersten Kapitel wissen wir, dafl die Losungen durch das Spektrum o(A) und
die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte charakterisiert sind und dafl wir sinn-
vollerweise A diagonalisieren bzw. auf Jordansche Normalform bringen:

y=Jy mit y:B_lx und J = B 'AB

mit einem invertierbaren B € £(R?). Wir unterscheiden zwischen folgenden Féllen:
1. Fall: A hat reelle nichtverschwindende Eigenwerte verschiedenen Vorzeichens. In
diesem Fall ist A diagonalisierbar und es existiert ein invertierbares B € £(R?) mit

J:B‘lAB:G\ 2) A< 0<p.

In den Koordinaten y = B~z erzeugt J den Fluss t — (e*yy, e#ys). In diesem Fall
heifit der Nullpunkt Sattel.

2.Fall: Alle Eigenwerte haben negative Realteile. Dann benutzen wir das folgende
Stabilitatskriterium. In diesem Fall heit der Nullpunkt Senke oder asymptotisch stabil.

Satz 2.4 (Stabilitdtskriterium). Fir A € L(V) auf einem endlichdimensionalen Ba-
nachraum V' konvergiert exp(tA) in L(V) im Grenzwert t — oo genau dann gegen
Null, wenn alle komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A negati-
ven Realteil haben.

Beweis: Wir betrachten die Komplxzifizierung Ac von A auf Ve = V + iV, mit
Ac(v+iw) = Av+iAw und bringen A auf Jordansche Normalform. Weil alle Normen
eines endlichdimensionalen Vektorraumes dquivalent sind, geniigt es die Aussage fiir
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die Jordansche Normalform von A zu beweisen. Offenbar sind lim;_, ., exp(tAc) = 0,

und limy_, . exp(tA) = 0 dquivalent. Wegen Ubungsaufgabe [L57 sind dann alle Losun-

gen von & = Acx Linearkombinationen von z(t) = t" exp(tA)z, wobei A ein Eigenwert

von A ist. Weil |exp(t\)| = exp(t Re(\)) gilt, konvergieren diese Losungen fiir t — oo

genau dann gegen Null, wenn die Realteile von allen Eigenwerten negativ sind. q.e.d.
Wir betrachten nun verschiedene Unterfélle:

(a) Die Eigenwerte sind reell: A < ;1 < 0. Wenn A diagonalisierbar ist, dann folgt

)

fiir ein relles invertierbares B € £(R?). Dann erhiilt man y(t) = (e My, etlys). Ist A
nicht diagonalisierbar, dann mufl A = y sein. Und A hat die Jordansche Normalform

A1l )
J—(O )\) mit A <0

fiir ein relles invertierbares B € L(R?). Die transformierte Gleichung ¢ = Jy hat die
Losung y(t) = (1 (£), yu()) mit

yi(t) = ae™ + e, ya(t) = Be™, a, B ER.

Fiir 5 # 0 haben y, # 0 und S das gleiche Vorzeichen und g, ist ein Funktion von ys:

Yz Y2 Yo .
=—+="In|= t A <O.
U1 3 + \ n(ﬁ) mi <

In beiden Féllen heifit 0 ein stabiler Knoten, wobei man im zweiten Fall von einem
falschen Knoten spricht.

(b) Die Eigenwerte sind komplex: also konjugiert komplex. Ist Ac € £(C?) die
Komplexifizierung von A € L(R?), so folgt aus Acu = Au durch Konjugation Act =
A, d.h. Acv = M\ < Acti — Ma. Mit diesem Eigenvektor v von Ac¢ zum Eigenwert A
bilden dann u und % eine Basis von C2, und der Realteil v und der Imaginirteil w von

u eine Basis von R2. Seien o und w Realteil und Imginirteil von A. Dann gilt:

Av + iAw = Ac(v +iw) = (o + iw) (v +iw) = av — ww + i(aw + wo),

Av = av — ww Aw = wv + aw.

Wir sehen: hat A € £(R?) einen nichtreellen Eigenwert A = o + iw, mit w # 0, so ist
auch A\ = a — iw ein Eigenwert und es existiert ein invertierbares B € £(R?) mit

J:B—lAB:(O‘ _“>, w > 0.

W «
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Um e zu berechnen, identifizieren wir R? mit C durch (z,y) < x + iy. Wegen

<O‘ “") (9’) = <O‘x ‘“y) & (a+iw)(z + iy),

w Y wT + ay

entspricht bei dieser Identifikation J der Multiplikation mit A = a+iw. Wenn wir £(C)
mit C wie iiblich durch M € £(C) < m = M1 € C identifizieren, erhalten wir einen
R-Algebraisomorphismus £(R?) <+ £(C) = C. Folglich entspricht J™ fiir alle n € N der
Matrix zu A" und somit €'/ der Matrix zu eM = e (cos(wt) + i sin(wt)), also

0T ot [COSWE —sinwt
e’ =e . .
sinwt coswt

Geometrisch bewirkt also e’/ eine Streckung mit dem Faktor e* und eine Drehung im
mathematisch positiven Sinn um den Winkel w. In diesem Fall heifit 0 stabile Spirale.
3.Fall: Alle Eigenwerte haben positive Realteile. Durch die Zeitumkehr kénnen
wir diesen Fall in den zweiten transformieren. Es folgt fiir jede nichttriviale Losung
lim |u(t)] = co und lim wu(t) =0
t—o00 t——o0
Der Ursprung heifit Quelle. Wegen e*4 = e~*=4) erhilt man die Phasenportrits von Fall

2 durch Umkehren der Pfeile. Man spricht dann von instabilen Knoten und Spiralen.
4.Fall: Die Eigenwerte sind rein imaginéir. In diesem Fall kann A auf die Form

J:B‘lAB:C]J _0“’), w >0,

transformiert werden. Folglich gilt
0T coswt —sinwt
e’ =1 . ;
sinwt  coswt
und alle Losungen sind periodisch mit der Periode 27 /w. In den y-Koordinaten sind die

Bahnen Kreise um 0, in den z-Koordinaten Ellipsen. In diesem Fall heiffit 0 Zentrum.
Die Eigenwerte von A € £(R?) sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A — \) = A% — Spur(A)\ + det(A).

Mit der Diskriminante Dis = Spur?(A) — 4 det(A) sind die Eigenwerte gegeben durch
1(Spur(4) + v/Dis). Folglich sind die Eigenwerte reell, wenn Dis > 0 gilt, und sie
sind komplex mit negativem Realteil fiir Spur(A) < 0 und Dis < 0, usw.. Also kann
man die geometrische Information iiber die Phasenportrits von & = Ax, die vom
charakteristischen Polynom abgeleitet werden kann, zusammenfassen:
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Sattel: det(A) < 0.
Senken: det(A) > 0 und Spur(A) < 0.

Knoten: Spur?(A) > 4det(A).

Spirale: Spur®(A) < 4det(A).
Zentren: det(A) > 0 und Spur(A4) = 0.
Quellen: det(A) > 0 und Spur(A) > 0.
Knoten: Spur?(A) > 4det(A).
Spirale: Spur®(A) < 4det(A).

2.2 Hyperbolische lineare Fliisse

Im Folgenden wollen wir die sogenannten hyperbolischen linearen Fliisse einfiihren.
Sie sind im wesentlichen dadurch charakterisiert, dass sie keine Grenzfille enthalten
die durch sehr kleine Storungen ihr Verhalten dramatisch verdndern kénnen. Wir be-
trachten dafiir den allgemeinen Fall eines beliebigen K- Vektorraums V' der Dimension
m < oo mit Norm || - ||y. Die entsprechende Norm auf £(V') bezeichnen wir auch mit
|- |lv. Fiir A € L(V) bezeichnen wir mit ' den von A erzeugten linearen Flul auf V

P:RxV =V, (tz)r e
Der Nullpunkt von €' ist ein Fixpunkt und heifit eine Senke (bzw. Quelle), wenn

lim e 2 =0 bzw. lim ez =0 fiir alle x € V' gilt.
t—00 t——o0

Wegen dem Stabilitdtskriterium ist 0 genau dann eine Senke (bzw. Quelle), wenn gilt
Re(A\) <0 bzw. Re(A) >0 firalle \eo(A).

Ist 0 eine Senke (bzw. Quelle), so sagt man auch, der lineare FluB e sei eine Kon-
traktion (bzw. Expansion). Wir wollen nun zeigen, dafl bei einer Kontraktion (bzw.
Expansion) jede Bahn t — ez mit z # 0 fiir ¢ — oo exponentiell gegen 0 (bzw.
“gegen 00”) konvergiert. Dazu benotigen wir das folgende wichtige Lemma.

Ist M C C nicht leer und ist 5 € R, so schreiben wir im folgenden

Re(M) < B,
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wenn Re(m) < [ fiur alle m € M gilt. Analog sind verwandte Ungleichungen zu
interpretieren. Ferner verstehen wir unter einer Hilbertnorm || - || eine aus einem Ska-
larprodukt abgeleitete Norm, d.h. fiir ein geeignetes Skalarprodukt (-,-) auf V gilt
|lz|* = (z, ).

Lemma 2.5. Fir A € L(V) und a € R gelte Re(0(A)) < a. Dann existiert eine
Hilbertnorm || - ||a auf V mit ||e!||4 < e fiir alle t > 0.

Beweis: Fiir K = C wissen wir, daf§ A bzgl. einer geeigneten Basis die Form
A:D+N mit D:dlag()\l,,)\1,)\2,,Ag,,Ak,,)\k):dlag(ul,,,um)

und N = 0 sowie DN = ND. Auerdem kénnen wir die Basis {e,...,e,} von V
so wihlen, daB gilt: Ne; = e;_; oder 0. Ersetzen wir e; durch a; = é7¢; mit 6 > 0,
so bleibt D unveréndert, und fiir N gilt: Na; = da;_; oder 0. Also hat die Matrix
von N beziiglich der Basis {a1, ..., a,} hochstens in der oberen Nebendiagonalen von
Null verschiedene Elemente, und zwar die Zahlen §. Wenn wir nun die zu dieser Basis
gehorige euklidische Norm verwenden, erhalten wir zu jedem € > 0 eine Hilbertnorm
|- ||a auf V mit || N4 <e. Fiir D = diag(p1, . . ., ftm) und e'? gilt offensichtlich

IDl[a = max |p;, le]la = max [e] = max i) < etame),
L<j<m L<j<m 1<j<m

wenn wir € > 0 so wéhlen, dal Re(\) < o — ¢ fiir alle A € 0(A) ist. Also gilt fiir ¢ > 0
||etA||A _ ||€tD+tN||A — ||6tD€tN||A < ||etD||A . HetNHA < et(a—s)etHNHA < et(a—s)ets _ eat

Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Skalarprodukt ist, induziert
eine Hilbertnorm || - [|4., die auf der Komplexifizierung Ve = V @ iV eines reellen
Vektorraumes V' definiert ist, auf dem reellen Untervektorraum V eine Hilbertnorm
| - [|a- Da ||Az||a = ||Acz|la. fiir A € L(V) und = € V gilt, folgt ||Al|a = || Al ac-
Also folgt die Behauptung im reellen Fall durch Anwenden der obigen Resultate auf
die Komplexifizierung. q.e.d.

Korollar 2.6. (i) Gilt Re(c(A)) < «, so existiert eine Konstante > 0 mit

ey < Be®  fiir alle t > 0.

(ii) Gilt Re(o(A)) > a, so existiert eine Konstante v > 0 mit

et x|y > ve |||y fir x €V undt> 0.
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Beweis: (i) folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf dem endlichdimensionalen Raum
L(V) und dem vorangehenden Lemma. In (ii) folgt aus dem vorangehenden Lemma
wegen o(—A) = —o(A) fiir eine geeignete Hilbertnorm || - ||_4

le™—a = [l ][4 < e fir >0,

|z]|—a = [[e” e x| —a < |le7 | _allez||—a < e || z||_4 fiir =€V undt > 0.

Daraus folgt (ii) wieder wegen der Aquivalenz der Normen. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir das folgende Theorem iiber das exponen-
tielle Abklingen bzw. Anwachsen der Flufilinien im Falle einer Senke bzw. Quelle.

Satz 2.7. Sei A € L(V). Dann sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

(ii) Es existieren a > 0 und B > 0 mit |||y, < Be Y |z||v fiir allet > 0 undx € V.
(iii) Es existieren eine Hilbertnorm || - ||a und o > 0 mit ||e!]| 4 < e™ fiir t > 0.
Ebenso sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii’) Es existieren o > 0 und 8 > 0 mit ||e'Az||y > Be||z||y fir allet >0 und z € V.

(iii’) Es emistieren eine Hilbertnorm || - ||_a und o > 0 mit | x||_4 > e*||x||_4 fiir
t>0.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Korollar. q.e.d.
Im Folgenden bezeichnen wir mit m(\) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes
Avon A € L(V). AuBlerdem zerlegen wir das Spektrum o(A) disjunkt,

0(A) =o0s(A)Uoc,(A)Uo,(A),

in das “stabile Spektrum”: 0s(A) ={X € a(A)| Re(N) < 0},
das “neutrale Spektrum”: on(A) ={X € 0(A)| Re(N) = 0},
und das “instabile Spektrum”: ou(A) = {X € a(A)|Re(N) > 0}.

Definition 2.8. Der von A erzeugte Flufl e heifst hyperbolisch, wenn o,(A) = 0, also

o(A) =o0s(A)Uay,(A).
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Der folgende Satz verallgemeinert den zweidimensionalen Sattel:

Satz 2.9. Sei e ein hyperbolischer linearer Fluf. Dann gibt es eine Zerlequng
V=V.aV, mit A=A, DA, und e = et @ etA",

derart, dafi etds eine Kontraktion und et eine Expansion sind. Sie ist eindeutiq mit

dim(V,) = > m()) dim(V,) = > m()).

Aeos(A) A€oy (A)

Beweis: Wir betrachten zuerst den komplexen Fall K = C. Wir setzen

Vo= P v Vi= @ Vi mit Vi={zeV]|A-Ay)"Vz=0}.
A€os(A) A€oy (A)

Hierebei bezeichnet m(\) die Ordnung der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms
von A. Wir zerlegen also jeden Vektor von V beziiglich der Basis, in der A Jordan-
sche Normalform hat. Dann wird V) von den Basisvektoren aufgespannt, die zu einem
Jordanblock mit Eigenwert A gehoren. Entsprechend werden V; und V,, von den Basis-
vektoren aufgespannt, die zu einem Jordanblock mit einem Eigenwert in o5(A) bzw. in
ou(A) gehoren.v Aufgrund der Jordanschen Normalform sind die Unterrdumen V) und
damit auch die Unterrdume V; und V,, invariant unter A. Dann ist V =V, ® V,, und
diese Zerlegung zerlegt A = A, & A,. Offenbar gilt

o(As) = g4(A), o(Ay) = ou(A).

Aus dem Stabilititskriterium folgt, dal e!4s eine Kontraktion bzw. e!4* eine Expansion
ist. Offenbar gelten die Formeln fiir die Dimensionen. Es bleibt noch, die Eindeutigkeit
zu zeigen. Sie folgt aus folgender Charakterisierung derUnterrdume V, und V,;:

%:{x€V|tli>rgetA:E:O}, Vu:{x€V|tEr_nooetAx:0}.

Im reellen Fall komplxifizieren wir zuerst den Vektorraum V und die lineare Abbildung
A: Wir definieren den komplexen Vektorraum Ve = V @ iV mit der natiirlichen Ska-
larmultiplikation von komplexen Zahlen und Ac(u @ iv) = Au@iAv. Dann ist Ac eine
komplexlineare Abbildung in £(V¢). Die Anwendung obiger Zerlegung auf Ac ergibt:

Ve =(Ve)s @ (Vo)us Ac = (Ac)s @ (Ac)us

c)

derart, daB e4o)s eine Kontraktion und el4e) eine Expansion sind. Die Abbildung

Ve — Ve, UPiv— ud—iv
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heisst komplexe Konjugation von V¢. IThre Fixpunktmenge besteht aus den rein reellen
Vektoren, die wir mit V' identifizieren. Aus dem selben Grund, aus dem die komple-
xe Konjugation von C ein Algebrahomomorphismus ist, ist der komplex kunjugierte
Vektor von A - (u @ 4v) gleich - (u @ —iv). Deshalb bildet die komplexe Konjugation
V) auf V5 ab. Weil die komplexe Konjugation os(A) und o,(A) invariant lassen, lasst
die komplexe Konjugation von V¢ die Unterrdume (V)s und (V¢), invariant. Deshalb
kénnen wir die Fixpunkte der komplexen Konjugation V' zerlegen in V = V; @ V,, mit

Ve=(Ve)sNV, Vo= 0Ve)uNV.

Diese Unterrdume sind invariant unter A, und A zerféllt in A = A, & A,. Dann folgt
die Behauptung aus der entsprechenden Aussage im komplexen Fall. q.e.d.
Die invarianten Untervektorrdaume V, bzw. V, des hyperbolischen linearen Flusses
e4 heifilen stabile bzw. instabile Untervektorriume des Flusses. Ein hyperbolischer
linearer FluB kann eine Kontraktion (o, = 0)) oder eine Expansion (o, = ) sein.

Es erhebt sich die Frage, was an den Phasenportrits dieses Abschnitts charakteri-
stisch ist. Ist es moglich, durch Einfiihren geeigneter nichtlinearer Koordinaten einen
Sattel in einen Knoten oder einen stabilen Knoten in eine instabile Spirale zu verwan-
deln? Wir werden zeigen, dafl dies nicht der Fall ist, dafl es aber wohl moglich ist, einen
stabilen Knoten in einen stabilen Strudel zu transformieren. Dazu miissen wir zuerst
den Begriff 4quivalenter Fliisse prézisieren.

Definition 2.10. Seinen ® und ® zwei lokale Flisse auf den metrischen Riumen X
und X, mit den Definitionsbereichen W C R x X und W C R x X. Die Lokalen Fliisse
® und ® heifen flufiquivalent, wenn 1g x U fir einen Homdomorphismus ¥ von X
auf X ein Hodomorphismus von W auf W ist, und ¥ o ® = ® o (Ig x W) auf W gilt.

Jedes ¥ mit diesen Eigenschaften heifit eine (topologische) Flulaquivalenz. Folg-
lich ist ¥ genau dann eine topologische FluBiquivalenz, wenn das folgende Diagramm

kommutiert:
WCRXxXI'>®>>X

IVVIg x YVI'VVIV
WCRx XD >®>> X.
Hierbei ist Ig x ¥ : W — R x X definiert als (1g x ¥)(¢,x) = (¢, ¥(x)).

Sind X und X offene Teilmengen eines Banchraumes, und ¥ stetig differenzierbar
mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung, so heiien ® und ® stetig differenzierbar
dquivalent und VU ist eine C*-FluBdquivalenz. Sind X und X Banachriume und U linear,
so heiBen ® und @ linear dquivalent und W ist eine lineare FluBéquivalenz. Offenbar

sind (topologische) FluBliquivalenz bzw. C'-FluBaquivalenz bzw. lineare FluBiquivalenz
Aquivalenzrelationen. Auflerdem bildet eine Flusséiquivalenz ¥ die Orbits von ® auf die
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Orbits von @ ab, und zwar unter Erhaltung der Orientierung. Wir klassifizieren zuerst
lineare Fliisse linear und bestimmen die Aquivalenzklassen der linearen FluBiquivalenz.

Satz 2.11. Seien A und B lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdum-
en. Dann sind e und e'® genau dann linear flufdquivalent, wenn die beiden linearen
Abbildungen A und B die gleiche Jordansche Normalform haben.

Beweis: Fiir eine lineare FluBiquivalenz ¥ zwischen e und et? gilt folgendes:
Uoet =eBol <= %% =P fijrallet € R.

Bilden wir nédmlich links und rechts die Ableitung nach ¢ an der Stelle t = 0, so folgt
VoAoW¥~t = B. Also haben A und B die gleiche Jordansche Normalform. Umgekehrt
folgt daraus, dass A und B die gleiche Jordansche Normalform haben, dass es ein
invertierbares ¥ gibt mit B =W o Ao W1, q.e.d.

Der néchste Satz zeigt, dal die differenzierbare Klassifizierung nichts neues ergibt.

Satz 2.12. Fir lineare Abbildungen A und B auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
sind e und e'® genau dann C'-fluBdquivalent, wenn sie linear flufiquivalent sind.

Beweis: Es sei ¥ eine C''-FluBiquivalenz zwischen ¢4 und e und V' der Vektorraum
auf dem A wirkt. Dann fithrt der stetig differenzierbare Homdomorphismus ¥ € C*
dem kritischen Punkt x = 0 des Flusses e in einen kritischen Punkt y = ¥(0) des
Flusses e'? iiber, d.h. /By = y fiir alle t € R. Bezeichnen wir mit T die Translation
r — x — 1, so ist T o U eine FluBiquivalenz zwischen e und e'?, wegen

ToVoely =Toeler —y=ePU(x)—y
= eBU(2) — By =B (T o W)(z) fiirallex € V und t € R.

AuBlerdem ist T'o W (0) = 0 und (70 ¥)’(0) eine invertierbare lineare Abbildung. Durch
Differenzieren der Beziehung in x = 0 folgt

(T o U)(0) 0 ez = e!B(T o W) (0)(z) fiir alle t € R.

Also ist (T o ¥)’(0) eine lineare FluBiquivalenz zwischen 4 und e'Z. Die Umkehrung
ist offensichtlich. q.e.d.
Fiir die topologische Klassifizierung linearer Fliisse benttigen wir das folgende

Lemma 2.13. Die Realteile aller Figenwerte von A € L(V) auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V seien negativ, und ® sei der von A erzeugte lineare Fluf§ auf
V, d.h. ®(t,-) = e firt € R. Mit der Hilbertnorm || - |4 auf V aus Lemma 23 ist

PR xS V\{0}, (t,z)— D(t, )

auf Rx ST =R x {x € V| ||z||a = 1} ein Homomorphismus.
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Beweis: Mit @ ist auch & stetig. Wihle ein o > 0 mit Reo(A) < —. Dann existiert
nach Satz 2.7 eine Hilbertnorm || - || 4 auf V' mit

e |4 < |lex||a firt <0 und ||eMalja < e7|xl|4  fiir t > 0.

Also liegt fiir jedes z € S%! und t # 0 ez nicht in S5, Also folgt aus ®(t,z) =
(', 2') zuerst 1 = [|a'||4 = [|e")4%| 4, also t = ¢ und x = 2. Damit ist ® injektiv.
Fiir y € V\{0} gibt es wegen dem Zwischenwertsatz und wegen lim;_, o, e ™||y|[4 = o0
und limy_,e e ||ylla = 0 ein ¢ € R mit || ®(—t,y)||a = 1. Also ist & auch surjektiv
und damit bijektiv. Fiir 2 € S4* folgt ¢ > —éln”é(t,x)HA aus t < 0 und ¢t <
—élnH(f)(t,:c)HA aus t > 0. Deshalb gilt [t| < é\lnH(i)(t,x)HA\. Dann ist das Urbild
einer kompakten Teilmenge von V\ {0} unter ® beschréinkt und kompakt. Insbesondere
ist ®1[U] fiir eine kompakten Umgebung U C V'\ {0} eines y € V\{O} eine kompakte
Umgebung von ®~'(y). Jede abgeschlossene Teilmenge A C U] ist kompakt. Ihr
Urbild unter &~ ist als das Bild ®[A] ebenfalls kompakt und abgeschlossen. Also ist
die Einschriinkung von ®~! auf U stetig und damit ' bei jedem y € V' \ {0}. q.e.d.

Das obige Lemma besagt geometrisch, dafl jeder nichtkritische Orbit die Einheits-
sphére Si‘l einer geeigneten Hilbertnorm transversal schneidet. Das folgende Lemma
besagt anschaulich, dafl die Orbits einer Kontraktion “geradegebogen” werden kénnen.

Lemma 2.14. Die Realteile aller Figenwerte von A € L(V) auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V seien negativ. Dann ist et flufdquivalent zu e~V

Beweis: Wegen dem obigen Lemma existiert eine Hilbertnorm || - || 4 auf V', so daB fur
die zugehorige Einheitssphire S%* folgende Abbildung ein Homéomorphismus ist:

DR xS V\{0}, (t,z) = ea=d(t,z).
Wir definieren eine Abbildung ¥ : V' — V durch

0 wenn z =0
U(z) = .
e sy wenn x # 0 und ®(s,y) = x.

Wir zeigen dass U eine topologische Flussiquivalenz von e nach e ' ist. Dazu

miissen wir zeigen, dass W stetig und bijektiv ist, dass U~! stetig ist und dass ¥ (e*4x) =
e "W (x) fir alle x € V und ¢t € R gilt. Wir zeigen zuerst die letzte Aussage. Sie gilt
offenbar fiir z = 0. Sei also x # 0 und ®(s,y) = x. Dann gilt ®(s +t,y) = 'z Also
ist U(ez) = e7t%y = e~'W(x). Damit ist die letzte Aussage gezeigt.

Wegen U(0) = 0 geniigt es die Bijektivitdt der Einschrankung von W auf V' \ {0}
zu zeigen. Diese Einschréankung ist die Verkettung der Umkehrabbildung von & mit

R x ST = V\{0}, (s,9)+ ey
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Diese Abbildung hat wegen ||e *y||4 = e *||y||4 = e~* die Umkehrabbildung
VA{0} = Rx ST, w0 (= Inlzfa, o/l|z]la).

Also ist die Einschrankung von W auf V' \ {0} ein Homéomorphismus dieser Menge auf
sich selber. Also miissen wir nur noch zeigen, dass ¥ und ¥~! bei 0 stetig sind. Weil
alle Normen auf V' dquivalent sind, gentigt es die Stetigkeit beziiglich || - || 4 zu zeigen.
Fiir ||z||4 < € < 1 gilt s > 0 weil sonst 1 = [Jy|la = |[e™*4z]|a < e*®||z]|a < € < 1 wegen
Satz 21 (iii) gilt. Dann folgt die Stetigkeit von ¥ bei 0 aus

L=llyla = lle™*alla < e = s> ~In(e)/[[Alla = [¥(2)|la < /142,
Fir |le™®yljla <e < 1gilt s = —In|le *y[la > 0 und mit Satz 2.7 (iii)
1™ e y)lla = lle*tylla < e llylla = [le™"yll% < €.

Das zeigt die Stetigkeit von U1 bei 0. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den zentralen Klassifikationssatz fiir hy-
perbolische Fliisse beweisen. Dabei definieren wir fiir eine lineare Abbildung A € L(V)

m_(A)= Y m(\) ma(A)= > m(N).

Aeos(A) A€oy (A)

Satz 2.15. Zwei hyperbolische lineare Flisse !4 und e'B sind genau dann flufdqui-
valent, wenn my(A) = my(B) gilt. Die Dimensionen der stabilen und instabilen Un-
terraume sind die einzigen Invarianten der Flufdquivalenz solcher Flisse.

Beweis: <: Wegen Satz existiert eine direkte Summenzerlegung
V = ‘/s D Vu, etA — etAS D 6tA“

mit dim(V,) = m_(A), derart, dafl e'* eine Kontraktion und e** eine Expansion
sind. Aufgrund des Stabilitétskriteriums und dem vorangehenden Lemma existiert eine
FluBiquivalenz ¥, zwischen e*4s und e~*vs. Analog erhalten wir wegen et = e=H=4u)
eine FluBiquivalenz ¥, zwischen e und e*v«. Dann ist

VoV, : VoV, = V,aV,, 2oy~ Yy(z)d V,(y)

eine FluBiquivalenz zwischen et = e!s @ ¢4« und e v @ eflve,
Analog existieren eine direkte Summenzerlegung

F=F&F, g
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und eine Flulaquivalenz \ifs P \I7u zwischen e~1% @ 7 Wegen dim V, = dim F; und
dim V,, = dim F}, existieren ein Isomorphismen 7§ : V, — F; und T}, : V,, — F},. Dann
ist T, @ T,, eine FluBiquivalenz zwischen den Fliissen e *1vs @ etlva und e 17 @ eflru.
Also folgt die FluBiquivalenz von e*4 und e*” aus der Transitivitit.

= Fiir eine FluBéquivalenz ¥ zwischen et und e'? folgt aus

U(ey) = eBU(x) firalle (t,2) eRxV

V[V C Fs und V[V,] C F,, weil ¥ die Konvergenz fiir ¢ — oo und ¢ — —oo erhélt.
Aus Symmetriegriinden gilt dann auch W=!'[F,] C V, und ¥~![F,] C V,. Also bildet
U den Vektorraum V; homoomorph auf den Vektorraum F; ab. Nun folgt aus dem
Gebietsvarianzsatz der Topologie (Theorem IV 9 in Hurewicz, Wallman: Dimension
Theory) und Satz 29 my(A) = my(B). q.e.d.

Bemerkung 2.16. (i) Die topologische Klassifizierung linearer Fliisse e mit o(A) C
iR, d.h. mit 0(A) = 0,(A) ist ein ungeldstes Problem.

(ii) Man kann zeigen, daf$ die Menge der A € L(V) mit 0,(A) = 0 offen und dicht
in L(V) ist, d.h. die Eigenschaft, einen hyperbolischen Fluf zu erzeugen, ist eine
generische Eigenschaft, sie kommt fast allen A € L(V') zu. Folglich konnen wir
mit dem vorangehenden Satz fast alle linearen Fliisse klassifizieren.

Ubungsaufgabe 2.17. (i) Beschreiben Sie die Phasenportrits eines ebenen linearen
Flusses in den im Text nicht behandelten Fillen (mindestens ein Figenwert Q).

(ii) Beschreiben Sie die Phasenportrits des linearen Flusses e mit A € L(R?), d.h.
des dreidimensionalen linearen Flusses, unter den verschiedenen maoglichen Ver-
teilungen der Eigenwerte von A in .

(iii) Veranschaulichen Sie sich das Phasenportrit des linearen Flusses et mit A =
diag(wy, —w1, we, —wq) € L(RY).

(iv) Beweisen Sie, daff {A € L(V)|o,(A) =0} offen und dicht in L(V) ist.

2.3 Prinzip der linearisierten Stabilitit

Wir studieren zuerst die Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen.

Satz 2.18. Es sei A € L(V). Dann ist die Nulllosung der linearen Differentialgleichung
& = Az genau dann stabil, wenn o,(A) = 0 und fir \ € 0,(A) die Einschrinkung von
A auf den Eigenraum Vy = {z € V | (A — A\y)™Nz = 0} diagonalisierbar ist.

Die Nulllosung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Reo(A) < 0 gilt.
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Beweis: Es sei o = sup{||e!]| | ¢t > 0} < oo. Dann folgt fiir € > 0
le ]l < e[| - |z < € fiir alle (¢,2) € [0,00) x B(0, %),

d.h. die Stabilitdt der Nulllosung. Weil alle Normen auf dem endlichdimensionalen
Vektorraum V #quivalent sind, ist diese Beschrénktheit von e/ fiir t > 0 dquivalent zu
der Beschrinktheit von ||e!z;|| fiir t > 0 und eine Basis 1, ..., x,, von V. Wenn diese
Norm fiir einen Basisvektor und ¢ > 0 nicht beschréinkt ist, dann ist umgekehrt 0 auch
nicht stabil. Also ist 0 genau dann stabil, wenn alle Bahnkurven beschréinkt sind.

Die Bahnkurven von x € V) mit A € o4(A) konvergieren fiir ¢t — oo gegen 0, und
sind fiir z € V) \ {0} mit A\ € 0,(A) unbeschriankt. Fiir z € V) \ {0} mit X\ € 0,(A)
sind sie genau dann beschrénkt, wenn sie keine Potenzen von t enthalten, also x echte
Eigenvektoren von A sind. Daraus folgt die Charakterisierung der stabilen Fliisse. Die
linearen asymptotisch stabilen Fliisse sind offenbar genau die Kontraktionen. q.e.d.

Als néchstes betrachten wir gestorte Systeme der Gestalt

= Az —I—g(t,l’),

wobei ¢ eine in einem geeigneten Sinne kleine Storung ist. Genauer soll im Folgenden
gezeigt werden, dafl unter der Voraussetzung, dass es fiir alle € > 0 ein 6 > 0 gibt mit

lg(t,z)|| < e€|lx|| firalle =z¢€ B(0,0)

gleichméBig bzgl. ¢, das gestorte System nahezu dasselbe asymptotische Stabilitédtsver-
halten wie die ungestorte Linearisierung @ = Az besitzt.

Ist g : R xV — V eine stetige und in der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig
Funktion und ¢ — u(t) eine Losung des gestorten Systems, dann ist u fiir ¢y € R auch
die eindeutig bestimmte Losung des inhomogenen Anfaganswertproblems

u(t) = Au(t) + g(t, u(t)) mit u(ty) = ug = u(to).

Wegen Korollar [[.56] geniigt v auch der nichtlinearen Integralgleichung

t
u(t) = ety + /e(t_s)Ag(s, u(s))ds.
to
Diese Integralgleichung ist die Grundlage fiir den folgenden — im wesentlichen auf Lja-

punov zuriickgehenden — Stabilititssatz (sowie fiir zahlreiche Existenzbeweise im ana-
logen Fall unendlichdimensionaler Evolutionsgleichungen, z.B. parabolische Systeme).
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Satz 2.19 (Asymptotische Stabilitiat). Fir A € L(V) sei Reo(A) < 0 und X C
V' eine offene Umgebung von 0 sei g € C(R x X, V) in der zweiten Variablen lokal
lipschitzstetig, so dass es fir alle € > 0 ein § > 0 gibt mit

lg(t,x)|| < €||lx||  fiir alle x € B(0,6) und alle t € R.
Dann ist die Nulllésung von u(t) = Au(t) + g(t,u(t)) asymptotisch stabil.

Beweis: Es existieren positive Konstanten o und 8 mit ||e!4]| < Be=! fiir alle t > 0,
wobei wir # > 1 annehmen diirfen. Also folgt die Abschétzung

t
lu(®)]| < Bem 1) |lug| +ﬁ/6‘“(t‘s’llg(8,U(8))lld8-
to

Es sei nun € € (0, ) beliebig. Es existiert ein § € (0, €) mit

llg(t, z)|| < %Hx” fir [|z]] < dund t € R.

Wenn u(t) fiir [Jug|| < % und ein ¢t > to nicht in B(0, d) liegt, dann sei
t =inf{t € [tg,00) | ||u(t)]| = d} C (to, 00).

Dann folgt fiir tg <t <t
t t
a1 567 e [ INu(s)[ds = e ub)]| < 5+e [ fu(s)]as.
to to
Mithilfe von Lemma erhalten wir die Abschéitzung

t
ea(t—to)Hu(t)H < 5+ 65/66(t—s)d8 _ 566(t—t0) fiir to t <t

to

Daraus folgt § = |Ju(f)|| < de~(@9E—) < § was unmoglich ist. Also gilt u(t) € B(0,9)

fiir alle uy € B(0, %) und t > ¢, und dann auch |lu(t)|| < de (@9t Weil das fiir

alle 6 > 0 gilt ist die Nulllésung asymptotisch stabil. q.e.d.
Zum Beweis des entsprechenden Instabilitdtssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 2.20. Fir A € L(V) gelte « < Rec(A) < B. Dann existiert eine Hilbertnorm
||| auf V', so daf fiir das zugehdrige bilineare innere Produkt (-, -)

aflz|* < Re(Az,z) < Bll=||*  fir alle x € V gilt.
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Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Wie in dem Beweis von Lemma
gezeigt, hat A die Form A = D + N mit D = diag(p, . - ., fim), Wobei fiq, ..., fi,, die
mit Vielfachheit gezéhlten Eigenwerte von A sind. Zu jedem € > 0 gibt es auflerdem
eine Hilbertnorm || - || auf V mit ||N|| <e. Wir wihlen € > 0 und || - || mit

¢ < min{f — max(Reo(A)), min(Rec(A)) — a}.

Wegen (Dz,z) = > pjlz;|?, wobei x1,...,z, die Koordinaten von z bzgl. der (zur
Konstruktion der Norm) verwendeten Orthonormalbasis sind, gilt

min[Re o (A)]||z||?> < Re(Dx, z) < max[Rea(A)]||z|*.

Da ferner Re(Az, z) = Re(Dx, z) + Re(Nz,z) und | Re(Nz,z)| < [|N| - ||z]|* < €||=|]?
ist, folgt die Behauptung aus der Wahl von € und aus

Re(Dx, z) — €||z|* < Re(Ax,z) < Re(Dx, z) + €|z|>.

Es sei nun K = R. Dann kénnen wir das eben Bewiesene auf die Komplexifizierung Ac
in V¢ anwenden. Die Hilbertnorm ||-||c auf Vi induziert (durch Restriktion auf V' C V)
eine Hilbertnorm || - || auf V' (vgl. den Beweis von Lemma 2.5). Fiir die zugehorigen
Skalarprodukte erhalten wir

I+ mliz — lig — mli
4

2l ol12
(x,y) = =+l 1 Iz =yl fir alle x,y € V. Hieraus folgt

allz]|* = a||z]|2 < Re(Acw, )¢ = (Ax, x) < B||z||2 = Bljz||* fiir alle x € V.q.e.d.

Re<£7 n)C

fiir alle §,n € V& bzw.

Satz 2.21 (Instabilitit). Fir A € L(V) sei o,(A) # 0 und fiir eine offene Umgebung
X C Vom0 seige CRx X, V) in der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig, so
dass es und fiir alle e > 0 ein & > 0 gibt mit

lg(t, z)|| < €||lx|| fir alle z € B(0,0) und alle t € R.

Dann ist die Nulllosung der gestorten Gleichung u(t) = Au(t) + g(t, u(t)) instabil.

Beweis: Nach Voraussetzung ist o, (A) nicht leer. Sei also a € (0,Reo,(A)). Wegen
0(A —aly) = 0(A) — « ist das neutrale Spektrum o, (A,) von A, = A — aly leer
und A, erzeugt einen hyperbolischen linearen Fluf e*4«. Wegen Satz gibt es eine
direkte Summenzerlegung V' = V_ & V., welche A, in A, = (A,)_ ® (A,)4 zerlegt,
so daB 05(An) = 0((As)-) und 0,(As) = 0((As)s) gelten. Der Operator A wird
zerlegt in A = A_ & A mit 0(A;) = 0,(A) und o(A-) = 05(A4) Uo,(A). Es gilt also



66 KAPITEL 2. STABILITAT VON DYNAMISCHEN SYSTEMEN
Reo(A_) <0 und Rec(A;) > a > 0 fiir das obige a > 0. Wir wéhlen 5 € (0, «) fest.
Dann existieren nach Lemma [2.5] Hilbertnormen || - ||+ auf V. und || - |- auf V_ so daf§
Re(A_x_,z_)_ < Blla_||> fira_ € V., Re(Aizi,z): > allzy|?  firxy € V4
gilt. Offensichtlich wird durch
(T + 24, y- +ys) = (@, y-)- + (@4, y4)+

ein inneres Produkt auf V = V_ @ V. definiert und somit eine Norm || - || mit

[2||> = lo- +ai])? = [Ja_||2 + o4 |2 firallex =2_ 42, € V.
Mit den Projektionen @) : V — V_ und P : V — V. setzten wir schliellich

lz e I* = lle— | _ [|Pa]* — [|Q]*
2 2

U(z) =

fiir alle x € V,

B existiert ein 6 > 0 mit

Fiir v =
lg(t,x)|| < vl|lz]| firalle 2z € B(0,§) undalle teR.

Sei nun ty € R und u eine Losung mit u(ty) € B(0,0) C X und ¥(u(ty)) > 0. Dann
erfiillt p(t) = U(u(t)) auf t € {t >ty | ||u(t)]| <} N {t >t | ¢(t) > 0}
)

p(t) = 3 (s (), i (8)) + (s (£), wp () — (u—(t), - (2)) — (i (t), u()))
= Re(uy(t), iy (t)) — Re(u— (1), u-(1))
= Re(uy (), Ayur(t) + (¢, u(t))4) — Re(u_(t), Au_(t) + g(t, u(t))-)
= Re(uy (1), Ayui (1)) — Re(u_(t), Au_(t)) + Re(uy (t) — u_(t), g(t, u(?)))
> allur () = Bllu-O1* = (lus Ol + @) Dllg(t, u(®)]
> allur (O = Bllu-(O1* = 2llus (O lyllut)]]
> (o= 47)[lus (O] = Bllu- ()" = 28(1).

Dabei haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, ||u(t)|| < [|us(®)|| + |Ju_(t)]|
und [lg(¢, u(®))|| < yllu()]| fir ¢ € {t > to | [Ju(t)]| < 0} und zuletzt [u_ ()| < [lui ()]
und ||u(t)]| < 2|Juy(t)||fiir t € {t >ty | p(t) > 0} benutzt. Durch Integration folgt

o(t) > @(t)e?t=)  fir  t e {t >t | |Ju(s)|| < & und @(s) > 0 fiir s € [to, t]}.

Dann folgt zuerst, dass ¢(t) > 0 fiir jede Losung mit u(to) € B(0,6) N ¥~1[(0, 00)] auf
{t > 1o | [Ju(s)|| < ¢ fir alle s € [to,t]} gilt. Danach sehen wir, dass wegen

Hu@®I? > dlur O = () > p(to)e? ),
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jede solche Losung den Ball B(0,d) verlaBt, und die Nulllosung instabil ist. q.e.d.

Als Korollar der beiden vorangehenden Sétze erhalten wir das folgende Prinzip der
linearisierten Stabilitét fiir kritische Punkte autonomer Differentialgleichungen. Dieses
fundamentale Prinzip ist eines der bekanntesten Stabilitats- bzw. Instabilitatskriterien,
das besonders in den angewandten Naturwissenschaften unzidhlige Anwendungen hat.

Korollar 2.22. In einer offenen Teilmenge X C V sei xy eine Nullstelle von F €
CYX,V). Falls o0(F'(xg)) = 04(F'(x0)), so ist die Ruhelage zo des entsprechenden
lokalen Flusses @ asymptotisch stabil. Ist o,(F'(xg)) nicht leer, so ist xq instabil.

Beweis: Mit A = F'(x) € L(V) und g(y) = F(y + z0) — F'(x0)y gibt es fiir alle € > 0
ein 0 > 0, so dass ||g(y)]| < €lly| fir y € B(0,9) gilt und y = F(y + x9) = Ay + 9(y).
Also folgt die Behauptung unmittelbar aus den beiden vorangehenden Sitzen. q.e.d.

Bemerkung 2.23. (i) Der Satz macht keine Aussagen tber das Stabilititsverhalten
im Fall 0,(f'(x0)) # 0 und o, (f'(xo) = 0. In diesem Fall hingt das Stabiltitsverhalten
von den Termen héoherer Ordnung ab. Um dies zu sehen, betrachten wir das System

i=—y+a®

y=z+y’
mit (0,0) als einzigen kritischen Punkt, der ein Zentrum fir die Linearisierung ist.
Fiir r* = 22 +y? folgt ri = i + yy = —xy + 2 + 2y + y* = 2* + 4, also

4 4 44 9.2,2 4 3
¢:I+y2x+xy+y Zr—ﬁirr>0.
T 2r 2

Folglich ist %}2 < —1 und die Orbits laufen von (0,0) weg, d.h. (0,0) ist instabil.
Das System

&=—y—a’
- 3
Yy=r—y
hat dieselbe Linearisierung im kritischen Punkt (0,0). Nun folgt 7 = —Z +y <-Z <0

und 4% > 1 fiirr > 0. Folglich “laufen die Orbits nach (0,0) hinein”, d. h. (0, 0) zst s0-
gar asymptotszch stabil. Es ist leicht zu sehen, dafl das Phasenportrdt bei allgemeineren
Storungen héherer Ordnung wesentlich komplizierter aussehen kann.

(ii) Das zentrale Stabilititsresultat in dem Satz ist eine lokale Aussage. Es enthdlt keine
Angaben tiber den Einzugsbereich eines asymptotisch stabilen kritischen Punktes. Einige
Aussagen in dieser Richtung werden wir in den folgenden Abschnitten kennenlernen.
(iii) Der Beweis gilt auch fir lokal lipschitzstetiges in xq differenzierbares f € C(X, V).
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(iv) Unter geeigneten Voraussetzungen an den Evolutionsoperator A der nichtautono-
men linearen Gleichung @ = A(t)x lassen sich verwandte Resultate auch fir gestorte
nichtautonome Gleichungen

T =A(t)+ g(t,x)

beweisen. Da solche Voraussetzungen in praktischen Fillen jedoch kaum zu verifizieren
sind, werden wir uns im Folgenden in erster Linie mit dem besonders wichtigen Fall
autonomer Gleichungen befassen.

(v) Um die obigen Stabilititssitze praktisch anwenden zu konnen, bendtigt man Kri-
terien, welche es erlauben festzustellen, ob Reo(A) < 0 gilt. Da die Figenwerte die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A — A) = A" + e A"+ @A 2+ L A A

sind (dim(V) = m)), méchte man mdglichst aus den Koeffizienten eines Polynoms
ablesen, ob alle Wurzeln in der negativen Halbebene liegen. Es gibt eine Reihe von
Kriterien dieser Art. Das bekannteste ist das folgende Routh- Hurwitz- Kriterium:

Satz 2.24 (Routh-Hurwitz Kriterium). Samtliche Nullstellen eines reellen Polynoms
p(z) = 2"+ a 2™+ 4 a1z + ay vom Grand m besitzen genau dann negativen

Realteil, wenn die Matrizen H., ..., H,, positive Determinante haben. Dabei ist
a; az as ... ... A9k—1
1 as Aq4 ... ... (Q9k—2
0 a az ... ... Q9k—3
H, = 1 ay a4 ... Gy mit a; =0 fir j > m.

0

Siehe Abschnitt 16.6 in “Matrizentheorie” von F.R. Gantmacher.

2.4 Die direkte Methode von Ljapunov

In diesem Abschnitt fithren wir eine Methode ein um die lokale und globale asympto-
tische Stabilitdt zu zeigen. Diese Methode benutzt sogenannte Ljapunovfunktionen.

Definition 2.25 (Ljapunovfunktionen). Sei ® : W — X ein lokaler Fluss auf einem
metrischen Raum X. Dann heit L : X — R Ljapunovfunktion, wenn L(®(t,x)) < L(x)
fir alle (t,x) € W mit t > 0 gilt. Wenn sogar L(®(t,x)) < L(x) fir alle (t,z) € W
mit t > 0 und ®(t,x) # x gilt, dann heifit L strikte Ljapunovfunktion.
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Wegen der Bedingung (ii) eines lokalen Flusses ist L genau dann eine Ljapunovfunk-
tion, wenn t — L(®(¢,x)) fiir alle z € X monoton fallend ist. Fiir ein lokal lipschitz-
stetiges Vektorfeld F' : X — V auf einer offene Teilmenge X eines Banachraumes V
heifit L dann Ljapunovfunktion, wenn es eine Ljapunovfunktion fiir den ensprechenden
lokalen Fluss @ ist. Weil jede Integralkurve ¢ — ® (¢, x) von F' stetig differenzierbar
ist, ist ¢ — L(®p(t,x)) differenzierbar, wenn L differenzierbar ist. Deshalb ist eine
differenzierbare Funktion L genau dann eine Ljapunovfunktion zu F', wenn

VL(z) F(x) <0 fiir alle x € X

gilt. Wenn fiir nicht konstante Integralkurven keine Gleichheit gilt, dann ist L sol-
gar eine strikte Ljapunovfunktion. Allerdings ist das nur eine hinreichende und keine
notwendige Bedingung fiir eine differenzierbare Funktion L : X — R, damit L eine
strikte Ljapunovfunktion ist. Wir konnen Ljapunovfunktionen auch durch die positive
Invarianz aller Mengen L~'[(—o0,y)] mit y € R charakterisieren:

Definition 2.26. Fir einen lokalen Fluss ® : W — X auf dem metrischen Raum X
heifit eine Teilmenge A C X positiv bzw. negativ invariant, wenn ®(t,x) € A fir alle
(t,x) € WN((0,00) x A) bzw. W N ((—00,0) x A) gilt. Sie heifst invariant, wenn sie
positiv und negativ invariant ist, also ®(t,x) € A fir alle (t,z) € WN (R x A) gilt.

Im Folgenden werden wir Grenzwerte von Folgen (®(t,, ))neny mit ¢, — £oo be-
trachten. Die Menge solcher Grenzwerte wird als Limesmenge bezeichnet:

Definition 2.27 (Limesmengen). Fir einen lokalen Fluss ® : W — X und z € X
heifen die Mengen w*(x) aller Grenzwerte von Folgen (®(t,, x))nen mit t,, — %00 und
{(tn,z) | n € N} C W Limesmengen von x

Offenbar sind w*(x) leer, wenn W nicht (0,00) x {z} bzw. (—00,0) x {z} enthilt.

Lemma 2.28. Die Limesmengen w*(x) eines stetigen lokalen Flusses sind abgeschlos-
sene invariante Mengen.

Beweis: Sei y im Abschluss von w*(z). Dann gibt es fiir jedes n € N ein y, € w*(2)
mit dx(yn,y) < % und ein ¢, > n bzw. t, < —n mit dx(P(t,, ), y,) < % Dann
konvergiert (®(t,,x))nen gegen y € w®(x). Also ist w*(x) abgeschlossen.

Wegen der Stetigkeit von ® konvergiert ®(t + t,,, ) = ®(¢, (¢, x)) gegen O(t,y),
wenn (®(t,, z))nen gegen y konvergiert. Deshalb ist w*(x) invariant. q.e.d.

Lemma 2.29. Wenn {®(t,z) | (t,z) € W,t > 0} bzw. {®(t,z) | (t,x) € W,t < 0} in
einer kompakten Menge K enthalten ist, dann ist w"(x) bzw. w™(x) nichtleer, kompakt
und zusammenhdngend. Der Grenzwert limy_, 1o inf e+ (o) dx (®(t, x),y) ist dann Null.
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Beweis: Unter den Bedingungen des Lemmas enthéilt W genau wie im Beweis von
Satz[[.38 zunéchst (—¢, €) x K und dann [0, 00) X {z} bzw. (—o0o, 0] x {z}. Fiir jede Folge
(tn)nen mit t — £o00 besitzt die Folge (®(t,, z)),en dann eine konvergente Teilfolge.
Also ist w*(x) nicht leer. Als abgschlossene Teilmenge von K ist w®(z) auch kompakt.

Wenn w*(z) nicht zusammenhingend ist, dann zerfillt es in eine disjunkte Verei-
nigung von zwei abgschlossenen Mengen w*(x) = AU B. Der Abstand dx (a, b) hat auf
der kompakten Menge (a,b) € A x B einen Minimalabstand ¢ > 0. Seien

O=JB(a?3), U=|]JB®9Y.

a€A beB

disjunkte offenen Umgebungen von A und B. Wir wihlen eine streng monotone Folge
(tn)nen positiver bzw. negativer Zeitpunkte mit ¢, — +o00, so das ®(¢,, x) abwechselnd
in O und in U liegt. Sei s,, das Supremum oder Infimum von {t € [t,,t,11] | (¢) € O},
jenachdem ®(t,,x) oder ®(t,41,x) in O liegt. Dann liegt ®(s,, ) nicht in O, weil
sonst ®(t, z) fir ¢t € (s, —€, s, +¢€) und ein € > 0 in O liegt, und nicht in U, weil sonst
O(t, ) fiir t € (s, —€,, + €) fiir ein € > 0 in U und damit nicht in O liegt. Die Folge
(®(sn, &) )nen in K hat dann eine konvergente Teilfolge, dessen Grenzwert in K\ (OUU)
liegt, im Widerspruch zu der Annahme, dass w™*(z) nicht zusammenhéngend ist.
Wenn infy e+ (p) dx (P(tn, x),y) fiir eine Folge (t,)neny mit ¢, — £oo durch eine
positive Zahl nach unten beschrénkt ist, dann kovergiert eine Teilfolge von (®(t,,, x))nen
gegen ein y € w*(z). Das widerspricht der Annahme, dass infye, ;) dx (P (tn, z),y)
durch eine positive Zahl nach unten beschrénkt ist. Also sind alle Haufungspunkte von
infy eyt (z) dx (P(tn, x),y) Null, und alle solchen Folgen konvergieren gegen Null. q.e.d.

Satz 2.30. Sei ® : W — X ein stetiger lokaler Fluss und L : X — R eine stetige
Ljapunovfunktion. Dann ist L auf w™(x) konstant.

Beweis: Seien y,z € w'(z). Dann gibt es zwei streng monoton wachsende Folgen
(tn)neny und (Sp,)peny mit ¢, — 00, s, — oo und ¢, < s, < t,y1 fir alle n € N, so
dass (®(t,, x))nen gegen y und (P(s,, ))nen gegen z konvergiert. Weil L stetig ist,
konvergieren die Folgen (L(®(t,,)))nen gegen L(y) und (L(P(s,,x)))nen gegen L(z).
Aus der Monotonie von t — L(®(t,x)), folgt L(y) > L(z) > L(y). q.e.d.

In bestimmten Fillen kann man mit Ljapunovfunktionen die Stabilitat oder asym-
ptotische Stabilitdt eines Fixpunktes eines lokalen Flusses zeigen. Im Folgenden sei
¢ : W — X ein lokaler stetiger Fluss auf einer offenen Teilmenge X eines endlichdi-
mensionalen Banachraumes V' und xy € X ein Fixpunkt von .

Satz 2.31. Sei xqg € X ein Fizpunkt eines stetigen lokalen Flusses ® : W — X auf
einer offenen Teilmenge X eines endlichdimensionalen Banachraumes und L : X — R
eine stetige Ljapunovfunktion. Dann gilt
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(i) Wenn L(x) > L(xo) fir x € X \ {xo} gilt, dann ist xo stabil.

(ii) Ist zusdtzlich zu (i) L eine strikte Ljapunovfunktion und xq die einizige Ruhelage
von P, so ist xy asymptotisch stabil.

(iii) Sind zusdtzlich zu (i)-(i) die Mengen L~'[(—o0,y]] fir alle y > L(xy) kompakt,
dann ist xq global asymptotisch stabil, d.h. lim,_,., ®(t,z) = xo fir alle z € X.

Beweis (i): Sei € > 0 so klein, dass der abgschlossene Ball B(zg,€) von V in X
enthalten ist. Dann besitzt L einen minimalen Wert y > L(zo) auf der kompakten
Menge {z € X | ||z — x| = €}. Wegen der Stetigkeit von L enthélt die Menge
{x € B(xg,¢€) | L(x) < y} einen Ball B(x,d). Fiir alle x € B(xo,¢) gilt dann L(x) <y
und deshalb auch L(®(t,x)) < y fiir alle ¢ > 0 mit (¢,2) € W. Insbesondere wird
|®(t, ) — ]| fiir solche t nie gleich € und ®(¢, x) bleibt in B(zy, €). Das zeigt (i).
(ii): Wegen Lemma und wegen (i) gibt es ein § > 0, so dass [0,00) x B(xg,0)
in W enthalten ist. Fiir hinreichend kleine § sind ®(¢,x) wegen dem vorangehenden
Beweis fiir alle (¢,z) € [0,00) X B(xg,0) in einem kompakten Ball B(zg,€) enthalten.
Wegen Lemma2.29ist w (z) dann fiir alle x € B(xo, §) nicht leer und positiv invariant.
Wegen Satz ist wt(z) = {wo}. Insbesondere ist fiir x € B(z,d) und jede Folge
positiver Zahlen t, mit ¢, — oo die Folge ®(t,,x) beschrankt und besitzt nur den
Héaufungspunkt xy. Also konvergieren alle diese Folgen gegen zy und z ist attraktiv.
(iii): Fiir alle z € X sind ®(¢, ) in der kompakten Menge L~![(—oco, L(x)]] enthalten.
Dann zeigen die Argumente vom Beweis von (ii) dass wieder mit Lemma und
Satz wh(z) = {xo} und lim; ., O(¢, ) = x¢ gilt. q.e.d.

Die Bedingung in (ii) kann man fiir den lokalen Fluss eines lokal lipschitzstetigen
Vektorfeldes F': X — V und eine differenzierbare Ljapunovfuncktion L : X — R z.B.
dadurch garantieren, dass VL(z) - F(x) < 0 auf X \ {zo} gilt. Dann hat insbesondere
F nur eine Nullstelle bei zg.

2.5 Linearisierungen

In diesem Abschnitt sind (V)] - ||) ein endlichdimensionaler Banachraum, X C V eine
offene Teilmenge und f € C*(X,V). Wir wollen den von f erzeugten lokalen Fluf} ®
in der Néhe eines kritischen Punktes xg in Situationen studieren, in denen das Prinzip
der linearisierten Stabilitdt Korollar nur aussagt, dass der kritische Punkt nicht
asymptotische stabil ist. Wir werden sehen, dass fiir jeden kritischen Punkt x(, an dem
die Linearisierung f’(xq) einen hyperbolischen Fluss erzeugt, diese Linearisierung das
Langzeitverhalten des Flusses in einer Umgebung von zy beschreibt: d.h. in der Nihe
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von zg, der Flul ® fluBiquivalent zum linearen FluB e*/'(®0) ist, und die Sattelpunkt-
struktur qualitativ erhalten bleibt. Im folgenden Abschnitt werden wir dann prézise
Aussagen iiber die “stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten” W, und W, herleiten.

Sind X und Y metrische Riume und ® : W — X sowie ® : W — Y Fliisse auf X
bzw. Y, so sagen wir, ® ist in zy € X zu ® in yy € Y (lokal) C*-fluéiquivalent, oder
kurz: ®|zg ist zu (i>|yo C*-fluBsiquivalent, 0 < k < oo, wenn es Umgebungen U von
und V' von y, gibt, derart, daf der von ® auf U (durch Restriktion) induzierte lokale
FluB zu dem von ® auf V induzierten lokalen Flufi C*-fluiéiquivalent ist.

Im Folgenden sei ®; : W — X stets der von f auf X erzeugte lokale Flul. Wir
wollen den Flufl in der Nédhe eines hyperbolischen kritischen Punktes xy studieren.
Hierbei heifit der kritische Punkt xy des von f erzeugten Flusses hyperbolisch, wenn
on(f'(20)) = 0 ist, d.h. wenn der lineare FluB et/'(®0) hyperbolisch ist.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Fliissen und Homdomorphismen.
Nach Lemma [[33 ist ndmlich ®(t,-) fir jedes t € R ein lokaler Homéomorphismus.
Insbesondere ist fiir den linearen Fluf e fiir jedes ¢ € R ein Automorphismus von
V. Aus diesen Griinden ist es sinnvoll (und fiir Anwendungen auf andere Probleme
niitzlich), zuerst den Fall von Homéomorphismen zu betrachten. Zur Vorbereitung der
Einfiihrung von hyperbolischen Diffeomorphimsen beweisen wir zuerst den folgenden
Spezialfall des Spektralabbildungssatzes:

Lemma 2.32. Fiir A € L(V) gilt o(e?) = e”™ = {e}|\ € o(A)}.

Beweis: Wegen o(A4) = o(Ac) kénnen wir - durch Ubergang zur Komplexifizierung -
annehmen, daf§ V' ein komplexer Banachraum ist. Sind dann Ay, ..., \; die paareweise
verschiedenen Eigenwerte von A, so besitzt V' die direkte Summenzerlegung V = V; &
... ® V;, die sowohl A als auch e reduziert. Es geniigt also, o(e?) = e7(4) mit
Aj = Aly, fiir j = 1,..., k zu beweisen. Wir kénnen somit annehmen, dafl o(A) = {A}
und A = Aly + N mit einem nilpotenten Operator N € L(V) gilt. Es gibt folglich ein
x € V\ {0} mit Az = Az, d.h. Nx = 0. Hieraus folgt

eAz = 6)\€NZIZ' = 6)\1’,

d.h. o(e?) D e?™ . Gilt umgekehrt ey = py fiir ein p € C und y € V' \ {0}, so folgt

m

1
AN A k
pwy =eey=e E k!Ny.

k=0

Dann gibt es einen kleinsten Index { mit 0 < [ < m und N**'y = 0. Durch Anwenden
von N'! auf obige Gleichung erhalten wir

uN'y = e*N'y,
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also jt = e* wegen Ny # 0, was o(e?) C e impliziert. q.e.d.

Es sei nun A € £(V), und A erzeuge einen hyperbolischen linearen Fluf8 e4, d.h.
0,(A) = 0(A)NiR = ). Dann folgt aus dem vorangehenden Lemma, daf o(e4)NS! = ()
gilt, wobei S! = {z € C | |z| = 1} die Einheitskreislinie der komplexen Ebene ist. Mit
anderen Worten e? € L(V) besitzt keine Eigenwerte vom Betrag 1. Allgemein heifit
ein T € L(V) hyperbolisch, wenn T" keine Eigenwerte vom Betrag 1 besitzt, d.h. wenn
o(T) NS = 0 gilt. Ist T € L(V) hyperbolisch, so gilt

o(T) = 0o(T) Uowo(T) mit
oo(T)={Ne€a(T) ||\ <1} 0o(T)={N€a(T) ||\ > 1}.

Bezeichnen wir wieder mit m(\) die algebraische Multiplizitit des Eigenwertes \ €
o(T), dann sind fiir K = C

Vo= @ {zeVA-T"Ve=0} Vie= @ {eecV|(A-T)"Vz=0}.

)\GO’Q(T) )\EO’OO(T)
invariante Untervektorrdume von V| die T" reduzieren, d.h.
V=WoVey uwdT=Ty®Tyx undo(Ty)=o00(T) undo(Ty)=0x(T).

Ist K = R, so wenden wir diese Zerlegung auf die Komplexifizierung an und restringie-
ren anschlieBend auf die reellen Teilrdume, d.h.

Vo=Ve)oNV und Vo = (Ve)eo NV sowie Ty = (Tc)olv, und T = (1) oo vi. -

Dann folgt wie im Beweis von Satz die Aussage, weil A — X S! invariant 1i8t.
Das folgende Lemma stellt ein Analogon zu Lemma dar. Zur einfacheren For-
mulierung verwenden wir die vereinfachende Schreibweise

lo(A)| <as [N <a firalle A € o(A).
Andere Ungleichungen sind analog zu interpretieren.
Lemma 2.33. Es sei T € L(V) invertierbar und hyperbolisch, und fir o € (0, 1) gelte
lo(Th)] < a und |o((Tw)™Y)| < .
Dann gibt es eine Hilbertnorm || - || auf V' so dafi Vi und Vi orthogonal sind und mit

max{||To|, [[(To) "I} < .
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Beweis: Wegen || Ac|| = ||A|| (vgl. den Beweis von LemmaZ5 kénnen wir 0.B.A. K =C
annehmen. Nach dem Beweis von Lemma wissen wir dann, dafl 7o = D + N ist,
mit einem nilpotenten Operator N € £(V;) und einem Diagonaloperator (bzgl. einer
geeigneten Basis) D = diag(u1, ..., fg), wobei pq, ..., ux die geméB ihrer Vielfachheit
gezahlten Eigenwerte von Tj sind. Auflerdem wissen wir, dal wir die Basis so wihlen
konnen, da8 fiir die zugehorige euklidische Norm || - || auf V; gilt

[Nllo < @ —max{|p;| [ j =1,...,k}.
Hieraus folgt unmittelbar
1Tollo < [[Dllo + [[Nlo < max{|p;] | 1 <j <k} +|[[Njo < o

Analog finden wir eine Hilbertnorm || - ||« auf V., so daB fir die zugehorige Operator-
norm gilt: | 72! < a. Dann wird durch

z]|? = |2ollf + [|[Tool|?, fiir alle 2 = 20 + oo € Vo B Voo =V
die gewiinschte Hilbertnorm auf V' definiert. q.e.d.
Bemerkung 2.34. Ist T € L(V) invertierbar und hyperbolisch, so ist
|oo(T)] < 1 < |owe(T)]-
Da fiir jedes invertierbare B € L(V') trivialerweise
o(B) =0 (B)={\"|Xea(B)}

gilt, folgt |o(T")| < 1. Also existieren ein o < 1 und eine Norm || - || auf V' mit

|Tol] < o<1 und [T <a< 1.
Fiir x € Vi folgt hieraus

TFx = (Ty)*z — 0 fiir k — oo,

und fiir y € Vy ergibt sich

Ty = (To) "y — 0 fiir k — oo.

In Analogie zu linearen Flissen nennt man deshalb Vi den stabilen und Vy, den insta-
bilen Untervektorraum von T (oder genauer: des von T erzeugten diskreten Flusses).
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Fiir einen metrischen Raum sei Cy(X, V') der Banachraum der beschrankten stetigen
Funktionen von X nach V mit der Supremumsnorm. Ist X kompakt, so ist natiirlich
Co(X,V)=C(X,V) und

lulloe = max [Ju(z)]].

AufBlerdem ist es klar, dafl wir eine dquivalente Norm auf C,(X, V') erhalten, wenn wir
die Norm in V' durch eine dquivalente Norm ersetzen. Es sei nun V' = V| @& V5 eine
direkte Summenzerlegung von V', und fiir die zugehorigen Projektionen P, : V. — V;
gelte || P;|| < 1. Dann 148t sich jedes Element u € V' als u = Pyu 4+ Pyu schreiben, mit
Pu € Cy(X,V;). AuBlerdem gilt trivialerweise

| Piullco = sup | Pu(z)|| < [ - [Julleo < [|uflso
zeX

fiir i = 1,2. Folglich werden durch (Pu)(x) = Pu(z) fir alle z € X stetige Projek-
tionen P; : Cy(X,V) — Cy(X,V;), mit P, + P, = 1 definiert, d.h. es gilt Cp,(X, V) =
Co(X, V1) @ Co(X, Vo), und P; : Co(X, V) — Cp(X, V;) sind die zugehorigen Projektio-

nen. Setzen wir

lulleyxvy = max{|| Prufloo, || Pulloo}

so folgt aus

sllullee = 3l Pru+ Prullos < 5([[Prulles + [ Prullc)
= s([Prulle,xer + 1 Paulleyceve) < llulle,ovy < lullo,
daB || - ||c,x,v) eine dquivalente Norm auf Cy(X, V) ist.

SchlieBlich benttigen wir noch das Analogon zum Begriff der “Fluliquivalenz” fiir
den Fall topologischer Abbildungen. Sind X und Y topologische Rdume und A : X —
X sowie B : Y — Y Homoomorphismen, so heifit ein Homéomorphismus ¥ : X — Y
eine topologische Konjugation von A nach B, falls Wo A = B o ¥ gilt. Sind X und
Y offene Teilmengen von Banachriumen und sind A, B und ¥ C*-Diffeomorphismen,
1 < k < o0, so heit ¥ eine C*-Konjugation. SchlieSlich heifen A und B topolo-
gisch (bzw. C*-)konjugiert, falls eine topologische (bzw. C*-)Konjugation von A nach
B existiert. Hierdurch wird trivialerweise eine Aquivalenzrelation in der Klasse der
Hom&omorphismen (bzw. der C*-Diffeomorphismen) definiert. Nach diesen Vorberei-
tungen konnen wir nun den globalen Hartmannschen Linearisierungssatz beweisen.

Satz 2.35. Fir ein invertierbares und hyperbolisches T € L(V), und fir jede lip-
schitzstetige Funktion g € Cy(V, V') mit geniigend kleiner Lipschitzkonstanten, sind die
Abbildungen T und T + g topologisch konjugiert.
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Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma und der Bemerkung danach gibt es eine
Hilbertnorm || - || auf V' mit

max{[[ o], [T} < o < 1.

Da beim Ubergang zu einer dquivalenten Norm auf V' die Lipschitzkonstante von ¢ mit
einem positiven Faktor multipliziert wird, konnen wir die Norm || - || auf V' verwenden
und annehmen, daf fiir ein 2\ < min{1 — o, ||771|7'} gilt:

lg(x) = gl < Mz =yl fir alle 2,y € V.

(i) Wir zeigen zuerst, dafl T+ g € C(V,V) ein Homéomorphismus ist. Da, fiir jedes
z € V, die Gleichung Tz + g(x) = z dquivalent zur Fixpunktgleichung

r=T""(z = g(x)) = fu(x)

ist, ist 7"+ g bijektiv, falls f, : V' — V genau einen Fixpunkt z(z) hat. Wegen

(@) = £l < 1T Nlg(y) — g(@)ll < M7l =yl
< 2z -yl fir alle z,y € V

folgt dies aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Wir erhalten fiir 2,2 € V

lz(2) = 2(2)[| = Ifo(x(2)) = f=(z(2))]
< Ifo(2(2)) = Lz + (1 £(2(2)) = fx(=z(2)]
< sllez) — =@+ 1T - |12 — 2],

also [|z(z) —z(2)|| < 2| T |||z — Z||. Also ist z(-) = (T +g)~' : V — V lipschitzstetig.
(ii) Es sei nun h € Cy(V,V) eine zweite lipschitzstetige Funktion mit der Lipschitz-

konstanten A. Ferner nehmen wir an, dafl es zu jedem Paar (g, h) solcher Funktionen
genau ein H = H(g,h) € C(V, V) gibt mit

H—-1y € G,(V,V) und (T'+g)o H=Ho (T +h).
Dann gilt fiir a = H(g,0)
(T+g)oa=aoT,

und fiir b = H(0, g)
Tob=bo(T+g).

Es folgt
(T+g)oaob=aoTob=aobo (T +g).
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Wegen aob—1y = (a—1y)ob+ (b—1y) € Cp(V, V) und der Eindeutigkeit von H ist
aob= H(g,g) = 1y ist. Analog folgt boa = 1y. Folglich ist a ein Homémorphismus
von V' auf sich, also eine topologische Konjugation von T+ g nach T

(iii) Mit H = 1y + u bleibt zu zeigen, dafl es genau ein u € Cy(V, V') gibt mit

(T+g)o(Iy +u) =y +u) o (T +h).
Da nach (i) 7'+ h ein Homéomorphismus ist, ist das dquivalent zu

Iy +u=(T+g)o(ly+u)o (T +h)"
=go(ly+u)o(T+h) ' +To(T+h) ™ +Touo(T+h)"

Wegen T'o (T +h)™" =1y — ho (T + h)~!ist die letzte Gleichung fquivalent zu

Fu)=Touo(T+h) +G(u) mit
g

G(u); o(ly +u)o (T +h) ' —ho(T+h)™"

Offensichtlich bildet F' den Banachraum Cy(V, V) in sich ab. Es bleibt zu zeigen, daf
F genau einen Fixpunkt in C,(V, V) hat.

Wegen V = 1 @ V,, und da Vj und V,, orthogonal sind, folgt || P, || Pl < 1
fiir die zugehérigen orthogonalen Projektionen. Die Fixpunktgleichung fiir F ist somit
aquivalent zu dem Paar von Gleichungen

Pyou= Fy(u) =Tho Pyouo (T +h)™ + PyoG(u)
Poou=TyoPyouo(T+h)"+ PyoGu).

Da die letzte Gleichung durch Multiplikation von links mit 7' und von rechts mit
T + h in die dquivalente Gleichung

Poou=Fy(u)=T oPyouo(T+h)—T. oPyoG(u)o (T +h)

iibergeht, ist die Fixpunktgleichung fiir F &quivalent zu der letzten und der vorvor-
letzten Gleichung. Nach den vorangehenden Betrachtungen induziert die Zerlegung
V = Vy @ Vi die Zerlegung Cyp(V, V') = Cy(V, Vi) & Cp(V, Vi) mit

[ulle, vy = max{[| Poul|oo, | Pottlloo }
Yulloo < lulle,vvy < llullee fiir alle u € Cy(V, V).

Also wird durch F' = Fy+ F, eine Abbildung von Cy(V, V) in sich definiert, derart, daf
die beiden Fixpunktgleichungen v = F'(u) und u = F'(u) dquivalent sind. Fiir u,v €
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Cy(V,V) und x € V erhalten wir mit y = (T + h)~*(x) und 2z = (T + h)(z) und unter
Verwendung von der Abschéitzung an die Normen von Ty und T}, die Abschitzungen

[Fo(u)(z) = Fo(v)(2)]| < al[Fouly) — Pov(y)ll + lg(y + uly)) — g(y +v(y))ll
< af[Po(u = 0)[loo + Al = vl[oe < (@ +20)[u = vllcyvr),
[Foo(u)(2) = Fos(v)(2)|| < af| Pocu(2) — Poov(2)]| + ellg(2 + u(z)) — gz + v(z))]|
< af[Poo(u = 0)[loo + Al = vl[oc < (@ +2X)[lu = vllc, v,
woraus wegen Fo(Cy(V,V)) C Co(V, Vo) und Fro (Co(V, V') C Cp(V, Vi)
| F(u) = F(v)|le,vvy < (@ +20)[Jlu —vllg,vvy  fiir alle u,v € Co(V, V)

folgt. Wegen o + 2\ < 1 folgt die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von F' aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Bemerkung 2.36. (i) Der obige Beweis zeigt, dafs es genau eine topologische Konju-
gation H von T nach T+ g gibt, welche H — 1y € Cy(V, V') erfiillt (falls natirlich
die Lipschitzkonstante von g hinreichend klein ist).

(ii) Fiir g € C*(V,V),1 < k < oo kinnte man erwarten, daf die topologische Konju-
gation H von T+g nach T auch in C*(V, V) liegt. Dies ist jedoch im allgemeinen
nicht richtig. Fir Ergebnisse in dieser Richtung verweisen wir auf Hartmann.

Zur Lokalisierung des obigen Linearisierungssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 2.37. Es sei F ein beliebiger normierter Vektorraum, und rs : F — B(0,6)

sei die radiale Retraktion:
T fir x| <6
7’5(1’) .

bitr fir ) > 6

Dann ist rg lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten 2.
Beweis: Fiir ||z]| > 6 > ||ly|| gilt
Irs(x) —rs(w)ll = |0l "' = y|| < dllzlI7Hle —yll + ||oll=lI "y — ||
< e =yl + [l = [yl (|| — 8)
< llz =yl + Uzl = lyl) < 2=z —yll.
Sind ||z|| > ¢ und ||y|| > 9, erhalten wir
Irs(a) —rs(u)ll = ||ollal =z — 8]yl ~"y||
< Ol ™Ml =yl +allyll - [ll=lI7* = llylI 7|
<l =yl + ol Iyl = =/l < 2flz - y-
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Hieraus folgt die Behauptung. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir das Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 2.38 (Grobman und Hartmann). Sei X eine offene Teilmenge des endlichdime-
nisonalen Banachraums V, f € CY(X,V) und zo ein hyperbolischer kritischer Punkt
von ®¢ (d.h. f(xo) =0 und o,(f'(x0)) = 0). Dann gibt es Umgebungen O C V wvon 0
und U C X wvon g 50 dass @iy, und Py, flufdquivalent sind.

o

Beweis: Der Beweis unterteilt sich in drei Schritte. Zuerst konstruieren wir einen
globalen Fluss auf V', der in einer Umgebung mit ®; {ibereinstimmt. Danach zeigen wir
die Aussage zuerst fiir die entsprechenden zeitdiskreten Systeme, die wir erhalten wenn
wir die Zeit auf Z C R einschréanken. Als letztes zeigen wir, dass die so konstruierte
Flussidquiavlenz auch eine Flussdquivalenz fiir die zeitkontinuierlichen Systeme ist.

(i) Mithilfe einer Translation konnen wir 0.B.d.A. zy = 0 annehmen. Fiir alle A > 0
existiert ein § > 0 mit || f/(z)— f'(0) < 3 fiir allex € B(0, ). Aufgrund des Mittelwert-
satzes ist die z — f(x) — f'(0)z auf B(0, ) lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten
2. Wir definieren g € C,(V, V) mittels der radialen Retraktion r5 : V' — B(0,8) durch

9= (f—f'(O))or(;.

Wegen dem vorangehenden Lemma ist g lipschitzstetig ist mit der Lipschitzkonstanten
A Mit A= f(0) € L(V) gilt

(A+9)lBo.s) = flBos):-

Der von A + g auf V' erzeugte FluB8 ® 4, stimmt also auf dem Definitionsbreich von
D 0.5 it Py iiberein. Weil g und A+g lipschitzstetig sind, ist 444 nach Satz[L39(v)
ein globaler Fluss. Es geniigt also zu zeigen, dafl ® 44, und ® 4 fluBaquivalent sind.
(ii) Wegen & = Ax + g(x) folgt aus der Variation der Konstanten

t
Dayy(t ) = o+ /e(t_s)Ag(CI)A+g(s, x))ds fiir alle t € R.

0

Diese Formel wenden wir jetzt dreimal an. In der ersten Anwendung benutzen wir die
Beschranktheit von g € Cy(V, V') und erhalten fir t € R und z € V:

t

1 sy (£, ) — ]| < [lglloc /e@—s)uAudS .
0

Deshalb liegt ®4.,(t,-) — e fiir alle ¢ € R in Cy(V, V).
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In der zweiten Anwendung zeigen wir die Lipschitzstetigkeit von ®4.4(¢,-):

t

19 a1g(t, 2) = Pasvy(t.y)l| < M|z —y + /6(’5_8)”%‘”A [P atg(s, x) = Payq(s,y)ll ds
0

fiur t > 0 und z,y € V. Wir multiplizieren jetzt diese Ungleichung mit eIl

[@arg(t, x)e AN — @y o (2, y)e 14| <

t
< lz =yl + A/ 1@ vy (s, 2)e I — @4y (s, y)e 141 ds
0

und wenden Lemma [[.59] auf diese Ungleichung an:

t
1@t 2)e 141 = 44, (£, e M1 <l — il [ 142 / s | = o — ylle.
0

Daraus folgt zuerst die Lipschitzstetigkeit von ®444(¢,-):
[Dasg(t,z) — Pary(t,y)|| < |lz — yl| eV fisr alle 2,y € V und ¢ > 0.

Diese Ungleichung setzten wir in die dritte Anwendung der Formel ein, nachdem wir
uns zuerst die Lipschitzstetigkeit von g zunutze machen:

t

(@ arg(t, ) —ea — (Pary(t,y) —ey)|| < /6“_5)”A”AII¢A+9(S,$)—¢A+g(8,y)lld$

0
t

< M|z — gyt /e’\sds = ||z =yl — 1) fiir t >0 und z,y € V.
0

Also ist @4, ,(t,-) — e lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante e!l4ll(er —1). Da 2y = 0
nach Voraussetzung ein hyperbolischer kritischer Punkt ist, ist o,,(A) = 0. Also folgt
aus Lemma 232, da T = e? ein hyperbolischer Automorphismus von V ist. Fiir
hinreichend kleines A wird die Lipschitzkonstante el4l(e* — 1) von § = ®4,,(1,:) = T
beliebig klein. Mit g € Cy,(V, V') folgt aus dem Hartmannschen Linearisierungssatz, daf3
T und ®444(1,-) = T + g topologisch konjugiert sind. Wir wissen auBerdem, daf es
genau eine Flussdquivalenz ¥ von T nach ®4.,(1,-) gibt mit ¥ — 1, € Cy(V, V).
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(iii) Aus Vo T = ®4,,(1,-) o ¥ folgt fiir jedes ¢t € R (mit T* = ')

Brrgl1,)0 (Basg(t,) oW o T™) = Bayy(t, ) o @ayy(l, ) 0 W o T
=& (t,)oVoToT™
— (@apylt, )0 W T o T

Also ist ®a44(t,-) o U o T eine Flussiquivalenz von T nach ®4.,(1,-). Wegen
Parg(l,)oWoT =1y = (Payy(t,)) —THoVoT "+ T o (¥ —1y)o T

liegt dann mit @4 4(¢,-) — e und ¥ — 1y auch @4 ,(t,) o o Tt — 1y in Cy(V, V).
Also ist @4y y(t,-) o Wo Tt = ¥ und somit P4, (t,) o ¥ = Wo e fiir jedes t € R,
d.h. @4, und e sind fluBiquivalent.

Wir fassen zuletzt zusammen, in welcher Reihenfolge wir die Voraussetzungen erfiil-
len. Fiir gegebenes f € C'(X,V) mit hyperbolischem kritischen Punkt x; = 0 und
A = f'(0) wihlen wir zuerst ein a € (max{c(e?s)Uc(e~**)}, 1) und eine entsprechende
Hilbertnorm || - || auf V mit max{||e?]], [[e=**||} < a. Dann wiihlen wir A > 0 so klein,
dass 2el4ll(e* —1) < min{1—a, ||e™| 7'} gilt. Dann wihlen wir § > 0, so dass f — f'(0)
auf B(0,0) lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante % Das entsprechende W bildet die
Ruhelage 2y = 0 auf sich selber, und O = W~'[B(0,0)] auf U = B(0,4) ab. q.e.d.

2.6 Stabile Mannigfaltigkeiten

Der letzte Satz besagt, dafl in der Néhe eines hyperbolischen kritischen Punktes o das
Phasenportrat des Flusses @ die gleiche topologische Struktur wie das Phasenportrét
der Linearisierung in der Néhe von 0 hat. In Analogie zum stabilen Untervektorraum
Vi bzw. instabilen Untervektorraum V,, eines linearen Flusses definiert man die stabile
Mannigfaltigkeit Wy (zo) bzw. die instabile Mannigfaltigkeit W, (x¢) von ®; in z, als

Ws(xo) ={z € V |t = @f(t, z) existiert fiir ¢t € [0, 00) und tlim Qs(t,x) =z}
—00
Wy(zo) ={x € V |t — (¢, z) existiert fiir t € (—o0,0] und tlim Qr(t,x) =20}
——00
Offensichtlich gilt o € W(xo) N W, (z0). Wir wollen nun zeigen, daB, in der Ndhe von
xo, die Mengen W(xy) und W, (x¢) tatsichlich differenzierbare Untermannigfaltigkei-

ten von V sind, die sich in x( transversal schneiden, und daf die Tangentialrdume an
W(xo) bzw. W, (xo) parallel zu V; bzw. V, sind:

TxOWs(xO) = 29 + ‘/3 TmOWu(Io) = 29 + Vu
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Zum Beweis betrachten wir wieder zuerst zeitdiskrete Systeme, d.h. Homéomorphismen
von V auf sich. Ist h: V' — V ein Homéomorphismus mit ~(0) = 0, so heifit

Wo:={z eV |h"(z) = 0 fiir n - oo}

die stabile Menge von h in 0, wobei A" die n-fache Iterierte von h bezeichnet. Analog
definiert man die instabile Menge von h in 0 durch

Wy ={zeV|h"(z)— 0 fir n — oo},

wobei h™" := (h™1)" gesetzt ist. Offensichtlich gehen W, und W, ineinander iiber,
wenn wir h durch h~! ersetzen. Folglich geniigt es, W, zu betrachten.

Sei T' € L(V') invertierbar und hyperbolisch, und V = Vo @& V., T = Ty & T, sei die
oben eingefiihrte Zerlegung in den stabilen und den instabilen Untervektorraum.

Satz 2.39. Sei g : V — V lipschitzstetig mit g(0) = 0. Besitzt g eine geniigend kleine
Lipschitzkonstante, so existiert eine eindeutig bestimmte gleichmdf$ig lipschitzstetige
Funktion h : Vo — Vi, so daf$ der Graph von h die stabile Menge Wy von T+ g in 0
ist. Ist g auf einer Umgebung von 0 [-mal stetig differenzierbar fir ein 1 <1 < oo, so
auch die Funktion h. Dann gibt es eine offene Umgebung Y wvon 0 in Vy, derart, dafs

Wy = {(z,h(2)) | = € Vo}
eine C'-Mannigfaltigkeit ist. Gilt auferdem ¢'(0) = 0, so ist TyWy = V4.

Beweis: Es sei
By ={u:Ng— V| u(k) — 0 fir k — oo}.

Ein u € B(Np, V) liegt genau dann nicht in By, wenn es einen Haufungspunkt v €
V '\ {0} hat. Dann haben alle Elemente von w € B(u, ) ¢ B(N,, V) auch einen

)
Héufungspunkt in B(v, ”%”) C V. Also ist By ein abgeschlossener Untervektorraum des

Banachraums B(Ny, V) und damit selber ein Banachraum. Offenbar gilt

Wo ={z € V| (T + g)"2)ren, € Bo}
={z eV |3Jue Bymit x =u(0) und u(k+1) = (T + g)(u(k))Vk € No}.

Mit den Projektionen Py : V — Vy und P, : V — V wird die Bedingung an u zu

Pou(k + 1) =Ty Pou(k) + Pog(u(k)) Peu(k+ 1) = T Pu(k) + Pxg(u(k)), bzw.
Pou(k + 1) = TyPou(k) + Pog(u(k)) Pou(k) = T ' Paou(k + 1) — T Puog(u(k))
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fir £ € Ny. Wir ergéinzen in der ersten Gleichung der unteren Zeile fiir £ = —1 die
Gleichung Pyu(0) = Pyz und definieren fiir z € Vj und u € By: F(z,u)(k) =

ToPou(k — 1) + T Pou(k + 1) + Pog(u(k — 1)) — T ' Pog(u(k))  fiir k > 0
Pox + TN (Pyou(1) — Poog(u(0))) fir £ =0,

Dann gibt es genau dann ein Element u(0) € Wy mit Pyu(0) = x, wenn u ein Fixpunkt
von F(x,-) in By ist. Wie im Beweis des Hartmannschen Linearisierungssatzes sei

max{[|To|, [T} < @ <1 max{[|R]|, [Pxll} €1 llg(z) = g(®)]| < Allz —y
fiir alle x,y € V und fiir ein 2\ < 1 — a. Wir benutzen in By die dquivalente Norm
[ul| 5 = max{{| Poul|o; || Poctil|oo } mit 3 |ullos < flulls < [lulle

fiir alle u € By. Fiir x € V und u,v € By schitzen wir ||Py(F(z,u) — F(z,v))|| und
|| Poo (F'(z,u) — F(x,v))|| getrennt ab und erhalten die Abschitzungen

1E (@, u)(R)]] < (o + MJulk = DI + eA[[u(k)]| + aflulk + D]} fir k> 0.

[z, u) = F(z,0)||p < allu = vl[p + Mju = o] < (o +2X)[[u = 0] 5,

Es folgt, daf§ F'(x,-) den Banachraum By in sich abbildet, und F(x,-) : By — By eine
Kontraktion mit der von x € V unabhingigen Kontraktionskonstanten a 4+ 2\ < 1
ist. Der Banachsche Fixpunktsatz impliziert die Existenz eines eindeutig bestimmten
Fixpunktes U(x) von F(z,-) in By. Wir erhalten die Abschitzung

1U() = Ul = 1P, U(x)) = Fly, Uw)l1s
< 1P, U(x) = F(a, Ul + | F(z, U) - Fs, Uw)ls
< (o +20)]|U(x) = U(w) |15 + || Pox — Pog
_ 1Bz — Py

T—a_ o fiir alle z,y € V.

Deshalb definieren wir
h(z) = PxU(x)(0) fiir alle z € V.
Dann bildet h den Raum Vj lipschitzstetig in V., ab, und

Wo = {z,h(x)) | x € Vo} = Graph(h).
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Es bleibt zu zeigen, dass h [-mal differenzierbar ist, wenn ¢ auf einer Umgebung von
0 l-mal differenzierbar ist, und ToW, = V4 im Fall von ¢’(0) = 0 gilt. Wir bezeichnen
mit S, S5 1 : By — By die Verschiebungsoperatoren

u(k—1) fiir alle k € N

(S_1u)(k) = u(k + 1) fiir alle k € Ny (S1u)(k) = {0 fiir ko — 0.

Dann sind S_; und S; stetig mit max{||S_1|5, ||S1]|s} < 1. Zuletzt definieren wir
G : By — By, mit G(u)(k) = g(u(k)) fir alle k£ € Ny.

Gilt dann g € CY(By(0,8),V) fiir ein f > 0 und ein [ € NU {oo}, so folgt G €
CY(Bg,(0, B), By) und fiir ¢'(0) = 0 auch G’(0) = 0. Mit dem Einheitsvektor ey =
(1,0,...) € By kann F(x,-) in folgender Form geschrieben werden:
F(ZIZ’, ) = (PQZL')€0 + TQP()(Sl + Go Sl) + Tozlpoo(s—l — G)
Mit H(x,u) = u — F(z,u) erhalten wir H € C*(V x Bg,(0, ), By)

OH
K =1g, — %(0, 0) = ToPoSy + T PaoS_1.

Mithilfe von max{||S_1||s, ||S1||5} < 1 folgt die Abschitzung
1K | e(py < o < 1.

Wegen der Neumannschen Reihe ist 22(0,0) € £(B,) invertierbar. Wegen H(0,0) = 0,
und da U(zx) € By fiir jedes x € V; die eindeutige Losung der Gleichung

H(z,u)=0
ist, folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, daf§ die Abbildung
Vo = By, x+— U(x)
in einer Umgebung von = = 0 k-mal stetig differenzierbar ist. Da die Auswertungs-
abbildung By — V,u + u(0) linear und stetig ist, ist die Funktion h : V5 — V in
einer offenen Umgebung Y von 0 auch k-mal stetig differenzierbar. Folglich ist W3 als

Graph einer C*-Funktion eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension dimg Vj. Da durch

VoD Y 2x— (z,h(x))
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eine Parametrisierung von W gegeben wird, ist der Tangentialraum T,W3 das Bild
von Vo unter (1y, x A'(0)) in Vy x V, wobel wir 0.B.d.A. K = R annehmen konnen.
Durch Differenzieren der Identitat H(z, U(z)) = 0 im Punkt z = 0 folgt

oH 0H , .
oH

U'(0) € £L(Vp, By) und %(0,0)5 = —(Py)ey fiir alle £ € V.

Wir erhalten Poo22(0,0)¢ = 0 und mit der Definition von K und Anwenden von P
PU(0) —=TZ'S_,U'(0) =0, d.h. Po(U'(0)z)(k) = TH(U'(0)x) (k + 1)
fiir alle k € Ny und x € V. Hieraus folgt

| Poc (U (0)2) (R) || < ol PU'(0) | v, By lllv fiir alle k € N
HPOOU/(O>H»C(VO,BO) < O‘HPOOU/(O>HC(V07BO)7

d.h. P,U(0) =0, da o < 1 ist. Wegen h'(0)§ = Py (U'(0)€)(0) fiir alle £ € Vj erhalten

wir #/(0) = 0 und somit die Behauptung. q.e.d.
Ist Y eine Umgebung eines kritischen Punktes zy des Flusses ®¢, so definieren wir

die lokalen stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten von ®; in z( bzgl. Y durch

WY (20) = {x € Wy(w) | ®f(t,2) €Y fiir t > 0}

s

W) (v0) = {z € Wy(zo) | ®4(t,2) €Y fiir t < 0}.

La. gilt WY (z0) # Wi(29)NY und WY (z) # W, (29)NY . Nach diesen Vorbereitungen
konnen wir den angekiindigten Satz iiber die lokalen stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeiten beweisen, der im wesentlichen auf Hadamard und Perron zuriickgeht.

Satz 2.40. Fs sei X C V eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Banachraums und f € C*(X, V) fiir ein k € NU{oo}. Ferner sei zy ein hyperbolischer
kritischer Punkt des von f erzeugten Flusses ®¢. Dann gibt es eine Umgebung Y von
xo, derart, dafy WY (xq) CF-Mannigfaltigkeiten sind. Auferdem gilt

Too WY (20) = 20 + Vi und Ty, W) (20) = 20 + Vi,
Wobei Vi und V,, die stabilen und instabilen Untervektorrdiume von etf'(*0) gind.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir zy = 0 annehmen. Wir setzen wieder

g = (f_ f/(O))OT(;,
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wobei rs : V. — B(0,0) die radiale Retraktion bezeichnet. Dann ist g gleichmé&Big
lipschitzstetig, g(0) = 0, und g € C*(B(0,6),V) mit ¢'(0) = 0. Durch geeignete Wahl
von § > 0 wird die Lipschitzkonstante von g beliebig klein. Mit A = f/(0) € L(V) gilt

(A+ 9)|Bos) = flB0.45);

Also stimmt auf B(0,0) der von A + g erzeugte globale Flu§ ®,4,, mit dem von f
erzeugten FluB @, iiberein. Wir setzen nun 7' = e. Dann ist T ein hyperbolischer
Automorphismus, und wie im Beweis vom Satz von Grobman und Hartmann folgt,
dal § = ®444(1,-) — T global lipschitzstetig ist, wobei die Lipschitzkonstante von g
durch geeignete Wahl von ¢ beliebig klein wird. Wegen ¢(0) = 0 ist z = 0 eine Ruhelage
von @444, also §(0) = 0. Aus der Variation der Konstanten folgt wieder

t
Dyt ) =+ /e(t_s)Ag(éAJrg(s,:B))ds fiir alle t € R.
0

Wegen Satz ist ® 444 genauso oft differenzierbar wie g, und deshalb auch g. Auf-
derdem ist a%é[) A+g(+,0) die Losung des folgenden Anfangswertproblems:

2=(A+4(0)z= A4z, =2(0)=1y.

Daraus folgt ¢’(0) = 0, gilt. Folglich erfiillen 7" und g die Voraussetzungen des voran-
gehenden Satzes. Somit ist die stabile Menge Wy von ®4.,(1,-) = T + § als Graph
einer global lipschitzstetigen Abbildung h : Vj — V., darstellbar. Auflerdem gibt es
eine offene Umgebung Y von 0 in Vy mit h € C*(Y, V), derart, daB

WY ={(z,h(z)) €V ]z eY}

eine C*-Mannigfaltigkeit mit TOWOY = Vy = Vj ist. Wir behaupten nun, dal W, =
W,(0) gilt, wobei W,(0) die stabile Mannigfaltigkeit von ® Atg im Punkt 0 ist. Da aus
limy oo Patg(t, ) = 0 auch limy_,oo Payy(k, x) = 0 folgt, ist W(0) C Wy. Zum Beweis
der umgekehrten Inklusion bemerken wir, da8 ® 4, fiir hinreichend kleines > 0 auf

den kompakten Mengen (¢, x) € [—1, 1] x B(0, ) gleichméfig stetig ist, und es deshalb
zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert mit

|Paty(t, )] <efiir [t| <1und [z <.

Es sei € > 0 beliebig und es gelte limy_,o, ®¢(k, ) = 0. Dann existiert ein k(e) € N mit
| P aty(k, x)|] <0 fitr k> k(e), wobei § > 0 wie oben gewé&hlt ist. Also folgt

1B asy(t2)]| = [|Bagy(t — &, ®arg(k,2))|| <€ fitr t > k(e) und t € [k, &k + 1),
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dh. @4, ,(t,2) = 0 fiir t — oo, und somit Wy C W,(0).
Nach dem Beweis von dem vorangehenden Satz ist h(z) = P,U(x)(0) fir x € 1,
wobei die Funktion

V= B(]v Yy = U(y)

stetig ist, in y = 0 verschwindet und U(y)(k) = (T + §)*(y) = ®a44(k,y) fiir alle k € N
erfiillt. Also existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit

{(z, h(z)) | lz]l <0} C{y € Wo [ [[®ary(k,y)ll < € fiir alle k € N}.

Aus [|[®a4,4(t, )| < e fiir [t < 1 und ||z <6 folgt wie im Beweis der Inklusion Wy C
W(0), dal wir zu vorgegebenem € > 0 die Zahl § > 0 so wéihlen konnen, daf

{(z, 1)) [ l=]] <0} C{y € Wo | [|Patg(t, y)|| < e fiiralle ¢ € N}.

gilt. Wegen W, = W,(0) existieren also Nullumgebungen Y in V und Y C V; in Vj
mit WY c WY (0). Da in der Niihe von 0 die Fliisse iibereinstimmen, kénnen wir Y so
klein wihlen, daB WY (0) = WY (0) gilt. Insbesondere ist WY (0) C Wy, und da Wy der
Graph einer auf Vj definierten Funktion ist, gilt WY (0) € W, fiir eine geniigend kleine
Umgebung Y von 0. Also ist W} (0) eine C*-Mannigfaltigkeit mit 7, WY (0) = V;. Die
Behauptung fiir W' (0) folgt nun durch Zeitumkehr ¢ <+ —t. q.e.d.



