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Vollständigkeit und Norm

Aufgabe 7 Zeige, dass für die Folge

fn : [−1, 1]→ IR, x 7→


0 falls x ≤ − 1

n ,
n
2x + 1

2 falls − 1
n < x < 1

n ,

1 falls x ≥ 1
n ,

und die Funktion

f : [−1, 1]→ IR, x 7→
{

0, falls x ≤ 0
1, sonst

gilt, dass für alle ε > 0 ein N ∈ IN existiert, sodass ||fn − f ||1 < ε
für alle n ≥ N.
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Metrische Räume und Vollständigkeit

Bemerkung: Daraus folgt, dass (fn)n∈IN eine Cauchyfolge in der
1-Norm ist, und damit eine Cauchyfolge in C1([−1, 1], IR) ist.
Aufgabe 8
Zeige, dass f /∈ C1([−1, 1], IR) gilt und daher (fn)n∈IN nicht
konvergiert.
Bemerkung: Daraus folgt, dass der normierte Vektorraum nicht
vollständig ist.
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Stetigkeit und lineare Abbildungen

Aufgabe 9 Sei (X , d) ein metrischer Raum und x0 ∈ X . Dann ist
Cb(X , IR) mit ‖ · ‖∞ ein normierter IR-Vektorraum. Zeige, dass die
Abbildung

A : Cb(X , IR)→ IR, A(f ) = f (x0)

linear und stetig ist.
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Funktionenräume

Aufgabe 10 Betrachte den normierten Vektorraum (IKn, ‖ · ‖p)
mit 1 ≤ p ≤ ∞.

(a) Zeige, dass für A ∈ L(IKn) mit

A(x1, . . . , xn) := (λ1x1, . . . , λnxn)

gilt, dass ‖A‖ = max{|λ1|, . . . , |λn|}.
(b) Gilt ‖A−1‖ = 1

‖A‖?
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