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Nehme fiir diese Seminararbeit an, dass (X, d) ein metrischer Raum sei und f: X — X ist.

1 w-Limesmengen

Definition 1.1
Seizxz € X.

Man setzt nun wy(z) := {z € X | Es existiert eine natiirliche Zahlenfolge (ny)recn, die gegen ...

... 00 divergiert, mit klim f™(x) = z} und nennt wys(x) die w-Limesmenge von x beziiglich f.
—00

Satz 1.2
Sei xz € X.
Dann ist wy(x) = () {f™(x) | n € N>y, }.
meN
Beweis:
772“
Seiye N (7@ [0 € Nom.
meN

Setze zusétzlich zu dem A,, := {f"(z) | n € N>p,} Vm € N.
Fiihre nun eine Fallunterscheidung fiir y beziiglich der Ausprigung seiner Elementbeziehung

zu () Ay durch:
meN

Fall 1: y ¢ () Am
meN

In diesem Fall existiert eine natiirliche Zahl p mit y ¢ A,,.

Zusitzlich dazu, dass y € A, ist, ist y € Ay, denn y € [ Ap,.
meN

Folglich ist y € A, \ A, Dies impliziert nun die Existenz einer natiirlichen Zahlenfolge

(nk)ken, die gegen +oo divergiert, mit klim f™ =y und somit ist y € ws(x).
—00

Fall2: ye () An

meN
Zunéchst ist in diesem Fall y € A;. Da per definitionem A; = {f"(z) | n € N} ist, folgt
hierraus die Existenz einer natiirlichen Zahl p mit fP(x) = y.
Zusitzlich dazu, dass fP(x) =y ist, ist y € A1, weil y € (] Ay ist.

meN

Folglich existiert eine natiirliche Zahl ¢ mit ¢ > p und f(z) = y.
Setze ny := (¢ — p)k + p Yk € N.
(nk)ken ist nun divergent gegen +oo, da ¢ > p ist.



Das Ziel ist jetzt, zu zeigen, dass f(z) = y ist Vk € N. Ist dies namlich der Fall, so ist
(f™(z))ken konvergent gegen y und zusammen mit der Divergenz von (ng)ren gegen +oo
impliziert dies, dass y € wy(x) ist.

Setze an mit natiirlicher Induktion:

Induktionsanfang

Bs gilt f™ = fi- 1+ () = fi(z) = y.

Induktionsannahme und Induktionsschluss

Nehme an, es gelte f™ (x) = y fiir eine natiirliche Zahl k. Dann gilt

frsr = flapEAD+p(g) = flaP)Ha—Pktp(g) = fla=p)(fla—Pk+p(z)) = Fla—P)(frr(g)) =
fla=p)(y) = fa=P(fP(z)) = fIPHP(2) = fi(z) = y.

Es gilt also f™(x) =y Yk € N und somit ist y € ws(x).

Demnach ist y € wy(x)

“
=

Sei y € wy(x).

Nun existiert eine natiirliche Zahlenfolge (ng)ken, bei der ny — 400 geht fiir k& — +o00, mit
li Tk = .

i @) =

Nehme jetzt noch an, dass m € N sei. Unter dieser Annahme existiert eine natiirliche Zahl [,

sodass f"(z) € Ap, Vk € Np>; ist. Somit ist (0= (z))ren eine Folge in A,,. Zusétzlich

zu dem konvergiert sie gegen y fiir k — +oo, weil sie eine Teilfolge von (f™ (z))ken ist und

fr(x) — y fiir k — +oo. Folglich ist y € A,,, denn A,, ist die Menge aller Grenzwerte von

konvergenten Folgen in A,,.

D.h. y € A, Vm € N und dies impliziert, dass y € [\ Ay, ist.

meN
q.e.d.
Definition 1.3
Seiz e X.
Man setzt nun fy;{(:n) = {f™(z) | n € Ng} und nennt V}L(x) den positiven Semiorbit von x

beziiglich f.

Falls f zusétzlich noch invertierbar ist, setzt man v; () := {f"(z) | n € Z<o} und bezeichnet
fy;{ (x) als den positiven Semiorbit von x beziiglich f.

AuBerdem setzt man bei Invertierbarkeit von f v¢(x) := {f"(z) | n € Z} und nennt v¢(x) den
Orbit von x beziiglich f.



Satz 1.4

Sei f stetig und nehme an, es existiere ein Element x von X, bei dem 7}(3:) kompakt ist.

Dann gilt:
e wys(x) ist nichtleer. (1)
e wys(x) ist kompakt. (2)

o inf{d(f"(x),y) |y € wp(x)} — 0 filr n — +o0. (3)

Beweis:

77(1)“

(f™(x))nen ist eine Folge in ’y]'f(:c) Zusitzlich zu dem ist ...

)
.. ’y}'(m) C 'y;[(:c)

*y;{ (z) nach Annahme kompakt.

Folglich ist (f™(x))nen eine Folge, dessen Glieder alle in einer kompakten Menge enthalten sind.
Dies impliziert die Existenz einer konvergenten Teilfolge von (f(2))nen, (an)nen-
Per definitionem gibt es eine streng monoton wachsende Folge von natiirliche Zahlen (ng)ken

mit ap = f" () Yk € N. (f™(z))ken ist also eine konvergente Folge.

Ferner ist (ng)ren eine natiirliche Zahlenfolge bei der ny — +oo fiir £ — +o0, da sie streng

monoton wachsend ist. Folglich ist klim f™(x) € wy(x) und somit ist wy(x) nichtleer.
—+00

2 (2)“

Zunéchst ist 'y?(:v) nach Annahme kompakt.

Zusitzlich zu dem gilt wy(xz) = () {f*(x) | n € N>p, C{f?(x) |[n e NC {f*(z) | n €Ny
meN

=/ (2). D.h. wy(z) €7 ().

Ferner ist wy(z) abgeschlossen, denn wy¢(z) = (| {f"(z) | n € N>,,}, Mengenabschliisse sind
meN

abgeschlossen und Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
Folglich ist wy(x) eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge und somit selbst kom-

pakt.

7 (3) ¢

Setze a, = inf{d(f"(x),y) | y € wg(x)} Yn € N und nehme an, dass a,, /4 0 fiir n — +o0.

Das Ziel ist jetzt, aus dieser Annahme einen Widerspruch zu folgern.

Wegen der Annahme existiert zunéchst eine positive reelle Zahl §, fiir die es keine natiirliche
Zahl N gibt mit |a,| < § Vn € N> y. Folglich gibt es eine streng monoton steigende Folge von
natiirlichen Zahlen (ny)ien mit |an,| > 6 Vk € N.



(f™(x))ken ist eine Folge in 'y;f(a;) und somit inbesondere eine Folge in fy;{ (z). Zusitzlich

zu dem ist fyj[(a:) nach Annahme kompakt. Also hat (f™ (x))ren eine konvergente Teilfolge
(bk)ken-
Da, wie zuvor erwihnt, (f™ (x))ren eine Folge in ’y;[(a?) ist, ist auch (bg)ren eine Folge in ’y}'“ (x)

und somit muss gibt es eine streng monotone steigende Folge von natiirlichen Zahlen (my)ken
mit " (x) = by, Vk € N. Folglich gilt klim b € wy(z) (I).
—00

(f™ (z))ken ist eine Teilfolge von (™ (z))ken, da ™ (z)ken = (bx)ken ist. Also ist (mg)ren
eine Teilfolge von (ny)ken. Dies impliziert, dass |am, | > ¢ ist Vk € N und daraus folgt
(d(f™(x),y) >0 Yk € N,y € wy(x)), denn per definitionem ist a,, = inf{d(f™* (x),y) | ...
...y €wy(x)} Vk € N. Fiir eine beliebige Belegung von y aus wy(x) gilt somit

0<d < lim d(f™(x),y) =d( lim f™*(z),y) = d(lim b,y) .
k—o0 k—o00 k—o00

D.h. d(klim b, y) > 0 Vy € we(x) (II).
—00

IT steht nun im Widerspruch mit I. Folglich muss die Annahme, dass a,, /4 0 fiir n — +o0 falsch
sein und somit gilt inf{d(f™(x),y) | y € wg(x)} — 0 fiir n — +oo.

q.e.d.



Definiton 1.5

Sei M C X. Man bezeichnet M nun als f-vorwirtsinvariant, genau dann, wenn f[M] C M ist.

Satz 1.6

Seien f stetig und x € X. Dann ist wy(x) f-forwértsinvariant.

Beweis:

Sei y € wy(x).

Nun existiert eine natiirliche Zahlenfolge (ny)ren, bei der ng — +oo fiir k — oo,
mit lim [ (z) =y.

k——+o00

s gile f(y) = f( lm_f™(@)) = Tim f(f™ (@) = Tim f @)

k——+o0 k——+o0
D.h. (f™*1(x))ren ist konvergent gegen f(y). Ferner ist (n + 1)gen eine natiirliche Zahlenfolge,
die divergent ist gegen +o00, da (n)ren eine solche Folge ist. Also ist f(y) € wy(x).

Folglich ist f(y) € wy(x) Vy € wy(x). Dies impliziert, dass flws(x)] C wy(x) ist und somit ist

wy(x) f-vorwartsinvariant.

q.e.d.

Definiton 1.7
Sei x € X. Man nennt z jetzt einen wiederkehrenden Punkt von f, genau dann, wenn x € wy(x)
ist. Setze zusétzlich zu dem R(f) := {z € X | z ist ein wiederkehrender Punkt von f}.

Satz 1.10

Sei f stetig. Dann ist R(f) f-vorwértsinvariant.

Beweis:
Sei y € R(f).
Per definitionem ist nun y € wy(y). Demnach existiert eine natiirliche Zahlenfolge (ny)ken, bei

der ny — +oo fir £k — oo, mit lim f™(y) =y.
—+o00

Es gilt f(y) = f( lim f"(y)) = lim f(f™(y))) = lim f"(f(y)).

k—4o00 k—4o00 k—+o0
D.h. (f™(f(y)))ken ist konvergent gegen f(y). Hierraus folgt, dass f(y) € w¢(f(y)) ist, weil
(nk)ken, wie zuvor erwihnt, divergent ist gegen +o00. Also ist f(y) € R(f).

Folglich ist f(y) € R(f) Yy € R(f). Dies impliziert, dass f[R(f)] C R(f) ist und somit ist R(f)

f-vorwértsinvariant.

q.e.d.



2 topologisch transitive Funktionen

Definition 2.1

Man bezeichnet f als topologisches dynamisches System zu X in diskreter Zeit, genau dann,

wenn f stetig ist.

Definition 2.2

Sei f ein topologisches dynamisches Systen zu X in diskreter Zeit.

Man nennt f jetzt topologisch transtiv, genau dann, wenn es VO, U, fiir die O und U nichtleere
offene Teilmengen von X sind, eine natiirliche Zahl n gibt mit f~"[U] N O # {.

Satz 2.3, der Satz von Baire

Sei (X, d) lokalkompakt.

Dann ist ein Durchschnitt von Teilmengen von X, die dicht in X liegen und offen sind, immer
auch dicht in X.

Beweis: Siehe Boto von Querenburg: Mengentheoretische Topologie (3. Auflage) Seite 173-174

Definition 2.4

Sei B eine Menge von offenen Teilmengen von X.

Man bezeichnet B nun als Basis von (X,d) genau dann, wenn es YO, fiir die O eine offene
Teilmenge von X ist, eine Menge I und eine zugehorige Mengenfamilie in B, (By)ker, gibt mit

0= U By
kel

Lemma 2.5
Sei (X,d) frei von isolierten Punkten, U eine nichtleere offene Teilmenge von X und V eine

Teilmenge von X, die dicht in X liegt. Dann enthélt VNU unendlich viele verschiedene Elemente.

Beweis:

Zuniichst ist VNU # 0, da V dicht in X liegt und U offen ist. V N U hat also Elemente.
SeiaecVNU.

Nun existiert eine positive reelle Zahl € mit Bc(a) C U, weil a € U und U offen ist.

Da (X, d) frei von isolierten Punkten ist, existiert ein Element von Bc(a), by, mit b; # a.
Also hat B¢(a) zwei verschiedene Elemente, b; und a.

Es existiert eine positive reelle Zahl §; mit Bs, (b) C U, denn by € U, weil Be(a) C U ist.

L cvU
FOlghCh gllt Bmin{51 ,d(a,b1 )}(bl) ;75
a

Da (X, d) frei von isolierten Punkten ist, existiert ein Element von Byin(s, d(a,b1)}(b1)> b2, mit
by # ba.



Die Argumentation ab Zeile 4 liasst sich analog auf by anwenden und liefert ein Element von

V NU, b3, mit by # by und bs # a.

(bn)nen ist nun eine Folge von verschiedenen Elementen von V' NU und somit hat V N U unend-

lich viele verschiedene Elemente.

q.e.d.

Satz 2.6
Seien (X, d) lokalkompakt mit abzéihlbarer Basis und f ein topologisches dynamisches System
zu X in diskreter Zeit. Dann gilt:

e Ist f topologisch transitiv, so existiert ein Element von X, dessen positiver Semiorbit
beziiglich f dicht in X liegt. (1)

e Falls X keine isolierten Punkte besitzt und ein Element von X existiert, dessen positiver
Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt, ist f topologisch transitiv. (2)

Beweis:

7’(1)“

Nehme zuerst einmal an, f sei topologisch transitiv.
Seien zusétzlich zu dem {U; }ien eine abzéhlbare Basis von (X, d) und j € N.

Unter der Annahme, dass O eine nichtleere offene Teilmenge von X ist, gilt nun

( LEJN U No = LEJN(f‘”[Uj]) NO) # 0.

f ist topologisch transitiv. Folglich existiert eine natiirliche Zahl N mit f=% [U;]NO # 0.
Ferner ist f~N[U;JNO C U (f"[U;]) N O). Also gilt die Ungleichheit.
neN

D.h. (U f"[U;]N O # 0 VO, fiir die O eine nichtleere offene Teilmenge von X ist.
neN

Dies impliziert nun, dass |J f~"[U;] dicht in X liegt.
neN

Des Weiteren ist |J f~"[U;] offen, denn Vereinigungen offener Mengen sind immer
neN

selbst offen und aufgrund der Stetigkeit von f und der Offenheit von Uj ist f~"[U;] offen

Vn € N.

Folglich ist |J f~"[U;] dicht in X und offen Vj € N. Mit dem Satz von Baire folgt hierraus,
neN

dass (| U f7"[U;]) dicht in X liegt, und zusammen mit der angenommenen Nichtleere
jeENneN



von X impliziert dies, dass () |J f7"[Uj] nichtleer ist. (] |J f~"[U;] hat also Elemente.
jeENneN jENneN

Seize (| U f_n[Uj].
jeENneN

Nun ist z € |J f7"[U;] Vi € N. Demnach existiert fiir eine beliebige natiirliche Zahl [ eine
neN

natiirliche Zahl m mit x € f~[U;]. Somit ist f(x) € Uj.
Da zusitzlich zu dem f™(x) € *y}“(a:) ist folgt, dass f™(z) € V}F(x) N U ist.

Also ist f™(x) € 'y;{(a:) nU, vee (U fU;).
jeNneN

Zusammen mit der Nichtleere von (| | f7"[U;], die zuvor gezeigt wurde, impliziert dies die
jeNneN

Nichtleere von 'y}'(:v) N U;. Folglich ist '7;[(;16) N U; nichtleer fiir eine beliebige natiirliche Zahl 1.

Nehme nun an B sei eine offene Teilmenge von X.
Unter dieser Annahme existiert eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen K mit B = |J Uy.
keK
Demnach gilt fyjf(a:) NB= fy;{(m) N(U Ux)= U (’y;[(x) NUg) # 0.
keK 1) S —
£0
Also ist ’y]T(:c) NB # () VB, fiir die B eine offene Teilmenge von X ist und folglich liegt 'y;{ (x)
dicht in X.
Somit existiert ein Element von X, dessen positiver Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt, falls

f topologisch transitiv ist.

7 (2)“

Nehme zunéchst an, dass X keine isolierten Punkte besitzt und, dass ein Element von X, z,
existiert, dessen positiver Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt.

Seien zusétzlich zu dem U und V nichtleere offene Teilmengen von X.

Nach Lemma 2.5 enthalten nun ’y;{ (z)NU und 7;{ () NV unendlich viele verschiedene Elemente.
Folglich existieren natiirliche Zahlen m und n mit m > n, f™(z) € U und f"(z) € V.

Es gilt (f"(z) eUAf*(z) V) (xe fTMU]Az e f[V]) & (x e fFMUIN fV]).
Also ist x € f~™[U] N f~"[V].

Des Weiteren gilt f~™[U] N f~"[V] "2" f=o[f~(m=m[U]|n f~V] = f[f~ = [U]n V).

Demnach ist € f~"[f~(™=™[U] N V] und dies impliziert, dass f*(x) € f~(M=M[U] NV ist.
Somit gilt f~(M=M[U]NV # 0.

D.h. f=m=M[U]NV # 0 YU, V, fiir die U und V nichtleere offene Teilmengen von X sind und
folglich ist f topologisch transitiv.
Also ist f topologisch transitiv, wenn X keine isolierten Punkte besitzt und ein Element von X

existiert, dessen positiver Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt.

q.e.d.
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Satz 2.7

Seien (X, d) lokalkompakt mit abzéhlbarer Basis und ohne isolierte Punkte und f ein topologi-
sches dynamisches System zu X in diskreter Zeit, dass invertierbar ist.

Dann existiert ein Element von X, dessen positiver Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt, falls

es ein Element von X gibt, dessen Orbit beziiglich f dicht in X liegt.

Beweis:

Nehme zunéchst an, dass ein Element von X, z, existiert, dessen Orbit beziiglich f in X liegt.
Nach Lemma 2.5 enthilt nun *y;[ (x) NU unendliche viele verschiedene Elemente YU, fiir die U
eine Umgebung von x ist.

Folglich existiert eine Folge (ay)nen, bei der |a,| — +oo fiir n — 400, mit nll}rfoo fo(x) = x.
Da |ap| — +oo fir n — 400, hat (an)nen per definitionem abzidhlbar unendlich viele positive

reelle Zahlen. Somit muss eine der folgenden zwei Aussagen wahr sein:

e a, > 0 fiir abz&hlbar unendlich viele Belegungen von n aus N. (I)

e a, < 0 fiir abz&hlbar unendlich viele Belegungen von n aus N. (II)

Das Ziel ist jetzt, zu zeigen, dass I und II separat die Existenz eines Elements von X, dessen
positiver Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt, implizieren. Schafft man dies nédmlich, so ist

die Existenz eines solchen Elements von X garantiert.

”I :> [43

Nehme an, I sei wahr.

Sei zusétzlich zu dem m € Z.

Wegen den Giiltigkeit von I existiert nun eine natiirliche Zahl N mit a,, + m > 0 Vn € N>y.
Demnach ist (f+N-DT"(g)), cy eine Folge in fyjf(a:)

Zusitzlich zu dem gilt f™(z) = f™( lim f%(x)) = lim f™(f%(z)) = lim fo*t™(z) =

lim  fo+N=-DT (),

Also ist (for+-nFT") y eine Folge in fy;f(a:), die gegen f™(x) konvergiert.

Folglich gibt es Vm € Z eine Folge in 7;{(:U), die gegem f"(z) konvergiert. Dies impliziert, dass
es Vz € y¢(x) eine Folge in ’y;{ (z) gibt, die gegen z konvergiert und demnach liegt ’y;{(aﬁ) dicht
in v¢(z).

Zusétzlich zu dem liegt v¢(x) dicht in X. Also ist fy}‘ﬁ'(a;) dicht in X.

S = ¢

Nehme an, II sei wahr. Analoge Argumentation zum Beweis der Existenz eines Elements von X,
dessen positiver Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt, wenn I wahr ist, liefert nun, dass vy (x)
dicht in X liegt. Hierraus folgt mit analoger Argumentation zum Beweis von Satz 2.6 (2), dass f
topologisch transitiv ist und somit gibt es nach Satz 2.6 (1) ein Element von X, dessen positiver
Semiorbit beziiglich f dicht in X liegt. q.e.d.
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3 topologisch mischende Funktionen

Definition 3.1

Sei f ein topologisches dynamisches System zu X in diskreter Zeit.

Man bezeichnet f nun als topologisch mischend genau dann, wenn es VO, U, fiir die O und
U nichtleere offene Mengen in (X, d) sind, eine natiirliche Zahl N gibt mit f~"[U] N O # ()
Vn € Ng N-

Bemerkung 3.2

Ist f topologisch mischend, so ist f auch topologisch transitiv.

12



