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Kapitel 1

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Dieser Begriff er-
laubt es die Differential- und Integralrechnung auf viele Fragestellungen anzuwenden.
Er beschreibt geometrische Gebilde, die lokal wie offene Teilmengen des R™ aussehen,
aber global auf sehr vielfiltige Weise verklebt sein kénnen. Entsprechend werden wir
einerseits die lokale Differential- und Integrationsrechnung anwenden und weiterent-
wickeln und andererseits auf neue globale Fragestellungen stoflen.

1.1 Zusammenhingende Komponenten
Zunichst wiederholen wir die Begriffsbildung von metrischen Raumen.

Definition 1.1. (Metrik auf einer Menge X) Fine Metrik (oder Abstandsfunktion) ist
eine Abbildung d: X x X - R, (z,y) — d(x,y) mit drei Figenschaften

(i) d(z,y) >0 fir alle x,y € X und d(z,y) =0 <=z =y (Positivitdt).
(ii) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie).
(iii) d(z,y) < d(x,z) 4+ d(z,y) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).

0 firz=y

Beispiel 1.2. (i) auf jeder Menge X definiert d(x,y) =
1 firx+#y

die sogenannte diskrete Metrik.
(ii) AufR definiert d(x,y) = |x — y| eine Metrik.

(iii) Auf C definiert d(z,y) = |x — y| eine Metrik.

5



6 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

(iv) Auf jeder nicht leeren Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) definiert
die Einschrinkung von d auf A x A — R eine Metrik.

(v) Auf dem kartesischen Produkt zweier metrischer Raume definiert die Summe bei-
der Metriken eine Metrik. Sie heifit Metrik des kartesischen Produktes.

(vi) Die FEinschrinkung der Metrik (ii) auf die Vereinigung der inversen der natirli-

chen Zahlen mit {0} definiert eine Metrik auf N = NU{oo} ~ {1 | n € N}U{0}:

d(n,m) = In = m| d(oco,n) = d(n, o) ! d(co,00) =0 fir alle n,m € N.
nm n
Definition 1.3. (offener Ball, Umgebung, offene Menge) FEin offener Ball in (X, d)
mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist die Menge B(z,r) = {y € X | d(x,y) <r}.
FEine Umgebung eines Punktes x € X ist eine Menge O C X, die fiir ein v > 0 einen
Ball B(x,r) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die eine Umgebung
aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein € > 0 mit B(x,e) C O.

Beispiel 1.4. In R besteht der Ball B(z,r) aus (x — r,x +r). Im R™ besteht der Ball
B(z,7) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner ist als r.

Alle offenen Bélle B(xz,r) sind offenbar Umgebungen von z. Fir y € B(x,r) ist
d(z,y) < r.Sei z € B(y,r — d(x,y)). Dann gilt d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) < r, also
auch B(y,r — d(x,y)) C B(z,r). Deshalb sind die offenen Bélle tatséchlich offen.

Offenbar ist die beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Fiir zwei
offene Mengen O und O’ und x € ONO’ gibt es r > 0 und 7’ > 0 mit B(x,r) C O und
B(z,r") C O'. Also ist B(x,min{r,r'}) C B(z,r)NB(x,r") C ONO’, und ON O’ offen.
Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

Definition 1.5. (abgeschlossene Mengen, Absc_hluss) Die Komplemente von offenen
Mengen heiflen abgeschlossen. Der Abschluss A eine Menge A ist die Schnittmenge
aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen. Deshalb ist eine Menge genau dann
abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

Definition 1.6. Ein topologischer Raum X ist eine Menge X zusammen mil einer
Topologie auf X, d.h. einer Teilmenge T der Potenzmenge P(X) aller Teilmengen von
X, deren Elemente wir offene Mengen von X nennen. Sie erfillt drei Bedingungen:

(i) Die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
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(ii) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.
(iii) X und 0 sind offen.

FEin topologischer Raum heiffit Hausdorffraum, wenn je zwei unterschiedliche Punkte in
zwer disjunkten offenen Mengen enthalten sind. Er heifit kompakt bzw. Lindeldfraum,
wenn jede offene Uberdueckung eine endliche bzw. abdhlbare Teiliberdeckung besitzt.

In einem topologischen Raum X konvergiert eine Folge (z,,)en genau dann gegen
einen Grenzwert x € X, wenn jede Umgebung von x, d.h. jede Menge die eine offene
Menge enthélt, die x enthélt, alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthélt. In einem
topologischen Hausdorffraum ist ein solcher Grenzwert eindeutig. In einem allgemeinen
topologischen Raum kann eine Folge mehrere Grenzwerte haben. Die Topologie 7 =
P(X) heifit diskrete Topologie. In einem metrischen Raum (X, d) ist eine Teilmenge
genau dann offen, wenn sie eine Vereinigung von offenen Béllen ist. Eine Abbildung
f X — Y von einem topologischen Raum X in einen topologischen Raum Y heif3t
stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Ubungsaufgabe 1.7. Zeige, dass fiir metrische Riume diese Definition von Stetigkeit
mit der e — d0—Definition tibereinstimmt.

Die Schnittmengen von den offenen Teilmengen eines topologischen Raumes X mit
einer Teilmenge A C X bilden die offenen Mengen des topologischen Unterraumes A,
und die Schnittmengen von abgeschlossenen Teilmengen von X mit A die abgeschloes-
sene Mengen. Das kartesische Produkt zweier topologischer Rdume besitzt als offene
Mengen beliebige Vereinigungen von kartesischen Produkten von offenen Mengen.

Definition 1.8. FEin topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn die einzi-
gen Teilmengen von X, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind, die leere Menge
und der ganze Raum X sind. Er heifit lokal zusammenhdngend, wenn fir jedes v € X
jede Umgebung von x eine zusammenhdngende Umgebung von x enthdlt.

Satz 1.9. Eine nicht leere Teilmenge der reellen Zahlen R ist genau dann zusam-
menhdngend, wenn sie ein (beschrinktes oder unbeschrinktes) Intervall ist. Insbeson-
dere ist also R sowohl zusammenhdingend als auch lokal zusammenhdngend.

Beweis: Sei A C R eine zusammenhéngende nicht leere Teilmenge. Dann enthélt A
mit je zwei Punkten a < b € R auch das Intervall [a,b]. Wenn néamlich a < b zwei
Elemente sind und x ¢ A fiir ein = € (a,b), dann sind die Teilmengen

(—o0,2) N A= (—oo,z]NAund (z,00)NA=[r,00)NA
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jeweils offen und abgeschlossen. Also ist dann A nicht zusammenhéngend. Wir setzten
inf A = —oo bzw. sup A = oo, falls A nach unten bzw. oben unbeschréankt ist. Dann
ist A eines der Intervalle (inf A, sup A), [inf A, sup A), (inf A, sup A] und [inf A, sup A].

Sei umgekehrt I C R ein Intervall und I = AU B eine disjunkte Vereinigung von
offenen und abgeschlossenen nichtleeren Teilmengen A und B von I. Sei a € A und
b € B mit a < b. Dann ist [a,b] in [ enthalten. Sei ¢ das Supremum von A N [a, b].
Weil A abgeschlossen ist, folgt ¢ € A. Weil A offen in [ ist, folgt (c —e,c+e)NI C A
aus ¢ € A fiir ein € > 0. Wegen ¢ < b € B ist das Supremum von A N [a,b] > ¢ im
Widerspruch zur Definition von c. Also ist jedes Intervall zusammenhéngend. q.e.d.

Satz 1.10. (i) Sei X ein topologischer Raum und A C X ein zusammenhdngender
Unterraum. Dann ist jede Menge B mit A C B C A zusammenhdngend.

ii) Fine beliebige Vereinigung von zusammenhdngenden Teilmengen eines topologish-
ii) Eine beliebige Vereinigung hingenden Teil g ' topologish
cen Raumes X, deren Schnitt nicht leer ist, ist zusammenhdngend.

(iii) Fir eine Folge (Ay)nen von zusammenhdngenden Teilmengen eines topologischen
Raumes X mit Api1 N A, # 0 fir alle n € N ist |2, A, zusammenhingend.

(iv) Das Bild eines zusammenhingenden topologischen Raumes unter einer stetigen
Abbildung ist zusammenhdngend.

(v) Das kartesische Produkt zweier topologischer Riume ist genau dann (lokal) zusam-
menhdngend, wenn beide (lokal) zusammenhdingend sind.

Beweis (i): Wenn B eine Vereinigung von zwei offenen disjunkten Teilmengen C' und
D ist, dann ist auch A eine disjunkte Vereinigung von (ANC)U (AN D). Wenn C und
D offen in B sind, dann sind auch (AN C) und (AN D) offen in A. Weil B die einzige
abgeschlossene Teilmenge von B ist, die A enthilt, sind (AN C) bzw. (AN D) genau
dann gleich A, wenn C' bzw. D gleich B ist. Also ist A nicht zusammenhéngend, wenn
B nicht zusammenhéngend ist. Daraus folgt (i).

(ii): Sei # € X im Schnitt einer Familie von zusammenhéngenden Teilmengen und AUB
eine disjunkte Vereinigung der Vereinigung der Familie durch offene und abgeschlossene
nichtleere Teilmengen. Wir kénnen z € A annehmen. Dann gibt es mindestens eine
zusammenhéngende Menge C' der Familie, so dass B N C' nicht leer ist. Dann ist auch
C = (CNA)U(CnN B) eine disjunkte Vereinigung durch offene und abgeschlossene
Mengen. C'N A enthélt x und C' N B ist nicht leer. Das steht im Widerspruch dazu,
dass C' zusammenhéngend ist. Daraus folgt (ii).

(iii): Induktiv folgt aus (ii), dass A; U...U A, zusammenhéingend sind, und dann (iii).
(iv): Fiir eine stetige Abbildung f : X — Y und eine offene Teilmenge O von f[X]
gibt es eine offene Teilmenge U von Y mit O = U N f[X]. Dann ist f~'[0] = f~![U]
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offen und f : X — f[X] stetig. Das Urbild einer offenen und abgeschlossenen Menge ist
wieder offen und abgeschlossen. Daraus folgt, dass das Bild einer zusammenhéngenden
Menge unter einer stetigen Abbildung zusammenhéngend ist.

(v): Weil die Projektionen p; : X XY — X und ps : X X Y — Y stetig und surjektiv
sind, sind wegen (iv) auch X und Y zusammenhéngend, wenn X XY zusammenhéingend
sind. Fiir alle (z,y) € X xY bilden die Bilder der Umgebungen von (z, y) unter p; bzw.
po die Umgebung von x bzw. y. Deshalb sind X und Y auch lokal zusammenhéngend,
wenn X X Y lokal zusammenhéngend ist. Wenn umgekehrt X und Y (lokal) zusam-
menhédngend, dann sind fiir alle

(r,y) € X x Y auch X x {y} und {z} x Y

(lokal) zusammenhéngend. Wegen (ii) ist dann

(X >x{yh) U ({a} xY)

zusammenhéngend und enthélt alle Punkte (z,y) mit z € X. Wegen (ii) ist dann auch

X <Y = [J(X x {yhu({z} xY))

zeX

zusammenhéngend. Fiir lokal zusammenhéngende X und Y folgt, dass jede Umgebung
von (z,y) € X x Y das kartesische Produkt von zusammenhingenden Umgebungen
von x und y enthélt, und damit auch eine zusammenhéngende Umgebung. q.e.d.

Korollar 1.11. Fir alle n € N ist R" (lokal) zusammenhdingend. q.e.d.

Definition 1.12. Sei X ein topologischer Raum und v € X. Wegen Satz (i1)
ist dann die Vereinigung aller zusammenhdngenden Teilmengen von X, die x enthal-
ten, zusammenhdngend und heifit zusammenhdngende Komponente von x in X. Wegen
Satz[1.10 (i) sind diese zusammenhingenden Komponenten abgeschlossen. Zwei zusam-
menhdngende Komponenten sind entweder gleich oder disjunkt. Also ist jeder topologi-
sche Raum X eine disjunkte Vereinigung seiner zusammenhdngenden Komponenten.

Satz 1.13. Ein topologischer Raum X ist genau dann lokal zusammenhdingend, wenn
die zusammenhdngenden Komponenten von allen offenen Teilmengen wieder offen sind.

Beweis: Sei X ein topologischer Raum, dessen zusammenhéngende Komponenten von
allen offenen Mengen offen sind. Dann enthélt jede offene Umgebung von z € X eine
offene zusammenhéngende Komponente von x. Also ist X lokal zusammenhéngend.
Sei jetzt X lokal zusammenhéngend. Dann ist fiir jedes x € X die zusammenhéngen-
de Komponente von x in einer offenen Menge eine Umgebung von z. Also sind alle
zusammenhédngenden Komponenten in offenen Mengen offene, abgeschlossene und zu-
sammenhdngende Mengen. q.e.d.
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Korollar 1.14. Jeder lokal zusammenhdngende Lindeldfraum X hat hochstens abzdhl-
bar viele Zusammenhangskomponenten. Sie sind alle offen und abgeschlossen.

Beweis: Die zusammenhéngenden Komponenten eines lokal zusammenhéngenden to-
pologischen Raumes X sind offen, paarweise disjunkt und iiberdecken den Raum. Diese
Uberdeckung besitzt keine echte Teiliiberdeckung, und ein lokalzusammenhéngender
Lindeltfraum hat héchstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten. q.e.d.

Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhéngend, wenn es fiir je zwei Punkte
z,y € X einen stetigen Weg v : [0,1] = X von x = 7(0) nach y = (1) gibt. Dann ist
v([0,1]) zusammenhéngend und damit auch die Vereinigung X der Bilder aller solchen
Wege, bei denen x festgehalten wird und y ganz X durchlauft. Im Allgemeinen ist aber
nicht jeder zusammenhingende Raum auch wegzusammenhéngend. Die Wegzusam-
menhangskomponenten eines Punktes x ist die Menge aller Punkte y € X, fiir die ein
stetiger Weg von x nach y existiert. Sie ist im allgemeinen kleiner als die entsprechende
Zusammenhangskomponente.

Fiir alle n € N und alle » > 0 ist die Abbildung

X

B(0,r) - R", x>
r— |l

eine stetige Abbildung von B(0,7) nach R™. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

ry
1+ {lyl

R™ — B(0,7), y+~—

und damit auch stetig. Also sind B(0,r) und R™ homéomorph (d.h. durch eine bi-
jektive stetige Abbildung und stetige Umkehrabbildung verbunden). Deshalb ist im
R™ jeder offene Ball zusammenhéngend. Daraus wird folgen, dass alle differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten lokal zusammenhéngende Lindeléfraume sind, und deshalb
hochstens abzéhlbare disjunkte Vereinigungen von offenen und abgeschlossenen zu-
sammenhédngenden Komponenten sind.

1.2 Karten und Atlanten

Definition 1.15. (Karte) Sei X ein topologischer Raum, dann heifst ein Homdéomor-
phismus ¢ (also eine bijektive stetige Abbildung, deren Umbkehrabbildung auch stetig
ist) von einer offenen Teilmenge U von X auf eine offene Teilmenge von R™ Karte. U
heifst der Definitionsbereich und n die Dimension der Karte.

Wegen dem Gebietsinvarianzsatz von Brouwer ist das Bild einer offenen Teil-
menge des R™ unter einer injektiven stetigen Abbildung nach R" wieder offen. Deshalb
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ist eine stetige Abbildung f : R®™ — R™ mit n > m nicht injektiv. Andernfalls ist
die Verkettung von f mit der Einbettung i : R™ — R", z — (x,0) auf die ersten m
Komponenten von R" ebenfalls stetig und injektiv. Das Bild einer offenen Menge unter
1o f ist als Teilmenge des Bildes von ¢ nicht offen, im Widerspruch zu der Invarianz
des Gebietes. Insbesondere existiert nur dann ein Homéomorphismus von einer offe-
nen Teilmenge des R™ auf eine offene Teilmenge des R™, wenn n = m ist. Deshalb
stimmen die Dimensionen zweier Karten, deren Definitionsbereiche nicht schnittfremd
sind, iiberein. Das werden wir aber nicht benutzen. Zwei Karten ¢; und ¢, mit dem
gleichen Definitionsbereich U werden vertréglich genannt, wenn die Ubergangsfunktio-
nen ¢, o ¢7 und ¢1 0 ¢t = (¢ 0 ¢7) ! unendlich oft differenzierbare Abbildungen
sind. Weil die zweite Abbildung die Umkehrabbildung der ersten ist, folgt dann, dass
die Ableitungen dieser Abbildungen an jeder Stelle von ¢;[U] bzw. ¢5[U] bijektive li-
neare Abbildungen sind von R™ auf R™. Also stimmen die Dimensionen von zwei
vertriaglichen Karten mit gleichem Definitionsbereich iiberein.

Zwei Karten ¢ und ¢y mit verschiedenen Definitionsbereichen U; bzw. Uy heiflen
vertriaglich, wenn die beiden Einschrankungen von ¢; und ¢, auf U; N U,, die offenbar
zwei Karten mit gleichem Definitionsbereich sind, miteinander vertréglich sind.

Definition 1.16. (Atlas) Eine Familie von paarweise vertrdaglichen Karten, deren De-
finitionsbereiche den topologischen Raum X tberdecken, heifst Atlas.

Eine Karte heifit mit einem Atlas vertriaglich, wenn sie mit allen Karten des At-
lasses vertréaglich ist. Das ist dquivalent dazu, dass die Vereinigung des Atlasses mit
der Karte wieder ein Atlas ist. Zwei Atlanten heiflen miteinander vertréglich, wenn
die Vereinigung der Karten beider Atlanten wieder ein Atlas ist, also alle Karten zu-
sammen paarweise miteinander vertréglich sind. Sei jetzt eine Karte ¢ : U — R™ und
x € U gegeben. Weil die Verkettung von zwei glatten Abbildungen zwischen offenen
Teilmengen des R"™ wieder glatt ist, ist die Bedingung an eine Karte ¢» : V' — R™,
deren Definitionsbereich x enthélt (dann ist natiirlich m = n), dass die Abbildung
dlvav o (Y]var) ! bei ¢(x) und die Abbildung 1|y © ¢lvay bei ¢(x) glatt ist, fiir alle
miteinander vertréglichen Karten ¢ : V' — R™ &dquivalent, deren Definitionsbreiche
x enthalten. Also ist die gegebene Karte ¢ : U — R"™ genau dann mit einem Atlas
vertriaglich, wenn es fiir jedes © € U eine solche Karte ¢ : V' — R™ im Atlas gibt, die
die Bedingung erfiillt. Dann ist eine mit einem Atlas vertrégliche Karte auch mit einem
mit dem Atlas vertriglichen Atlas vertrédglich. Insbesondere stimmen die mit jeweils
einem von zwei gegebenen Atlanten vertriglichen Karten genau dann iiberein, wenn die
beiden Atlanten vertréglich sind, und die Vertriglichkeit von Atlanten ist eine Aqui-
valenzrelation. Ein geséttigter Atlas ist ein maximaler Atlas, der also alle mit diesem
Atlas vertriglichen Karten enthilt. Jede Aquivalenzklasse von vertréiglichen Atlanten
enthélt offenbar genau einen geséttigten Atlas und jeder geséttigte Atlas definiert ge-
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nau eine Aquivalenzklasse von vertriiglichen Atlanten, némlich alle Atlanten, die in
dem geséttigten Atlas enthalten sind.

Obwohl jeder metrische Raum ein Haudorffraum ist, ist nicht jeder topologische
Raum mit einem Atlas ein Hausdorffraum. Sei X = R U {0*} der topologische Raum
dessen offene Mengen aus den offenen Teilmengen von R bestehen und Mengen der
Form {0*} U O bzw. {0*} U (O \ {0}), wobei O eine offene Umgebung von 0 € R ist.
Dann ist Ig eine Karte mit Definitionsbereich X \ {0*} und 1g\ (o} mit 0* — 0 eine
Karte mit Definitionsbereich X \ {0}. Zusammen bilden sie einen Atlas. Die beiden
Punte 0 und 0* besitzen allerdings keine schnittfremden Umgebungen und X ist kein
Haudorffraum. Um solche Beispiele auszuschlieen definieren wir

Definition 1.17. (Mannigfaltigkeit) Ein topologischer Hausdorff- und Lindeldfraum
X zusammen mit einem Atlas heifst differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Unter einer Karte einer differnzierbaren Mannigfaltigkeite verstehen wir im folgen-
den immer eine mit dem Atlas vertrigliche Karte. Nicht jeder topologische Raum be-
sitzt einen Atlas. Offenbar besitzt jeder Punkt einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit,
(oder eines topologischen Raumes mit einem Atlas) eine Umgebung, die homéomorph
zu einer offenen Teilmenge des R™ ist. So ist

{(@,y) eR* |2y =0} ={(2,0) |2 € R}U{(0,9) | y € R}

keine Mannigfaltigkeit, weil der Punkt (0, 0) keine Umgebung besitzt, die homéomorph
zu einer offenen Teilmenge von R™ ist. Das sieht man daran, dass alle e-Bélle um (0, 0)
ohne den Punkt (0,0) 4 zusammenhéngende Komponenten besitzen, also vier offene
und abgeschlossene zusammenhéngende Teilmengen. Fiir jeden Punkt x € R™ und alle
e > 0 hat aber B(x,¢€) \ {} genau eine zusammenhéngende Komponente, wenn n > 1
ist und zwei, wenn n = 1. Wie wir gesehen haben, stimmen die Dimensionen von zwei
vertriaglichen Karten, deren Definitionsbereiche beide einen Punkt x € X enthalten
iiberein. Die Dimension einer differenzierbare Mannigfaltigkeit X ist die Funktion, die
jedem Punkt x € X die Dimension einer Karte aus dem Atlas zuordnet, deren Defi-
nitionsbereich x enthilt. Jeder Punkt = € X besitzt eine offene Umgebung, auf der
die Dimension der Mannigfaltigkeit konstant ist. Deshalb sind die Teilmengen von X,
auf denen die Dimension gleich einer Zahl n € N ist, offen. Wenn (,,)men eine in X
konvergente Folge ist, dann stimmen die Dimensionen von X an den Punkten (2, )men
fiir grofe m mit der Dimension von X am Grenzwert von (z,,)men liberein. Deshalb
sind die Teilmengen von X, auf denen die Dimension gleich einer Zahl n € N ist, auch
abgeschlossen, und deshalb Vereinigungen von zusammenhéngenden Komponenten von
X. Insbesondere hat eine zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltigkeit nur ei-
ne Dimension. Eine nicht zusammenhéingende differenzierbare Mannigafltigkeit kann
mehrere Dimensionen haben.
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Beispiel 1.18. (i) Jeder hichstens abzihlbare diskrete Raum ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit der Dimension 0. Umgekehrt ist jede differenzierbare Mannig-
faltigkeit der Dimension O ein héchstens abzdihlbarer diskreter Raum.

(ii) Jeder endlichdimensionale R—Vektorraum V ist fir ein n € N isomorph zu R™
und besizt einen Atlas mit nur einer linearen Karte. Alle linearen Karten sind
miteinander vertraglich. Damit wird V' zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
von der gleichen Dimension wie V. Die Topologien aller Normen von V' stimmen
alle tiberein, und die entsprechenden Atlanten sind alle miteinander vertrdglich.

(iii) Sei R™™ der (n+ 1)-dimensionale Euklidische Raum mit dem Euklidischen Ska-
larprodukt und der entsprechenden Norm. Seien ey, ..., e, die natiirliche Basis
von R"™Y. Unter der n—dimensionalen Sphére verstehen wir die Teilmenge

S"={z e R"™" | [|laf| = 1}

Im folgenden machen wir S™ auf natiirliche Weise zu einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit. Dafiir definieren wir eine Variante der stereographische Projektion:

S™\ {eo} = R"
Zundchst identifizieren wir den R™ mit der Teilmenge
{z e R" | (z,e0) = 0} = {0ep + 2161 + ... + Tpe, €R"| (21,...,2,) € R"}.

Dann bildet die Variante stereographische Projektion S"\{eo} (ohne den Nordpol)
auf den Schnittpunkt der Geraden durch den Nordpol und den Punkt von S™\ {eq}
mit der Ebene R" C R™"! ab. Sei x € S™\ {eg}. Dann besteht die Gerade durch
den Nordpol und der Punkt x aus den Punkten {ey + t(x —ep) | t € R}. Sie
schneidet die Hyperebene R" = {x € R"™ | (x,ey) = 0} in dem Punkt mit

(eg +t(x —eg),e0) =1 —t+t{x,eq) =0,

T — €

[ t 1 d +
also t=-———undy=ey+ ———.
y 0 1 — (x,ep)

1 — (x,ep)
Die Linge des Bildvektors ist dann gegeben durch

‘ _ _ \/(x (@ eo)eo, @ — (. €0)e0)

(1 — (z,e9))?
_ \/1 —2(z,e0)” + (z,00)> |1+ (w,e0)

x — ep(z.€)
1 —(x,ep)

(x — eg)

€0+ 1 —(x,eq)

Iyl =

(1 —(z,eq))? 1—(z,e)
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Also ist (z,ep) gegeben durch

lylI* — 1
<JJ,€0> =
P+ 1
und x 1st gegeben durch
Iyl — 1 2y (lyll* — 1)eo + 2y
r=(r,e0)e0+ (1 — (z,60))y = —€0+—7— = :
lyl?+17 " llyl>+1 lyll> +1

wobei wir R™ als Teilmenge von R™™ auffassen. Also ist die Variante der stereo-
graphische Projektion ein Homdéomorphismus von S™ \ {eg} nach R™. Wenn wir
diese Variante der stereographischen Projektion an der Hyperebene R™ spiegeln,
also ey durch —eq ersetzt, dann erhalten wir den Homdomorphismus

T+ eg

S*"\ {—eg} — R", T Yy=—e+—-=.
\{=eo} y= e+ T

Die Verkettung der Einschrinkung der obigen Abbildung y — x aufy € R™\ {0}
mit der dieser Abbildung auf S™\ {eo, —eo} ergibt die analytische Abbildung

(lylI* = Deo + 2y eo) lyl*+1 _ y
lyll* +1 2lyli> Iyl

Wegen Satz (ii) ist S™ als eine nicht disjunkte Vereinigung zweier zusam-
menhdngender Mengen zusammenhdngend. Dadurch wird S™ zu einer zusam-
menhdngenden differenzierbaren kompakten Mannigfaltigkeit.

R™\ {0} — R™\ {0}, y|—>—eo+(

(iv) Sei f: R"™ — R eine glatte Funktion, deren Gradient V[ keine gemeinsamen

Nullstellen mit f hat. Dann gibt es aufgrund der Voraussetzung an f fir jedes
Element x € R™! der Nullstellenmenge ein i € {0,...,n}, so dass g—gﬁ:(:ﬁ) # 0.
Wegen dem Satz der impliziten Funktion gibt es dann eine genauso oft wie f stetig
differenzierbare Funktion g von der Schnittmenge von {y € R"™! | y; = 0} mit
einer Umgebung von x nach R, so dass die Schnittmenge der Nullstellenmenge
von f mit der Umgebung von x gleich dem Graphen von g auf der Umgebung
von x ist, also gleich der Menge z(y) = y + g(y)e; wobei y die Schnittmenge
von {y € R"™ | y; = 0} mit der Umgebung von x durchliuft. Die natiirliche
Projektion von der Umgebung von x auf diese Schnittmenge, die jedem z das y
mit den gleichen Koordinaten, bis auf die i—te Koordinate, zuordnet (also y =
z — (z,e;)e;) ist offenbar glatt und die Umkehrabbildung von der Abbildung y —
y + g(y)e;. Deshalb ist die Schnittmenge der Nullstellenmenge von f mit der
Umgebung von x diffeomorph zu einer offenen Teilmenge von R™. Offenbar ist
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die Nullstellenmenge als Teilmenge des R™" ein metrischer Raum und damit
auch ein Hausdorffraum. Mit R"*! ist auch die Nullstellenmenge eine abzdihlbare
Vereinigung von kompakten Mengen, also wegen Satz[1.29 ein Lindeldfraum und
damit eine n—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Mit der Funktion f: R"™ — R, z — f(x) = ||z||> — 1 erhalten wir wieder, dass
die n—dimensionale Sphdare eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung 1.19. Anstatt von den Ubergangsfunktionen zu fordern, dass sie unend-
lich oft differenzierbar sind, kann man auch r mal-stetig differenzierbar, oder analytisch
oder (fir kompleze Mannigfaltigkeiten, bei denen wir R™ durch C" ersetzen) holomor-
phe Ubergangsfunktionen fordern. Dann entstehen C" bzw. analytische, bzw. komplexe
Mannigfaltigkeiten. Wenn wir nur stetige Ubergangsfunktionen fordern, sprechen wir
von topologischen Mannigfaltigkeiten. Ein gesdttigter Atlas (bzw. eine Aquivalenzklasse
von vertraglichen Atlanten) wird auch differenzierbare Struktur genannt. Es gibt im All-
gemeinen viele verschiedene Aquivalenzklassen von Atlanten. Aber die meisten dieser
differenzierbaren Strukturen werden durch Homdomorphismen aufeinander abgebildet.

Ubungsaufgabe 1.20. Gebe einen Homdomorphismus von R nach R an, der die dif-
ferenzierbare Struktur von dem Vektorraum R mit Norm |-| auf eine nicht vertragliche
differenzierbare Struktur abbildet.

Definition 1.21. Zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten X und Y heiffen diffeo-
morph, wenn es einen Homdomorphismus ® : X — Y gibt, dessen Verkettung mit
allen Karten des Atlas von Y mit dem Atlas von X wvertrdgliche Karten von X bilden.

Die meisten nicht miteinander vertrédglichen differenzierbaren Strukturen einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit sind also diffeomorph. Diese Relation auf dem Raum
aller differenzierbaren Strukturen ist offenbar eine weitere Aquivalenzrelation, neben
der Vertréglichkeit von Atlanten. Fiir eine gegebene differenzierbare Mannigfaltigkeit
stellt sich dann die Frage, wieviel verschiedene nicht zueinander diffeomorphe differen-
zierbare Strukturen sie besitzt. Fiir den Fall von eindimensionalen Mannigfaltigkeiten
lésst sich leicht zeigen, dass alle verschiedenen differenzierbaren Strukturen zueinander
diffeomorph sind. Allgemein gilt, dass auf niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeiten alle
differenzierbaren Strukturen diffeomorph sind. Wenn die Dimension grofler als vier ist,
kann es verschiedene differenzierbare Strukturen geben. Im besonders schweren Fall
der Dimension vier (z.B. R*) wurde durch eine von der Physik inspirierte Theorie von
Donaldson in den achtziger Jahren gezeigt, dass es auch unendlich viele verschiedene
nicht zueinander diffeomorphe differenzierbare Strukturen geben kann.
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1.3 Differenzierbare Abbildungen

Definition 1.22. Seien X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten, p € Ny und
x € X. Dann heifit eine Abbildung f: X — Y in x p mal (stetig) differenzierbar (bzw.
glatt), wenn fir zwei mit den Atlanten von X bzw. Y wvertrdgliche Karten ¢ : U — R™
und ¥ : V. — R™ mit x € U, f(x) € V und U C f7YV] folgende Abbildung von
olU] C R™ auf Y[V] C R™ bei ¢(x) p mal (stetig) differenzierbar bzw. glatt ist:

Yo flyog™ (U] = v[V],y = v(f(6~ (1))

Diese Bedingung ist offenbar unabhéngig von der Wahl der Karten. Fiir jedes x € X
gibt es immer zwei Karten ¢ : U — R™ und ) : V — RM im Atlas von X bzw. Y mit
x € U und f(x) € V. Den Definitionsbreich U kann man dann immer so einschrénken,
dass x € U C f1[V] gilt.

Damit kénnen wir die Differentialrechnung von dem R™ auf differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten tibertragen. Wir benutzen dabei immer lokal Karten und erhalten so
Abbildungen von offenen Teilmengen des R™ auf offene Teilmengen des R™. Im Folgen-
den werden wir noch viele weitere Strukturen der Differentialrechnung auf dem R" bzw.
R™ weiterentwickeln und mit Hilfe der Karten auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten
iibertragen. Wichtig dabei ist, dass die entsprechenden Aussagen so formuliert werden,
dass sie nicht von der Wahl der Karte aus dem Atlas abhéngen.

Beispiel 1.23. Im Folgenden werden wir R oder auch jeden endlichdimensionalen
Vektorraum mit der differenzierbaren Struktur aus dem Beispiel (ii) ausstatten und als
differenzierbare Mannigfaltigkeit ansehen. Also sind alle p mal stetig differenzierbaren
Funktionen von X nach R wohldefiniert. Wir wollen diesen Raum CP(X,R) nennen.
Weil die p mal differenzierbare Funktion von einer offenen Teilmenge U C R™ nach R
eine Algebra bilden, ist auch CP(X,R) bzw. C*(X,R) eine Algebra.

Ubungsaufgabe 1.24. Zeige, dass zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten X und Y
genau dann diffeomorph sind, wenn es eine glatte Abbildung f : X — Y gibt, die
bijektiv ist, und deren Umkehrabbildung auch glatt ist.

Beispiel 1.25. (i) Sei R™ der Euklidische n—dimensionale Raum mit dem Euklidi-
schen Skalarprodukt. Dann ist die Abbildung

2z
1 — [z

froe flo) =

ein Diffeomorphismus von B(0,1) C R™ nach R™. Sei ndamlich y = —172”’;“2. Dann
gilt fiir ||z|| < 1 auch ||z||* > 0. Also folgt ||y|| = 2|zl

1=l

oder auch. [|y||||=(* +
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2||z]| — |lyll = 0. Also gilt

—24 VA+4ly? 1T+l
2|lyll [yl

] =

Wegen 0 < ||z|| < 1 folgt

V1t llyl? -1

el ===,
Dann gilt
oy ==l _ylylP =142y P -1 lyl?
2 2 [ly]|?

L, TEE- .
(VI+1yllP+ D1+ lyl]? = 1) VIFyllP+1
Diese Abbildung ist fir alle y € R™ wohldefiniert und das Bild liegt in B(0,1).

Die Abbildungen f und ihre Umkehrabbildung sind sogar analytische Abbildungen,
also auch Diffeomorphismen von B(0,1) auf R™ bzw. R™ nach B(0,1).

(ii) Die Abbildung g : x — e st offenbar eine Involution:

X
e _ el
sl [l

g ist also ein analytischer Diffeomorphismus von R"\{0} nach R™\{0}. Sie bildet
das Auflere {x € R"|||x|| > 1} der Einheitskugel auf B(0,1)\ {0} ab. Zusammen

mit der Abbildung f aus (i) ergibt sie einen analytischen Diffeomorphismus des
Auferen der Einheitskugel nach R™\ {0}.

1.4 Zerlegung der Eins

In diesem Abschnitt fithren wir eine sogenannte Zerlegung der Eins ein. Das ist eine
abzdhlbare Familie ( f,,),en von nicht negativen glatten Funktionen mit Werten in dem
Intervall [0,1], deren Summe > 7, f, = 1 gleich Eins ist. Diese Summe soll dabei
immer lokal endlich sein, d.h. fiir jedes x einer gegebenen Mannigfaltigkeit, soll es eine
Umgebung geben, auf der nur endlich viele der Funktionen ( f,,)nen nicht verschwinden.
Dadurch ist die Summe immer eine endliche Summe und deshalb auch ohne Konvergenz
wohldefiniert. Mithilfe einer solchen Zerlegung der Eins wollen wir die Funktionen bzw.



18 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Vektorfelder bzw. Differentialformen (diese werden spéter eingefithrt) in Summen von
Funktionen bzw. Vektorfeldern bzw. Differentialformen zerlegen, die nur innerhalb einer
kleinen offenen Menge nicht verschwinden. Also sollen die einzelnen Funktionen der
Zerlegung der Eins nur innerhalb von (kleinen) offenen Mengen nicht verschwinden.

Definition 1.26. Eine Folge (f,)nen von reellen |0, 1]-wertigen Funktionen auf einem
topologischen Raum X heift Zerlequng der Eins, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(i) (Lokale Endlichkeit) Fiir jedes x € X gibt es eine offene Umgebung U, auf der
alle bis auf endlich viele Funktionen der Folge (f,)nen verschwinden.

(ii) Fir alle x € X gilt Y fo(x) = 1. Wegen (i) ist diese Summe immer endlich.

n=1

In diesem Abschnitt beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 1.27. (Existenz einer glatten Zerleqgung der Eins) Sei X eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit und U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine glatte Zer-
legung der Eins (fn)nen auf X, so dass alle Funktionen f, auferhalb einer kompakten
Teilmenge einer der offenen Mengen U, € U der Ubereckung verschwinden.

Wenn zu jeder offenen Uberdeckung U eine solche Zerlegung der Eins (f,)nen exi-
stiert, dann gibt es offenbar eine Folge (U,,),en von offenen Mengen in U, so dass jedes
fn auBerhalb von U, verschwindet. Wegen der Bedingung (ii) ist die Folge (U,,)nen eine
abzéhlbare offene Teiliiberdeckung von U sein. Insbesondere ist X ein Lindelofraum.
Wir betrachten zunéchst lokalkompakte Hausdorffraume.

Definition 1.28. FEin topologischer Raum heifst lokalkompakt, wenn jeder Punkt eine
kompakte Umgebung besitzt.

Wegen Heine-Borel sind alle endlichdimensionalen euklidischen Rdume R™ lokal
kompakt. Deshalb ist ein topologischer Raum mit einem Atlas lokal kompakt. Also
sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten lokal kompakte topologische Hausdorffraume.

Satz 1.29. Fir einen lokalkompakten Hausdorffraum X ist folgendes dquivalent:

(i) Es gibt eine wachsende Folge (On)nen offener Teilmengen von X mit kompaktem
Abschluss Oy, so dass fiir allen € N gilt O, C Opy1 und |J, oy On = X.

(ii) X ist eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Mengen.

(iii) X ist ein Lindeldfraum
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Beweis: Die abzéhlbare Vereinigung (J,,cx O,, der kompakten Mengen (O, )nen aus (i)
tiberdeckt X, und (ii) folgt aus (i).

Wenn X (ii) erfiillt, dann wird jede der kompakten Teilmengen durch endlich viele
Elemente einer offenen Uberdeckung von X iiberdeckt. Die abzihlbare Vereinigung
aller dieser endlichen Teiliiberdeckungen bildet eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von
ganz X. Also folgt (iii) aus (ii).

Sei jetzt X ein lokalkompakter Hausdorff- und Lindel6fraum. Dann besitzt jedes
r € X eine kompakte Umgebung K,. Wir zeigen jetzt, dass K, in X abgeschlossen
ist. Sei also y € X \ K, Dann gibt es fiir jeden Punkt z € K, zwei disjunkte offene
Mengen V, und U,, mit y € V, und z € U,. Die offene Uberdeckung (U.).ex, von K,
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Die Schnittmenge V' der entsprechenden V,’s ist
eine Umgebung von y und disjunkt von der Vereinigung der entsprechenden U,’s also
von K. Also ist y nicht im Abschluss von K, enthalten, und damit K, abgeschlossen.
Fiir alle z € X sei also W, C K, in X offen mit « € W,. Die Schnittmenge W, N K,
des Abschlusses W, in X ist dann abschlossenen, also gleich W,. Jede Uberdeckung
von W, durch offenen Teilmengen von K, wird durch hinzufiigen von K, \ W, zu einer
Uberdeckung von K, die eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Also ist W, kompakt.
Damit gibt es fiir jedes x € X eine offene Umgebung W, mit kompaktem Abschluss. Sei
(W, )nen €eine abzihlbare Teiliiberdeckung der offenen Uberdeckung (W, )qcx. Wir defi-
nieren induktiv eine aufsteigende Folge {1} = N; C N, C ... von endlichen Teilmengen
von N, so dass fiir alle n € N folgendes gilt:

(i) n+ 1€ Npy1,  (ii) (Wi)men,,, ist eine endliche Uberdeckung von Unen, W,,.
Dann erfiillt die Folge (O,,)neny mit O, = |J W, die Bedingung (i). q.e.d.

meENy,

Man kann zeigenﬂ dass jeder lokalkompakte Hausdorffraum X, der eine dieser Be-
dingungen erfiillt, metrisierbar ist, d.h. es gibt eine Metrik auf X mit den gleichen offe-
nen Mengen wie X. Aulerdem ist ein metrischer Raum genau dann ein Lindeltfraum,
wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge enthélt, also separabel ist. Insbesondere sind
alle differenzierbaren Mannigfaltigkeiten separabel und metrisierbar.

Lemma 1.30. Zu jeder offenen UberdeckungU einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
X gibt es eine Folge (¢n)nen von Karten mit Definitionsbereichen (Uy,)nen, S0 dass

(i) Fir alle n € N ist ¢,, ein Diffeomorphismus von U, auf einen Ball B(0,2) C R™.

(ii) (¢, '[B(0,1)])nen ist eine offene Uberdeckung von X .

'Dazu zeigt man zuerst, dass jeder lokal kompakte Hausdorffraum regulér ist, d.h. fiir jedes Paare
(z,A) von einem Punkt x und einer abgeschlossenen Menge A mit ¢ A sind x und A jeweils
in einer von zwei disjunkten offenen Mengen enthalten. Danach folgt aus Chapter 6, Lemma 4.4 in
J.M. Munkres: Topology, dass ein reguldrer Lindel6fraum parakompakt ist. Zuletzt zeigt Chapter 6,
Theorem 5.1 aus J.M. Munkres: Topology, dass ein solcher Raum mit einem Atlas metrisierbar ist.
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(iii) Fir jedes n € N ist U,, in einer offenen Menge von U enthalten.

(iv) Fir jedes n € N ist U,, mit hichstens endlich vielen Elementen von (Up,)men nicht
schnittfremd.

Beweis: Jeder Punkt x € X der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist im Defini-
tionsbreich einer glatten Karte ¢, enthalten, die x auf 0 abbildet. Auflerdem ist x in
einer der offenen Mengen der Uberdeckung enthalten. Indem wir die Karten (¢, )zex
auf kleine offene Umgebungen von x einschrénken, und gegebenfalls um einen geeigne-
ten positiven Faktor strecken, erhalten wir Karten (¢, ).ex, die ¢,(x) = 0 und sowohl
(i) als auch (iii) erfiillen. Also gibt es fiir jede Uberdeckung & von X eine Uberdeckung
von X durch Definitionsbreiche von Karten (¢, ).cx, die ¢,(x) = 0, (i) und (iii) erfiillen.

Die differenzierbare Mannigfaltigkeit X ist ein lokalkompakter Hausdorff— und Lin-
delofraum. Deshalb gibt es eine Folge (O, )nen von offenen Mengen, die (i) aus dem
Satzerfiﬂlt. Wir ergéinzen Oy = O_; = (). Fiir jedes n € N liegt jedes z € O,\ Op_1
im Definitionsbreich einer glatten Karte von X, die z auf 0 abbildet und die Bedingun-
gen (i) und (iii) erfiillt. Zusétzlich kénnen wir annehmen, dass der Definitionsbreich
in der offenen Umgebung O,,1; \ O,,_» von x enthalten ist. Dann besitzt die kompak-
te Teilmenge O, \ O,_; eine endliche Teiliiberdeckung durch die Urbilder der offenen
Bille B(0, 1) beziiglich dieser Karten. Also besitzt O; eine endliche Uberdeckung durch
die Urbilder von B(0, 1) beziiglich solcher Karten, deren Definitionsbereiche in Oy ent-
halten sind. Und Oy \ O; besitzt eine endliche Uberdeckung durch die Urbilder von
B(0,1) beziiglich solcher Karten, deren Definitionsbreiche in O3 enthalten sind. Alle
diese abzihlbar vielen endlichen Uberdeckungen erfiillen zusammen offenbar (i)-(iii).
Die Definitionsbereiche der Karten der Uberdeckungen von O,, \ O,_; und O,, \ Opm—1
sind in O,11 \ On_2 bzw. Opyq \ O, enthalten, also fiir [n — m| > 2 schnittfremd.
Deshalb erfiillen alle diese Karten zusammen auch die Bedingung (iv). q.e.d.

Beweis der Existenz der Zerlegung der Eins (Satz |[1.27)): Seien a < b zwei reelle
Zahlen. Dann ist die reelle Funktion f,;, : R — [0,1], 2+ fup(z) mit

1 firx<a
fap(x) = {exp(Fexp(zL)) fira<az <b
0 fir b <z

eine glatte Funktion. Fiir alle » > 0 ist dann die Funktion g(x) = fi3/2(||z||) eine
glatte Funktion auf dem R", die auf B(0, 1) gleich 1 ist und auBerhalb von B(0,3/2)
verschwindet. Sei fiir alle n € N ¢,, : U, — B(0,2) die Folge von Karten, die (i)-(iv)
aus dem vorangehenden Lemma erfiillt. Dann setzen wir die Funktion h, = g o ¢,, zu
einer glatten Funktion auf X fort, indem wir sie aulerhalb des Definitionsbereichs U,
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der Karte ¢,, gleich Null setzen. Wir definieren jetzt eine Zerlegung der Eins (f,)nen:
n—1
fo=ha JJ(1 = k) fiir alle n € N,
=1

Dann folgt induktiv fiir alle n € N:

n n n+1

i+t ot fonn= 1_H(1_hl>+hn+1H(1_hl> = 1—H(1—hl)-

1=1 1=1 1=1
Wegen der Bedingung (ii) ist jedes z € X fiir ein n € N in ¢, '[B(0,1)] C U, enthalten.
Wegen der Bedingung (iv) sind auf U, nur endlich viele Funktionen h,, ungleich Null.
Deshalb erfiillt diese Folge die Bedingung der lokalen Endlichkeit. Auf ¢~1[B(0,1)]
ist (1 — h,) gleich Null. Deshalb ist die Summe ) f, aller f, iiberall gleich Eins.
Wegen der Bedingung (iii) verschwindet jedes f,, auflerhalb der kompakten Teilmenge
»~1[B(0,3/2)] einer der offenen Mengen von U. q-e.d.

Zum Abschluss kénnen wir noch alle Elemente einer solchen Zerlegung der Eins,
die aulerhalb derselben offenen Menge in I verschwinden, zu einer Funktion aufsum-
mieren. Das ist wegen der lokalen Endlichkeit offenbar moglich. Dadurch kénnen wir
erreichen, dass die abzéhlbare Familie der Funktionen der Zerlegung der Eins durch
eine hochstens abzéhlbare Teiliiberdeckung von ¢ durchnummeriert wird.

Korollar 1.31. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und A C X eine Teilmen-
ge und g eine reelle Funktion auf A. Gibt es fiir jedes x € A im Abschluss von A eine
offene Umgebung V, von x in X und eine glatte Funktion f, auf V,, die auf V, N A
mit g dbereinstimmt, dann gibt es fir jede offene Menge U, die A enthilt eine glatte
Funktion f auf X, die auf A mit g ibereinstimmt, und aufSerhalb von U verschwindet.

Beweis: Wir schrianken fiir alle z € A die Menge V,, und die Funktion f, auf V,NU ein.
Fiir alle x € X \ A sei V, eine offene Umgebung von z in X \ A und f, = 0 auf dieser
Menge. Die offene Uberdeckung (V)zex von X besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung
(V)nen mit entsprechenden Funktionen (f,),en und einer entsprechenden Zerlegung
der Eins (hy)nen. Die Funktion f =" _ Ay f, leistet das Gewiinschte. q.e.d.

Wir nennen Funktionen g, die die Bedingungen des Korollars erfiillen auf A un-
endlich oft differenzierbar. Analog werden r mal stetig differenzierbare Funktionen auf
abgeschlossenen Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten definiert.

1.5 Tangentialraum

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Tangentialvektoren auf differenzierbare
Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. In jedem Punkt des R™ kénnen wir den Raum aller
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infinitesimalen Richtungen von differenzierbaren Funktionen von reellen Intervallen in
den R™ mit dem R” identifizieren. Durch die Karten des Atlases kénnen wir das auch
fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Um diese Tangentialvektoren, die die infinite-
simalen Richtungen auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit beschreiben, aber so
einzufiihren, dass ihre Definition nicht von der Wahl der Karte abhéngen, definieren
wir zuniichst eine Aquivalenzrelation auf dem Raum der Abbildungen zwischen zwei
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten.

Definition 1.32. Seien X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und x € X.
Auflerdem seien fi und fo zwei auf einer offenen Umgebung von x stetige und in x
differenzierbare Abbildungen nach Y. Wir sagen, dass sich die beiden Abbildungen fi
und fy in dem Punkt x beriihren, wenn fi(x) = fo(x) =y und beziglich einer Karte ¢
von X im Punkt v und einer Karte 1) von'Y im Punkt y die Ableitung von 1o fio¢™?
und o food~t im Punkt ¢(x) als lineare Abbildung von R™ nach R™ dibereinstimmen.

Wegen der Kettenregel ist diese Aussage unabhéngig von den Karten ¢ und ¢ von
X bzw. Y in den Punkten x bzw. y. Aus der Definition folgt auch sofort, dass diese
Relation eine Aquivalenzration zwischen solchen Abbildungen ist.

Definition 1.33. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und x € X. Die Men-
ge der Aquivalenzklassen aller stetigen im Punkt O differenzierbaren und sich dort
beriihrenden Abbildungen von (—¢,€) nach X, die 0 auf x abbilden, heifft Tangenti-
alraum von X im Punkt x und wird mit T, X bezeichnet. Seine Elemente heiffen Tan-
gentialvektoren im Punkt x.

Fiir alle v, w € R™ ist die Abbildung ¢ +— w+tv unendlich oft differenzierbar und hat
bei t = 0 die Ableitung ¢ — tv. Umgekehrt beriihrt jede in 0 differenzierbare Abbildung
z: (—€€) = R™, mit x(0) = w, die Abbildung ¢t — w + tv mit v = #(0) im Punkt
t = 0. Dadurch wird der Tangentialraum 7;, W von einer offenen Teilmenge W C R™ im
Punkt w € W auf eindeutige Art und Weise mit dem Vektorraum v € R™ identifiziert.
Fiir jede in 0 differenzierbaren Abbildungen (—e¢,€) — W, die 0 auf w € W abbildet,
ist die Verkettung mit einer in w € W differenzierbare Abbildung f : W — R"” eine
in 0 differenzierbare Abbildung (—e¢,€) — R”, die 0 auf f(w) abbildet. Die Verkettung
mit f bildet dabei sich beriihrende Abbildungen auf sich beriihrende Abbildungen ab
und induziert ein Abbildung T,(f) : T,W — Ty R". Wenn wir dabei 7, mit R™,
und Ty(z)R™ mit R identifizieren, dann wird T;,(f) mit v — £|,—o f(w +tv) = f'(w)(v)
idenifiziert. Insgesamt entspricht also T,(f) der Ableitung

fl(w) : R™ = T,W — R" = Ty, R".

WEeil die Ableitung eine lineare Abbildung ist, ist diese Abbildung eine lineare Abbil-
dung von dem Vektorraum R™ in den Vektorraum R"™. Das wollen wir auf differenzier-
bare Abbildungen zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten iibertragen.
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Beispiel 1.34. Wir haben gerade gesehen, dass sich fiir alle w € R™ der Tangenti-
alraum T,R™ auf natirliche Weise mit R™ identifizieren lisst. Wenn allgemeiner V/
ein normierter Vektorraum ist, dann ist fir alle w,v € V die Abbildung t — w + tv
unendlich oft differenzierbar, und die Ableitung ist gegeben durch t — tv. Jede differen-
zierbare Abbildung (—e,€) — V, t — v(t), die O auf w abbildet, berihrt offenbar genau
die den Vektoren w und v = dzgt) li=o entsprechende obige Abbildung. Dadurch wird der
Tangentialraum T,V auf natirliche Weise mit V' identifiziert.

Definition 1.35. Sei f : X — Y eine in x € X differenzierbare Abbildung zwischen
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und seien ¢ : U — R™ und ¢ : V — R"™ Karten
von X undY mitx € U und f(z) € V. Dann ist o fog™! eine in ¢(x) differenzierbare
Abbildung von W = ¢[f~H{V]NU] C R™ nach R™. Die Verkettung mit o fo¢™ ' bildet
sich in O berihrende Abbildungen (—e,e) — W, die 0 auf ¢(x) abbilden, auf sich in 0
beriihrende Abbildungen (—e,€) — R™ ab, die 0 auf(f(x)) abbilden. Deshalb induziert
die Verkettung mit f eine Abbildung vom Tangentialraum T, X von X bei x € X in den
Tangentialraum T,)Y von'Y bei f(x) € Y. Diese Abbildung wird mit T,(f) bezeichnet.
Die Vereinigung aller dieser Abbildungen wird mit T'(f) bezeichnet:

T(f): TX = | JT.X > Ty = | T,V

rzeX yey

Satz 1.36. (i) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und x € X. Dann indu-
ziert jede Karte ¢ um x € X eine bijektive Abbildung T,(¢) von T, X auf den
Vektorraum Ty, R™. Dieser Isomorphismus induziert auf T, X eine Vektorraum-
struktur iiber R, die nicht von der Karte ¢ abhdngt.

(ii) Sei f: X — Y eine im Punkt x € X differenzierbare Abbildung zwischen den dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit X und Y . Dann ist die folgende Abbildung linear:

Tx(f) : TIX — Tf(x)y

(iii) Seien f: X =Y inz € X und g : Y — Z in f(x) differenzierbare Abbildungen
zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Dann ist go f in x differenzierbar
und es gilt

Tu(go f) =T (9) o Tu(f).

iv) Eine differenzierbare ildung f : X — Y zwischen differenzierbaren Mannig-
iv) Fine di ierbare Abbild X — Y zwischen di jerb Manni
faltigkeiten ist genau dann lokal konstant, wenn T,(f) = 0 fir alle z € X.

(V) Zwei differenzierbare Abbildungen f: X — Y und g : X — Y zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten beriihren sich genau dann im Punkt x € X, wenn

f(x) = g(x) und T,(f) = Ty (g) gilt.
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Beweis: Wir zeigen zuerst (iii): Seien also f : X - Y inz € Xundg:Y — Z in
f(x) differenzierbar, und seien ¢ : U — R™ ¢ : V — R" und £ : W — R! Karten
von X, Y und Z mit x € U, f(z) € V und g(f(z)) € W. Sei V' = g~ {W] NV und
U' = V'] NU. Dann ist £ o g o ¢p~! eine in (f(z)) differenzierbare Abbildung
von ¢'[V’] € R™ nach R und ¢ o f o ¢~! eine in ¢(z) differenzierbare Abbildung von
¢[U'] € R™ nach ¢[V’'] C R". Thre Verkettung ist die in ¢(x) differenzierbare Abbildung
€ogo fop!von ¢[U'] C R™ nach R!. Das zeigt, dass g o f in z differenzierbar ist,
wenn f in z und g in f(x) differenzierbar sind.

Fiir jede in 0 differenzierbare Abbildung y : (—€,¢) — X, die 0 auf = abbildet,
ist f oy eine in 0 differenzierbare Abbildung (¢,e) — Y, die 0 auf f(x) abbildet. Die
Verkettung g o (f o y) von f oy mit g ist dann eine in 0 differenzierbare Abbildung,
die 0 auf g(f(x)) abbildet. Wegen go (foy) = (go f) oy ist diese Abbildung auch die
Verkettung von y mit g o f. Dann folgt T(g o f) = Ty(x)(g) o T:(f) aus der Definition
von Ty (f), T (g) und Ty (g o f). Das zeigt (iii).

Offenbar gilt T, (1x) = 1, x fiir jede differenzierbare Mannigfaltigkeit X und = € X.
Dann folgt aus (iii), dass fiir jede Karte ¢ : U — R™ und jedes x € U die Abbildung
Ty) (¢~ 1) die inverse von T,(¢) ist. Also sind alle diese Abbildungen bijektiv.

Als néchstes wéhlen wir in der Situation von (ii) zwei Karten ¢ : U — R™ von X
und ¢ : V' — R™ von Y mit x € U und f(z) € V. Dann ist ¢ o f o ¢~! eine in ¢(x)
differenzierbare Abbildung von ¢[f~}[V]NU] C R™ nach R". Thre Tangentialabbildung
Ty (o fog¢t) ist dann die lineare Abbildung

(o fod™)(d(x)): R™ = TyR™ = R™ = TypaynR™

Fiir den Fall Y = X and f = 1y folgt, dass die Karten ¢ und ¢ auf T, X die gleiche
Vektorraumstruktur definieren, also (i). Danach folgt (ii).

Die beiden Aussagen (iv) und (v) sind fiir offene Teilmengen X C R™ und Y C R™
klar. Der allgemeine Fall folgt dann aus (i)-(iii). q.e.d.

Wir konnen jetzt den Satz der inversen Funktion umformulieren.

Satz 1.37. Seir € NU{oo} und f : X — Y eine r mal stetig differenzierbare
Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Wenn T,(f) fir ein v € X
invertierbar ist, dann gibt es offene Umgebungen U > x und V' > f(x), so dass f|y ein
Homdomorphismus von U auf V ist und (f|y)~' v mal stetig differenzierbar ist.

Beweis: Wéhle Karten @ : U — R™ von X und ¢ : V — R" mit € U und f(z) € V
und wende den Satz der inversen Funktion auf ¢ o f o ¢~ sp-1)n0) bel ¢(z) an.q.e.d.

Definition 1.38. Der Rang einer differenzierbaren Abbildung f : X — Y zwischen

differenzierbaren Mannigfaltigkeiten bei v € X ist der Rang von T,(f) : T, X — Tpm)Y.
FEine glatte Abbildung f heifst Immersion, wenn T,(f) fir alle x € X injektiv ist.
FEine glatte Abbildung f heifit Submersion, wenn T,(f) fir alle x € X surjektiv ist.
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Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass fiir eine lineare Abbildung A : V — W
zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen folgendes gilt:

Rang(A) = dim V' <= A ist injektiv .

Rang(A) = dim W <= A ist surjektiv .

Deshalb sind die Immersionen die Abbildungen, deren Rang der Ableitungen T,.(f) fiir
alle x € X gleich dim T, X ist, und die Submersionen die Abbildungen, deren Rang der
Ableitungen T, (f) fiir alle x € X gleich dimy,) TY ist. Insbesondere sind Diffeomor-
phismen sowohl Immersionen als auch Submersionen. Aber glatte Abbildungen f, die
sowohl Immersionen als auch Submersionen sind, sind nicht immer Diffeomorphismen.

Beispiel 1.39. Sei
f:R—=S'" 2+ (cos(x),sin(x)).

Dann ist f offenbar unendlich oft differenzierbar. Fir x & 2nZ ist f(x) # (1,0). Die
Verkettung von f mit der Variante der stereographischen Projektion ist also gleich

= . sin(x)
vy y_l—cos(x)'
Die Ableitung dieser Abbildung ist
,cos(z)(1 —cos(z)) —sin®*(z)  cos(z)—1 1
v = (1 — cos())? T 1 —cos(@))?  cos(a) -1’

Also ist diese Abbildung fiir x € 217 sowohl eine Immersion als auch eine Submersion.
Fiir x & 74277 gilt f(x) # (—1,x). Dann ist die Verkettung von f mit der gespiegelten
Variante der stereographischen Projektion gleich

= oy sin(z)
vy y_l—i-cos(x)‘
Fiir die Ableitung gilt
,cos(x)(1+ cos(z)) +sin*(x)  cos(z)+1 1
v (14 cos(x))? (L +cos(z))? 1+ cos(z)

Also ist f eine Immersion und eine Submersion, aber kein Diffeomorphismus, weil f
nicht injektiv ist. f ist zwar lokal ein Diffeomorphismus, aber nicht immer global.
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Wegen dem Satz der inversen Funktion kénnen wir fiir jede Immersion f: X — Y
und jedes z € X Umgebungen U von x und V von f(x) finden, so dass V diffeomorph
ist zu dem kartesischen Produkt von U mit einer offenen Teilmenge des R" mit n =
dim T(;)Y —dim T, X. Dadurch wird f mit einer Einbettung von U nach V identifiziert.
Lokal ist also jede Immersion injektiv, aber nicht immer global.

Analog kénnen wir auch mit dem Satz der impliziten Funktion fiir jede Submersion
f:X — Y und jedes z € X Umgebungen U von z und V von f(z) finden, so dass
U diffeomorph ist zu dem kartesischen Produkt von V' mit einer offenen Teilmenge des
R"™ mit n = dim T, X —dim T(,)Y". Dabei wird f mit der natiirlichen Projektion von U
nach V identifiziert. Lokal ist also jede Submersion surjektiv, aber nicht immer global.

Wir nennen glatte Abbildungen, die sowohl Immersionen als auch Submersionen
sind, lokale Diffeomorphismen. Dann sind alle bijektiven lokalen Diffeomorphismen
auch globale Diffeomorphismen. Insbesondere sind vertréagliche Karten Diffeomorphis-
men von offenen Teilmengen der Mannigfaltigkeit auf offene Teilmengen des R™.

Wir konnen weitere Begriffe der Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher auf
differenzierbare Mannigfaltigkeiten iibertragen. So heifit ein Punkt = € X einer differen-
zierbaren Funktion f : X — Y zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kritischer
Punkt, wenn T,(f) = 0 gilt. Lokale Extremwerte von reellen Funktionen sind entwe-
der lokale Minima oder lokale Maxima. Alle lokalen Extremwerte von differenzierbaren
reellen Funktionen sind auch kritische Punkte.

Wir fithren jetzt eine zweite Charakterisierung der Elemente des Tangentialraumes
ein. Fiir s € R sei 1p,p € T,R die Aquivalenzklasse von (—¢,¢) — R, t ~ t + s. Fiir
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit X, x € X und v € T, X definieren wir

D, :C'(X,R) = R, mit To(f)(v) = Dy(f)11;, R
Wenn y : (—¢,€) — R ein Représentat von v € T, X ist, dann ist v = Ty(y)(1n,r) und

To(f)(v) = To(f) o To(y) Anyr) = To(f o ) (Inr) = | ,_o S W) 11y R

Also ist D,(f) = 4] o f(y(t)) und D, R-linear und erfiillt die Leibnizregel:

Dy(fg) = f(x)Du(g9) + Du(f)g(x) fiir alle f,g € C'(X,R).

Satz 1.40. (von Hadamard und Bohnenblust) Sei D : C*(X,R) — R, f — D(f) eine
R-lineare Abbildung die D(fg) = f(z)D(g) + D(f)g(x) fir alle f,g € C*(X,R) und
ein x € X erfillt. Dann gibt es genau ein v € T, X mit D = D,,.

Beweis: Wegen der Leibnizregel definiert jedes v € T, X eine solche Derivation D,,.
Sei jetzt umgekehrt D eine beliebige Derivation, die obige Eigenschaften hat. Aus
D(1) = D(1-1) = 2D(1) folgt, D(1) = 0. Deshalb stimmen fiir alle f € C*(X,R)
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die Werte D(f) mit D(f — f(x)1) iiberein. Die Funktion f — f(z)1 € C*(X,R) ver-
schwindet bei z. Umgekehrt folgt D(fg) = 0 aus f(z) = 0 = g(x). Also verschwindet
D auf allen Produkten von glatten Funktionen, die bei x verschwinden.

Sei ¢ : U — R eine vertrigliche Karte, mit « € U, ¢(z) = 0 und B(0,r) = ¢[U].
Dann verschwinden ¢y, ..., ¢, € C®°(U,R) bei x = 0. Die glatte Funktion

h: X —R,xw h(x) = {fr/3,2r/3(|¢($)|) ﬁ?r rev

0 firx €U
(mit f,/32,/3 aus dem letzten Abschnitt) ist 1 auf ¢~'[B(0,7/3)] und verschwindet
auBerhalb von ¢~'[B(0,2r/3)]. Dann ist 1 — (1 —h)?> = 2h — h% und (1 — h)? eine glatte
Zerlegung der Eins zu der Uberdeckung X = UU(X\¢~'[B(0,7/3)]. Fiir f € C*(X,R)
gilt dann D(f) = D((2h — h?)f) + D((1 — h)%f) = D((2h — h?)f). Weil das fiir alle
hinreichend kleinen r > 0 gilt, stimmt D auf allen solchen Funktionen iiberein, die auf
einer beliebig kleinen Umgebung von z iibereinstimmen (man spricht dann auch von
dem Funktionskeim in z). Fiir hinreichend kleine € > 0 definiert

y:(—e,e) =X, t—=¢ Yt(D(hen),...,D(h¢,)))

eine glatte Abbildung mit 3(0) = z. Die entsprechende Aquivalenzklasse wollen wir
v € T, X nennen. Die Abbildung y is so definiert, dass ¢oy(t) = t(D(h¢1),. .., D(hon))
gilt. Insbesondere stimmen D und D, auf den Funktionen h¢y, ..., ho,, iiberein.
Zuletzt zerlegen wir f — f(z) auf einer Umgebung von z in eine Summe von Pro-
dukten von ¢y, ..., ¢, mit glatten Funktionen. Fiir jedes g € C*(B(0,r),R) gilt

1 d 1 1 )
ae)-90) = | Gatrit= [ o-Vyttordt = | Vgltpdt fir alle g € B(O.1).
0 0 0

Deshalb ist g(¢) —g(0) = w191 +. . .+ @ngy fiir alle ¢ € B(0,r) mit g; € C>(B(0,r),R)
und g;(0) = ;—i(()). Dann ist auch h(f— f(x)) = h(¢1 fi+. . .+ ¢nfn) mit f; € C°(U,R).
Wegen der Derivationseigenschaft und wegen h¢(z) = 0 gilt dann

D(f) = D(h(f — f(2)) = fi(2)D(hn) + ... + fulx) D(hn)
— Fu@)Dy(hn) + .. + ful@)Dulhdn) = Du(h(f = F()) = Du(f). e,

Zum Abschluss fassen wir die Definition des Tangentialraumes nochmal zusammen.
Fiir jeden Vektorraum V ist der Tangentialraum an jedem Punkt v € V' auf natiirliche
Weise isomorph zu dem Vektorraum V. Insbesondere ist der Tangentialraum von je-
dem reellen Intervall in jedem Punkt des Intervalls isomorph zu R. Weil differenzierbare
Abbildungen sich hochheben lassen zu Abbildungen zwischen den Tangentialrdumen,
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konnten wir den Tangentialraum dadurch unabhéngig von den Karten einfithren, indem
wir die Tangentialvektoren als die Bilder von Tangentialvektoren von offenen Interval-
len (—e¢, €) unter differenzierbaren Abbildungen von den offenen Intervallen in die dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit definiert haben. Jeder solche Tangentialvektor definiert
durch die Richtungsableitung eine Derivation auf den glatten Funktionen. Umgekehrt
ist jede Derivation auf den glatten Funktionen von dieser Form, so dass wir die Deri-
vationen mit den Tangentialvektoren identifizieren konnen.

Im iibernéchsten Abschnitt werden wir auch TX = |J, .y 7% zu einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit machen, so dass fiir glatte Abbildungen f zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten auch 7'(f) eine glatte Abbildung ist.

1.6 Produkte von Mannigfaltigkeiten und Unter-
mannigfaltigkeiten

Nachdem wir die Objekte und die Abbildungen von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten eingefithrt haben, werden wir jetzt zwei Moglichkeiten kennenlernen, wie wir
aus differenzierbaren Mannigfaltigkeiten neue differenzierbare Mannigfaltigkeiten bil-
den konnen: namlich einerseits das kartesische Produkt von zwei Mannigfaltigkei-
ten, und andererseits Untermannigfaltigkeiten von differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten. Das kartesische Produkt erhilt man ohne weitere Schwierigkeiten, indem wir erst
die topologischen Rdume, dann die Karten und schlieflich die Atlanten des kartesi-
schen Produktes aus den entsprechenden topologischen Rdumen, Karten und Atlanten
der beiden differenzierbaren Mannigfaltigkeiten bilden. Dagegen ist die Einfiihrung von
Untermannigfaltigkeiten relativ kompliziert. Natiirlich ist jede offene Teilmenge einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Aber
Untermannigfaltigkeiten von niederer Dimension sind nicht so einfach zu beschreiben.
Hier benutzen wir den Satz der inversen Funktion.

Wegen Heine-Borel ist das kartesische Produkt zweier abgscheschlossener Bélle in
R™ x R™ kompaktE]. Dann ist das kartesiche Produkt X x Y der topologischen Raume
zweier differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ein lokalkompakter Hausdorffraum, der we-
gen Lemma Bedingung (ii) in Satz erfiillt, und ein Lindeléfraum ist. Wenn
¢:U — R™ und ¢ : V — R™ Karten sind von X bzw. Y, dann ist

¢pxP:UxV =R"xR",  (2,y) = (¢(),%(y))

eine Karte von X xY. Wenn diese Karten Atlanten von X bzw. Y durchlaufen, erhalten
wir einen Atlas von X x Y.

2Wegen dem Satz von Tychonoff (siehe Chapter 3 Theorem 5.7 und Chapter 5 Theorem 1.1 von
J.M. Munkres: Topology) ist das kartesische Produkt kompakter topologischer Rdume kompakt.
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Definition 1.41. Das kartesische Produkt von zwei differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten X und Y ist auf natirliche Weise wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
X XY, so dass die beiden folgenden natiirlichen Projektionen glatte Abbildungen sind:

P X XY =5 X (vy) = pp: X XY =Y (ry)—y

Diese beiden Projektionen sind dann offenbar beide surjektive Submersionen. Um-
gekehrt ist fiir jedes y € Y die Abbildung X — X x Y, x — (x,y) eine injektive
Immersion. Analog ist fiir jedes © € X die Abbildung Y — X x Y, y — (x,y) eine
injektive Immersion. Durch diese beiden Abbildungen kénnen wir sowohl X als auch
Y als abgeschlossenen topologischen Unterraum von X x Y auffassen. Wir wollen jetzt
X bzw. Y als differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X x Y auffassen.

Definition 1.42. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — 'Y
eine Immersion. Ist f ein Homéomorphismus auf den topologischen Unterraum f[X]
von'Y', dann heifit f Einbettung und f[X] Untermannigfaltigkeit von Y .

Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit X ist eine injektive Immersion f : X — Y
immer eine Einbettung auf das Bild. Im allgemeinen ist eine injektive Immersion f :
X — Y nicht mal dann eine Einbettung, wenn das Bild f[X] in Y abgeschlossen ist.

Beispiel 1.43. Das Bild der injektiven Immersion

2 —1 t(t? — 1))

241" 241

f:(=00,1) = R?, t—><

ist abgeschlossen in R?. Aber wegen 111111 f(t) = f(=1) ist f kein Homdoomorphismus auf
ﬁ

das Bild als topologischen Unterraum von R2.

Um die topologischen Unterrdume X C Y einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
Y zu charakterisieren, die differenzierbare Untermannigfaltigkeiten sind, zeigen wir
zunéchst den sogenannten Rangsatz.

Satz 1.44 (Rangsatz). Seil € NU{oo} und f: X — Y eine [-mal stetig differenzier-
bare Abbildung zwischen den offenen Teilmengen X C R™ und Y C R™. Dann ist fiir
jedes xo € X der Rang von [ auf einer Umgebung von xy nicht kleiner als bei .

Ist der Rang auf einer Umgebung von xq konstant, dann gibt es auf offenen Umge-
bungen U von xo und V von f(x¢) l-mal stetig differenzierbare Karten ¢ und ¢ mit
d(zo) = 0 = (f(xo)) und l-mal stetig differenzierbaren Umkehrabbildungen, so dass
Yo fogp™t mit der Einschrinkung der linearen Abbildung f'(xo) auf ¢[U] tibereinstimmi.
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Beweis: Sei r der Rang von f bei zy. dann gibt es r linear unabhéngige Vektoren
xy...,z, € R™ die durch f’(z¢) auf linear unabhingige Vektoren von R™ abgebildet
werden. Dann gibt es » Komponenten von R", so dass die Determinante der r x r
Matrix, dieser Komponenten der Vektoren f'(xg)z1, ..., f'(z¢)z, nicht verschwindet.
Die Determinante der Matrix dieser Komponenten der Vektoren f'(z)z1,..., f'(z)x,
héngt stetig von x ab. Deshalb gibt es eine Umgebung, auf der diese Determinante
nicht verschwindet. Dort ist der Rang von f’(z) dann nicht kleiner als 7.

Sei jetzt der Rang auf einer Umgebung von xzy konstant gleich r. Wir wihlen ein
B € L(R™), dessen hintere m — r Spalten eine Basis vom Kern von f’(x) bilden, und
durch die ersten r Spalten zu einer Basis von R™ ergénzt werden. f'(xq) bildet diese
r Spalten dann auf eine Basis vom Bild von f’(z¢) ab, die wir zu einer Basis vom R"™
ergidnzen. Mit der inversen C' € L(R") der Matrix, deren Spalten diese Basis bilden,
ist C' o f'(z9) o B die Abbildung R” x R — R" x R*", (z,%) — (z,0). Indem wir
z — f(z) durch z — Co (f(xg+ Bz) — f(xg)) ersetzen wird zo = 0, f(z¢) = 0 und
f/(x0) zu (2, %) — (x,0). Die ersten r Koponenten von f fassen wir zu f und die letzten
n — r Komponenten zu f zusammen. Wegen dem Satz der impliziten Funktion gibt es
B(0,R) C R" und B(0, R) C R™" und eine [-mal stetig differenzierbare Abbildung

g:B(0,R)x B(0,R) - W C R, mit f(g(z,7),7) =« fiir (z,%) € B(0,R) x B(0, R).

Weil f bei (0,0) die particllen Ableitungen of (w D — 1z und 8f ©%) — () hat, hat ¢ dort
die gleichen partiellen Ableitungen 89 8) — ]l und 89(%:;3:) = 0. Dann erfiillt

¢:B(0,R) x B(0O,R) - W x B(0,R), (2,%)+w (g9(z,%), )

f(é(x, %)) = x fiir alle (z, %) € B(0, R) x B(0, R) mit ¢/((0,0)) = Igm. Wegen dem Satz
der inversen Funktion besitzt ¢ fiir hinreichend kleines R und R eine I-mal stetig diffe-
renzierbare Umkehrabbildung. Fiir hinreichend kleine R, R und W sind Vfy,...,Vf,
auf W x B(0, R) linear unabhéngig, und Vf, .1, ..., Vf, wegen dem konstanten Rang
Linearkombinationen von V fi,..., Vf.. Fiir x € B(0, R) ist f und damit auch f auf
¢[{z} x B(0, R)] konstant. Auf geeigneten offenen Umgebungen von 0 € R” x R"™"
sind die folgenden [—mal stetig differenzierbaren Abbildungen zueinander invers:

V() - 07— F6w,0) vy, 9) = (1,5 + F(6(y,0))).

Dann gilt ¢ (f(é(z,))) = (v,0) fiir allex € B(0, R) und = 0 und wegen der Konstanz
von f auf ¢[{z} x B(0, R)] auch fiir alle Z € B(0, R). q.e.d.

Satz 1.45. Sei X C Y ein topologischer Unterraum einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit Y. Dann besitzt X genau dann die Struktur einer differenzierbaren Unterman-
nigfaltigkeit von Y, wenn es fir jedes x € X eine mit dem Atlas von Y wvertrdgliche
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Karte ¢ : U — R™ von Y ber x € U gibt, die x auf 0 € R™ abbildet, und deren Ein-
schrinkung ¢lunx auf die offene Umgebung U N X von x in X ein Homdomorphismus
auf die Schnittmenge von dem Bild ¢[U]| mit einem linearen Unterraum von R™ ist.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die angegebene Bedingung hinreichend dafiir ist,
dass X eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit ist. Die Einschrankung einer sol-
chen Karte ¢ um x € X auf U N X ist eine Karte von X um den Punkt x, weil die
Schnittmenge einer offenen Teilmenge des R™ mit einem Unterraum von R”™ eine offene
Teilmenge des linearen Unterraumes ist. Zwei solche Karten, deren Definitionsbereiche
beide den Punkt x enthalten, bilden beide eine offene Umgebung von z in X jeweils
auf eine offene Teilmenge eines linearen Unterraum des R™ ab. Die entsprechenden
Ubergangsfunktionen sind Homéomorphismen von einer offenen Teilmenge des einen
Unterraumes auf eine offene Teilmenge des anderen Unterraumes. Sie sind sogar Dif-
feomorphismen, weil die Karten von Y miteinander vertriglich sind. Dann sind auch
die Karten von X miteinander vertréglich. Deshalb besitzt X einen Atlas.

Ein topologischer Raum (Z, 7) erfiillt das sogenannnte zweite Abzahlbarkeitsaxiom,
wenn 7 eine abzéhlbare Basis [ enthilt, so dass jedes O € 7 die Vereinigung aller
{U € 5| U C O} ist. Die Schnittmengen der Elemente von 5 mit einem Unterraum
bilden eine abzéhlbare Basis des Unterraums und im R™ ist f = {B(x,r) | © €
Q™,r € Q"} eine abzéhlbare Basis. Fiir eine offene Uberdeckung U eines solchen Z
ist f/ ={V € p |V C Uy fiir ein Uy € U} hochstens abzahlbar und (Uy)yes eine
Teiliiberdeckung, weil jedes x € Z in einem U € U, also einem V € [’ liegt. Wegen
Lemma [I.30]ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit eine abzdhlbare Vereinigung von
offenen Teilmengen des R™, und damit ein solcher Raum. Also ist X C Y als ein solcher
Raum ein Hausdorff- und Lindel6fraum und eine Untermannigfaltigkeit von Y.

Wenn umgekehrt f : Z — Y eine Immersion und ein Homéomorphismus auf einen
topologischen Unterraum X = f[Z] C Y ist, dann hat f auf jeder Zusammenhangskom-
ponente von Z konstanten Rang. Wegen Satz liegt dann jedes x € X im Definiti-
onsbereich U einer mit dem Atlas von Y vertriglichen Karte ¢ von Y der Dimension n
mit ¢(x) = 0, die die Schnittmenge UNX auf ¢[U]NT(¢o f)[Tf-1()Z] C TyR" = R"
abbildet. Damit haben wir gezeigt, dass es fiir jede Untermannigfaltigkeit X von Y
einen Atlas gibt, der die Bedingungen des Satzes erfiillt. q.e.d.

Zum Abschluss wollen wir noch den Satz der impliziten Funktion umformulieren.

Korollar 1.46. Sei f : X — Y eine glatte Abbildung zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten mit lokal konstantem Rang. Dann ist fir jedes y € f[X] das Ur-
bild f~'[{y}] eine Untermannigfaltigkeit von X . Ihr Tangentialraum ist in dem Punkt
x € f~Y{y}] der Kern von T,(f). Dort hat sie die Dimension dim T, X — Rang(T,(f)).

Beweis: Wegen Satz liegt jedes x € X im Definitionsbereich einer mit dem Atlas
von X vertriglichen Karte ¢ : U — R" von X mit ¢(z) = 0, die U N fH{f(z)}] in



32 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

einen linearen Unterrraum ¢[U] N T, (¢)[Kern(7,(f))] C R™ abbildet. Dieser Kern hat
die Dimension dim 7, X — Rang(7,(f)). Die Aussage folgt aus Satz q.e.d.

Insbesondere sind die Niveaumengen von Submersionen Untermannigfaltigkeiten.

Korollar 1.47. Seien X, Y und Z differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — Z
und g 1 Y — Z zwei glatte Abbildungen, von denen mindestens eine eine Submersion
1st. Dann ist das Faserprodukt

XxzY ={(z,y) € X xY | f(z) = g(y)}

eine Untermannigfaltigkeiten von X XY der Dimension
dim T, yXxzY =dim T, X+dim T,)Y —dim Ty, ) Z = dim T, X +dim T,)Y —dim T,y Z.

Beweis: Seien (z,y) € X Xz Y und ¢ : U — R" eine Karte von Z auf einer offenen
Umgebung U von z = f(z) = g(y). Dann ist die Abbildung

¢ofopi—dogopy: fHUlx g U] =R, (u,0) = &(f(u)) — ¢(g(v))

eine Submersion, weil entweder ¢o f oder ¢ o g eine Submersion ist. Das Urbild der 0 €
R"™ dieser Abbildung ist wegen Korollar eine Untermannigfaltigkeit von f~[U] x
g [U]. Weil ¢ injektiv ist, ist ¢(f(u)) = ¢(g(v)) dquivalent zu f(u) = g(v). Also ist
diese Untermannigfaltigkeit gleich f~![U] xy g~ ![U]. Damit sind auf diesem Teilraum
fHU] xy g MU] € f7HU] x g7 [U] € X x Y die Bedingungen im Satz erfiillt.
Weil dies fiir alle (x,y) € X xzY gilt, sind diese Bedingungen auf ganz X x 7Y erfiillt.
Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

Beispiel 1.48. (i) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist die Diago-
nale von X X X das Faserprodukt X x x X beziiglich zwei Kopien der Abbildungen
1x : X — X. Diese Abbildungen sind Diffeomorphismen, so dass die Diagonale
X xXx X eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X x X ist. Die Abbildung
X - X x X, z— (x,z) ist offenbar ein Diffeomorphismus von X auf X xx X.

(i) Seien X undY zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — 'Y eine glatte
Abbildung. Dann ist der Graph von f das Faserprodukt X xy'Y der beiden Abbil-
dungen f: X =Y und 1y : Y = Y. Weil die zweite ein Diffeomorphismus ist,
ist X Xy 'Y eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X xY . Die Abbildung
1x x f induziert offenbar einen Diffeomorphismus von X X x X auf X Xy Y.
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1.7 Tangentialbiindel

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Vereinigung aller Tangentialraume TX = (J, .y 72X
wieder zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit der Vektorraumstruktur zu ma-
chen. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff des Faserbiindels ein.

Definition 1.49. FEin differenzierbares Faserbiindel ist ein Tripel (X, B, ), wobei X
und B differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind und 7 eine surjektive glatte Abbildung
von X nach B, die die folgende Bedingung (der sogenannten lokalen Trivialitit) erfillt.

Lokale Trivialitit: Es gibt eine Uberdeckung von B durch offene Teilmengen U C B
mit Diffeomorphismen ¢ : FxU — U] fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten
F, so dass m o ¢ mit der Projektion ps : F' x U — U fibereinstimmit.

Weil die natiirliche Projektion py : F' x U — U immer eine Submersion ist, ist
dann auch 7 eine Submersion. Man nennt X den Faserraum, B seine Basis und 7 die
Projektion des Faserbiindels. Wegen der lokalen Trivialitit sind alle Urbilder 7= ![{b}]
fiir alle b in einer Umgebung eines by € B zueinander diffeomorph. Diese Urbilder
werden Fasern genannt. Sind alle Fasern zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit F
diffeomorph, so wird das Faserbiindel auch Faserbiindel vom Fasertyp F' genannt. Aus
der lokalen Trivialitéit folgt, dass die Menge aller b € B mit Fasern 7~ [{b}], die zu einer
Faser 7 ![{bo}] diffeomorph sind, offen sind. Aus der lokalen Trivialitéit folgt auch, dass
sie auch den Grenzwert von konvergenten Folgen in ihnen enthalten. Deshalb sind diese
Mengen offen und abgeschlossen. Also sind die Einschrédnkungen eines Faserbiindels auf
das entsprechende Faserbiindel (7[C],C,7|-1j¢]) iiber einer zusammenhéngenden
Komponente C' von B Faserbiindel von einem bestimmten Fasertyp F'.

Definition 1.50. Sei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen. Fin K—Vektor-
raumbiindel ist ein Faserbiindel (E, B,m), so dass jede Faser m—'[{b}] ein K-Vektor-
raum ist, und in der lokalen Trivialitdt F' ein K—Vektorraum ist, und ¢ fiir jedes b € B
Vektorraumisomorphismen von F x {b} nach 7#=1[{b}] sind.

Beispiel 1.51. Sei V' ein normierter K—Vektorraum und X eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit und m die natirliche Projektion von V x X auf X. Dann ist (V x X, X, )
ein Vektorraumbiindel iiber X . Dieses Vektorraumbiindel wird trivial genannt.

Die lokale Trivialitdt besagt genau, dass jedes Vektorraumbiindel lokal ein triviales
Vektorraumbiindel ist. Wir wollen jetzt umgekehrt ein Vektorraumbiindel aus lokalen
trivialen Vektorraumbiindeln konstruieren. Sei also X eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit, F' ein normierter endlichdimensionaler K—Vektorraum, und £(F") der normierte
Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von F' nach F. Er enthélt als offene
Teilmenge die Gruppe GL(F’) der invertierbaren linearen Abbildungen. Sei i/ eine offene
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Uberdeckung von X. Wir werden die trivialen Vektorraumbiindel (F x U)pey zu einem
Vektorraumbiindel iiber X verkleben. Fiir nicht schnittfremde Paare (U, V) €e U x U
sei ¢y : UNV — GL(F) eine glatte Funktion. Sie definiert folgende glatte Abbildung:

pvu Fx(UNV)=>FxUNV), (f.z)= (ovu()f,z).
Weil ¢y (x) fur jedes x € U NV invertierbar ist, ist die Umkehrabbildung gleich
by Fx(UNV)=Fx(UNV), (fz)~ (oyyx)f ).

Also sind diese Abbildungen Diffeomorphismen. Weil ¢y (z) und ¢y, () fiir alle
x € U NV linear sind, sind diese Diffeomorphismen sogar Isomorphismeﬁ von Vektor-
raumbiindeln. Damit diese Isomorphismen die trivialen Vektorraumbiindel (F' x U)yey
auf eindeutige Weise zu einem Vektorraumbiindel {iber X verklebt, miissen fiir alle
(U, V,W) € U? die drei trivialen Vektorraumbiindel F x U, F x V und F x W auf
UNV NW eindeutig miteinander identifiziert werden. Deshalb fordern wir:

Kozykelbedingung: Fiir alle nicht schnittfremden Tripel (U, V, W) € U3 gilt

dwv()pvu(z) = dwy(r) firallex e UNV NW.

Wenn wir U =V = W setzen erhalten wir

duu(x) = Qﬁ{]}U(SE) opuu(zr) =1p fir allex € U

Wenn wir U = W setzen erhalten wir

duv(x)pvu(x) = 1p = duy(z) = dyy(x) firallez e UNYV.
Auf dem Raum |J;, o, (F x U) fiihren wir folgende Relation ein:

(e,x) e Fx U~ (f,y) e FxV = y=xzin X und ¢yy(z)e = f.

Wir zeigen jetzt, dass diese Relation wegen der Kozykelbedingung eine Aquivalenzre-
lation ist. Wegen ¢y p(x) = 1y ist die Relation reflexiv. Wegen ¢p v (x) = ¢‘_/1U(x) ist
dvu(x)e = f dquivalent zu ¢py(x)f = e. Deshalb ist die Relation ~ symmetrisch.
Wedl fiir alle z € UNV NW gilt owu(z) = dwv(z)pvu(z), folgt aus (e,z) € F x U ~
(fiy) e FxVund (f,y) € Fxv~(g,z) e FxWauchz=y=2c€UNVNW und
dwu(x)e = dwyv(z)pvu(r)e = pwy () f = g. Also ist die Relation ~ auch transitiv.
Sei E die Menge aller Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation. Weil nur Paare
iiber demselben Basispunkt miteinander identifiziert werden, induzieren die Projektio-

nen po : F'xU — U der trivialen Vektorraumbiindel F' x U eine Abbildung 7 : £ — X.
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Alle Fasern (7 ![{z}])zex dieser Abbildung sind Vektorrdume. Weil fiir alle z € UNV
die Werte ¢y () der Ubergangsfunktionen lineare Abbildungen sind, sind diese Fasern
als Vektorrdume isomorph zu F. Wir versehen F mit der Topologie, so dass O C E
genau dann offen ist, wenn fiir alle U € U, das Urbild von O unter der natiirlichen
Abbildung F' x U — FE offen ist. Fiir jede offene Teilmenge O C X und U € U ist
Fx(ONU)offen in F' x U. Also ist 7 : E — X stetig. Fiir U,V € U und eine offene
Teilmenge O C F x U ist die Schnittmenge mit den Elementen von F' x U, deren
Aquivalenzklassen in 7~ '[V] liegen, die offene Teilmenge ONF x (V NU) C F x U,
die durch den Diffeomorphismus ¢y auf eine offene Teilmenge von F' x V' abgebildet
wird. Also bildet die stetige und bijektive Abbildung F x U — 7~ '[U] auf die Aqui-
valenzklassen offene Mengen auf offene Mengen ab, und ist ein Homoomorphismus.
Fir z,y € E mit m(x) # 7(y) liegen m(x) und 7(y) in disjunkten offenen Umgebun-
gen in X. Thre Urbilder unter 7 sind disjunkte offene Umgebungen von z und y. Fiir
r #y € Emit n(z) = m(y) gibt es ein U € Y mit 7(z) = n(y) € U. Die Urbilder von
z und y unter F x U — 7 ![U] sind verschieden und besitzen disjunkte Umgebungen
in F x U. Thre Bilder unter F' x U — 7~ ![U] sind disjunkte Umgebungen von x und y.
Also ist E ein Hausdorffraum. Weil X ein Lindel6fraum ist, besitzt U eine abzéhlbare
Teiliiberdeckung V C U. Fiir jedes V € V ist F' x V ein Lindel6fraum, und jede offene
Uberdeckung von E besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung der Aquivalenzklassen
von den Elementen in F' x V. Die abzihlbare Vereinigung aller dieser Teiliiberdeckun-
gen ist eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von E, und FE ist ein Lindeléfraum. Wegen
Lemma besitzt X einen Atlas, dessen Definitionsbereiche U jeweils in einem Ele-
ment von U enthalten sind. Die entsprechenden Karten ¢ : U — R™ induzieren mit
einem Vektorraumisomorphismus F ~ R™ Karten 71 [U] ~ F x U — R" x ¢[U] von
E. Well (f,z) — (¢vy(z)f,z) fir U,V € U Diffeomorphismen von F' x (U NV) auf

sich selber sind, bilden diese Karten einen Atlas. Damit haben wir gezeigt:

Satz 1.52. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer offenen Uberdeckung
U und F ein endlichdimensionaler normierter K—Vektorraum. Dann definieren glatte
Funktionen ¢y : UNV — GL(F) fir nicht schnittfremde Paare (U, V) e U x U, die
die Kozykelbedingung erfiillen, ein Vektorraumbindel (E, X, ) vom Fasertyp F.q.e.d.

Satz 1.53. (i) Sei B eine zusammenhdngende differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
sind alle Fasern (m~'[{b}]) eines Vektorraumbiindels (E, B, ) diber B als topolo-
gische Vektorrdaume isomorph, d.h. (E, B, ) ist von einem bestimmten Fasertyp.

(ii) Sei F' ein normierter Vektorraum und (E, B,m) ein Vektorraumbindel vom Fa-
sertyp F'. Dann gibt es eine Uberdeckung U von B und Kozykel ¢, d.h. fiir alle
(U, V) € U? glatte Abbildungen vy : UNV — GL(F), die die Kozykelbedingung

erfiillen, so dass das entsprechende Vektorraumbiindel isomorph ist zu (E, B, 7).
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Beweis: (i) Wegen der lokalen Trivialitat gibt es fiir jedes b € B eine offene Umgebung
U von b, auf der alle Fasern (7~ [{0'}])ycr als topologische Vektorrdume isomorph sind
zu w1 [{b}]. Also sind die Teilmengen von B, auf denen die Fasern als topologische Vek-
torrdume isomorph sind, offen. Wenn (b,,),en eine konvergente Folge in einer solchen
Teilmenge ist, dann gibt es eine Umgebung von dem Grenzwert, auf der die Fasern als
topologische Vektorrdume isomorph sind. Deshalb sind diese Teilmengen auch abge-
schlossen. Wenn B zusammenhéngend ist, dann ist fiir alle b € B die Teilmenge, auf
denen alle Fasern als topologische Vektorrdume isomorph zu 7~ [{b}] sind, gleich B.
(ii)) Wegen der lokalen Trivialitét gibt es fiir jedes Vektorraumbiindel (E, B, ) vom
Fasertyp F eine Uberdeckung ¢, und fiir alle U € U Diffeomorphismen ¢y : F x U —
7 U], so dass folgendes Diagramm kommutiert:

FxU % Ul - E
P2 Tl T
v % U < B

Dabei ist ¢ iiber b € U faserweise ein Isomorphismus der normierten Vektorrdume F
und 77 [{b}] sind. Fiir alle (U, V') € U? definieren die Einschriinkungen der Diffeomor-
phismen ¢y und ¢y auf F' x (U N V) folgenden Diffeomorphismus

¢\71\7r—1[mv1 © QUlpywry  Fx (UNV) = Fx(UNV).
Dieser Diffeomorphismus ist faserweise linear und definiert eine glatte Abbildung
vy UNV — GL(F) mit (¢pyy(z)f,z) = ¢y (¢u(f, r)) fiir alle (f,x) € Fx (UNV).
Weil fiir alle U, V,W €U ¢y a1 wnvow) © ¢ulrxwavow) =

- 1
= ¢yt a1 wevew] © Ov|Fxwavew) © 3 -1 wavew) © GulExwavow)

gilt, erfiillen diese Abbildungen die Kozykelbedingung. Dieser Kozykel (¢v,)w,v)eu? ist
so definiert, dass die Trivialisierungen (¢y)vey dquivalente Elemente von Jy o, F' x U
auf gleiche Elemente von E abbilden: Fiir U,V € Y und x € U NV gilt ndmlich

¢U|F><{ac} = ¢V’Fx{;c} o (¢vu(z) X ]l{ac}>‘

Deshalb induzieren die Abbildungen (¢y)yey eine bijektive Abbildung von dem durch
den Kozykel definierten Vektorraumbiindel nach F, die faserweise ein Isomorphismus
von Vektorrdumen ist. Weil ¢ lokalen Trivialisierungen von E sind, ist die induzierte
Abbildung ein Diffeomorphismus. q.e.d.
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Satz 1.54. (i) Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigheit X ist TX = |J,cx ToX
ein reelles Vektorraumbiindel iber X. Es heifst Tangentialbiindel von X .

(ii) Sei f : X — Y eine r mal (stetig) differenzierbare Abbildung von der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y. Dann
definiert T(f) : TX — TY eine (r — 1) mal (stetig) differenzierbare Abbildung
von der differenzierbaren Mannigfaltigkeit TX auf die differenzierbare Mannig-
faltigkeit TY , so dass folgendes Diagramm kommutiert:

T(f)

TX —% TY
ml Tl
x 4L v

(iii) Seien X, Y wund Z differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — Y und g :
Y — Z differenzierbare Abbildungen. Dann gilt T'(go f) =T(g) o T(f).

(iv) Die Tangentiale Abbildung T'(1x) der identischen Abbildung 1x von der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X ist die identische Abbildung von T X .

Beweis: Auf allen zusammenhéngenden Komponenten sind die Dimensionen der Tan-
gentialrdume gleich einer natiirlichen Zahl. Wegen Korollar[1.14]ist jede differenzierbare
Mannigfaltigkeit eine hochstens abzéhlbare Vereinigung von offenen zusammenhéngen-
den Komponenten. Deshalb kénnen wir uns im Folgenden auf zusammenhéngende dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten X der Dimension n beschrénken.

Die Tangentialriume vom R™ bilden ein triviales Vektorraumbiindel:

TR"=R"xR" mit 7:R"xR"—=R", (v,w)— w.

Dies folgt aus der Identifikation des Tangentialraumes 7;,R"™ von R™ im Punkt w € R
mit dem Raum aller infinitesimalen Richtungen v € R”, die wir schon zur Einfithrung
der Vektorraumstruktur auf 7, X benutzt haben. Sei (¢y)yey €in Atlas von X mit den
Definitionsbereichen (U € U). Diese Karten (¢y)yey induzieren bijektive Abbildungen

T(¢v) : TU — T'oy[U] C TR™,
die faserweise, also fiir alle z € U Vektorraumisomorphismen
To(ov) : T,U = Ty, R" ~ R"
induzieren. Indem wir die Tangentialbiindel von ¢y [U] mit dem trivialen Biindel

Téy[U] = R* x ¢y[U] C TR® = R" x R”
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identifizieren, und dann die Kartenwechsel

vy pulUNV] = ¢y[UNV]

benutzen, konnen wir diese trivialen Vektorraumbiindel zu einem Vektorraumbiindel
iiber X verkleben. Die entsprechenden Abbildungen

UnV — GL(R")
sind dann gegeben durch die Ableitungen der Ubergangsfunktionen
(pv o ¢p") oy : UNV — GL(R").

Fiir nicht schnittfremde Definitionsbereiche U und V' zweier Karten ¢y und ¢y nimmt
(¢v 0 ¢p') Werte in GL(R™) an. Fiir U, V,W € U gilt

(6w 0 o' )(y) = (dw 0 dy1) o (dv 0 ¢ )(y) fiir alle y € y[UNV AW,
Daraus folgt mit der Kettenregel

(ow 0 ¢ (Pu(z)) = (dw 0 ") (dv () - (b 0 ¢p") (¢u(x)) fiir allex € UNV N W.

Also ist die Kozykelbedingung erfiillt und alle trivialen Vektorraumbiindel (R" x U )y ey
definieren durch diese Kozykel ein Vektorraumbiindel iiber X. Fiir jede Karte

ov U — ¢ylU] CR"
erhalten wir bijektive Abbildungen
(Ign % ¢;") o T(¢y) : TU — Ty [U] =~ R™ x ¢y[U] — R™ x U.

Dadurch erhalten wir eine bijektive Abbildung von T'X in das durch die Kozykel de-
finierte Vektorraumbiindel iiber X. Diese Abbildungen sind gerade so definiert, dass
sie mit den Aquivalenzrelationen, aus deren Aquivalenzklassen das verklebte Vektor-
raumbiindel besteht, vertraglich ist: Auf T'(U N'V') gilt namlich

((¢v o ¢y') 0 v x Tyav) o (Izn x ¢5') 0 T(dy) = (Ien X ¢3,') 0 T(¢v)
weil fiir alle x e UNV
T¢U(9«‘)(¢V © ¢51) o Ty(ov) = T:(¢v)
gilt, und T}, () (v © gb(;l) durch die Identifikation von

T¢U(I)Rn ~ R"™ und T¢V($)Rn ~ R"
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mit der Abbildung (¢yody) (¢y(z)) € GL(R") identifiziert wird. Damit ist (i) gezeigt.

Aufgrund der Konstruktion des Tangentialbiindels in (i) geniigt es (ii) beziiglich
zweier Karten nachzupriifen. Sei also ¢ eine Karte von X um = € X und v eine Karte
von Y in f(x). Dann ist die Tangentialabbildung T,.(f) als Abbildung von

T¢($)Rn nach T¢(f(x))Rn gegeben durch (77/) ofo gzﬁ_l)’(qb(x))

Hierbei ist n die Dimension von ¢ und m die Dimension von 1. Weil also T'(f) durch
die Ableitung von f bestimmt ist, ist 7'(f) einmal weniger als f differenzierbar.

(iii) folgt aus Satz (iii).

(iv) folgt daraus, dass die Ableitung von 1g. an jeder Stelle gleich 1g~ ist. q.e.d.

1.8 Operationen auf Vektorraumbiindeln

Definition 1.55. Seien (E, B, ) und (E', B', ') zwei Vektorraumbiindel iber K. Dann
ist ein Morphismus zwischen diesen beiden Vektorraumbiindeln definiert als zwei glatte
Abbildungen f: B — B und g : E — E’, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

E % B
Tl 7
B L B
und die Abbildung g faserweise linear ist, d.h. fir alle b € B ist die Finschrinkun-
gen von g auf w '[{b}] eine lineare Abbildung nach = '[{f(b)}]. Sind f und g Dif-
feomorphismen, so heifst der Morphismus auch Isomorphismus der Vektorraumbiindel

(E, B, ) und (E', B',@’). Dann bilden die Umkehrabbildungen auch einen Morphismus,
weil die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung linear ist.

Beispiel 1.56. (i) Jede Karte ¢ : U — R™ einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X
induziert einen Isomorphismus T(¢) : TU — T¢[U] der Tangentialbiindel.

(i) Jede glatte Abbildung f : X — Y zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
induziert mit T'(f) : TX — TY einen Morphismus der Tangentialbindel.

(iii) In Satz[1.53 (ii) haben wir gezeigt, dass jedes Vektorraumbiindel von einem Fa-
sertyp isomorph ist zu dem durch ein Kozykel induzierten Vektrorraumbiindel.

Definition 1.57. Sei (X, B, ) ein differenzierbares Faserbindel iber der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit B. Sei U C B eine offene Teilmenge von B. Dann heifit eine p
mal (stetig) differenzierbare Abbildung f : U — X, so dass die Verkettung von f mit
gleich der identischen Abbildung von U ist, ein p mal (stetig) differenzierbarer Schnitt
von dem Faserbiindel (X, B, ) iber U. Wenn U = B wird f globaler Schnitt genannt.
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Nicht jedes Faserbiindel besitzt auch globale Schnitte, aber wegen der lokalen Tri-
vialitdt besitzt jedes Faserbiindel lokale Schnitte. Jedes Vektorraumbiindel (F, B, )
besitzt immer den globalen Nullschnitt, der jedem b € B die eindeutige Null aus der
Faser 7 ![{b}] zuordnet. Die Menge aller dieser Nullen bildet wegen der lokalen Tri-
vialitdt eine Untermannigfaltigkeit von F, die offenbar diffeomorph ist zu B.

Lemma 1.58. Sei F' ein normierter K—Vektorraum der Dimension n und (E, B, )
ewn Vektorraumbiindel vom Fasertyp F'. Dann ist E genau dann als Vektorraumbiindel
isomorph zu dem trivialen Bindel (F x B, B,7), wenn E n globale glatte Schnitte
f1y- -+, fn besitzt, deren Werte in allen Fasern (7 '[{b}])sen linear unabhingig sind.

Beweis: Wenn ¢ : F' x B — E ein Diffeomorphismus ist, so dass das Diagramm

FxB % E
P2l b
B 2 B

kommutiert, und ¢ faserweise ein Vektorraumisomorphismus ist, dann definiert jedes
e € F folgenden globalen Schnitt von E:

fiB—={e} xBSE, brs f(b) = dle,b).

Insbesondere induziert jede Basis (ey, . .., e,) von F' durch ¢ globale glatte holomorphe
Schnitte fi,..., f,, die faserweise alle linear unabhéngig sind.

Wir zeigen jetzt umgekehrt, dass globale glatte Schnitte fi,..., f, von E, die
faserweise linear unabhéngig sind, einen Isomorphismus von dem trivialen Vektor-
raumbiindel K" x B ~ F' x B mit F induzieren. Weil die Werte von den Schnitten
fi,--+, fn in allen Fasern 7~ '[{b}] mit b € B eine Basis der Faser bilden, ist

eine bijektive, faserweise lineare Abbildung, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

K'xB L E < o] & K'xU
p2d Tl 7l pe
B 8 B U & U

Im Bild einer Trivialisierung mit der Faser F' ~ K" auf der rechten Seite wird gb[}l of zu
einer glatten Abbildung von U in die invertierbaren n x n-Matrizen. Mit den inversen
Matrizen ist dann (¢g;' o f)~! glatt und damit f ein Diffeomorphismus und damit auch
ein Isomorphismus zwischen dem trivialen Vektorraumbiindel K" x B und E. q.e.d.
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Mithilfe der linearen Algebra und der Analysis konnen wir aus zwei (endlichdi-
mensionalen) normierten Vektorrdumen V und W die normierten Vektorrdume des
kartesischen Produktes V' x W und der linearen stetigen Abbildungen von V' nach
W . L(V,W) bilden. Wir werden jetzt diese Operationen auf alle Fasern 7! [{b}] und
7' H{b}] zweier Vektorraumbiindel (E, B, 7) und (E’, B, 7') iiber der gleichen Basis B
anwenden und dadurch zwei neue Vektorraumbiindel

(E® E',B,r®n) bzw. (Hom(E, E'), B, ")

einfithren. Wir errinnern daran, dass die direkte Summe @ von Vektorrdumen mit dem
kartesischen Produkt iibereinstimmt.

Satz 1.59. Seien (E, B,n) und (E', B;7') zwei Vektorraumbiindel tiber der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit B. Dann gibt es zwei Vektorraumbiindel

(E® E',B,7n®7') und (Hom(E,E'),B,x"),
deren Fasern
(rer) " [{z}] und 7" '{z}]
fiir alle x € B als topologische Vektorrdume isomorph sind zu
E,xE, bw.  L(E,E) mit E,=nr"'"[{z}] und E,=7""1{z}]

Beweis: Es geniigt die Aussage auf jeder zusammenhéngenden Komponente von B zu
zeigen. Wegen Satz geniigt es dann die Aussage fiir Vektorraumbiindel zu zeigen,
die durch Kozykel induziert werden. Seien F' und F’ zwei normierte Vektorraume. Dann
sind die beiden folgenden Abbildungen analytische Gruppenhomomorphismen:

X GL(F) x GL(F") —» GL(F x F'), (A,B) — A x B mit
AXB: FXF —FxF|, (f, f)— (Af,Bf").
I: GL(F) x GL(F') — GL(L(F, F')), (A, B) — II(A, B) mit
II(A, B) : L(F F") — L(F,F"), C+ BoCoA!

Dabei wird Af durch II(A, B)(C) auf Bf’ abgebildet, wenn f durch C auf f’ abge-
bildet wird. Seien jetzt (E, B,7) und (E’, B, 7) zwei Vektorraumbiindel vom Fasertyp
F bzw. F’ mit normierten Vektorrdumen I’ und F”’. Die Schnittmengen zweier offener
Uberdeckungen von B auf denen jeweils die Urbilder von 7 bzw. 7’ triviale Biindle sind
bilden eine Uberdeckung U durch offene Mengen U, auf denen die Vektorraumbiindel
71 U] und 7/~U] isomorph zu F x U bzw. F' x U sind. Wegen Satz werden
dann die beiden Vektorraumbiindel (E, B, 7) und (E’, B, 7) induziert durch Kozykel

vy UNV — GL(F) fiir alle (U, V) € U?
Yy UNV — GL(F) fiir alle (U, V) € U
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Weil diese beiden Kozykel die Kozykelbedingung erfiillen, erfiillen auch die Kozykel

dvu X Yyy :UNV — GL(F x F') fiir alle (U, V) € U?

(v, Yyvy) : UNV — GL(L(F, F')) fiir alle (U, V) € U?
die Kozykelbedingung und induzieren zwei Vektorraumbiindel E® E’ bzw. Hom(FE, E')
vom Fasertyp F' x F’ bzw. L(F, F') auf B. Wir zeigen jetzt, dass die Fasern dieser
Vektorraumbiindel E & E’' bzw. Hom(FE, E') iiber allen Punkten x € B isomorph sind

zu B, x B! bzw. L(E,, E)). Seien also fiir alle U € U die lokalen Trivialisierungen von
E und E’ gegeben durch Isomorphismen von Vektorraumbiindeln

¢y : F xU— 7' Ulund vy : F' x U — 7' U]
so dass folgende Diagramme kommutieren:

oU Yu

FxU — 7 lU] — F F'xU — #7U] - F
P24 T T und p2 4 7l i
v % U < B v % U < B

Fiir alle U € U ist die Abbildung

FXF,X U— UEm XE;/m (faf,7x>'_> (qulFX{m}f? ¢U|F’X{$}flax)

zelU

eine bijektive Abbildung von dem trivialen Vektorraumbiindel F' x F’ x U iiber U mit
Faser F' x F" auf die disjunkte Vereinigung J, ., E» x £, der kartesischen Produkte
der Fasern von £ und E' iiber x € U. Fiir alle U,V e Y und x € UNV gilt

(00lmxer X olersiny) (s £) = (@Vlisgey X vl prngay) © (Gvar(@) X v () (F, f):

Also sind diese Abbildungen vertriglich mit der Aquivalenzrelation des von den Kozy-
keln (v, X Yv.r)w,vyeu definierten Vektorraumbiindels £ @ E’. Dann sind die Fasern
des Vektorraumbiindels E & E’ isomorph zu E, x E!.

Analog ist fiir alle U € U die Abbildung

LIF,F)yx U= | L(Ew E,), (C.x) = tulpy 0 (Cx Iy o ¢,
xcU
eine bijektive Abbildung von dem trivialen Vektorraumbiindel L(F x F")x U iiber U mit
Faser L(F, I") in die disjunkte Vereinigung |J, .., £(E,, £,) aller linearen Abbildungen
von der Faser E, von F in die Faser E/ von E'. Fir U,V e Y und x € UNV gilt

wU‘F’x{x} o (C X ]l{z}) o (bﬁl B = Z/Jv‘F/X{x} o (I/JV’U(QJ) oCo (ﬁ‘;}U($) X ]l{x}) o ¢‘;1|E1

T

= Vv prqay © ((@vu (), Puu(2)C % 1zy) 0 ¢pt .




1.8. OPERATIONEN AUF VEKTORRAUMBUNDELN 43

Deshalb sind diese Abbildungen vertréglich mit der Aquivalenzrelation des von dem
Kozykel (II(¢v,, Yvv))w,vyew> induzierten Vektorraumbiindels Hom(E, E'). Also be-
stehen die Fasern von Hom(FE, E') fiir alle z € B aus L(E,, E.). q.e.d.

Das Vektorraumbiindel E® E’ wird Withney Summe der beiden Vektorraumbiindel
(E,B,7) und (E', B,7’) genannt. Diese Whitney Summe konnen wir auch definieren
durch das Faserprodukt E x g E’ als die Einschrinkung des Vektorraumbiindels (E x
E'.B x B,m x 7') auf die Diagonale von B x B. Wegen der lokalen Trivialitit ist
die Projektion jedes Faserbiindels eine Submersion. Also ist wegen Korollar das
Faserprodukt E x g E’ eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von £ x E’.

Beispiel 1.60. (i) Das duale Biindel E' eines K—Vektorraumbiindels (E, B, ) ist das
Biindel aller Homomorphismen von dem Biindel E in das triviale K—Linienbiindel
(Kx B, B, ps) tiber B. So ist z.B. fiir jede differenzierbare Mannigfaltigkeit X das
Kotangentialbiindel das duale Bindel T'X des Tangentialbiindels (T X, X, ).

(ii) Seien V und W zwei endlichdimensionale normierte Vektorrdiume tiber K. Weil
alle endlichdimensionalen Vektorriume auf natiirliche Weise isomorph sind zu ih-
ren Bidualrdumen, identifizieren wir das Tensorprodukt VQW mit L(V', W). Wir
definieren das Tensorprodukt zweier Vektorraumbindel (E, B,7) und (F, B, )
vom Fasertyp V' bzw. W als das Vektorraumbiindel E @ F = Hom(E', F), der
Homomorphismen von dem dualen Biindel E' von E in das Vektorraumiindel F.

Definition 1.61. Seien X und B differenzierbare Mannigfaltigkeiten und (E, B, )
ein Vektorraumbindel und f : X — B glatt. Wegen Korollar[1.47 ist das Faserprodukt
E xp X der beiden Abbildungen m: E — B und f : X — B eine differenzierbare Un-
termannigfaltigkeit von E X X und das Faserprodukt B xg X der beiden Abbildungen
1 : B— B und f: X — B eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von B x X.
Die Einschrinkung des Vektorraumbiindels (E x X, B x X, 7 x 1x) auf die Unterman-
nigfaltigkeit B x g X definiert das Vektorraumbiindel f*(E) = (E xg X, B xp X, 7).
Es wird inverses Bild des Vektorraumbiindels (E, B, ) unter der Abbildung f genannt.

Die lokalen Trivialisierungen von E induzieren lokale Trivialisierungen von (FE X
X,Bx X,mx 1x) und (F xp X, B xp X,n’). Die Einschrankung von f x 1y : X X
X — B x X auf die Diagonale X ~ X xx X ist ein natiirlicher Diffeomorphismus
X ~ B xp X. Dadaurch wird das Biindel f*(E) zu einem Biindel iiber X.

Beispiel 1.62. Sei (E, B,7) ein Vektorraumbiindel und f : X — B auf der diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X die konstante Abbildung auf ein by € B. Dann ist
Exg X =711 {bp}] x X und B xp X ={bo} x X, und f*E ~ 77 [{bo}] x X trivial.

Satz 1.63. Seien (E,B,n) und (FE', B',7') zwei Vektorraumbiindel. Dann induziert
jeder Morphismus (g, f) mit g : E' — E und f : B'— B von (E', B',7') auf (E, B, )
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einen Morphismus (h,1g/) mit h : E' — f*(F) von (E',B',7") auf das inverse Bild
f*(E) des Vektorraumbiindels (E, B, ) unter der Abbildung f.

Beweis: Offenbar ist (g x 1/, f X 1p/) ein Morphismus des Vektorraumbiindels (£’ x
B', B'x B', 7' x 1p/) auf das Vektorraumbiindel (E x B’, B x B', 7w x 1p/). Das Faserpro-
dukt E'x g B’ beziiglich der glatten Abbildungen 7’ : E' — B’ und 1p/ : B’ — B’ ist die
Einschrankung des Vektorraumbiindels (E' x B’, B’ x B, ' x 1g/) auf das Faserprodukt
B’ x g B’ beziiglich zweier glatter Abbildungen 1g : B’ — B’ als Untermannigfaltig-
keit von B’ x B’. Die zweite Untermannigfaltigkeit ist die Diagonale von B’ x B’, und
die erste Untermannigfaltigkeit ist das inverse Bild 13 (E’) des Vektorraumbiindels
(E', B', ") unter der Abbildung 1p : B — B’. Seien pp : E' x B' — E' und pp :
B’ x B" — B’ die beiden Projektionen auf den ersten Faktor der kartesischen Produkte.
Dann ist (pgr, ppr) ein Morphismus des Vektorraumbiindels (E'x B', B'x B', n’ x 1g:) auf
das Vektorraumbiindel (E’, B', 7’). Er induziert einen Isomorphismus des inversen Bil-
des 15/ (E") des Vektorraumbiindels (£, B', ') mit dem Vektorraumbiindel (£, B', 7).

Das Faserprodukt E xpg B’ beziiglich der glatten Abbildungen 7 : £ — B und
f: B" — B ist die Einschrankung des Vektorraumbiindels (F x B', B x B', 7 x 1p/)
auf das Faserprodukt B xp B’ beziiglich der glatten Abbildungen 1z : B — B und
f: B' — B als Untermannigfaltigkeit von B x B’. Es ist das inverse Bild f*(E) des Vek-
torraumbiindels (£, B, 7) beziiglich der glatten Abbildung f. Weil die Abbildung fx 15
offenbar die Diagonale B’ x g B’ von B’ x B" auf die Untermannigfaltigkeit B xpg B’
abbildet, wird durch den Morphismus (g x 1g/, f x 1p/) das Vektorraumbiindel 1%, (E")
auf das Vektorraumbiindel f*(E) abgebildet. Weil 15, (E’) als Vektorraumbiindel iso-
morph ist zu (£, B, ) erhalten wir einen Morphismus von (£’, B', ') auf des inverse

Bild f*(E) des Vektorraumbiindels (F, B, ) unter der Abbildung f. q-e.d.



Kapitel 2

Vektorfelder

2.1 Vektorfelder und Integralkurven

Definition 2.1. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit eine Abbil-
dung F': X — TX mit moF = 1x Vektorfeld von X. Den Raum aller Vektorfelder auf
X bezeichnen wir mit Vec(X). Fir r € Ny bezeichnet Vec"(X) den Raum aller r mal
stetig differenzierbaren Vektorfelder und Vec™ (X)) den Raum aller glatten Vektorfelder.

Satz 2.2. Seir € NgU {00} und X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann defi-
niert jedes Vektorfeld F' € Vec"(X) fir allep =0,...,r eine lineare Derivation

Op : C""(X,R) = CP(X,R) mit Op(f-g)= [ 0r(9)+0r(f) g,
und die Zuordnung F +— O ist injektiv. Umgekehrt gibt es fiir jede lineare Derivation
0:C*X,R)— C"(X,R) mit 0(fg) = f0(g) +0(f)g ein F € Vec"(X) mit 0 =0p.

Beweis: Fiir F' € Vec"(X) ist die Abbildung 6 von C* (X, R) in die reellen Funktionen
auf X, deren Abbild punktweise bei x € X durch 0p(f)(x) = Dpe)(f) mit der Abbil-
dung Dp(,) aus Satz definiert ist, linear und eine Derivation. Wir zeigen jetzt, dass
05 sogar C"T1(X,R) nach C"(X,R) abbildet. Wenn wir mit einer Karte ¢ dem Vektor-
feld F' eine r mal stetig differenzierbare Abbildung x — T,,(¢)(F(x)) € Ty o[U] ~ R
von dem Definitionsbereich U C X der Karte nach R™ zuordnen, dann ist

Or(f)(z) = To(0)(F(2)) - V(flvo ¢~ ")(é(x)) fiir alle z € U.

Hierbei ist T'(¢) o F|y die Abbildung U Ho, py 19, To[U] ~ R"™ x U. Dann bildet
F € Vec"(X) offenbar C™(X,R) nach C"(X,R) ab. Aus F' € Vec"(X) folgt fiir alle
p=0,...,r auch F € Vec’(X), so dass 0 auch C?"!(X,R) nach C?(X,R) abbildet.
Umgekehrt ist F' wegen dem Satz eindeutig durch #z bestimmt und genau
dann r mal stetig differenzierbar, wenn 6 C*°(X,R) nach C"(X,R) abbildet. q.e.d.

45
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Korollar 2.3. Fiir Vektorfelder F' € Vec?(X) und G € Vec!(X) mit p,q € N auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit X gibt es genau ein Vektorfeld [F, G] € Vec"(X) mit

r=min{p—-1,¢g—1} wund Opg =0polc—~0g00F.

Beweis: Offenbar ist 0pofg —0go0p eine lineare Abbildung von C*(X,R) nach
C"(X,R) auch eine Derivation. Fiir alle f,g € C*(X,R) gilt namlich:

(Opobc—0cobr)(f-g9)=0rbc(f-g)—0cOr(fg))
=0r(fbc(9) +0c(f)g) —0c(fOr(g) +0r(f)g)
= fO0r(0c(g ))+9F( )0c(g9)  +0c(f)0r(9) +0r(0c(f))g
— [0c(0r(9)) —0c(f)0r(g)  —0r(f)0c(g) —O0c(0r(f))g
= f0r(0c(9) +0r(0c(f)g  —f0c(0r(g)) —O0c(0r(f))g
=f-(0pobg—0g00r)(g) +(O@pobg—0g00r)(f)-g.

Damit folgt die Behauptung aus dem vorangehenden Satz. q.e.d.

Das Tangentialbiindel eines endlichdimensionalen normierten Vektorraumes V' ist
auf natiirliche Weise isomorph zu TV ~ V x V. Insbesondere ist das Tangentialbiindel
eines offenen Intervalls I auf natiirliche Weise isomorph zu R x I. Deshalb enthélt der
Tangentialraum 7,/ ~ R fiir alle ¢ € I aufler der Null noch das Element 11,g, das
(1,t) € R x I ~ TI entspricht, also die Aquivalenzklasse von (—¢,¢) — I, s — s + L.

Definition 2.4. FEine Integralkurve x eines Vektorfeldes F' € Vec(X), ist eine diffe-
renzierbare Abbildung v : I — X, t — x(t) von einem offenen Intervall I C R nach
X, so dass s — x(t + s) fir allet € I dem Element F(x(t)) € TyyX entspricht.
D.h. Ty(x) bildet 1w € T fir alle t € I auf F(x(t)) € Ty X ab. Wenn to € I und
x(tg) = o € X gilt, dann heifit x Integralkurve von F' mit Anfangswert x(ty) = xo.

Wir werden jetzt zeigen, dass jedes Vektorfeld F' € Vec! (X) fiir jedes oy € X genau
eine Integralkurve mit Anfangswert z( besitzt. Diese Aussage ist eine Umformulierung
der Existenz und Eindeutigkeit von gewthnlichen Differentialgleichungen.

Satz 2.5. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec'(X). Dann gilt:

(i) (Ezistenz von Integralkurven) Seity € R und xy € X. Dann gibt es ein € > 0 und
eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung

x:(to—eto+e) =X, t—=alt) mit z(ty) = xo,

die eine Integralkurve von F mit Anfangswert x(ty) = o ist.
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(ii) (PEindeutigkeit von Integralkurven) Seien x und y zwei Integralkurven von F auf
offenen Intervallen I bzw. J. Wenn ty € I N J und x(ty) = y(to) gilt, dann
stimmen x(t) und y(t) fir alle t € I 0 J dberein.

Wir zeigen die Existenz und Eindeutigkeit mit Hilfe von Karten von X bei zy bzw.
x(to) und der Existenz und Eindeutigkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Satz 2.6. (Picard-Lindeldf) Sei (to, zg) € RXR™ und f : U — R" eine lipschitzstetige
Abbildung auf einer offenen Umgebung U C R™™ wvon (to, zo) € R"™L. Dann gibt es ein
e > 0 so dass das folgende Anfangswertrpoblem auf (to — €,to + €) eindeutig lGsbar ist:

C;—f(t) = f(t,z(t)) firallet € (to — e, to+€) und z(ty) = xo.

Beweis: Wegen der Lipschitzstetigkeit gibt es ein L > 0, so dass fiir alle (s,y), (t,2) €
U auch ||f(s,y) — f(t,2)]] < L(|s —t| + |ly — z]||) gilt. Sei § > 0 so gewihlt, dass

U das kartesische Produkt [ty — d,ty + ] X B(xo,d) der beiden abgeschlossenen 6—

Bille um ¢y und zo enthélt. Dann gilt fiir alle (s,y) € [to — 0, + 0] X B(zo,d) auch
(s, 9)|| < ||f(to, xo)|| + 2L6. Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:xw— F(x) mit F(z)(t) =x0+ /ttf(s,x(s))ds

eine stetige Abbildung von C([tg — 6, to+ 6], B(xo, d)) nach C([to — 9, to+J], R™). Wenn
e < 0 und e (]| f(to, zo)|| + 2L0) < 0, dann bildet sie wegen dem Schrankensatz C([to —

€,to + €], B(xg,0)) auf sich selber ab. Fur z,y € C([to — €,to + €], B(xg,0)) gilt dann

|F(x) = F(y)|loo < €Ll — yl[oo-
Sei also € kleiner als

< min{5 0 } < 1
€ , < —
a | f(to, mo)|| +2Ld [ — 2L

Dann definiert die Abbildung F' eine lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e- L < 1/2 von dem vollstdndigen metrischen Raum C/([tg — €, to + €], B(xg,d)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt @:(¢) = f(t, z(t)) fir alle t € (tg—e, to+e€) mit z(ty) = xo.
Also 16st = dieses Anfangswertproblem auf (ty — €,y + ¢).

Wenn umgekehrt = auf einer Umgebung von ¢, dieses Anfangswertproblem 16st,
dann ist = stetig differenzierbar. Deshalb ist die Ableitung von F'(z)—x gleich Null, und
beide Funktionen F'(z) und x sind bei t = ¢ gleich . Also stimmen beide Funktionen
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iitberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein Fixpunkt von F. Also
folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems auf (to — €, o+ €) aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven:
(i) Sei ¢ : U — R™ eine Karte um 2y € X. Dann definiert

Fly

F=proT(@)oFlyodt:¢U] L= U 2% 7 X9 To[U] ~ R™ x g[U] 25 R”

eine einmal stetig differenzierbare Abbildung. Wegen dem Schrankensatz gibt es ein
r > 0, so dass die Einschrankung auf B(¢(xg),r) C ¢[U] lipschitzstetig ist mit Lip-
schitzkonstante L > 0. Dann folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof, dass

T:(to—€tg+e€) = dlU|, T+ Z(t)
fiir ein € > 0 als eindeutige Losung folgenden Anfangswertproblems existiert:

d (t)
dt

= f(jf(t)) fiir alle t € (to — E,t() + E) mit Zi‘(to) = ¢($0)

Fiir jedes t € (to — €ty + €) bildet T3(Z) aufgrund der Definition der Ableitung das
Element 1pp € Ti(ty — €, to + €) auf (28 7(1)) = (f(2(1)), 2(t)) € R x ¢[U] =~ T¢|U]
ab. Wegen Tj(2)1nr = Tiw(¢t) o Ty(Z)1nr = F(x(t)) ist dann @ = ¢~' o & eine
Integralkurve von F' durch z(ty) = xo, wenn Z obiges Anfangswertproblem 16st.

(ii) Sei s € I'NJ mit z = z(s) = y(s) und ¢ : U — R" wieder eine Karte bei z € U.
Dann definieren & = ¢ oz und y = ¢ o y zwei Losungen des Anfangswertproblems

I
d—f(t) = f(Z(t)) fur alle ¢ in einer Umgebung von s mit Z(s) = ¢(z).

Wegen dem Satz von Picard-Lindelof gilt £ = g auf einer Umgebung von s. Weil ¢
injektiv ist folgt x(t) = y(t) auf einer Umgebung von s. Daraus folgt, dass die Menge
{teInJ|xz(t) =y(t)} offen und, wegen der Stetigkeit von = und y, abgeschlossen
ist. Weil I und J Intervalle sind und tq € I N J ist I N J ein nicht leeres Intervall und
damit zusammenhéngend. Also gilt x(t) = y(¢) fir allet € I N J. q.e.d.

Satz 2.7. Sei F € Vec'(X) und zo € X. Dann gibt es eine eindeutige Integralkurve
x: 1 — X von F mit x(0) = xg, so dass jede Integralkurve y : J — X von F mit
y(0) = zg eine Finschrinkung von x auf ein Teilintervall J von I ist, das 0 enthilt.
Allgemeiner ist jede Integralkurve y : J — X von F mit y(to) = xo von der Form:

y(t+to) = x(t) fir allet +to € J, wobei {t e R |t +ty € J} C 1.
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Beweis: Sei [ die Vereinigung der Definitionsbereiche aller Integralkurven x von F' mit
x(0) = xy. Wegen der Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurven gibt es dann eine
eindeutige Integralkurve = auf I mit x(0) = x¢, so dass jede Integralkurve von F' mit
y(0) = xy durch Einschrénken der Integralkurve z auf ein Teilintervall von I entsteht.
Offenbar ist fiir jede Integralkurve y : J — X von F mit y(ty) = z¢ die Abbildung

r:{teR|t+toeJ} =X, t—a(t)=y(t+1)

eine Integralkurve von F' mit 2(0) = z,. Daraus folgt die zweite Behauptung. q.e.d.

2.2 Fliisse und Vektorfelder

Wir wollen jetzt alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu Ab-
bildungen von offenen Teilmengen von R x X nach X zusammensetzen.

Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum, W C R x X eine offene Teilmenge.
FEine Abbildung v : W — X mit folgenden Eigenschaften heifit lokaler Fluss auf X :

(i) Firallex € X ist {t e R| (t,x) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthdlt.

(ii) Sei (s,x) € W und (t,¢(s,x)) € W, dann ist auch (t + s,x) € W und es gilt
(it ¢(s,x)) = Yt + 5, 3).

(iii) Fir alle x € X gilt ¢(0,2) = x.
Lemma 2.9. Fiir einen stetigen lokalen Fluss ¢ auf dem topologischen Raum X gilt:

(i) Firallet e R ist Vi ={z € X | (t,xz) € W} offen und die Abbildung
U(t,): Vi = Vo a1t x)
ein Homoomorphismus mit der inversen Abbildung 1¥(—t,-).

(i) Fiir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e,€) x U enthdlt. Fir alle t € (—e¢,€) sind insbesondere V;
und V_; offene Umgebungen von x und ¥(t,-) ein Homdéomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von x.

Beweis: Fiir alle (g, xg) € W ist W eine offene Umgebung von (¢y, z9) € R x X. Dann
gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X von g, so dass (tg — €,tg+€) x U
in W enthalten ist. Also sind fiir alle t € R die Mengen V; offen.
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Seit € R und x € V;. Wir fithren den Beweis fiir ¢ > 0. Fiir ¢ < 0 geht er analog.
Aus der Bedingung (i) folgt W O {(s,z) | s € [0,t]} = {(t + s,2) | s € [-,0]}.
Fiir jedes s € [—t,0] gibt es ein ¢, > 0 und eine offene Umgebung U; C X von
Y(t + 5, x) mit (—e,, €;) x U, € W. Die offene Uberdeckung (Us)se[-t,0 der kompakten
Menge {t(t + s,x) | s € [—t,0]} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Sei € > 0 das
Minimum der entsprechenden (€;)scp,1). Aus der Bedingung (ii) folgt fiir alle s € [, 0]

(r,h(t+s,x)), (t+s+r,z) € W und (r,(t+s,z)) = P(t+s+r, x) fir alle r € (—¢,¢).

Wenn (s,9(t,z)) in W liegt, dann folgt wegen der Bedingung (ii) (r,v(s,¥(t, z))) =
(r,Y(s+t,x)) € W und damit auch (s+7,¢(t,x)) € Wund (t+s+r,z) € W und ¥ (s+
r,p(t, x)) = Y(t+s+r, x). Induktiv folgt (s, ¥ (t,z)) € W und ¢(s, ¥ (t, x)) = Y(t+s, x)
zuerst fir s = 0 und dann fiir alle s € [—t,0]. Also liegt (¢, ) in V_; und t(—t, ) ist
die Umkehrabbildung von (¢, -). Dann sind v (t, -) und ¥ (—t,-) Homéomorphismen.
Danach folgt (ii) aus dem Beweis von (i). q.e.d.

Satz 2.10. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F' € Vec"(X) mit r € N.
Dann gibt es genau einen r mal stetig differenzierbaren Fluss vp : Wp CR x X — X,
so dass fiir alle x € X die mazimale Integralkurve von F durch x aus Satz[2.7 gleich

{teR|(t,x) e Wr} = X, t—p(t,z) mit Yr(0,z) =21

ist. Die partielle Ableitung von Vg nach t ist dabei auch v mal stetig differenzierbar.
Umgekehrt gibt es fiir jeden r mal stetig differenzierbaren Fluss ¢ : W C R x X —
X, dessen partielle Ableitung nach t auch r mal stetig differenzierbar ist, ein Vektorfeld

F € Vec"(X) mit W C Wg und ¢ = Yp|w.

Wir beweisen diesen Satz wieder mit Hilfe eines Satzes iiber Losungen von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen.

Satz 2.11. Sei tg € R, zyp € R" und U eine offene Umgebung von xy € R™. Sei
f U — R"™ eine r mal stetig differenzierbare Abbildung mit r € N. Dann gibt es eine
offene Umgebung W wvon xqg in U, ein € > 0 und eine v mal stetig differenzierbare
Funktion h : (to — €,tg +€) x W — R", so dass fir alle y € W die Funktion

z:(tg—etg+e€) = R" t h(t,y)

die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

C;—f(t) = f(x(t)) firallete (to—€,to+€) mit z(ty) =y.

Die partielle Ableitung von h nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar.
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Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil U eine offene Umgebung
von xy ist, gibt es ein § > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball B(z, d) enthélt. Wegen
Heine—Borel ist B(xg,0) kompakt. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es dann eine
obere Schranke L > 0 an die Norm von f'(z) € L(R") auf x € B(zo, ). Wegen dem
Schrankensatz ist dann f lipschitzstetig auf B(xg,d) mit Lipschitzkonstante L > 0.
Sei also 0 < € < m so ahnlich gewahlt wie in dem Beweis des Satzes von
Picard-Lindelof. Sei I das abgeschlossene Intervall I = [ty — €, tg + €] und V' die offene
Umgebung V' = B(xg,d/2) von xy € R™. Wieder ist fiir alle y € V' die Abbildung

F,: C(1, B{29,8)) — C(I, B(0,9)), © — F,(x) mit F,(x)(t) = y—i—/ fa

von dem vollstdndigen metrischen Raum C(1, B(x,d)) auf sich selber lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstante eL < 1/2. Wegen der Ungleichung 6/2 + €(|| f(zo)| + L) <
§/2 + 0/2 = § liegen die Bilder aller Abbildungen (F},),ev sogar in der offenen Teil-
menge C(I, B(zg,d)) des Banachraumes C'(1, R™) mit der Supremumsnorm || - || . Des-
halb liegen die entsprechenden Fixpunkte in dieser offenen Teilmenge. Fiir alle y € V
ist die Ableitung der Abbildung z — F,(x), als Abbildung der offenen Teilmenge
C(I, B(xg,0)) von C(I,R") auf sich selber gegeben durch

Fy(z): C(I,R") — C(I,R"), 2z F(r)(2) mit

/f (s))ds fir alle t € I.

Weil die Ableitungen f'(s, z(s)) beschréinkt sind durch L, ist die Ableitung F} () be-
schriankt durch Le < 1/2. Deshalb konvergiert fiir alle y € V und alle z € C(I, B(xo,9))
die Neumannsche Reihe

ez — Fy@) " =Y (F)())'

=0

in L(C(I,R")) gegen den inversen Operator von g gny — Fy (7). Offenbar ist fiir alle
y,z € V die punktweise Differenz Fj(z) — F,(x) eine konstante Abbildung in C'(I,R"):

Fyfa) = Fu(a) =y — 2.

Deshalb ist fiir jedes x € C(1, B(xo, ¢)) die Abbildung y — F,(x) eine glatte Abbildung
von V nach C(I,R"). Also ist die Abbildung

G:V x C(I,B(,0)) = C(I,R"), (y,2) = (lo(,B@os) — Fy) (z) =z — Fy(x)
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eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbe-
reich eine invertierbare partielle Ableitung nach = € C(I, B(zo,)). Das Urbild der
0 € C(I,R") besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen F,. Dann folgt aus
dem Satz der impliziten Funktion, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung g von
einer Umgebung W von xy € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen F,
gibt. Diese Abbildung ist auflerdem genauso oft stetig differenzierbar, wie G. An den
expliziten Formeln fiir die ersten partiellen Ableitungen von F, erkennt man, dass die
partiellen Ableitungen von G bis zur selben Ordnung stetig sind, bis zu der auch die
partiellen Ableitungen von f stetig sind. Also ist G genauso oft wie f stetig differen-
zierbar. Fiir alle y € W ist dann ¢(y) die eindeutig Losung des Anfangswertproblems

%(t) = f(z(t)) furallet e (tg—€,tog+¢€) mit z(ty) =y.

Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r von der Abbildung
h: <t0_67t0+6) XW%Rv (yvt)’_)h(ty):g(y)(t)

sind stetig. Deshalb ist diese Abbildung auch r mal stetig differenzierbar. Weil ¢ +—
h(t,y) das obigen Anfangswertproblem 16st, ist die partielle Ableitung von h(t,y) nach

t gleich % = f(h(t,y)) und damit auch r mal stetig differenzierbar. q.e.d.

Beweis von Satz Sei F' € Vec"(X) ein r mal stetig differenzierbares Vektorfeld.
Fiir alle z € X sei I, der Definitionsbereich der maximalen Integralkurven aus Satz
mit Anfangswert x(0) = v € X und Wp = U,cx Lo x {2} C Rx X. Fiir v € X
definieren wir ¢ — ¢p(t,x) auf ¢t € I, als diese maximale Integralkurve ¢ — z(¢) mit
z(0) = z = ¢¥p(0,x). Dann erfillt ¥r : Wr — X die Bedingungen (i) und (iii).

Fir (s,z) € Wp und (¢,9p(s,x)) € Wg stimmen die beiden Integralkurven mit
Anfangswert z(0) = = und z(s) = ¥p(s,z) bei s, und wegen der Eindeutigkeit von
Integralkurven auf der Schnittmenge ihrer Definitionsbereich iiberein. Sie ergéinzen
sich zu eine Integralkurve auf einem Intervall das sowohl 0, als auch s und ¢+ s enthélt
mit z(0) = z, x(s) = Yp(s,z) und x(t + s) = Yp(t, Yr(s,z)). Also erfiillt ¢ p auch (ii).

Es bleibt zu zeigen, dass W in R x X offen ist und ¥ r zusammen mit ag—tp r mal
stetig differenzierbar ist. Sei (t,x) € Wr mit ¢t > 0. Fiir t < 0 geht der Beweis analog.
Fiir s € [0,t] liegt ¢ p (s, ) im Definitionsbereich Us einer Karte ¢5. Wie im Beweis von
Satz entsprechen den Integralkurven x von F'in U Losungen & = ¢, o x von

g(t) = f(2(t))  mit Z(tg) = ¢s(ro) und dem Vektorfeld

f : ¢S[US] — Rn7 Y= f(y) = T¢;1(y)(¢s)<F(¢;1(y)))

Deshalb folgt aus Satz dass ¢r und %p—tF fiir jedes s € [0,t] auf einer offenen
Umgebung (—¢s, €5) X Vi C Wg von (0,vp(s, x)) r-mal stetig differenzierbar sind. Die
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kompakte Menge {¢r(s,z) | s € [0,t]} wird von den offenen Mengen V; zu endlich
vielen s € [0, ] iiberdeckt. Sei € das Minimum der entsprechedenc % . Dann liegen alle
Yp(le,x) mit 0 < I < Lin einer V;, zu den endlich vielen s. Wir definieren fiir 1 <7 <&
induktiv offene Umgebungen V,, =0y 201 D ... D 0; D ... D O von x:

O,={yec 01 |¢(ey) € Vy,} mit (—2¢(2+1)e) x O, C Wp.

Die kleinste O wird fiir 0 < I < £ durch (wp(e, ))l nach V;, abgebildet. Auf der offenen
Umgebung (—2¢,t + €) x O von (t,x) ist ¢ mit %—f r mal stetig differenzierbar.
Sei umgekehrt ¢ : W — X ein r mal stetig differenzierbarer Fluss auf X, dessen

partielle Ableitung nach ¢ auch r mal stetig differenzierbar ist. Fiir alle (¢,2) € W und
(s,1(t,z)) € W und jede Karte ¢ : U — R™ von X um ¢(t,x) und ¢ (t + s, z) gilt

0p(y(t +5,2)) _ 9((t +5,2)) _ 0p(¥(s, ¥, 2)))

ot 0s 0s

wegen (ii). Mit s = 0 folgt, dass die partielle Ableitung awg;,m) an der Stelle (¢, z) gleich
der partiellen Ableitung von W an der Stelle (0,9 (t,z)) = 9 (t, x) ist. Sei also

F € Vec(X): das Vektorfeld von X, das jedem = € X den Funktionswert der Abbildung
Tio0) (V) : TomyW — T, X

bei dem Element (1g,g,0) € ToR x T, X ~ Tig W zuordnet. Weil die partielle Ablei-
tung von 1 nach t r mal stetig differenzierbar ist, ist F' r mal stetig differenzierbar.
Dann ist fiir jedes x € X, die Abbildung ¢ — (¢, z) eine Integralkurve des Vektorfeldes
F. Aus der Eindeutigkeit von Integralkurven folgt, dass ¢ eine Einschrankung von ¥ g
auf die offene Teilmenge W des entsprechenden Definitionsbereiches Wr ist.  q.e.d.

Aus Lemma und Satz folgt

Korollar 2.12. Sei F' € Vec'(X) ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X mit r € N. Dann ist fir alle t € R die Menge V;, = {x € X | (t,x) € Wr}
eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — Yp(t,x) ist ein r mal stetig dif-
ferenzierbarer Homdomorphismus von V; nach V_; mit r mal stetig differenzierbarer
Umkehrabbildung x — Yp(—t, ). Auflerdem gibt es fir alle v € X ein e > 0, so dass
fiir alle t € (—e,€) die Mengen V, und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 2.13. (i) FEin lokaler Fluss ) : W — X auf einem topologischen Raum X
heifst globaler Fluss, wenn W =R x X ist.

(ii) Ein Vektorfeld F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heift
vollstiandig, wenn der entsprechende Fluss Vg ein globaler Fluss ist.
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Satz 2.14. (i) Auf einem kompakten topologischen Raum X sind lokale Flisse global.

(ii) Auf einer kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X sind Vektorfelder F €
Vec! (X) vollstindig.

Beweis: (i) Wegen Lemma gibt es fiir jedes x € X ein ¢, > 0 und eine offene
Umgebung U, von = so dass W O (—e,,¢€,) x U, enthilt. Die Uberdeckung (U, ),ex
von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Mit dem Minimum € > 0 der entsprechenden
€, enthdlt W D (e,e) x X. Wegen der Bedingung (ii) des Flusses ist dann mit jedem
(t,z) auch {(t+s,2) € Rx X|s € (—¢,¢)} in W enthalten. Wegen {0} x X C W, folgt
induktiv fiir alle [ € N, dass W folgende Mengen enthélt, also gleich R x X ist:

(—(l+De,(I+1)e) x X ={(t+s,2) e Rx X | (t,x) € (—le,le) x X, s € (—¢,€)}
(i) folgt aus (i) und Satz q.e.d.
Wir haben in dem Beweis von (i) nur benutzt, dass der Definitionsbereich W des

Flusses 1 fiir ein € > 0 die Menge (—¢,€) x X enthélt, bzw. die Integralkurven von F’
mit allen Anfangswerten x(0) € X auf einem Intervall (—e, €) definiert sind.

Korollar 2.15. (i) Ein lokaler Fluss auf einem topologischen Raum ist genau dann
ein globaler Fluss, wenn (—e¢,€) x X fiir ein € > 0 in W enthalten ist.

(ii) Ein Vektorfeld F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist
genau dann vollstindig, wenn fir ein € > 0 und alle v € X die Integralkurven
von F mit Anfangswert x(0) = x auf (—¢, €) definiert sind. q.e.d.

Korollar 2.16. (i) Fir globale stetige Fliisse auf dem topologischen Raum X sind
Homomorphismen von R in die Gruppe der Homéomorphismen von X.

Umgekehrt induzieren Gruppenhomomorphismus von R in die Homoomorphis-
men von X, die als Abbildungen 1 : R x X — X stetig sind, globale Fliisse.

(ii) Fir vollstindige Vektorfelder F' € Vec"(X) auf einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit sind t — p(t,-) Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der r
mal stetig differenzierbaren Homoomorphismen von X.

Umgekehrt definieren Gruppenhomomorphismen von R in die Homdomorphismen

von X, die als Abbildungen v : R x X — X zusammen mit %—lf r mal stetig

differenzierbar sind, vollstindige Vektorfelder F' € Vec"(X) mit ¢ = ¢p.
Beweis: (i) Offenbar ist W = R x X dazu dquivalent, dass V; = X fiir alle t € R gilt.
Dann besagt die Bedingung (ii) des Flusses genau, dass ¢t +— 1 (t, -) ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Also folgt die Aussage aus dem Lemma [2.9]

(ii) folgt aus (i) und und Satz 2.10} q.e.d.
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2.3 Die Lie—Ableitung

Definition 2.17. Sei ® : X — Y ein Diffeomorphismus der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten X undY und F € Vec"(Y') ein Vektorfeld auf Y. Dann definiert

T(@NHoFod: X »TX

ein v mal stetig differenzierbares Vektorfeld von X. Dasselbe gilt auch, wenn ® ein
Homéomorphismus ist, so dass ® und ®~ (r + 1) mal stetig differenzierbar sind.

Im letzten Abschnitt wurden aus Vektorfeldern F' € Vec'(X) Homoomorphismen
von V; nach V_,; konstruiert. Wegen Korollar gibt es fiir jedes x € X ein € > 0, so
dass fiir alle t € (—¢,€) die Mengen V; und V_; offene Umgebungen von z sind. Dann
sind fiir alle t € (—¢, €) die Abbildungen ¢¥r(t,-) : x — ¥p(t,x) stetig differenzierbare
Homdoomorphismen von offenen Umgebungen von x auf offene Umgebungen von x.

Definition 2.18. Seien E,F € Vec'(X) zwei Vektorfelder auf der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X . Sei ¢r der entsprechende Fluss des Vektorfeldes F'. Wir definieren
die Lie—Ableitung des Vektorfeldes E nach dem Vektorfeld F' an der Stelle x:

(Or E)(z) = % . Tyettay(Wr(=t,-) (E(¥r(t 7))

Dabei ist zu beachten, dass E(¢r(t, z)) fiir alle ¢ € (—€,€) in Ty, ()X liegt und
Tpp(t,2) (wp(—t, )) den Raum Ty, (¢.2)X nach Ty, (—¢ypt2)X = T, X abbildet. Deshalb
liegen die Werte von Ty, .. (Vr(—t,-)) o E(¢Yp(t,x)) fir alle t € (—¢,€) in dem nor-
mierten Vektorraum 7, X, so dass die Ableitung wohldefiniert ist, und ein Element von
T, X ist. Dadurch wird 6 E zu einem stetigen Vektorfeld auf X.

Satz 2.19. Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X gilt:

0p E=|[F, E] fir E,F & Vec'(X).
Beweis: Sei ® : Y — X ein Homéomorphismus und ®~! differenzierbar. Dann sind
®*: C(X,R) = C(Y,R), frsfod, (&) :CY,R)—=C(X,R), grrgod!

zueinander inverse Algebrahomomorphismen. Sei z : (—¢,€) — X mit 2(0) = ®(y) und
y € Y in der Aquivalenzklasse von E(®(y)) € T, X. Dann gilt fiir g € C(Y,R)

—| (@ o)1) = — . (go@)(@(t) = = (271)(9)(=(*)
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Mit der Definition folgt fiir die entsprechenden Derivationen (vergleiche Satz (1.40)

Or@-1)om00(9)(y) = OF ((@_1)*(9)) (cp(y)) und  Op@-1yom00 = P 0 bp O(‘I)_l)*a

weil das fiir alle y € Y und alle g € C*(Y,R) gilt. Die Definitionsbereiche V; der lokalen
von F € Vec'(X) induzierten stetig differenzierbaren Homoomorphismen (2, ) :
V; — V_; aus Korollar 2.12] enthalten ein festes « € X fiir hinreichend kleine ¢ € (—¢, €).
Wegen Satz geniigt es fir f € C°(X,R) und x € X folgendes zu zeigen:

d

0o 2(f)(T) = —

i, 0 ((vr(—t,) () (r(t,2)) = OFe(f)(z).

Lemma 2.20. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, F' € Vec"(X) ein r mal
stetig differenzierbares Vektorfeld auf X und vp : Wrp — X der entsprechende Fluss.
Dann ist f o p fiir jede (r + 1) mal stetig differenzierbare Funktion f € C™1(X,R)
auf Wg r mal stetig differenzierbar. Die partielle Ableitung nach t beit =0

d O(f o
G vy o wo A0

heifst Lie-Ableitung von f nach F und ist gleich Op(f) und liegt in C"(X,R).

Beweis: Der Fluss ¢r : Wp — X ist dadurch definiert, dass t — ¢p(t, x) fiir allex € X
die maximale Integralkurve aus Satz [2.7] H von dem Vektorfeld F durch den Punkt z ist.
Dann ist wegen der Kettenregel a(f (0, x) gleich der Richtungsableitung von f an

der Stelle z € X in Richtung F(z), und wegen Satz [1.40] gleich 0p(f)(z). q.e.d.
Abschluss des Beweises von Satz [2.19; Weil 0 linear ist folgt aus dem Lemma:
d
Oore(f) = | Op(fodr(=t))odr(t, )=
t=0

d
= 0p (G| fovnct)our0+ F| On(Four. ) ovst.)
t=0
= Opgol_p (f) +0pol0p(f) = [0r, 0l(f) = O (f)
Daraus folgt 0y, p = 0 und damit auch  0p F = [F, E]. q.e.d.

Korollar 2.21. Fiir zwei Vektorfelder E,F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X ist folgendes dquivalent:

(i) Die Vektorfelder E und F kommutieren, d.h. [E,F] =0 = [0g,0F]|.

(ii) Fir alle x € X und s,t € R mit (t,x) € Wg, (s,z) € Wr, (t,¢p(s,x)) € Wg und
(s,¥p(t, x)) € Wp gilt Vet Yr(s,2)) = Yr(s, vt ©)).
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(iii) 6 E =0
(iv) 05 F =0
(v) Fiir alle (t,2) € Wr gilt B(x) = Ty (e (—t, ) E(r(t, 2)
(vi) Fiir alle (t,x) € W gilt F(z) = Ty 4.0 (Wp(—t, ) F(p(t, )

Beweis: Wegen der Bedingung (ii) an den lokalen Fluss ¢ folgt aus (iii)
d d
ET(wF(_ta )) oEo wF(t> ) = % T(wF(_(t + 5)7 )) oFEo wF(t + s, ) =
s=0

~T(we(-t.)o (5

s s=0

T(wr(-5.9) 0 Eove(s,) ) 0 vr(t.) =0
Also ist (iii) zu (v) dquivalent und analogerweise (iv) zu (vi). Wenn folgendes

E= T(wF(_t’ )) oFo ¢F(t> ) bzw. F= T(wE(_t’ )) oFo wE@? )

gilt, dann sind auch die entsprechenden lokalen Fliisse gleich. Also gilt lokal
7v/}E(S7 ) = 77Z)F(_t’ ) © ¢E(87 ) © ¢F(t7 ) wF(Sv ) = ¢E(_t> ) © ¢F(S’ ) © 77Z)E(tv )

Diese beiden Gleichungen sind offenbar beide dquivalent dazu, dass ¥ g(s, ) und ¥g(t, )
lokal kommutieren, und damit auch zu (ii).

Wegen Satz sind sowohl (iii) als auch (iv) dquivalent zu (i). Also sind sowohl
(iii) und (v) als auch (iv) und (vi) dquivalent zu (i) und (ii). q.e.d.

Dieses Korollar besagt, dass die lokalen Homdomorphismen von zwei Vektorfeldern
E,F € Vec'(X) genau dann miteinander kommutieren, wenn auch 5 und 6 mitein-
ander kommutieren. Wenn die Vektorfelder vollstéindig sind, definieren sie zusammen
eine zweidimensionale abelsche Untergruppe der Homoomorphismengruppe, bzw. der
Diffeomorphismengruppe, wenn E und F' glatt sind. Die Lie-Ableitung werden wir
spéter auch auf Differentialformen definieren. Lemma bedeutet dann, dass sie auf
Funktionen mit der Richtungsableitung # iibereinstimmt.

2.4 Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt betrachten wir das Tangentialbiindel T'X einer differenzierbare
Untermannigfaltigkeiten X von einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ¥ als Unter-
vektorraumbiindel der Einschrénkung 7Y |x des Tangentialbiidels 7Y von Y auf X.
In einem zweiten Schritt charakterisieren wir solche Untervektorraumbiindel des Tan-
gentialbiindels 7Y, die die Tangentialbiindel einer Untermannigfaltigkeit sind.
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Satz 2.22. Sei X eine Untermannigfaltigkeit der differenzierbaren Mannigfaltigkeit'Y .
Dann gilt folgendes:

(i) Die Einschrinkung TY |x des Tangentialbiindels von Y auf die Untermannigfaltig-
keit X ist ein Vektorraumbiindel iiber X .

(ii) Das Tangentialbiindel TX von X ist ein Untervektorraumbindel von TY |x, d.h.
TX st eine Untermannigfaltigkeit von TY |x und tber allen x € X ist die Faser
T.X von TX ein Untervektorraum von der Faser T,Y von TY .

(iii) Jeder r—mal (stetig) differenzierbare Schnitt von TY |x auf einer offenen Menge
U von X ist die Finschrankung eines r—mal (stetig) differenzierbaren Schnittes
von TY auf einer offenen Menge V von Y auf die Schnittmenge U =V N X.

(iv) Seien E,F € Vec'(U) Vektorfelder auf einer in' Y offenen Umgebung U von X
mit E|x, F|x € Vec'(X). Dann gilt [F, E]|x = [F|x, E|x].

(v) Die Einschrinkung F|x eines Vektorfeldes F € Vec'(Y) liegt genau dann in TX C
TY |x, wenn der entsprechende Fluss 1 die Untermannigfaltigkeit (R x X)NWpg
von Wr nach X abbildet. Dann gilt Wp), = (R x X)NWpg und ¥p|, = ¢F|WF|X.

Beweis: (i) Sei f : X < Y die Einbettung der Untermannigfaltigkeit X in Y. Dann ist
die Einschrinkung TY|x des Tangentialbiindels von Y auf die Untermannigfaltigkeit
X das inverse Bild f*(TY) von TY unter f, also ein Vektorraumbiindel auf X.

(i) Fiir Jeden Untervektorraum R™ C R™ ist das Tangentialbiindel TR" ~ R™ x R" C
R™ x R™ ein Untervektorraumbiindel von TR™ ~ R™ x R™. Weil wegen Satz
jede Untermannigfaltigkeit X in einer Umgebung U jedes Punktes x € X beziiglich
einer Karte ¢ : U — R™ von Y gleich dem Urbild X N U = ¢ ![R"] eines solchen
Unterraumes R™ C R™ ist, ist dann 7'X ein Untervektorraumbiindel von 7Y |y ist.
(iii) Wir wihlen eine offene Uberdeckung von der Untermannigfaltigkeit X C Y die
aus Definitionsbereichen von vertriglichen Karten von Y besteht, wie sie im Satz [1.45]
beschrieben sind. Jeder Punkt x € X ist dann auch in dem offenen Definitionsbreich
einer Karte ¢ : V' — R von Y enthalten, so dass ¢[V] das kartesische Produkt ¢[U]xW
von dem Bild der offenen Teilmenge U = V N X von X mit einer offenen Teilmenge
W C R™ ™ ist. Weil die Verkettung einer r—mal (stetig) differenzierbare Funktion auf
¢[U] mit der Projektion p; : ¢[U] x W — ¢[U] eine r—mal (stetig) differenzierbare
Funktion auf ¢[V] ist, gilt die Aussage fiir alle solchen Mengen U. Indem wir eine
beliebige offene Teilmenge U durch solche offene Mengen U iiberdecken folgt mit Hilfe
einer entsprechenden Zerlegung der Eins die Aussage fiir beliebige U.

(v) Sei f:V — R™ eine stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offene Teilmenge
V C R™, dessen Einschriankung f|yng» auf die Schnittmenge V' NR"™ von V' mit einem
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Untervektorraum R™ C R™ eine Abbildung mit Werten in diesem Unterraum R™ ist.
Dann ist fy g~ eine stetig differenzierbares Vektorfeld auf V' N R"”. Wegen dem Satz
von Picard-Lindelof ist dann jede Losung des Anfangswertproblems

dx .
“t) = F((t)) mit 2(0) = y

eine Abbildung nach V N R", wenn y in V N R" liegt. Wegen Satz liegen dann
die ganzen Integralkruven von Vektorfeldern F' € Vec'(Y), die X nach TX C TY|x
abbilden, mit ihren Startpunkten in X. Insbesondere lassen die entsprechenden lokalen
Fliisse die Untermannigfaltigkeit X invariant, und g, ist die Einschrinkung des
Flusses ¢ auf (R x X) N W, dh. Wr), = (R x X) N Wr und ¥p, = Yr|w, -

Wenn umgekehrt die lokalen Fliisse ¢)r die Untermannigfaltigkeit X invariant las-
sen, dann definieren sie einen lokalen Fluss auf X und wegen Satz ein Vektorfeld
auf X. Dieses Vektorfeld muss wegen der im Beweis von Satz benutzten For-
mel fiir das Vektorfeld als partielle Ableitung des Flusses, mit der Einschrankung des
entsprechenden Vektorfeldes von Y auf die Untermannigfaltigkeit X iibereinstimmen.
(iv) Aus (v) folgt, fiir alle x € X und hinreichend kleine ¢

T(wF(_ta )) oko wF(ta iL‘) = T(¢F\x(_t7 )) © E|X © wF|X (t7 x)
Dann folgt (iv) aus Satz [2.19] q.e.d.

Umgekehrt stellt sich die Frage, wann ein Untervektorraumbiindel (E, Y, 7) von dem
Tangentialbiindel (T, Y, ), das Tangentialbiindel einer Untermannigfaltigkeit ist.

Satz 2.23 (Frobenius). Ein Untervektorraumbindel (E,Y,n) der Dimension 1 < d
von (TY,Y, ) besitzt genau dann einen Atlas von Karten ¢ : U — R™ mit

TOENT U ={z €R" | 2g41 = ... =2, = 0} x ¢[U] C To[U],
wenn fir alle Schnitte F,G € Vec™(Y') von E auch [F,G] ein Schnitt von E ist.
Beweis: Wegen Satz ist fiir jedes yo im Definitionsbreich einer Karte ¢ : U — R”

X = {y eU | ¢d+1(y) = ¢d+1(y0)a ceey cbn(y) = ¢n<?JO)}

eine Untermannigfaltigkeit. Wenn T'(¢)[E N 7~ [U]] von der angegeben Gestalt ist,
dann ist F|x = TX. Wegen Satz (iv) ist dann [F, G] fiir Schnitte F, G € Vec™(Y)
von E zuerst auf X ein Schnitt von T'X, und dann auf Y eine Schnitt von E, weil alle
Yo € Y im Definitionsbreich einer solchen Karte liegen.

Es geniigt die Umkehrung auf einer offenen Umgebung U eines Punktes yo € Y
zu zeigen. Lokal ist E trivial. Wir kénnen also vorraussetzen, dass linear unabhangi-
ge Vektorfelder Fi,..., F; € Vec™(U) existieren, deren Werte auf U die Fasern von
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E aufspannen. Das Vektorfeld F induziert einen lokalen Fluss g . Wir wéhlen ei-
ne Karte ¢ : U — R" auf einer gegebenfalls verkleinerten Umgebung U von v
mit ¥(yo) = 0 und g, (¥)(yo) # 0. Dann hat hat Jacobimatrix der Abbildung z —
O(p, (21,0710, x4, . .., x,)) bei 2 = 0 folgende Gestalt und Determinante:

dor (MWW 0 ) g (01w 0

]an— 1

Also definiert =z, ..., 2,) = g (21,010, 22, ..., 2,)) wegen dem Satz der inver-
sen Funktion die Umkehrabbildung einer Karte ¢y : U — R™ auf einer gebenenfalls
verkleinerten Umgebung U von 3. Aufgrund der Konstruktion parametrisiert ¢, die
Integralkurven von Fi, und ldngs dieser Integralkruven sind die Koordinaten v, ... ¥,
konstant. Also hat I} beziiglich der Karte ¢ die Gestalt Z Wir zeigen die Aussage
mit vollstdndiger Induktion in d. Fiir d = 1 hat die Karte ¢ = 1 diese Eigneschaften.

Wir nehmen jetzt an, dass die Umkehrung fiir alle Untervektorraumbiindel der
Dimension kleiner als d € N gilt. Fiir jeden Schnitt F' € Vec™®(U) von E, ist F =
F—0p (1) F) ein Schnitt von E mit 6 (1) = 0. Deshalb induziert F auch ein Vektorfeld
an die Untermanmgfaltlgkelt U={y €U]| ¢iy) = ¥i(y) = 0} von U. Wegen
Satz [2.22] (iv) induziert dann [F, G] € Vec™(U) fiir zwei Schnitte F, G’ € Vec™(U) von
E ein Vektorfeld lings der Untermannigfaltigkeit U. AuBerdem ist [F', G] wegen

Oir.c1 = [0r—0r(wom 0c-05wnm] = [0F —O0r (1) Or,, 0 — Oc(¥1) Or,]
- H[EG]*@F(%)[H,GH@G(@F(wl))Fl*ec(wl)[FvFﬂ*@F(%(%))F1+9F1 (Oc(W1))F—0r (0F (¥1))G

auch ein Schnitt von E. Fiir alle Schnitte F' € Vec™(U) von E liegen die Werte von
F auf U in einem d — 1-dimensionalen Untervektorraumbiindel (£, U, ) von der Ein-
schrinkung von (E, U, ) auf U. Offenbar spannen Fj, .. Fd die Fasern von E auf U
auf. Wegen der Induktionsvorraussetzung gibt es eine Karte qb U — R mit

T ENTHU) ={zeR" | azg=...= 2,1 =0} x [U] C TR}

auf einer gegebenfalls verkleinerten offenen Umgebung U von g, in der Untermannig-
faltigkeit. Insbesondere verschwinden alle Schnitte von E auf ggd, ..., ¢n_1. Die Um-
kehrabbildung ¢! kénnen wir wieder mit dem Fluss Yp, zu der Umkehrabbildung
¢ Nz1,... 2n) = Vg (x1,0 (22, ..., 2,)) einer Karte ¢ : U — R” auf einer gegebe-
nenfalls verkleinerten offenen Umgebung U von y, fortsetzten.

Es bleibt zu zeigen, dass auf dem gesamten Definitionsbreich U von ¢ die Derivatio-
nen 0p,...,0F, auf den Funktionen ¢4y, ..., ¢, verschwinden. Das Vektorfeld F; hat
wieder die Gestalt 8%1. Also verschwindet g (¢2) = 0,...,0x (¢,) = 0. Daraus folgt

0 . .
gﬁp(qﬁ]):9F1(9FZ(¢])):9[F1,FZ](¢]) fir z=2,,dundj:d—|—1,,n
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Aus der Voraussetzung an die Schnitte von E folgt [Fy, F}] = ¢y Fi+. . .+ ciqoFy mit glat-
ten Funktionen ¢;;,. Also erfiillen diese Funktionen 0p, (¢,) lings der Integralkurven von
Fy auf denen ¢, . . ., ¢, konstant sind, ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung mit glatten Koeffizienten c¢;,. Fiiri=2,...,dund j =d+1,...,n ver-
schwinden mit 6 E_(gz;j_l) auch 0, (¢;) auf U. Wegen dem Satz von Picard-Lindelof ist
Or, (¢;) = 0 fiir diese ¢ und j die eindeutige Losung dieses Differentialgleichungssytems
auf allen Integralkurven von Fy, die U schneiden. Aufgrund der Konstruktion erfiillt
dann ¢ die Bedingung im Satz auf ganz U. q.e.d.

Satz 2.24. Sei (E,Y, ) ein Untervektorraumbiindel von (TY,Y,n), dass die Bedin-
gungen aus Satz[2.23 erfillt. Dann gibt es fiir jedes y € Y eine injektive Immersion
[+ X =Y von einer zusammenhdngenden Mannigfaltigheit X mit T(f)[TX] = E|fx
und y € f[X]. Sie kann in dem Sinne maximal gewdhit werden, dass jedes andere f die
Einschrinkung auf eine offene zusammenhingende Umgebung von f~'[{y}] in X ist.

Beweis: Der Beweis von Lemma [1.30] zeigt auch, dass es einen abzédhlbaren Atlas
(¢r)ren von Karten ¢y, : U, — B(0,71) auf offene Bélle gibt, die die erste Bedingung
im Satz erfiillen, so dass X durch Oy = ¢;'[B(0,%2)] X iiberdeckt wird und sich
jeweils nur endlich viele Uy’s schneiden. Fiir jedes k£ € N und z € Oy, gibt es dann genau
eine maximale zusammenhdngende Untermannigfaltigkeit V' von Op mit x € V und
TV = E|y. Sei V die Menge aller solcher Untermannigfaltigkeiten. Neben der Topolo-
gie 7 von Y als differenzierbare Mannigfaltigkeit definieren wir eine feinere Topologie
7. Beziiglich 7 heifit eine Teilmenge O C Y offen, wenn fiir alle V' € V die Urbilder
von O unter den Inklusionen V' < Y offen in V sind. Fiir V' € V sind die Schnittmen-
gen V N V' mit Untermannigfaltigkeiten V' € ¥V von Oy, offen und die Schnittmengen
der Abschliisse V NV/ und V N V" mit zwei verschiedenen Untermannigfaltigkeiten
V' £ V" €V von Oy disjunkt. Weil sich nur endlich viele Uy’s schneiden, schneidet
jedes V' € V hochstens endlich viele V' € V. Dann ist jedes V' € V beziiglich 7 offen
und die Einschriankung ¢ |y der Karte mit V' C Oy, eine Karte von dem lokal zusam-
menhéngenden topologischen Raum (Y, 7). Also sind die Zusammenhangskomponenten
von (Y, 7) offen und die Vereinigungen iiber Teilmengen von V, die die Aquivalenzklas-
sen folgender Relation bilden: Zwei V, V' € V erfiillen die Relation, wenn es endlich
viele V. =V;,...,Vp, =V"in V gibt mit VNV, # 0 firallel =1,...,L — 1. Also
gibt es hochstens abzéhlbar viele Untermannigfaltigkeiten V' = Vj,...,V, € V mit
ViNnVi, # 0 fiiralle I = 1,..., L — 1. Damit sind die Aquivalenzklassen héchstens
abzdhlbar, und die Zusammenhangskomponenten von (Y, 7) Mannigfaltigkeiten.

Das Bild einer injektiven Immersion f : X — Y mit T'(f)[TX] = E|sx) ist eine
offene Teilmenge von (Y, 7). Wenn X zusammenhéngend ist, ist es eine offene Teilmenge
der entsprechenden Zusammenhangskomponente von (Y, 7). q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.25. Finde eine Beispiel fir ein Linienunterbindel E von TY auf
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einer kompakten Mannigfaltigkeit Y, so dass die injektiven Immersionen aus Satz|[2.2/]
keine Einbettungen sind (Tip: definiere E durch ein glattes Vektorfeld ohne Nullstellen).

2.5 Zusammenfassung

Wir haben jetzt drei dquivalente Beschreibungen von Vektorfeldern kennengelernt:

Schnitte des Tangentialbiindels: Nach unser Definition sind Vektorfelder Schnitte
des Tangentialbiindels.

Derivationen: Wegen Satz gibt es eine Eins—zu-Eins Beziehung zwischen Vek-
torfeldern und Derivationen von der Algebra der differenzierbaren Funktionen.
Dadurch bilden die Vektorfelder eine Lie-Algebra.

Lokale Fliisse: Wegen Satz gibt es eine Eins—zu-Eins Beziehung zwischen Vek-
torfeldern und lokalen Fliissen auf der Mannigfaltigkeit. Dadurch bilden die Vek-
torfelder so etwas wie die Lie-Algebra der lokalen Diffeomorphismengrupppe.

Die lokalen Fliisse, die von Vektorfeldern erzeugt werden, sind eindimensionale Unter-
gruppen der lokalen Diffeomorphismen. Durch diese lokalen Diffeomorphismen kénnen
wir alle moglichen geometrischen Objekte auf der Mannigfaltigkeit transformieren. Die
entsprechenden Ableitungen werden dann Lie—Ableitung genannt. Lemma be-
schreibt dann die Lie-Ableitung von Funktionen, und Satz die Lie-Ableitung von
Vektorfeldern. Im néchsten Kapitel werden wir auch die Lie-Ableitung von anderen
Tensorfeldern kennenlernen.



Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Multilineare Algebra

Definition 3.1. Seien Vi,...,V, und W endlichdimensionale Vektorrdume tber K.
Dann heifst A: Vi x ... x V,, = W n-linear wenn fir alle i = 1,...,n folgendes gilt

A((xlw"7xi717xi+yi7xi+17"'7xn)):A((xla"'7xn>)+A(<x17"'7wi717yiaxi+17"'7xn>)
A((zla s 7$i—1a)\xi7'xi+1a s 7$n)):)\A(('I17 s 7xn)) f'lL’I" T,y € ‘/1 X X Vn7>\ e K.

Die punktweise Addition und Skalarmultiplikation macht diesen Raum L(Vy, ..., Vy; W)
aller n—linearen Abbildungen von Vi X ... x V, nach W zu einem Vektorraum.

Definition 3.2. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume Vi, ..., V, tiber K definiert
Vi®...oV,=L(WV,..., Vi K).
das Tensorprodukt von V/, ... V. Fir Elemente (A1, ..., Ay) € V] x ... x V! ist
A®...QA, Vix...xV,=K, (vg,...,0,) = Ai1(v1) -+ Ap(vn)
ein Element von V] ® ...®V,. Die Elemente dieser Form heiffen kohdrente Vektoren.

Fiir endlichdimensionale Vi, ...,V ist die lineare Hiille der koh&renten Vektoren
von V/ ®...® V] das ganze Tensorprodukt. Fiir die Definition des Tensorprodukt von
unendlichdimensionalen Vektorrdumen werden zusétzliche Bedingungen gestellt. Die
lineare Hiille der kohérenten Vektoren bildet im allgemeinen einen dichten Unterraum.
Im Folgenden sei mit Vektorraum immer ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ge-
meint. Wir definieren des 6fteren lineare Abbildungen nur auf den kohérenten Vektoren.
Das definiert eindeutige lineare Abbildungen auf den ganzen Tensorprodukten.

63
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Auf dem n—fachen Tensoprodukt V'®" des Dualraumes V' eines K-Vektorraumes
mit sich selber wirkt die symmetrische Gruppe 5, aller Permutationen von n Elemen-
ten. Auf K wird S,, erinerseits trivial und andererseits alternierend dargestellt:

Sp— {1}, o1 Sn — {1,—1}, o~ sgn(o),

wobei sgn(o) gleich £1 ist je nachdem ob sich o schreiben ldsst als das Produkt einer
geraden oder ungeraden Anzahl von Transpositionen. Entsprechend enthélt V'®" zwei
lineare Unterrdume, nédmlich aller Vektoren, die sich unter der Wirkung der Permuta-
tionsgruppe S,, wie die triviale bzw. die alternierende Darstellung transformieren.

Definition 3.3. Fiir alle n € N wirkt die Permutationsgruppe S, auf V'®" durch
A—ocAmit cA:V'"->K (v,...,v,)— A (U0—1(1)7 e ,/Uo-—l(n))

fiir alle A € V'®" und o € S,,. Auf den kohirenten Vektoren wirkt o € S, dann wie

U.(Al ®...Q An)(vl, .. ,’Un) = Al(’l}afl(l)) tee An(vafl(n)) =
= AJ(1)<U1) . Aa(n)(vn) = (Ag(l) X...x0 Ag(n))(vl, . ,Un) fiir (Ul, ... ,Un) evn.

Die symmetrischen und antisymmetrischen Tensorprodukte sind definiert als
SV ={AeV"®0.A= A fir aleoc € S,}
/“\ V' ={A e V'®|0.A=sgn(o)A fiir alle c € S,}.

Mit SV’ und \V' bezeichnen wir die direkten Summen

sv’:ésnw und /\v’:é A V'
n=0

n=0
Dabei bezeichnet SOV’ = K und \° V' =K im Tensorprodukt V'®° = K.

Satz 3.4. Fir einen n—dimensionaler K—Vektorraum V' qibt es bilineare Abbildungen

p+q

p q
AV x A\V' = AV, (AB)— AAB
so dass \'V' zu einer distributiven K-Algebra wird. In dieser Algebra gilt
p q
BANA=(-1)""ANB firale Ac \V' und Be \ V"

Fiir alle p =0, ...,n haben sie die Dimensionen dim A\* V' = (Z) und dim A\ V' = 2".
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Beweis: Wir definieren die Abbildung

p q p+q
AV x ANV = AV, (4,B) HA/\B—|—A”+‘1(A®B) mit
bq
APTUA®B) = > sgn(o)o.(A® B).

0E€Sp+q

Dann gilt A”(A) = p!A fiir alle A € A"V’ und I%Ap VP — APV mit A — ﬁAp(A)
ist eine Projektion von V'®? auf dem Unterraum A"V’ C V'®P. Offenbar gilt

APTI(AP(A = sen(o) A0 AR B) = > A"(A® B) =pl A/T(A® B)
o€Sp o€Sp

APH(A @ AYB Z sgn(o) A"(A @ 0.B) Z APH(A® B) = ¢ APY(A® B)
0ESy 0ESy

fiir alle A € V'®*P B € V'®4. Daraus folgt fiir alle A € A"V, Be AN’V 'und C € \" V'

CA(BAA) = Aptatr <c ® o (B A)) —— APTT(C® B @ A)

W rlpl |
1
— m AP+Q+T <q'T' Aq+7"<C ® B) ® A) (C /\ B) /\ A

Also ist A ein assoziatives Produkt. Induktiv in n folgt fiir alle Ay,..., A, € V’
AN N = e AT ((ALA A A) © Ay
= iy A (AT (A . @A, ) @A) = A4 ©.. ®A,).
Die Distributivitét folgt aus der Bilinearitdt der Abbildung

p+q

A /\V’x/\V’—>/\V’ ) AN B.
Fiir alle p, g € N hat folgende Permutation

(I,....p+¢q) = (p+1,...,p+q,1,....p)

die Signatur (—1)P? weil sie aus pg—Transpositionen zusammengesetzt werden kann.
Dann folgt fiir alle A € A"V' und B e AV’

B/\A—p—q'A(B®A) (—1)" p—q'A(A®B) (—1)™A A B.
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Sei Fy,..., E, eine Basis von V'. Dann gilt offenbar
E1l'1 VANRA Eip = sgn(J)Eig(l) VANIRAN Eig(p) fiir alle o € Sp.

Wenn zwei Indizes gleich sind, dann gibt es eine Transposition, unter der dieses duflere
Produkt das Vorzeichen wechselt. Wenn alle Indizes paarweise verschieden sind, dann
sind {Ej, (1) ® ... ® Ej ) | 0 € SP} linear unabhéngig, und E;, A ... A E; # 0. Also
bilden Ey A.. . AE;, mit iy < ... <1, eine Basis von A" V'. Die Anzahl solcher Vektoren
ist () = dim A"V Mit 37 (") = (14 1)" = 2" folgt dim A V' = 2". q.e.d.

Satz 3.5. Fir K-Vektorraume V und W und Ay, ..., A, € L(V; W) ist
Al® ... @A WS V' B— Bo (A x...xA)

eine lineare Abbildung von W'®P nach V'*?. Fir A = A, = ... = A, bildet sie SPW' und
auf SPV" und NP W' auf A\’ V' ab. Die entsprechende Abbildung N A : N\W' — AV’
ist ein Algebrahomomorphismus beziiglich des duferen Produktes.

Beweis: A ® ... ® A, bildet W'® nach V'*7 ab und ist linear. Fiir A € L(V, W) gilt
APt (B @ C) = A®P(B) @ A®1(C) fiir alle B € W' und C € W'®.
AuBerdem ist die Abbildung A"®? vertriglich mit der Wirkung der Permutationsgruppe:
A"®P(0.B) = 0.(A"™*P(B)) fiir alle B € W' und o € S,,.

Daraus folgt, dass A®” sowohl SPW’ auf SPV’ abbildet, als auch A" W’ auf A’ V".
Zuletzt folgt auch, dass A’®? mit AP vertauscht, und deshalb

A/®(p+q)(B A C) _ Al®p(B) A A/®q(0)

fiir alle B € AW’ und C € AW’ gilt. q.e.d.
Fiir die symmetrische Algebra SV’ = @ SPV” gilt eine analoge Aussage zu Satz :
p=0

Ap- Ay =D 0(A®...® 4, firalle Ay,..., A, €V,

oES)

Eine Basis von SPV’ bilden dann Eil o+ E' mit dy,...,4, € Nound i + ...+, = p.
Die Dimension ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten p Elemente aus 1,...,n mit
Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen. Jede Auswahl
ist durch die Angabe eindeutig beschrieben, an welcher Stelle wir jeweils zu Elementen
mit groBeren Indizies in {1,...,n} iibergehen, also zu der Anzahl (" '17) = ("ﬂo D)
aus einer Menge mit n — 1 + p verschiednen Elementen ohne Wiederholung und oh-
ne Beriicksichtigung der Reihenfolge n — 1 Elementen auszuwéhlen. Diese Dimension
wéchst mit p an und SV’ ist unendlichdimensional. Diese Algebra ist der Raum der

Polynome auf V. Im Folgenden benutzen wir nur die antisymmetrische Algebra.
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3.2 Tensorfelder

Auf einem K-Vektorraum V' definiert jedes v € V das Element A — A(v) von V.
Die entsprechende Abbildung von V nach V" ist ein isometrischer Isomorphismus. Wir
definieren das Tensorprodukt V& als V"®? = L(V' ... V';K). Es enthilt eine Basis
von kohérenten Vektoren v1 ® ... ® v, mit vy,...,v, € V. Fir A € L(V, W) wird dann
A" auf natiirliche Weise mit A identifiziert: A”(v)(B) = B(A(v)) = A(v)(B).

Wir definieren jetzt auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit X und alle p, ¢ € Ny
ein Vektorbiindel T7X. Indem wir die zusammenhéngenden Komponenten einzeln be-
trachten, konnen wir annehmen, dass X die Dimension n hat. Sei also F' der Vektorraum
(R™)®? @ (R™)®P und sei U eine Uberdeckung von X durch die Definitionsbreiche von
Karten ¢y : U — R™. Fiir U,V € Y und x € U NV sind die Abbildungen

Tq/sU(x)(¢U © ¢\71) 3T¢/>U(I)Rn — T(Q)V(x)R", T¢u(w)(¢v °© ¢z}1) ;T¢U($)R" - chv(:c)Rn
Elemente von GL(R™). Wir definieren eine entsprechende Abbildung in GL(F') durch

(I)VvU(x) - TQ;U(Q?)<¢U © (b;/l)@q ® T¢U(I)(¢V © Qb[;l)@p'

Die rechten p Faktoren sind dabei genau die Werte der Kozykel des Tangentialbiindels
und die linken ¢ Faktoren die Kozykel des Kotangentialbiindles. Weil beide einzeln die
Kozykelbedingung erfiillen, gilt das auch fir ®y .

Definition 3.6. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann
sei TIX das durch die Kozykel @y definierte Vektorraumbiindel. Insbesondere ist
TYX = TX das Tangentialbiindle und Ty X = T'X das Kotangentialbiindel. Die Fasern
von TIX bzw. T'X iiber einem Punkt x € X bezeichnen wir mit T X bzw. T, X.

Schnitte der Vektorraumbiindel T ];IX nennen wir Tensorfelder. Wir konnen die Lie-
Ableitung auf solchen Tensorfeldern definieren.

Definition 3.7. Sei f : X — T7X ein differenzierbares Tensorfeld auf der differenzier-
baren Mannigfaltigeit X und F € Vec'(X) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
X. Dann sind fiir kleine t 1p(t,-) und p(—t, ) lokal stetig differenzierbare Homéomor-
phismen von X. Wir definieren die Lie-Ableitung von f an der Stelle x € X als

d

= a|_ Dorea(rlt M@ (Tpptea or(—t, ) f(Wr(t, 7).

(OF f)()

Wir bemerken, dass wegen T, (Vr(t,-)) : T X — Tyt X die Abbildungen

Typta) Wr(=t,) : TypeoyX = ToX und T o (Wp(t,-) s TjoqnX = 11X
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zusammen folgende Abbildung induzieren:

® ®
(Tv,,Z)F(t,x) (wF(t’ ))) ! ® (Tll)F(tﬂC) (¢F(_t7 ))) ? : T]z’ll}F(t,x)X —> T;)I,CEX

Deshalb ist die Ableitung auf der rechten Seite als die Ableitung einer differenzierbaren
Funktion von ¢ € (—¢, € in den Vektorraum 77 X wohl definiert.

Definition 3.8. (Verjingung): Sei p,q € N. Dann induzieren fir jedes i = 1,...,p
und jedes j = 1,...,q die Abbildungen

()T XT,X >R, u®uv— (u,v)

einen Verjiingungsmorphismus i von dem Vektorraumbiindel TIX auf das Vektor-

raumbiindel Tg:llX. Hierbei bezeichnet (u,v) die Auswertung der Elemente von T.X
auf den Elementen von T, X. Wenn f1,..., f, Vektorfelder sind, und gy, ..., gq Schnitte
von dem Kotangentialbindel, dann wirkt i} auf 1 ® ... ® ¢, ® {1 ® ... ® f, wie

0 ®.. . 00®H®...®f) =(0,)0n®...0.. . ®gRA®. . fi.. . ®f

Hierbei ist (g;, f;) die Funktion x — (g;(z), fi(z)) auf X und * beduetet, dass der
entsprechende Faktor in dem Tensorprodukt weggelassen wird.

Satz 3.9. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(i) Seien i < j zwei verschiedene Indizes in {1,...,p} und k < | zwei verschiedene
Indizes in {1,...,q}. Dann vertauschen die folgenden Verjingungsmorphismen:
if -1 i -1
Tl?qu = Tgll1X TiX = qu.le
i 4 L5 bzw. i . L5 4
ik _ _ i _
TX 5 T3X TOX S TIX

(ii) Die Lie-Ableitung Op vertauscht mit allen Verjingungsmorphismen zg mit 1 =
L...,pundj=1,...,q. D.h. fir alle differenzierbaren Schnitte f von T1X und
alle stetig differenzierbaren Vektorfelder F € Vec'(X) gilt

0r(il(f)) = i (0r(f)).
(iii) Sei f ein Schnitt von TIX und g ein Schnitt von T:X. Dann gilt

Or(f®g) =0r(f)®g+ f®0r(g).
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Beweis: (i) Seien Fi, ..., F, Vektorfelder von X und oy, ..., a, Schnitte des Kotan-
gentialbiindels 77X von X. Dann gilt offenbar

ol ®.. . RO ®...QF,) =
= (o, FMog, F)on @ ...y ... Q@ ® ... F...F;...®F,
:z’foz’g(m@...®aq®F1®...®Fp).

Hierbei sind (ay, F;) : @ — (ag(z), F;(z)) und (o, F};) : © — (a(z), F;(z)) Funktionen,
und * bedeutet, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Genauso gilt auch

i joi(n®... RaFR®...0F,) =
= (o, F)ap, oy @ .. Gy .. &y... @ a, @ ®...F... Fj...®F,
=il ol ®.. QO ®...QF,).

)

(ii) Sei ® : X — Y ein Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten X und Y. Dann sei T)(®) : T7Y — T7X folgende faser weise lineare Abbildung

(To(a) ()% @ Tap(ay (P71)°F - T

’ (m)Y — qu’xX fiir alle z € X.

Dabei sind die einzelnen Abbildungen wegen T, (®) : T, X — Ty(,)Y von der Form
To@) () : TowY — T, X und T (P) : Tom)Y — T, X.

Dann kommutiert folgendes Diagramm, weil fiir u € T3 Y und v € Te(z)Y auch
(T(a) (®)t, Ta@y (D7) = (u, To(P) © Taey (P~ Hv) = (u,v) gilt:

75 (®)

Y Tix

i 4 L

1y BE@
oY S TENX

Also ist fiir jeden Schnitt f von dem Vektorraumbiindel T7(Y') die Abbildung T(®) o
f o ® ein Schnitt von dem Vektorraumbiindel T)(.X) ist und es gilt

T;’__ll(d))oigofocb:igoT;f(CI))ofOCI).
Fiir die lokalen stetig differenzierbaren Homoomorphismen g (¢, -) gilt also auch

T;I:f(wF(t? )) o Zf o f © ¢F(t7 ) = 7’3 © T;;](Q/}F(tv )) © f © 7va(tv )
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Indem wir die linke und die rechte Seite nach t differenzieren erhalten wir 85 (il(f)) =

d _ y d . g
= 0 et otfo foue(t) = L Homgwelt, Yo foun(t, ) = B:(1).
t=0 t=0
(iii) folgt aus der verallgemeinerten Leibnizregel. q.e.d.

Aus (ii) und (iii) folgt fiir alle F, F' € Vec'(X) und alle Schnitte o von T"X
(Opa,EYy =0p((a, E)) — (o, [F, E]) wegen 6Op((a, F)) = (0ra, E)+ (a,0r E).

Mithilfe von (iii) lassen sich dann die Lie-Ableitungen von beliebigen Tensorprodukten
von Vektorfeldern und Schnitten des Kotangentialbiindels berechnen.

3.3 Differentialformen

Definition 3.10. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir alle p € N sei
dann N’ X das antisymmetrische Untervektorraumbiindel von TPX. Analog sei \ X

die direkte Summe aller Vektorraumbiindel \" X. Die Schnitte von N\’ X heiffen p-
Differentialformen oder nur Differentialformen.

Das p-fache antisymmetrische Tensorprodukt A"V’ des Dualraumes V' eines end-
lichdimensionalen Vektorraumes V' ist ein Unterraum des p-fachen Tensorproduktes
V'®P von V' mit sich selber. Deshalb sind die Elemente von APV’ antisymmetrische
p-lineare Abbildungen von V? nach K. Wenn @ € A’ V' ein Element dieses p-fachen
antisymmetrischen Tensorproduktes ist, und vy, ..., v, € V Elemente von V' sind, dann
kénnen wir a auf (vy,...,v,) € VP auswerten. Diese Auswertung ist antisymmetrisch
in vy, ...,v,. Wir wollen sie folgendermafien bezeichnen:

(0,01 ® ... @ vy).
Das heifit insbesondere fiir Elemente Ay, ..., A, € V' und Elemente vy, ... ,v, € V:
(AN NA ... .QY,) = Z sgn(0)(Ao(1), V1)« * + (Ao(p), vp) = det ((A;,v))).
0€ES)

Auf Differentialformen angewendet heifit das, dass fiir jede r mal stetig differenzier-
bare p-Differentialform a und Vektorfelder F, ..., F, € Vec'(X), die Auswertung der
Differentialform « auf dem Schnitt 7 ® ... ® F,, des Vektorraumbiindels T;E)X eine r
mal stetig differenzierbare reelle Funktion in C"(X,R) ergibt:

(a, 1 ®...® F,) € C"(X,R).



3.3. DIFFERENTIALFORMEN 71

Definition 3.11. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec(X) ein
Vektorfeld von X. Fiir alle p € N sei ip der eindeutig bestimmte Morphismus ip :
N’ X = N'7' X, der auf p-Differentialformen o wirkt fir alle Fy, ..., F,_; € Vec(X)
wie

(iroa, 1 ®@..0F, 1) =(, FRF1 ®...® F,_1).

Wenn X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist, dann ist A X
ein Vektorraumbiindel der Dimension (Z) Fiir p > n ist also A’ X Null-dimensional
und A X ist ein Vektorraumbiindel der Dimension 2". Der Grund, dass wir gerade die
antisymmetrischen Untervektorraumbiindel von den Tensorprodukten des Kotangenti-
albiindels und nicht von dem Tangentialbiindel betrachten, ist dass die entsprechenden
Schnitte, also die Differentialformen, das richtige Transformationsverhalten haben, um
sie zu integrieren. Diese Differentialformen werden sich als sehr natiirliche Objekte
herausstellen. Eine schone Eigenschaft kénnen wir sofort ablesen: Sie lassen sich unter
einer differenzierbaren Abbildung zuriickziehen, wihrend sich Vektorfelder nur unter
invertierbaren differenzierbaren Abbildungen transformieren lassen.

Satz 3.12. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung von X nach Y. Dann gilt

(i) Das faserweise dufere Produkt A - NP X xx N*X — N'" X macht die Differen-

tialformen von X zu einer assoziativen Algebra mit dem dufleren Produkt
Ni(a,B)—aAp

fiir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 5 mit p,q € Ny. Hierbe:
15t /\O X das triviale reelle Linienbiindel R x X tiber X . Die O—Differentialformen
sind reelle Funktionen und die Multiplikation einer reellen Funktion f mit einer
p-Differentialformen « schreiben wir als (f,a) — fo.

(i) Fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 3 gilt
BAa=(—1)PaAp.

(iii) Fir alle x € X bilden die Abbildungen
P p P
N T () : Y = NX wegen  Tpy(f): TjpY = ToX
f(=) x
einen Algebrahomomorphismus von /\f(z) Y nach N\, X. Jede p-Differentialform
a auf'Y definiert also mittels f folgende p—Differentialform f*a auf X :
P
(fa)(@) = N\ (Tim(M(alf(2)).

f(=z)
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(iv) f* ist ein Algebrahomomorphismus von den Differentialformen aufY auf die Dif-
ferentialformen auf X, d.h. fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialfor-
men 8 von Y gilt

franB) = fran fB.

(v) Fiir F € Vec'(X) wirkt die Lie-Ableitung 0 auf den Differentialformen wie

d
Opra= — =(t, ).
FQ dt tzowF( ) )O[
Sie ist eine Deriwation, d.h. fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialfor-
men B gilt
¢9F(Oé VAN 5) = GF(Oé) AN 5 +aAN ep(ﬁ)

(vi) Fir F € Vec(X) induziert ip : NX — A\ X eine Antiderivation auf den Diffe-
rentialformen, d.h. fir alle p—Differentialformen o und alle g—Differentialformen

B gilt
iF(Ck AN ﬁ) = iF(()é> A 5 + (—1)pOé A Zp(ﬁ)
Auflerdem gilt tpoip=0.
(vii) Seien E,F € Vec'(X). Dann gilt O oip —ipolp =g p.

Beweis: (i)—(iv) folgen aus den den Sdtzen tiber antisymmetrische Tensorpro-
dukte im ersten Abschnitt. Wegen Satz[3.9] (iii) gilt fiir 1-Differentialformen ay, ..., a,

p
Or(ai A Aay) = ZZO‘UU @O Q@B = A Ap ;A Aay,

i=1 0€S)p i=1

Daraus folgt (v). Zum Beweis von (vi) betrachten wir 1-Differentialformen oy, ..., a,
und Vektorfelder Fi,..., F,_;. Dann gilt (iplaa Ao N ay), F1®...Q F)_y) =

_ngn a01)7 > <a0(2)?F1>"'<aU(P)7Fp—1>

oESy
p .
== (-1)1_1<O&L’,F><Oél VAR /\ééz/\ /\Oép,Fl X ...®Fp_1>

= (=) Non A Nip(a) A Ay, L@ . @ F,ly).

Hierbei haben wir jede Permutation o € S, zerlegt in die Verkettung 7 o 0; einer der
Permutationen o; : (1,...,p) — (4,1,...,%,...,p) und einer Permutation 7 € S,_; der
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Elemente {2,...,p}. Diese Zerlegung ist eine bijektive Abbildung S, =~ (S,-1)?. Die
erste Permutation o; hat als ein Produkt von (i —1) Transpositionen sgn(o;) = (—1)""!.
Wegen der letzten Gleichung ist i eine Antiderivation. Weil die Auswertung von p—
Differentialformen antisymmetrisch in den Vektorfeldern ist, folgt iy o ip = 0.

Zum Beweis von (vii) zeigen wir mit (v) und (vi) zunéchst, dass 0g oip — ip o Op
eine Antiderivation ist. Fiir eine p-Differentialform o und eine g—Differentialform /3 gilt

=0p(ir(a) AB+ (=1)Pa Nip(B) —ip(0p(a) A B+ a AOg(B))
=0p(ir(a) A B+ (=1)Pa A Op(ir(B)) —ir(0e(a) A B — (=1)Pa Nip(0e(B)).

Dann geniigt es (vii) fiir differenzierbare 1-Differentialform « zu zeigen. Sei also F' €
Vec' (X). Dann gilt wegen der Schlussfolgerung nach Satz

QE(ZF(Oé»—ZF(@E(OJ)) = 9E<OJ,F>—<(9E Oé,F> = <Oé,9E F> = i[E,F}a. qed

Die Lie-Ableitung 5 stimmt wegen Lemma [2.20] auf den 0-Differentialformen mit der
vorher definierten Derivation # auf den Funktionen iiberein.

3.4 Die duflere Ableitung

Definition 3.13. Fiir jeden Punkt x € X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und
jede differenzierbare reelle Funktion f auf X definiert die lineare Abbildung

df (z) : T, X - R, v~ Dy(f)

aus Satz ein Element von T X. Dadurch wird fir jede differenzierbare Funktion f
auf X der Gradient df von f zu einem globalen Schnitt von T'X :

df : X - T'X mit (df,F)=0p(f) fir ale F € Vec(X).
Wir wollen d : f — df zu einer Abbildung auf allen Differentialformen fortsetzen.

Satz 3.14. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes p € Ny
einen eindeutigen Differentialoperator d von den differenzierbaren p—Differentialformen
in die (p + 1)—-Differentialformen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle differenzierbaren p-Differentialformen o und q—Differentialformen (5 gilt

dlaNp)=daNp+ (—1)PandS.

(ii) Auf differenzierbaren Funktionen f (also p=0) wirkt d wie f — df (siehe oben).
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(iii) Fir jede zweimal differenzierbare Funktionen f gilt d(df) = 0.

Beweis: Wir werden gleich sehen, dass jede p—Differentialform eine endliche Linear-
kombination von p-Differentialformen folgender Form ist:

a= fdgi N\... Ndgp.
Die Bedingungen (i)-(iii) erzwingen, dass auf solchen p-Differentialformen d wirkt wie
do=df Ndg, N\ ...dg,.

Also ist der Differentialoperator d durch die Bedingungen (i)-(iii) eindeutig bestimmt.

Um obige Aussage und die Existenz zu beweisen, wiahlen wir eine Karte ¢ : U —
R™ von X um einen beliebigen Punkt x € U C X. Die Komponenten ¢q,..., ¢,
sind glatte Funktionen auf U, so dass d¢y(z),...,d¢,(x) an allen Punkten z € U
eine Basis des Kotangentialraums bilden. Also ist jede p—Differentialform eine endliche
Linearkombination von Differentialformen der Form

fdQSZl/\/\dgpr m1t1§21<22<<zp§n

Fiir eine differenzierbaren Funktion f ist df auf U folgende Linearkombination:

i) =32 A2 ) - do)

von d¢y, .. .,d¢p, (vergleiche Satz|1.40)). Dann folgt

d(fdi A...Ndpi,) =3 30"0_(;’)

=1

O¢d¢z/\d¢“/\/\d¢1p

Also ist d auf allen p-Differentialformen definiert. Wir miissen noch zeigen, dass (i)
und (iii) gelten. Wir zeigen zunéchst (iii). Aufgrund der Konstruktion von d gilt

" O(foo! " 92(fo bl
d(df):d;%ocb'd@:Z%ocﬁ-d%/\d@

,j=1

82 o —1
— Z %oqﬁ-(dqﬁj/\dgbi—}-d(bi/\dgbﬂ:@

1<i<j<n

Hier haben wir mit dem Schwarz’sche Lemma die Reihenfolge der partiellen Ableitun-
gen vertauscht. Wegen der Linearitit geniigt es (i) fiir Differentialformen

Oé:fd¢ll/\/\d¢2p und ﬂ:gd¢]lAAd(qu
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zu zeigen. Fiir diese gilt

aAB=fgdpi A...Ndpy, Ads A...Ad;,
dla N B) = (fdg + gdf )dg;, A ... Ndg;, Ndoj, A ... Ndo;,
= (df Ndi, N...Ndgi,) N (gdds, A ... Nd;,)
+ (=1)P(fdgi, A ... Ndgi,) A (dg ANdpj, A ... Ndg;,)
=daNp+ (—1)PaANdpS. q.e.d.

Satz 3.15. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(i) Fir jede zweimal differenzierbare p—Differentialform « gilt d(da) = 0.
(i) Fiir jede zweimal differenzierbare Abbildung f : X — Y zwischen den differenzier-

baren Mannigfaltigkeiten X und Y wund jede differenzierbare p—Differentialform o
auf Y ist f*a eine differenzierbare p—Differentialform auf X und es gilt

d(f*a) = f*(da).
(iii) Fiir jedes F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare Funktion g gilt

Or(dg) = d(0r(g))

(iv) Fir jedes F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare p-Differentialform o
qilt
9F do = d(@p Oé)

(v) Fiir jedes F € Vec'(X) und jede differenzierbare p—Differentialform o gilt

QFOé = (iFOd+dOiF)<Oé).

(vi) Fiir jede differenzierbare p-Differentialform o und Fy, ..., F, € Vec'(X) gilt

p

(do, Fo®...@F)=> (-1)'0p((0, h®...F;...®F))

=0
+ > (), [FL B FR®.. .. F.. . ®F,).

0<i<j<p
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Beweis: (i) Sei o wie im Beweis von (i) des vorangehenden Satzes a = fdgi A. .. Adg,.
Dann gilt wegen (i) und (iii) aus dem vorangehenden Satz

d(da) = d(df Ndgi A ... Ndgy)

p
=d(df) Ndgi A ... Ndg,+ Y (=1)df Adgy A Ad(dgy) A ... Adg, = 0.
j=1

(ii) Wegen der Kettenregel gilt fiir alle differenzierbaren Funktionen g auf Y bei x € X

(d(f*g9)(x) = (d(g o f))(x) = dg(f(x)) o To(f) = Th)(f) 0 dg(f(x)) = (f*dg)(x).

Dann folgt (ii) aus (i), der Linearitdt von d, der Konstruktion von d im Beweis des
vorangehenden Satzes und aus Satz (iv): Sel o = gdg1 A ... A dg,, dann gilt

d(f*a) = d(fg(f*dgi) A-.. A (f*dgp)) =d((fg)d(fg) A-.. Ad(fgp))
= (f*dg) A (f*dgi) A A (f7dgy) = frd(gdgi A ... Ndgy) = f*(de).
(iii) Aus (dg, E) = 0g(g) und der Schlussfolgerung nach Satz folgt fiir £ € Vec'(X)
(0r(dg) — d(0r(g)), E) = (Or(dg), E) —(d(0r(9)), E)
=0r({dg. E))  —(dg,[F.E])  —0p(fr(g))
= 0r(0s(9)) — 01 (9) —06(0r(g))
= [0r, 05](9) — Oir.51(9) = 0.

(iv) Wegen Satz (i) ist d eine Antiderivation. Also ist fp od — d o 0 genauso wie
im Beweis von Satz [3.12] (vii) eine Antiderivation. Dann geniigt es (iv) fiir Funktionen
a = g und 1-Differentialformen o = dg und zu zeigen. Beides folgt aus (iii):

Op(dodg) =0=dod0r(g) = dOr(dg).

(v) Wegen Satz (i) und Satz (vi) sind sowohl d als auch ir Antiderivationen.
Dann ist ir o d + d o ir eine Derivation: Fiir eine p-Differentialform « und eine ¢—
Differentialform /3 gilt némlich (irod+doip)(aNf)=

=ip(da A B+ (=1)PaNdB) +d(ipr(a) A B+ (—=1)Pa Nip(B))
Also geniigt es (v) fiir Funktionen o = g und 1-Differentialformen o = dg zu zeigen.

Fiir Funktionen o = ¢ ist ipa = 0 und (v) folgt aus 0r(g) = irp(dg) = (dg, F'). Fiir
a =dg ist do = 0 und 0p(dg) = dOp(g) = d(dg, F) = dipa folgt aus (iii).
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Wegen (v) gilt induktiv in p
in .. ZFod = in .. .Z'Fl GFO _Z'Fp . .Z'Fldl'FO

p
= (=1 dig, - ig + > (=D)'ig, - in,, 05 in_, -5,
1=0

Auf p-Differentialformen a verschwindet der erste Summand auf der rechten Seite.
Wegen Satz (vii) gilt ig, 0F, = 0F, ir, + iF,r). Die Summanden sind dann
ip, ip, Opin o im = OF g, g iR
P
+ Z ip, i A EYiE R Ry
j=i+1

Wegen der Antisymmetrie gilt ip,ip, = —ip,ir,. Dann folgt insgesamt (vi):

—

p
. . o +1 7- . 1 . i .
’LFp"'ZFOd—(—l)p dZFp""LFO—f— E (_]-)ZQFiZFp"'ZFi"'lFO
=0
+ E (1) ig, - ip, - ip - iRIE,E)- q.ed.
0<i<j<p

Fiir jede differenzierbare 1-Differentialform w und E, F € Vec'(X) wird (vi) zu
(dw,E® F) = 0p(w, F) — 0p(w, E) — (w, [E, F]).

Die Formel (vi) driickt die duleren Ableitung einer Differentialform durch Lie-Ablei-
tungen von Funktionen und Vektorfeldern aus. Umgekehrt driickt die Formel (v) die
Lie-Ableitung einer Differentialform durch die duflere Ableitung aus.

3.5 Orientierungen

Fiir die Integration von Differentialformen miissen wir noch den Begriff der Orientie-
rung einfithren. Weil die Ubergangsfunktionen zwischen zwei vertriiglichen Karten einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen des R”
sind, liegen ihre Ableitungen in GL(R™). Sie werden also durch reelle n x n Matrizen
beschrieben, deren reelle Determinante ungleich Null ist.

Definition 3.16. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit ein Atlas
von X orientiert, wenn die Ableitungen der Ubergangsfunktionen, zwischen zwei Kar-
ten mit nicht schnittfremdem Definitionsbereich jeweils positive Determinante haben.
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Wenn X einen solchen orientierten Atlas besitzt, dann heifst X orientierbar. Andern-
falls heifit X nicht orientierbar. Eine Orientierung von X ist eine Aquivalenzklasse
von orientierten Atlanten, wobei zwei orientierte Atlanten dquivalent sind, wenn die
Vereinigung der beiden orientierten Atlanten wieder ein orientierter Atlas ist.

Die invertierbare lineare Abbildung
I'R" - R", o—I(x) mit I(z)=(—x1,22,...,2,)

hat offenbar Determinante —1 und ist eine Involution, d.h. ihr Quadrat ist Ig.. Fiir
jede Karte ¢ : U — R” ist die Verkettung [ o ¢ mit I auch eine Karte von X. Wenn
also von zwei Karten ¢ : U — R" und ¢ : V — R™® mit U NV # 0 die Ableitung der
Ubergangsfunktionen (1) o¢ ') auf einer Zusammenhangskomponente von ¢[U N V] ne-
gative Determinante hat, dann hat die Ableitung der Ubergangsfunktion ((Iov)o¢™!)’
bzw. (¢ o (I o1p)~t) positive Determinante auf der entsprechenden Zusammenhangs-
komponente von ¢[UNV] bzw. Iog[UNV]. Also kénnen wir versuchen einen Atlas von
X dadurch zu einem orientierten Atlas zu machen, dass wir einige Karten des Atlases
durch die Verkettung mit [ ersetzen. Wenn X orientierbar ist, dann ist das moglich.

Satz 3.17. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist folgendes dquivalent
(i) X ist orientierbar.

(ii) Jede zusammenhingende Komponente von X ist orientierbar.

dim(Y

(iii) Auf jeder zusammenhdngenden Komponente Y von X ist )\ Y trivial.

(iv) Auf jeder zusammenhdingenden Komponente Y von X gibt es eine stetige dim(Y")—
Differentialform, die keine Nullstellen auf'Y hat.

Beweis: (i) «<=>(ii): Offenbar sind (ii) und (i) dquivalent.

(ii)=(iv): Sei Y eine orientierbare zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Auf dem Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R™ ist d¢; A ... A d¢,, eine
n—Differentialform, die offenbar keine Nullstellen hat, weil d¢, ..., d¢, alle linear un-
abhéngig sind. Fiir eine zweite Karte ¢ : V' — R™ eines orientierten Atlases von Y ist

Ay A ... ANdip, = det(po 1) o ddpy A ... Adey,, weil fiir alle i = 1,...,n gilt

n o b1
ai =3 A D 06y

j=1

Also sind auf U NV die beiden n-Differentialformen dgi A ... A dp, und dipy A ... A
dip, durch eine positive glatte Funktion proportional zueinander. Die Uberdeckung
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durch die Definitionsbereiche der Karten des orientierten Atlases von Y besitzt eine
entsprechende Zerlegung der Eins (h,,)men. Die Summe iiber die Produkte von h,, mit
den doy A. .. Ade,, auhalb deren Definitionsbreichen h,, verschwinden, ist eine globale
glatte dim(Y')-Differentialform auf Y ohne Nullstellen.

(iii) <= (iv): Weil A™ )Y ein reclles Linienbiindel ist, folgt aus Lemma [1.58] dass
/\dim(y) Y genau dann trivial ist, wenn es einen globalen glatten Schnitt ohne Nullstellen
besitzt. Also sind (iii) und (iv) dquivalent.

(iv)=-(ii): Sei w eine stetige dim(Y )-Differentialform auf der zusammenhingenden
differenzierbaren Mannigfaltigkeit ¥ ohne Nullstellen. Auf dem Definitionsbereich U
einer Karte ¢ : U — R” eines Atlases von Y gilt dann w = fdp, A ... A do,
mit einer stetigen Funktion f : U — R, die keine Nullstellen hat. Die Urbilder
F7H(=00,0)] = f~[(—00,0]] und f~(0,00)] = f~[[0, 00)] sind sowohl offen als auch
abgeschlossen. Deshalb ist f auf jeder Zusammenhangskomponente von U entweder
positiv oder negativ. Das Vorzeichen von d¢; A ... A d¢,, dreht sich um, wenn wir ¢
durch I o ¢ ersetzen. Indem wir auf denjenigen Zusammenhangskomponenten von De-
finitionsbereichen von Karten des Atlases die Karte mit I verkniipfen, auf denen das
entsprechende f negativ (bzw. positiv) ist, erhalten wir einen Atlas von Y, so dass fiir
alle Karten ¢ : U — R", die entsprechenden Funktionen f mit w = fdo; A...Ad¢, po-
sitiv (bzw. negativ) sind. Fiir zwei Karten ¢ : U > R" und ¢ : V = R*" mit UNV # ()
dieses Atlases gilt mit entsprechenden positiven Funktionen f und g auf U NV

w= fddi A ... Ndo, = gdiby A ... A dib,.

Weil dann det(¢) o ¢ o w/f =w/g und det(pop™ 1) o= f/g>0aufUNV
gilt, ist der neue Atlas von Y orientiert. Daraus folgt (ii). q.e.d.

An diesem Beweis erkennen wir auch, dass jede orientierbare zusammenhéngende
Mannigfaltigkeit X genau zwei Orientierungen besitzt. Die zweite erhalten wir aus der
ersten, indem wir alle Karten mit I verkniipfen. Allgemein besitzt jede orientierbare
Mannigfaltigkeit mit N zusammenhingenden Komponenten genau 2V Orientierungen.

Beispiel 3.18. Satz und Beispiel werden zeigen, dass im R"T! jede n-

dimensionale abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit orientierbar ist. Hier zeigen wir,
dass folgende n—Differentialform auf S™ keine Nullstellen hat:

n

w= —1ixidx0/\...d/:;i.../\dxn.
> (1)

1=0

Weil 2% auf der Untermannigfaltigkeit S* C R™ 1 konstant ist, gilt dort

=0
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Fiir jedes k = 0,...,n gilt auf der offenen Teilmenge Uy, = {x € S™ | x, # 0} von S

dry = — Z ﬁdxz

xr
itk k

Fiir i # k kénnen wir dzy in (—1)'a;dzy A cf:;l ... Ndz, durch —;”—;d:ci ersetzen.

Durch eine geeignete Permutation mit der Signatur —(—1)*=% erhalten wir

2

(—=1)imidzo A . ..dz; ... Adzn = (—1)Fidag A . .dzg ... Adzy.
Ty

Weil dies offenbar auch fiir i = k gilt und wegen x3 + -+ + 22 =1 folgt auf Uy

1 — 1
w=(—1)F—drgA...dvg... Ndv, = (=1)F—pi(dzi A ... Adxy,)
T T

mit py, : Uy, = R", (zo,...,2,) = (To, ... Tk ..., x,). Wegen xp = /1 — pi(z) ist py
ein lokaler Diffeomorphismus, also eine Immersion. Weil dzy A ... Adx, auf R keine
Nullstellen hat, hat w,, auf S™ = U, U...UU, keine Nullstellen und S™ ist orientierbar.

3.6 Integration von Differentialformen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auf einer orientierbaren n—dimensionalen
Mannigfaltigkeit X jede stetige n—Differentialform w iiber alle kompakten Teilmengen
A von X integriert werden kann. Dafiir geben wir an, wie wir dieses Integral lokal in
einer Karte berechnen. Wir zeigen dann, dass dieses Integral nicht von der Wahl der
Karte abhéangt. Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins kénnen wir zuletzt das
Integral von w iiber eine beliebige kompakte Teilmenge A C X definieren.

Sei A C R"™ eine kompakte Teilmenge des R™. Wir stellen uns vor, dass A der
Abschluss einer offenen Teilmenge von R™ ist. Jede stetige Funktion f : A — R ist
dann beschrankt. Indem wir f auflerhalb von A gleich Null setzen, erhalten wir eine
Lebesque—integrable Funktion auf R". Wenn der Rand 0A von A, also die Schnittmen-
ge von A mit dem Abschluss des Komplements von A, eine Nullmenge ist, dann ist
nach dem Lebesgue-Kriterium die Fortsetzung von f auf R" sogar Riemann—integrabel.
Wenn wir uns im folgenden also auf solche kompakte Teilmengen A von X beschréink-
ten, deren Rénder 0A in allen Karten Nullmengen sind, dann kénnen wir auch das
Riemannintegral statt dem Lebesgueintegral benutzen. Im folgenden Satz rufen wir in
Erinnerung, wie sich das Integral unter Koordinatentransformationen verhélt.
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Satz 3.19. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — V ein C'—Diffeomorphismus
von einer offenen Menge U C R™ auf eine offene Menge V- C R™. Dann gilt

/f ))| det(® ())|dm1...dxn:/f(y)dyl...dyn fiir alle  f € LNV).
\4

Insbesondere gilt fiir eine kompakte Menge A C U und ein f € C(®[A],R) C L(V)

/f DI det(® (2)|dzs - . dzn = | Fy)dur - dyn.

®[A]

Korollar 3.20. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und
w eine stetige n—Differentialform auf X. Sei A eine kompakte Teilmenge, die in den
Definitionsbereichen U und V' zweier Karten ¢ : U — R™ und ¢ : V. — R" eines
orientierten Atlases von X enthalten ist. Dann gibt es zwei stetige Funktionen f : U —

R und g:V — R mitwly = fdo1 A ... Ndpy, und w|y = gdipy A ... ANdip,. Und es gilt
flo™ (x))dzy -+ - dx,, = / g~ (z))dxy - - - da,,.
PlA] PlA]
Beweis: Offenbar ist ¢ o ¢! |ynv ein Diffeomorphismus von [U N V] auf ¢[U N V],
und es gilt det((¢pop™1) (¥ (f(x)))) > 0 fiir alle z € UNV. AuBerdem gilt fiir x € UNV

doy(x) A ... Adon(w) = det(( 0 ™) (U(x))))dibr (@) A ... A diy(z).
g(x) = f(z) det(($ov™") (¢(x))).

Seien jetzt~f = fo¢pt:¢U] > Rund g = got~! : ¢[V] — R. Dann gilt auf
PUNV] : fo(porp™!)-det((¢porp™!)") = g. Also folgt aus Jacobis Transformationsformel

/ flo™ (z))dwy --

x)dxy - - dx,

= [
/ F(6 0w (x)) det((6 0 1Y (w))dars -+ - da,

_/ g(x)dxy - - dzy, _/ g(p~Hx))dzy - - dz,. q.e.d.
Y[A] v[4]

Mit diesem Korollar konnen wir das Integral einer n—Differentialform auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit definieren.

Definition 3.21. Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n und w eine stetige n—Differentialform auf X und A C X kompakt. Die Uber-
deckung der kompakten Menge A durch die Definitionsbereiche eines orientierten Atla-
ses von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung und eine entsprechende Zerlegung der
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Eins (hm)m. Wegen der lokalen Endlichkeit verschwinden alle bis auf endlich viele der
hu’s auf der kompakten Menge A. Fiir jedes m verschwindet h,, auflerhalb einer kom-
pakten Teilmenge A,, C U,, des Definitionsbereiches einer Karte ¢, : U,, — R™. Auf
Un, set w gleich w = fdpm1 A ... AN doy,, mit stetigen f,, : U,, — R. Wir definieren

w = B, ;11:10 m ;1130 dry---dx,.
/A > /m[mm] (67(2)) fn(67 ()

Wegen dem vorangehenden Korollar héingt das Integral [ 4w weder von der Wahl des
orientierten Atlases noch von der Wahl der Zerlegung der Eins ab. Dieses Integral kann
auch in Analogie zum uneigentlichen Riemannintegral auf nicht kompakte Teilmengen
A von X ausgedehnt werden, wenn die entsprechenden Summen konvergieren.

Wenn wir die Orientierung von X umdrehen, dann wechselt das Integral [ 4w das
Vorzeichen, weil sich in allen Karten das Vorzeichen folgender Funktion f dndert:

w|U = fd¢1 VANPIAN dgbn
Zum Abschluss konnen wir Jacobis Transformationsformel noch mal umformulieren:

Korollar 3.22. Sei f : X — Y eine orientierungserhaltender C'—Diffeomorphismus
zwischen den orientierten Mannigfaltigkeiten X und Y der Dimension n. Set A C X
eine kompakte Teilmenge und w eine stetige n—Differentialform aufY . Dann gilt

/ w—/f*w. q.e.d.
f1A] A

Im Allgemeinen gilt dies nicht, wenn f nur eine Immersion zwischen zwei gleichdi-
mensionalen Mannigfaltigkeiten und damit nicht notwendigerweise injektiv ist.

Beispiel 3.23. Betrachte z.B. die Abbildung f : St — S', die von der Abbildung
C — C,z — 2" induziert wird mit n € N. Diese Abbildung f ist zwar eine Immer-
sion, und damit auch lokal ein Diffeomorphismus. Allerdings ist sie fiir n > 1 nicht
injektiv. Es ist eine sogenannte Uberlagerungsabbildung, d.h. die Urbilder von einzelnen
Punkten bestehen jeweils aus n Punkten. Wir parametrisieren St durch ¢ — €**. Dann
ist w = d¢ eine nichtverschwindende 1-Differentialform auf S* und induziert wegen
Satz auf S* eine Orientierung. Wegen (e*)" = e™® entspricht die Abbildung f in
dieser Parametrisierung der Abbildung ¢ — n¢o. Also gilt f*d¢ = nd¢. Damit ist sie
insbesondere orientierungserhaltend. Es gilt aber

f*w:/nckb:n/d(b:n/ w.
st St St fIS1]
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Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir noch den Satz vom Igel.

Satz vom Igel 3.24. Die n—dimensionale Sphihre S™ hat genau dann ein nichtver-
schwindendes glattes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

Beweis: Wenn wir S" mit S* C R**! identifizieren, dann wird in jedem Punkt z € S”
der Tangentialraum 7,S™ mit {y € R"™! | y - z = 0} identifizert. Deshalb werden die
Vektorfelder von S™ durch folgende Abbildungen beschrieben:

F:S"—=R"™ g+ F(r) mit - F(z)=0.
Fiir ungerades n ist © — (za, —x1, %3, —T4,. .., Tpi1, —Tp) eine solche Abbildung.
Sei jetzt n gerade und F' eine solche glatte Abbildung ohne Nullstellen. Dann ist
F
fo:S" = S"(V1+e) ={z e R"™ | |z|| = V1 + e}, r—x+ EHFEx;H
x

ebenfalls glatt. Wir zeigen jetzt, dass diese Abbildung mit einem geeigneten o > 0 fiir
alle € < ¢ ein Diffeomorphismus ist. Dazu betrachten wir folgende n—Differentialform:

w = Z(—l)ixidxo A... OE . ANdz,.
i=0
Im Beispiel haben wir gezeigt, dass w auf S™ keine Nullstellen hat. Weil € in den
Koordinaten von f, linear auftaucht, hat dann f’w folgende Gestalt

n+1
flw = (1 + Zeig,) w

i=1

mit glatten Funktionen g¢y,...,g,r1 auf S". Wegen der Kompaktheit von S™ gibt es
dann ein 6 > 0, so dass fw auf S" fiir ¢ < ¢ keine Nullstellen hat. Daraus folgt, dass
die Determinante der Jacobimatrix von f. auf S" keine Nullstellen hat und f. eine
Immersion ist. Wegen Satz ist f.[S"] offen und als stetiges Bild einer kompakten
Menge abgeschlossen. Weil S" zusammenhéngend ist, folgt die Surjektivitat.

Zuletzt zeigen wir die Injektivitét. Andernfalls gilt f.(z) = f.(y) mit x # y, also

v (Ho r)
|z =yl lz =yl \[[E@)I  [[Fw)]
Wegen dem Schrankensatz ist F'/||F'|| lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L, also f,

fiir eL < 1 injektiv. Das zeigt, dass f. fiir ein 6 > 0 und alle € < ¢ ein Diffeomorphismus
ist. Fiir die Abbildung h, :  + h,(z) = rz gilt h*w = r""w. Aus Korollar folgt

[(E)om from [ om [rgmmirer [

sn Sn(VIte? sn S
Die linke Seite ist ein Polynom in € aber die rechte Seite fiir gerade n nicht.  q.e.d.
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3.7 Mannigfaltigkeiten mit Rand
Definition 3.25. Fiir alle n € N seien
H" = {(z1,...,2,) € R" | x, > 0} und OH" = {x € H" | z,, = 0}.

Auf einer offenen Teilmenge U C H" heifst eine Funktion f : U — R™ (stetig) differen-
zierbar, wenn f eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung auf eine in R™ D H™ offene

Teilmenge V O U besitzt (siehe Korollar

In R. T. Seeley: “Extension of smooth functions defined in a half space” Proc. Amer.
Math. Soc. 15 (1964), 625-626 wird gezeigt, dass eine Funktion f auf H" in diesem Sinne
genau dann glatt ist, wenn f auf H"\ OH" glatt ist und sich alle partiellen Ableitungen
von f stetig auf OH" fortsetzen. Analoges gilt auch fiir p—mal stetig differenzierbare f.

Lemma 3.26. Sei ¢ : U — V ein Homdéomorphismus zwischen offenen Teilmengen
von H", und ¢ auf U N (H"\ OH") und ¢~ auf V N (H" \ OH") stetig differenzierbar
mit sich stetig auf U N OH"™ bzw. V N OH™ fortsetzenden Jacobimatrizen. Dann gilt

o[U NOH"] = V N oH".

Beweis: Wir nehmen zunéchst ¢(x) € VNOH" fiir ein x € UN(H\OH") an. Sei W C U
eine in R™ offene Umgebung von z. Bei y € ¢[W] N (H\ 0H") ist die Jacobimatrix von
¢! wegen der Kettenregel die inverse der Jacobimatrix von ¢ bei ¢~!(y). Wegen der
Stetigkeit von den Jacobimatrizen, und weil solche y dicht in ¢[W] liegen, gilt das auch
fir y = ¢(x). Als Minimum von ¢,, ist = ein kritischer Punkt von ¢,,. Das widerspricht
der Invertierbarkeit der Jacobimatrix von ¢ bei x. Also gilt ¢~ [V NIH"] C U N IH".
Das gleiche Argument fiir ¢! zeigt die umgekehrte Inklusion. q.e.d.

Wegen dem Gebietsinvarianzsatz von Brouwer bilden sogar alle Hom6omor-
phismen ¢ : U — V zwischen offenen Teilmengen von H"*! die Mengen ¢[U N OH" ]
und VNOH" ! aufeinander ab. Wie in dem Beweis von dem Lemma geniigt es zu zeigen,
dass es keinen Homoomorphismus ¢ von einer offenen Teilmenge W in R™ auf eine in
H" offene Umgebung ¢[WW] eines Punktes in 9H™ gibt. Wegen dem Gebietsinvarianzsatz
ist dann ¢[W] offen in R™, und damit nicht in H" enthalten.

Definition 3.27. FEine Karte einer Mannigfaltigkeit mit Rand X ist ein Homdomor-
phismus ¢ einer offenen Teilmenge U von X auf eine offene Teilmenge von H™.

Zwei Karten ¢ : U — H" und ¢ : V' — H" werde wieder vertrédglich genannt, wenn
Y 0 ¢ gwryy ein Diffeomorphismus von ¢[U N V] nach ¢[U N V] ist. Ein Atlas ist
wieder eine Menge von vertriaglichen Karten, deren Definitionsbreiche X iiberdecken.
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Definition 3.28. FEine n—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Rand
ist ein Hausdorff— und Lindeldfraum zusammen mit einem Atlas von Karten nach H™.
Die Menge aller Punkte, die die Karten nach OH abbilden heifit Rand 0X.

Beispiel 3.29. (i) Firn € N ist H" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand.

(ii) Jedes abgeschlossene endliche Intervall ist eine eindimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand. Allgemein gilt, dass alle Intervalle differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind. Der Rand von offenen Intervallen ist leer.

(iii) Eine glatte Funktion f auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ohne Rand
habe keine gemeinsamen Nullstellen mit df. Dann ist {x € X | f(x) > 0}
eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Insbesodnere sind alle abgeschlossenen Biille
B(z,r) C R™ mit r > 0 differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand.

(vi) Offenbar sind fir alle m,n € N die Riume H™™ und R™ x H" bzw. H™ x R™
diffeomorph. Wenn also X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand st
und Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand, dann sind X XY und

Y x X differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand. Der Rand besteht jeweils
aus O(X xY)=0X xY bzw. (Y x X) =Y x 0X.

Satz 3.30. Seir X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt:
(i) Der Rand 0X ist in X eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

(ii) Fine offene Umgebung U von 0X in X ist diffeomorph zu der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit mit Rand U ~ [0,1) x X . Eine solche Umgebung heifst Kragen.

(iii) Wenn X orientierbar ist, dann ist auch 0X orientierbar, und jede Orientie-
rung von X induziert zusammen mit einem stetigen Vektorfeld N, dessen Fin-
schrinkung auf 0X nach Innen (bzw. Auflen) zeigt, eine Orientierung von 0X .

(iv) Wenn X kompakt ist, dann ist auch X kompakt.

Beweis: (i) Der Rand erfiillt die Bedingung von Satz und ist eine Untermannigfal-
tigkeit. Diese Untermannigfaltigkeit besitzt einen Atlas von Karten nach OH" ~ R"™!
und ist eine Mannigfaltigkeit ohne Rand. Jeder Punkt x € X \ 0X im Komplement
des Randes ist im Definitionsbereich einer Karte enthalten mit ¢, (z) > 0. Dann gibt
ist eine ganze Umgebung von z in X \ 0X enthalten. Also ist X abgeschlossen.

(ii) Auf jeder Karte ¢ : U — H" von X induziert wegen Satz die Derivation
-9 cin glattes Vektorfeld. Diese Vektorfelder konnen wir mit Hilfe einer Zerlegung der

O¢n
Eins (h,)nen zu einem globalen glatten Vektorfeld N aufsummieren. Wir zeigen jetzt,
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dass die Einschriankung dieses Vektorfelds N auf den Rand 0X iiberall nach Innen
zeigt und keine Nullstellen auf X hat. Sei z € UN 90X und ¢ : V — H" eine zweite
Karte von X um z € V. Dann ist 1o ¢! eine glatte Funktion auf ¢[U NV], die wegen
Lemma die Hyperebene OH"™ auf sich selber abbildet. Also gilt:

O 0 1) ()0~ 0 fiiri#n
i >0 fire=n.

Daraus folgt, dass der Koeflizient vor (x) des Tangentialvektors == (x) € T, X

81[) 8¢>

v,
aqsn Z I awz ()

positiv ist, und deshalb %(:p) auch beziiglich der Karte i) nach Innen zeigt. Daraus

folgt, dass bei z € 90X auch der Koeffizient von N(x) € T, X vor T( x) beziiglich jeder
Karte v, deren Definitionsbereich x enthélt, positiv ist. Damit zeigt N (x) beziiglich je-
der Karte nach Innen und hat auf 0.X keine Nullstellen. Wegen der lokalen Endlichkeit
der Zerlegung der Eins (h,)nen und der Definition liegt jedes z € 0X im Defini-
tionsbereich einer Karte ¢ : U — H" von X, so dass sich im Bildbereich der Karte das
Vektorfeld T(¢) o N o ¢! glatt auf eine in R offene Umgebung von ¢[U] fortsetzt.
Dann gibt es in 0.X eine offene Umgebung V' von x und ein € > 0, so dass der Fluss ¢y
von dem Vektorfeld N auf [0,€) x V' definiert ist. Wegen Satz kénnen wir V' und
e so verkleiner, dass 1y auf ein Diffeomeorphismus von [0,€) x V' auf eine offene Teil-
menge von X ist. Mit einer entsprechenden glatten Zerlegung der Eins wird die Summe
der Produkte mit den konstanten Funktionen e auf den Umgebungen U N 90X zu einer
glatten positiven Funktion € auf 0.X. Weil die glatte Abbildung (¢, z) — (te(z),z) die
Umbkehrabbildung Dann (¢,z) — (t/e(x), z) hat, ist die Abbildung

0,1) x 0X — X, (t,z) — ¥n(e(x)t,x)

ein Diffeomorphismus von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand auf eine of-
fene Teilmenge von X, die damit ein Kragen ist.

(iii) Wegen (ii) gibt es auf X ein glattes Vektorfeld N, das iiberall auf 0X nach
Innen zeigt und keine Nullstellen auf 0.X hat. Wir kénnen annehmen, dass X zusam-
menhingend und n-dimensional ist. Wegen Satz sind die Orientierungen von X
bestimmt durch nicht verschwindende stetige n—Differentialformen w. Auf dem Rand
verschwindet d¢,,. Deshalb ist die Einschrankung von i¢yw auf den Rand gleich

in(w) = in(fddr A ... Addn) = (=1)""ddn, N)fdpr A ... A ddn_s
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mit, einer positiven Funktion f auf dem Definitionsbereich U > x der Karte ¢. Wegen
(dpn, N) > 0 induziert jede Orientierung von X durch N eine Orientierung auf 0.X.

(iv) 0X ist wegen (i) als abgeschlossene Teilmenge von X auch kompakt. q.e.d.
Im Beispiel (i) werden wir schen, dass auf R™ alle Vektorraumbiindel trivial

sind. Wegen dem néchsten Satz sind dann alle (n — 1)-dimensionalen abgeschlossenen
Untermannigfaltigkeiten vom R™ orientierbar. Insbesondere ist S*~! orientierbar. Nicht
orientierbare Mannigfaltigkeiten kénnen aber in den R™ immersiert werden.

Satz 3.31." Sei Y eine n—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, auf der al-
le reellen Linienbiindel trivial sind. Dann ist Y und jede abgeschlossenen (n — 1)—
dimensionale Untermannigfaltigkeit X orientierbar.

Beweis*: Wegen Satz (iii) ist Y genau dann orientierbar, wenn das reelle Lini-
enbiindel A"Y trivial ist. Also ist Y orientierbar. Sei X eine abgschlossene Unter-
mannigfaltigkeit von Y. Wegen Satz besitzt X eine Uberdeckung U durch die
Definitionsbreiche von Karten ¢ : U — R™ so dass X N U die Nullstellenmenge der
glatten Funktion fy = ¢, ist. Wenn ¢ : V' — R" eine andere solche Karte ist, dann
verschwindet 1, o ¢ auf ¢[U NV N X], aber %ﬁ = 0 nur fiir 7 # n. Wegen

1

1
o —1
Yno ¢ Hay,. .., x,) = %wnoqb1(x1,...,txn)dt:xn/%(xl,...,txn)dt
0

0

ist dann ¢, /¢, = fv/fu auf U NV eine glatte Funktion gy ohne Nullstellen. Wir
erginzen U durch die offene Menge Y \ X zu einer offenen Uberdeckung von Y und
definieren die entsprechende Funktion fy\ x = 1. Die Funktionen gy = fv / fu definie-
ren einen Kozykel und damit wegen Satz [1.52] ein reelles Linienbiindel auf Y. Wegen
Lemma [1.58| ist dieses Linienbiindel genau dann trivial, wenn es einen globalen nicht-
verschwindenden Schnitt gibt. Ein solcher Schnitt definiert fiir alle U € U auf den
lokalen Trivialisierungen U X R eine glatte Funktion hy : U — R ohne Nullstellen, so
dass hy = gvyhy fir alle U,V € Y auf U NV gilt. Dann definiert fi;/hy = fv/hy
eine globale glatte Funktion f auf Y, deren Nullstellenmenge X ist. Auflerdem hat df
keine gemeinsame Nullstellen mit f. Also ist Z = {y € Y | f(y) > 0} eine Unterman-
nigfaltigkeit von Y mit Rand X. Als Untermannigfaltigkeit von Y der Dimension n ist
Z orientierbar und dann wegen dem vorangehenden Satz (iii) X orientierbar. q.e.d.
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3.8 Der Satz von Stokes

Satz 3.32. Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
n+ 1. Set w eine stetig differenzierbare n—Differentialform auf X. Dann gilt

/dw:/ w
X X

Hierbei hat 0X die durch die Orientierung von X und ein nach Auflen zeigendes
Vektorfeld N (vergleiche Satz (i11)) induzierte Orientierung.

Beweis: Wir iiberdecken X durch die Definitionsbereiche eines orientierten Atlases.
Mit Hilfe einer entsprechenden Zerlegung der Eins zerfillt w in eine Summe von stetig
differenzierbaren n—Differentialformen, die jeweils auflerhalb einer kompakten Teilmen-
ge A eines Definitionsbereiches U einer Karte ¢ : U — H""! verschwinden. Wegen der
lokalen Endlichkeit und der Kompaktheit von X sind das nur endlich viele Summanden.
Dann geniigt es die Aussage fiir solche w zu zeigen. Wir unterscheiden zwei Félle:
(A) Der Definitionsbereich U der Karte enthélt keine Randpunkte. Dann ist
U] C H"! eine offene Teilmenge von R™* und der Satz von Stokes besagt

/dw:/dw:().
X A

Auf U koénnen wir die n—Differentialform folgendermafien schreiben:
i=0

Hierbei bedeutet ~ wieder, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Dann gilt

dw—za de; Adoo A ... do, . ../\dgzﬁn:¥( )§£Zd¢o/\ A dé,.

Aufgrund der Definition des Integrals gilt dann

/dw—/ Z ggi - ))dxo...dxn:i(—mi/mﬁa;gjl)(x)d%...d%.

i=0 #[4]

Die Funktionen fy, ..., f, sind auf ¢[U] stetig differenzierbar und verschwinden aufler-
halb von A. Mit dem Wert 0 auf H" \ ¢[U] setzt sich f o ¢~! stetig differenzierbar auf
ganz H™™! fort. Der Quader @ = [ag, bo] X ... X [ay,b,] C HY enthalte ¢[U]:

/dw—z /—;)(z)d;@o...dmn.
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Das ist ein mehrfaches Integral iiber die Intervalle [ag, bo], . . ., [an, by], deren Reihenfolge
wir wegen dem Satz von Fubini vertauschen kénnen: Wenn wir im i—ten Summanden
Ifioop™)

(—1)z~/Q S (@) -,

die Integration iiber die Variable dx; zuerst ausfiihren, erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung die Differenz von f;o0¢~! an den entsprechenden
Intervallgrenzen. Weil f; aulerhalb von A verschwindet, sind diese Werte gleich Null:

/dwzo.
A

(B) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt Randpunkte. In diesem Fall
verfahren wir genauso wie in Fall (A), nur dass eine Randseite des Quaders @) auf den

Rand von H"*! liegt, also a,, verschwindet. Weil die Normale N nach Aufien zeigt, gilt
(dpp, N) < 0 auf dem Rand. Wegen Satz (vi) gilt dann auf dem Rand

in(doo A ... Ndoy) = (—=1)"(de, N)dog A ... N\ dpp—1.
Also entspricht die auf dem Rand induzierte Orientierung der n—Differentialform
—(=1)"dpo A ... N ddp_1.
Fiir i = 0,...,n — 1 verschwinden f; o ¢~! auf 9[a;, b;] und es gilt wie im Fall (A)

(1) /Q mﬁao—aj_)(w)dmo .dx, = 0.

Fiir ¢ = n verschwindet f, o ¢~! nur an der Grenze b,. Dann gilt

O(fnopt

(-1)”/ Mdﬂfodl’n = _(_1)77,/ an(ﬁild.’L'()...dﬁlj’n,l.
Q al‘n QnoHn+1

Weil auf U N 90X die 1-Form d¢,, verschwindet gilt dort w|pnox = fuddr A ... Ado,_1.

Weil das Vorzeichen —(—1)" mit dem Vorzeichen der Orientierung iibereinstimmt, gilt

/dw:/ w. q.e.d.
A OXNA

Dieser Satz gilt genauso fiir stetig differenzierbare n—Differentialformen w mit kom-
paktem Trager auf nicht kompakten n + 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten X mit
Rand. Allgemein kann man ihn auch auf nicht kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand
verallgemeinern, wenn man sicherstellt, dass die entsprechenden Integrale konvergieren.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir mithilfe das Satzes von Stokes ein Lemma,
aus dem der Fixpunktsatz und der Gebietsinvarianzsatz von Brouwer folgen.
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Lemma 3.33. Auf einer offenen Teilmenge U C R", die B(0, 1) enthdlt, gibt es keine
glatte Abbildung nach S*=', deren Einschrinkung auf S*~1 gleich lgn—1 ist.

Beweis: Fiir jede solche Abbildung f = (f1,..., f,) : U — S*" ! folgt aus fZ+...+f* =
1 zuerst fidfy + ...+ fudf, = 0, und dann, weil fiir alle x € U mindestens eine
Komponente f;(z) nicht verschwindet, auch dfy A ... Ndf, =

—hdfy = = Fdfi o = fudfa
fi

Weil f(x) = z fiir alle z € S"~! gilt, widerspricht das dem Satz von Stokes:

—dfi A ANy A

Adfisi A ... Adf, = 0.

0:/dfl/\.../\dfn:/d(fldfl/\.../\dfn):Sflfldfl/\.../\dfn

B(0,1) B(0,1)

:/xldxl/\.../\da:n: /d(a:ldxl/\.../\dxn) = /dxl/\.../\dxnsé(). q.e.d.
Sn—l B(O,l) B(O,l)

Fixpunktsatz von Brouwer 3.34. Jede stetige Abbildung f von dem abgeschlossenen
Einheitsball B(0,1) C R™ auf sich selber hat einen Fizpunkt.

Beweis: Sei f eine solche Abbildung ohne Fixpunkt. Sei e < ||f(0)]| < 1 das Minimum
von z — ||z — f(x)| auf B(0,1). Wegen dem Satz von Stone—Weierstrafl gibt es

Py Pp €R[wy, .o x,]  mit [[f(z) —p(o)|| < § firalle  x € B(0,1).

Wegen 2—+E(1 + 1) =1- 55 <1-—¢ liegt das Bild g[B(0,1)] von g(z) = Q%Ep(x) in

B(0,1—¢). Weil g auf B(0,1+¢) glelchmaﬁlg stetig ist, gibt esein 1 <r <1+¢, so

dass auch das Bild g[B(0,7)] in B(0, 1) liegt. Dann gilt auf B(0,1)
lz = g(@)| = ||o = f(z) + f(a) — p(x) + 35p(2)]|

> o — £l - 1 (x) —p<x>| ~ sllg(e)l > e~

€

1

=]
N ™

Also hat g auf B(0, 1) und wegen ¢g[B(0,r)] C B(0, 1) sogar auf B(0, r) keinen Fixpunkt.
Die Abbildung h, die jedes x € B(0,r) auf den eindeutigen Schnittpunkt von der
Geraden durch z und g(z) mit S"~! abbildet, der auf der gleichen Seite von g(x) €
B(0,1) wie z liegt, gibt es wegen Lemma nicht, also auch kein solches f. q.e.d.

Wir beweisen noch mit einem auf Hausdorff zuriickgehenden Spezialfalls des Fort-
setzungssatzes von Tietzsche den Gebietsinvarianzsatz von Brouwer.
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Lemma 3.35 (Hausdorff). Sei f: A — R auf einer abschlossenen Teilmenge A eines
metrischen Raums X stetig und beschrankt, und d(z, A) = inf,c 4 d(z, a) fir allez € X.
Dann lafst sich [ folgendermajfen stetig und beschrdnkt auf X fortsetzen:

f(x) fir x € A,
;Ielg (f(a) + j((xa)) — 1) fiir x & A.

Beweis: Weil A abgschlossen ist, ist jedes € X \ A in einem Ball B(z,¢) C X \ A
enthalten und d(z, A) > € > 0. Weil d(x,a) > d(x, A) fir alle a € A gilt, ist g(z) >
inf,c4 f(a). Also ist g wohldefiniert. Andereseits gibt es fiir jedes z € X \ A und € > 0
ein Element b, € A mit d(z,b,) < d(z,A)(1 + €). Dann folgt g(x) < f(bs) + € und
g(x) < supyeq f(a), weil das fir alle € > 0 gilt. Also ist g beschrénkt.

Als néchstes zeigen wir die Stetigkeit von g bei z € A. Mit f ist auch g|4 stetig.
Fiir jedes y € X \ A und € > 0 gibt es neben b, € A noch ein Element a, € A mit

Fla) + G <1 e < glt) < S0 +

Wegen d(y, a,) > d(y, A) liegt dann g(y) in (f(ay,) — €, f(b,) + €). Fiir d(y, a,) folgt
d(y, a,) . - .

(. A) < f(by) — flay) +1+2¢ < M+ 14 2¢ mit M = Telgf(a) — ;ggf(a) und
d(z,ay) <d(z,y) +d(y,ay) <d(z,y) + (M +1+2€)d(y, A) < (M + 2+ 2¢)d(z,y).
Genauso folgt d(x,b,) < d(z,y) + d(y,b,) < d(z,y) + (1 + €)d(y, A) < (2+ €)d(z,y)
aus der Wahl von b,, so dass f(a,) und f(b,) wegen der Stetigkeit von f beliebig nahe

bei f(z) liegen, wenn d(x,y) hinreichend klein ist. Also ist g bei x € A stetig,.
Fiir z,y € X\ A und e > 0 folgt aus dem gezeigten fiir die entsprechenden a,, a,, € A:

d(x,a,) d(z,a,) _q d(x,a,)

g: X =R, zgx)=

flaa) + G — 1= < () S flay) + g =1 Qs < M+ 1426
f(ay) Ziyy”ﬁ’))—1—6<9(y)§f(ax)+fl(<yy”%)— , %<M+1+26,

d(I, az) d(ya az) d(:(:, ay) d(% ay)
”@‘“”<LMAYUMA>‘aLm‘d@m

Mit |d(x,a) — d( ya)| < d(y,z) fir a € Aist dann g bei x € X \ A stetig, wegen
(.1' &1) ’d<y7 A) — d(l‘, A)‘ ‘d(l’, ax) — d(y> aa:)'

)
d(z, A d(y,A) = d(z, 4) d(y, A) d(y, A) ’
d(r,a,) d(y,a,)| _|d(z,a,)—d(y,a,)|  d(y,a,)|dy,A) —d(z, A)l
'd(:c,A) Ay, A)| = A A Tdm A d@A) a-e.d
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Gebietsinvarianzsatz von Brouwer 3.36. Das Bild f[U] einer offenen Teilmenge
U C R™ unter einer injektiven stetigen Abbildung f : U — R™ ist offen.

Beweis: Um jedes x € U ist fiir ein 7 > 0 der abgeschlossener Ball B(z,r) von R" in
U enthalten. Deshalb geniigt es fiir eine stetige injektive Abbildung f : B(x,r) — R”
zu zeigen, dass B(f(x),€) fiur ein € > 0 in f[B(z,r)| liegt. Weil alle abgeschlossenen
Balle homdomorph sind, geniigt es eine stetige injektive Abbildung auf B = B(0, 1) zu
betrachten. Weil das Bild jeder abgeschlossenen Teilmenge von B kompakt ist, ist die
Umkehrabbildung f~!: f[B] — B stetig und A = f[B] kompakt. Wegen Lemma [3.35)
gibt es eine stetige Fortseztung g : R” — R"™ von f~!. Wegen g(f(0)) = 0 gibt es ein
€ > 0, so dass [|g(y)|| < 3 auf y € B(f(0),2¢) gilt. Wir zeigen jetzt B(f(0),¢) C A.
Andernfalls sei z € B(f(0),e) N (R™\ A). Dann liegt f(0) in B(z,¢) N A und damit

auBerhalb der beiden folgenden kompakten Teilmengen vom R™:

C={yeAlly—=zl=e > f[B\BO3) D = 9B(z;¢).

Also hat g auf C keine Nullstellen. Sei § = min{||g(y)|| | y € C}U{5} > 0. Wegen z & A
bildet die folgende stetige Abbildung y € C' auf y und A\ C' nach D C B(f(0), 2¢) ab:

h:A—CUD, yt—>z+(y—z)max{1,ﬁ}.
y—z

Wegen dem Satz von Stone-Weierstrafl gibt es Polynome
p=(p1,--.,0n) € (]R[yl, e ,yn])n mit  ||p(y) — g(y)|| < g fir alle ye CUD.

Fiir alle ¢ € B(0,2) C R™ hat dann p — ¢ auf C keine Nullstellen. Weil p auf B(z, 2¢)
lipschitzstetig ist, ist p[D] genauso wie D eine Nullmenge des R". Fiir ¢ € B(0, 3)\p[D]
hat dann p o h — ¢ auf A keine Nullstellen und erfiillt auf y € C'

lg(y) — p(h(y)) +qll < llg(y) —pW)| + llall < §+ 35 < 3.

Auf y € A\ C liegen y, h(y) € B(f(0),2¢) und g(y), g(h(y)) € B(0, 5). Also folgt

lg(y) = p(h(y)) + all < llg(y) = 9(h(y)) + g(h(y)) — p(h(y)) + q|
< gl + llgr)l + llp(hly) — ghy)Il + lall < 5+ 5 +5+5 < L.
Wegen dem Fixpunktsatz von Brouwer hat dann folgende Abbildung einen Fixpunkt
B(0,1) = B(0,1), @ —p(h(f(2)) +q=g(f(x)) = p(h(f(2))) +q

Also hat po h — g auf A eine Nullstelle im Widerspruch zu B(f(0),¢) ¢ A. q.e.d.




Kapitel 4

Einfiihrung in die
Differentialtopologie

Dieser Abschnitt enthélt eine kleine Einfiirung in die sogenannte Differentialtopologie.
Das ist die Theorie der qualitativen Aspekte von differenzierbaren Abbildungen (vgl.
J.W . Milnor: ”Topology from the differentiable viewpoint”, Princeton Univ. Press).

4.1 Der Satz von Sard

Satz von Sard 4.1. Sei U C R™ offen und f € C*(U,R™). Dann ist das Bild f[C]
der Menge C' = {x € U | Rang T,,(f) < n} eine Nullmenge im R".

Beweis: Fiir n = 0 ist C' = () und die Aussage gilt. Fiir n € N zeigen wir die Aussage
mit vollstdndiger Induktion in m € Ny. Fiir m = 0 enthélt C' einen Punkt und die
Aussage gilt. Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir m — 1 € Ny gilt.

Fiir m > n betrachten wir fiir jedes £ € N die Menge Cj, aller Punkte, so dass
alle partiellen Ableitungen hiochstens k—ter Ordnung verschwinden. Diese Mengen sind
ineinander enthalten: C' D C; D ... D C D .... Wir zeigen, dass erstens f[C' \ C1],
zweitens f[Cy \ Ciq1] fiir & € N und drittens f[Cy] fiir & > ™ — 1 Nullmengen sind.
Dann ist auch f[C] = f[C'\ C1]U f[C1\ Co]U. ..U f[Cr—1 \ Cx] U f[C] eine Nullmenge.
Fiir m < n ist C' = U und aus dem dritten Schritt folgt fiir £ = 0 die Aussage.

1. Im Falln = 1ist C; = C und C'\ C; = (. Fiir n > 1 zeigen wir zuerst, dass jedes
y € C'\ C} eine Umgebung V' C R™ enthélt, so dass f[V N (C \ C})] eine Nullmenge
ist. Wegen y ¢ (' ist mindestens eine erste partielle Ableitung von f bei y ungleich
Null. Nach vertauschen der Komponenten kénnen wir %(ly) # 0 annehmen. Dann hat
h:U — R™ mit h(z) = (fi(x),xs,...,2,) bel y eine invertierbare Ableitung und
bildet wegen dem Satz der inversen Funktion eine offene Umgebung V' C U von y mit

93
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einem Diffeomorphismus auf eine offene Menge V' C R™ ab. Sei g = foh™!. Die Punkte
x € V' mit Rang(7,(g)) < n sind dann genau C" = h[V N C], und f[V N C| = ¢[C"].
Aufgrund der Definition von h und g bildet g die Hyperebene H; = {t} x R™~1 NV’
fiir jedes t € R, fiir das diese Hyperbene nicht leer ist, nach {¢t} x R"! ab. Sei g; :
H; — {t} x R*"! die Einschriinkung von ¢ auf H;. Auf V' dividiert T'(h~') den Vektor
(1,0,...,0) durch g% # 0 und T'(g) bildet ihn auf einen Vektor ab, dessen erster Eintrag
nicht Null ist. Dann hat T'(g;) bei x € H; genau dann einen Rang < n — 1, wenn dort
T(g) einen Rang < n hat, also wenn h~!(x) in C liegt. Nach Induktionsvorausetzung
ist das Bild g,[H; N '] fiir alle diese Hyperebenen eine Nullmenge in {¢t} x R"~!. Weil
(" als abgeschlossene Teilmenge von V' eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten
Mengen ist, ist auch g[C’] eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen
und damit messbar. Dann folgt aus dem Satz von Fubini, dass ¢[C'] = f[V N C] eine
Nullmenge ist. Weil jede solche Umgebung V' von y einen Ball B(z,7) > y mit z € Q™
und 7 € Q enthilt, gibt es eine abzéhlbare Uberdeckung von C \ C, deren Bilder unter
f Nullmengen sind. Dann ist f[C'\ (4] eine Nullmenge.

2. Fir y € Cy \ Ckyq ist mindestens eine (k + 1)—te partielle Ableitung ungleich
0. Nach Vertauschen der Komponenten kénnen wir annehmen, dass fiir einen Multi-
index a € Nj* der Ordnung k = oy + ... + ay, und ein r € {1,...,n} die Funktion
w(x) = 0%,.(z) bei y verschwindet, aber g—z nicht. Wegen dem Satz der inversen Funk-
tion bildet x — h(x) = (w(x),z,...,x,) mit einem Diffeomorphismus eine offenen
Umgebung V' C U von y auf eine offene Teilmenge V' C R™ ab. Weil auf C) al-
le k—ten partiellen Ableitungen verschwinden, bildet sie C}, NV auf die Hyperebene
H = {0} x R™ !NV’ ab. Die Einschrinkung g|g der Abbildung g = fo h™! auf H
bildet laut Induktionsvorausetzung alle Punkte x € H NV’ an denen der Rang von
T(g|u) kleiner als n ist, auf eine Nullmenge ab. Alle Punkte von h[Cyx N V] sind in
dieser Menge enthalten. Deshalb ist |y [h[Ck N V]] = f[Cr N V] eine Nullmenge. Weil
jede solche Umgebung V' von y einen Ball B(z,7) 3 y mit z € Q™ und r € Q enthilt,
gibt es eine abzihlbare Uberdeckung von Cj, \ Ck41 deren Bilder unter f Nullmengen
sind. Dann ist f[Cy \ Cg41] eine Nullmenge.

3. Wir zeigen dass f[Cy] in R" fiir £ > ™ — 1 eine Nullmenge ist. Sei || - || die
Supremumsnorm von R™ und @ = B(xz,r) C U ein abgeschlossener Ball beziiglich
dieser Norm, also ein Quader mit den Kantenldngen 2r. Weil f (k 4 1)-mal stetig
differenzierbar ist, gibt es wegen der Restgliedabschétzung im Satz von Taylor und der
Kompaktheit von () ein ¢ > 0 mit

I f(z+h) = f(@)|s < || firallexz € CyNQ und z + h € Q.

Wir unterteilen @ in " Quader mit Kantenléangen % Sei @ ein solcher Quader, der
ein # € Cy enthélt. Dann gilt |||/ < 2* fiir jeden Punkt  + h € Q. Mit der obigen
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Abschétzung folgt, dass f[Q] in einem abgeschlossenen Ball beziiglich || - ||oo mit dem
Radius ¢(%)¥*! enthalten ist, also hchstens das Volumen (2¢)"(2-)*+1" hat. Dann hat
fICk N Q] hischstens das I™ fache Volumen 2n*+2) ¢npntktl)m=(k+1n Wegen k + 1 > 2
konvergiert diese obere Schranke im Grenzwert [ — oo gegen Null.

Im Fall m < nund C = U ist f[U] wegen 3. eine Nullmenge. q.e.d.

Die Aussage dieses Satzes gilt auch fiir f € CY(U, R") mit [ > max{0,m —n}. Um
das zu zeigen muss im zweiten Schritt ¢ = foh™! auf H die Induktionsvorraussetzungen
erfiillen. Dafiir ben6tigt man ein weiteres Argument und die stiarkere Bedingung [ >
max{0, m — n} anstatt der Bedingung [ > ™ aus dem dritten Schritt.

Korollar 4.2 (A.B. Brown). Fir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten ist Y \ {f(x) | x € X mit RangT,(f) < dimT},)Y'} eine
tiberall dichte (mit keiner offenen nichtleeren Menge schnittfremde) Teilmenge von Y .

Beweis: Weil jede offene Teilmenge einen offenen Ball enthélt, hat sie auch positives
Volumen. Wegen dem Satz von Sard enthélt dann jede offene Teilmenge von Y Punkte
aus diesem Komplement. Damit ist das Komplement iiberall dicht. q.e.d.

Lemma 4.3. Sei f : X = Y eine glatte Abbildung zwischen differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten mit dim X > dim Y. Fiir requlire Werte y von f, d.h.

y e fIXI\{f(z) |z € X mit RangT,(f) < dim Ty Y},

ist f~H{y}] eine dim X — dim Y ~dimensionale Untermannigfaltigkeit von X . Fiir x €
Yy} ist Tof 1 [{y}] der Kern von T,(f).

Beweis: Auf f~!'[{y}] gilt RangT(f) = dimY. Wegen Satz ist RangT'(f) auf
einer Umgebung von f~!'[{y}] konstant. Dann ist T,(f) fiir alle z € f~'[{y}] surjektiv
und die Aussagen folgen aus Korollar [1.46 q.e.d.

Wir wollen diese Aussagen jetzt auf Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern.

Korollar 4.4. Sei f : X — Y eine glatte Abbildung von der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit X mit Rand auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y ohne Rand mit

dim X > dimY'. Fir requldre Werte y von f, die auch requlire Werte von flaox sind,
ist [ [{y}] eine Mannigfaltigkeit mit Rand Of '[{y}] = f*[{y}| N 0X.

Beweis: Die Aussage folgt aus der Anwendung von Lemma auf f und f|sx.q.e.d.

Satz 4.5. Jede zusammenhdngende eindimensionale Mannigfaltigkeit X mat oder ohne
Rand ist diffeomorph zu einem Intervall (d.h. (0,1), [0,1) oder [0,1]) oder S*.
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Beweis: Sei X eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. Wir wéhlen einen Atlas von
Karten mit einer entsprechenden glatten Zerlegung der Eins (f,,)men. Jede Funktion
fm verschwinde aulerhalb einer kompakten Teilmenge des Definitionsbereiches U, der
Karte ¢, : U,, — H' = [0, 00). Wir definieren eine Abbildung ¢ : TX — [0, 00) durch

g(v) = Z | fn(2)ddp(v)|  fur alle v e T, X.

{m|z€Unm}

Insbesondere ist g~'[{0}] der Nullschnitt von 7X und g auBerhalb des Nullschnittes
glatt. Fiir alle z € X gibt es genau zwei v € T, X mit g(v) = 1, die auseinander durch
Multiplikation mit —1 hervorgehen. Jedes solche v setzt sich auf einer Umgebung von
x eindeutig zu einem glatten Vektorfeld nach ¢g~'[{1}] fort. Die Integralkurven dieser
lokalen Vektorfeldern sind Immersionen ¢ : I — X auf Intervallen mit

g(Ti(¢)(1)) =1 firalle tel und 1eT,]~R.

Damit das Bild von ¢ auch Randpunkte von X enthalten kann, lassen wir Intervalle [
mit Rand zu. Dann gibt es wegen Satz fiir jedes x € X eine solche Integralkurve
¢: I — X mit ¢(0) = z und ¢~ '[0X] C 9I. Weil die Vektorfelder nach g~'[{1}] bis
auf ein Vorzeichen eindeutig sind, eriillen zwei Integralkurven ¢, : Io — X von solchen
Vektorfeldern mit ¢, (¢;) = ¢a(t2) immer eine der beiden folgenden Beziehungen:

¢1(t+t1>:¢2(t+t2) firallete I} —t; N1y — ¢ty
¢1(t+t1>:¢2(t2—t> fir alletell—tlﬂtg—lg

Dann iibertriagt sich auch der Satz und es gibt fiir jedes x ein maximales ¢ : [ — X
mit ¢(0) = z, so dass alle anderen solchen ¢ mit ¢(0) = 2 Einschrinkungen von ¢ auf
ein Teilintervall von I, oder Einschrankungen von ¢ — ¢(—t) auf ein Teilintervall von
—1 sind. Wenn ¢ einen Randpunkt von I nach X \ 0X abbildet, dann 148t sich ¢ iiber
den Randpunkt von I hinaus fortsetzten. Deshalb bilden maximale ¢ Randpunkte von
I auf Randpunkte von X ab. Insbesondere ist das Bild eines maximalen ¢ in X offen.
Wenn ¢(tx) fiir eine Folge (t;)ken im Definitionsbereich I eines maximalen ¢ gegen
z € X konvergiert, dann existiert ein solches ¢ : I — X mit ¢(0) = z. Das Bild ¢[I] ist
eine Umgebung von x und enthilt unendlich viele ¢(t; ). Damit 148t sich ¢ so fortsetzten,
dass ¢[I] = enthélt. Also ist ¢[/] auch abgeschlossen. Wenn X zusammenhéngend ist, ist
¢ surjektiv. Wenn ¢(t1) = ¢(t2) mit t1 < 5 gilt, dann folgt entweder ¢(t+t1) = ¢(ta—1)
oder ¢(t +t1) = ¢(t + t). Im ersten Fall folgt mit ¢ = 254 4 ¢

P(BE2 +6) = p(Btl2 —¢)  fiir |e] < 251,
Da ¢ eine Immersion ist wiederspricht das der lokalen Injektivitdt von ¢ bei %
Im zweiten Fall ist ¢ periodisch ¢(t + ) = ¢(t) mit Periode v = t5 — t;. Weil ¢ als



4.2. DER GRAD GLATTER ABBILDUNGEN 97

Immersion lokal injektiv ist, gibt es eine kleinste positive Periode v, von ¢. Also ist
¢ entweder ein Diffeomorphismus oder induziert einen von R/~,inZ nach X. q.e.d.

Lemma 4.6 (Hirsch). Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit X mit Rand gibt es keine
glatte Abbildung f: X — 0X mit flox = lox.

Beweis: Sei f eine solche Abbildung mit f|sx = 1sx. Wegen dem Satz von Sard gibt
es ein y € 0X, so das f~![{y}] wegen Korollar eine kompakte eindimensionale
Mannigfaltigkeit mit dem Rand 0f*[{y}] = {y} ist. Das widerspricht Satz [4.5] we-
gen dem die kompakten eindimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand als disjunkten
Vereinigungen von S' und [0, 1] und eine gerade Anzahl an Randpunkten haben.q.e.d.

Im Beweis vom Fixpunktsatz von Brouwer kann dieses Lemma das Lemma|3.33]
ersetzen. Die Existenz der Einschrankung h|m der dort konstruierten glatten Abbil-

dung h : B(0,7) — S"! mit h|gn-1 = Ign—1 widerspricht Lemma .

4.2 Der Grad glatter Abbildungen

Definition 4.7. Zwei glatte Abbildungen f,g: X — Y heiflen glatt homotop, wenn es
eine glatte Abbildung H : X x [0,1] = Y gibt, mit H(z,0) = f(z) und H(z,1) = g(x)
fiir alle x € X. Zwei solche Diffeomorphismen heiflen glatt isotop, wenn x — H(x,t)
fir alle t € [0, 1] zusdtzlich ein Diffeomorphismus ist.

Zuerst zeigen wir, dass die zuriickgezogenen Vektorraumbiindel sich unter einer
Homotopie nicht &ndern. Deshalb sind dann auf R™ alle Vektorraumbiindel trivial.

Satz 4.8. Sei (E, B, ) ein Vektorraumbiindel. Fiir glatt homotope glatte Abbildungen
f,9: X — B auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X sind f*E und g*E isomorph.

Beweis: Sei H : X x [0,1] — B eine glatte Homotopie von f = H(-,0) nach g =
H(-,1). Dann ist H*E ein Vektorraumbiindel iiber X x [0, 1] mit Projektion 7. Es
geniigt offenbar zu zeigen, dass die beiden Vektorraumbiindel f*E = 7~ '[X x {0}]
und ¢g*F = 7' [X x {1}] auf X isomorph sind. Weil {z} x [0,1] fiir jedes € X eine
kompakte Teilmenge von X x [0, 1] ist, wird diese Menge von endlich viele kartesischen
Produkten U; x I; von offenen Umgebungen von x mit offenen Teilintervallen I; von
[0, 1] tiberdeckt, auf denen H*E durch glatte Abbildungen trivialisiert wird:
FixUxI; 2 7 U;xI] — H*E
p2 X p3d T T

Tu.x1

Uy x I; ——% Ui xI; — X x][0,1]



98 KAPITEL 4. EINFUHRUNG IN DIE DIFFERENTIALTOPOLOGIE

Hierbei bezeichnet py X ps die Abbildung (f, z,t) — (z,t) und die offenen Teilintervale
I; iberdecken [0,1]. Dann gibt es 0 = ¢y < t1... < t; = 1, so dass [t;_1,t;] jeweils
in I; enthalten ist. Fiir jedes j = 1,...,J, 2 € U, = U1 N...NU; und t € [t;_1,1]
ist ¢;(-, 2, t) 0 ¢; ' (-, z,t;-1) ein Isomorphismus von der Faser 7 [{(z,t;_1)}] von H*E
iiber (x,t;_1) auf die Faser 7' [{(z,t)}] tiber (z,1), der bei t = t;_; gleich L-1(1(z, 1)}
ist. Wir definieren eine Abbildung ¢, auf Fy x U, x [0,t;] durch ¢;(-,x,t) o ¢, (-, ,0)
und induktiv in j =2,...,J auf Fy x U, x [t;_1,t;] durch

bo(fom.t) = i (-, t) 0 67 (b)) (Gu(f, 2, 5-1))

Weil diese Abbildungen auf 7= '[{(z,¢;_1)}] jeweils mit dem schon definierten ¢, iibe-
reistimmen, setzen sie sich mit F, = F} zu einer glatten Trivialisierung

FoxUyx[0,1] 2 7 U,x[0,1] < H*E
P2 X p3l Tl Tl

]l X
U, x [0,1] —==1 U, x 0,1 < X x[0,1]

von H*E auf U, x [0, 1] zusammen. Sei (h,,),en mit by = 0 eine glatte Zerlegung der Eins
zu der Uberdeckung (Uyz)zex von X, U, jeweils das Element der Uberdeckung (Uy)zex,
von dem {z € X | h,(z) # 0} eine kompakte Teilmenge ist, und ¢,, die entsprechende
Trivialisierung von H*E auf U,, x [0, 1]. Dann definiert H,, = (1x % (ho + ...+ hy)) :
X — X x [0,1] fiir jedes n € Ny einen Diffeomorphismus von X auf ein Unterman-
nigfaltigkeit von X x [0,1]. Fiir n € N unterscheiden sich jeweils H,_; und H,, nur
auf einer kompakten Teilmenge von U,. Insbesondere unterscheiden sich die beiden
Vektorraumbiindel (H o H,,_1)*F und (H o H,)*E nur auf U,. Fiir € U,, definieren

(s, Ha(2)) 0 6, (-, Hur (%) - 7 [{Hya(2)}] = 77 [{ Ha(2) ],
O, Hyor(2)) 0 6 (- Ha(@) s 7 [{Ha(2)}] = 77 [{Hoa (2)}]

zu einander inversen Isomorphismen zwischen Fasern von H*FE| die fiir x € U, mit
hn(xz) = 0 gleich der Identitét sind. Also sind (H o H,_;)*E und (H o H,)*E fir
alle n € N isomorph. Wegen der Eigenschaften der Zerlegung der Eins, induzieren
diese Isomorphismen zwischen den Vektorraumbiindeln ((H o H,,)* E),en im Grenzwert
n — oo einen Isomorphismus f*E = (H o Hy)*E ~ (H olim,,_,, H,)*E = g*E. q.e.d.

Aus diesem Satz und Beispiel folgt sofort folgendes Korollar:
Korollar 4.9. Fine differenzierbare Mannigfaltigkeit X heifit glatt zusammenziehbar,

wenn 1x glatt homotop zu der konstanten Abbildung X — X auf ein xqg € X ist. Auf
solchen Mannigfaltigkeiten sind alle Vektorraumbiindel trivial. q.e.d.
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Beispiel 4.10. (i) Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V ist V x [0,1] —
V,(v,t) = (1 — t)v eine glatte Homotopie von 1y auf die konstante Abbildung auf die
Null. Also ist V' zusammenziehbar und alle Vekorraumbiindel auf V' sind trivial.
(ii) Wegen dem Satz vom ]gel ist TS* nicht trivial und S*™ nicht zusammenzieh-
bar.

Beispiel wird zeigen, dass alle kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand nicht
zusammenziehbar sind.

Fiir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen gleichdimensionalen differenzierba-
ren Mannigfaltigkeiten und fir y € Y\ {f(z) | z € X mit Rang(7,(f)) < dimY'} ist
F'{y}] wegen Satz eine diskrete Teilmenge von X, von der je zwei verschiedene
Elemente disjunkte Umgebungen besitzen. Wenn X kompakt ist, hat diese Menge also
nur eine endliche Anzahl # f~'[{y}] an Elementen. Wir zeigen jetzt

Satz 4.11. Seien f,g : X — Y glatt homotope glatte Abbildungen zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten, wobei X kompakt ist, keinen Rand hat und mit Y die
gleiche konstante Dimension hat. Wenn y € Y ein requldrer Wert sowohl von f als
auch von g ist, dann ist #f 7 [{y}] — #9 [{y}] eine gerade Zahl.

Wenn'Y zusammenhingend ist, dann ist #f 1[{y}] bis auf eine gerade Zahl un-
abhéingig von der Wahl vony € Y \ {f(x) | x € X mit Rang(T,(f)) < dimY}.

Beweis: Sei F': X x [0,1] — Y eine glatte Homotopie zwischen f und g. Wenn y
zusétzlich nicht zu {F(z,t) | (z,t) € X x [0,1] und Rang(T,(F)) < dimY'} gehort,
dann ist F~[{y}] wegen Korollar [4.4] eine kompakte eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit dem Rand (f~*[{y}] x {0} U (g [{y}] x {1}). Wegen Satz [4.5 enthélt dieser
Rand eine gerade Anzahl an Punkten und #f'[{y}] — #g ' [{y}] ist gerade.

Wegen der Voraussetzung an y und wegen dem Satz und dem Satz der inversen
Funktion sind die beiden Funktionen z +— #f~![{z}] und z — #g¢'[{z}] auf einer
kleinen Umgebung von y konstant. Wegen dem Satz von Sard enthélt diese Umgebung
einen Punkt z in obiger Menge. Also gilt die erste Aussage. Fiir die zweite beutzen wir

Lemma 4.12. Seien y,z € Y Punkte einer zusammenhdngenden differenzierbaren
Mannigfaltigkeit. Dann bildet ein zu 1y isotoper Diffeomorphismus von'Y y auf z ab.

Beweis: Fiir je zwei Punkte in (0, 1) gibt es eine streng monotone wachsende stiickwei-
se lineare Funktion, die aulerhalb einer kompakten Teilmenge von (0, 1) gleich 1g 1) ist,
und den einen Punkt auf den anderen abbildet. Dann gibt es auch einen Diffeomorphis-
mus ¢ von R auf sich selber, der auflerhalb einer kompakten Teilmenge von (0, 1) die
identische Abbildung ist und den einen Punkt auf den anderen abbildet. Die Abbildung
(x,t) — tx+ (1 —t)¢(z) definiert dann eine glatte Isotopie von ¢ zu der Identitét. Fiir
jedes z € B(0, R) C R" liegt z fiir € > 0 mit ||z||(1+2¢) < R, a = —ez und r = R—¢||z||
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und in B(a,r) C B(0, R). Dann ist die Abbildung = — a + r¢(@)ﬁ, die a auf
a abbildet, ein Diffeomeorphismus von B(0, R), der aulerhalb einer kompakten Menge
in B(a,r) C R™ gleich 15(a,r) ist und isotop zu 1p( gy ist. Fiir ein geeignetes ¢ bildet
sie 0 auf z ab. Fiir gegebenes y gilt die Aussage mit einem solchen Diffeomorphismus
fiir alle z im Urbild eines Balles unter einer Karte, die y auf das Zentrum des Balles
abbildet. Weil die Aussage transitiv ist, ist dann die Menge der Punkte z, so dass die

Aussage fiir ein gegebenes y gilt, offen und abgeschlossen, und damit gleich Y. q.e.d.

Fortsetzung des Beweises von Satz [4.11} Wegen dem Lemma gibt es fiir zwei
Punkte y,z € Y\ {f(z) | € X mit Rang(7,(f)) < dimY'} einen zu 1y glatt isotopen
Diffeomorphismus ® von Y, der z auf y abbildet. Dann sind f und g = ® o f glatt
homotop mit g~ ![{z}] = f~![{y}]. Also folgt die zweite Aussage aus der ersten.q.e.d.

Dieser Satz zeigt, dass deg,(f) = #f7![{y}] mod 2 unabhiingig von der Wahl des
Punktes y € Y\ {f(z) | * € X mit Rang(7,(f)) < dimY'} ist und eine Homoto-
pieinvariante von solchen glatten Abbildungen f : X — Y definiert. Wenn f nicht
surjektiv ist, dann ist die Anzahl fiir Werte y auflerhalb des Bildes von f Null und da-
mit deg,(f) =0 mod 2. Weil das Bild f[X] immer kompakt ist, ist f nicht surjektiv
wenn Y nicht kompakt ist, und deg,(f) =0 mod 2.

Beispiel 4.13. (i) Jede konstante Abbildung f : X — X hat degy(f) =0 mod 2.
(ii) Die Identitat einer kompakten Mannigfaltigkeit 1x hat degy,(1x) =1 mod 2.
(ii) Fir X = Y = S" folgt Lemma [{.6 fir X = B(0,1) ¢ R"™ und damit der

Brouwerschen Fixpunktsatz weil jede glatte Abbildung f : B(0,1) — S™ mit
flsr = lsn eine glatte Homotopie von ls. zu einer konstanten Abbildung definiert.

Definition 4.14. Fir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen orientierten differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt und dim X = dim'Y hdngt das Vorzeichen
von det(T,(f)) bei x € X nur von den Orientierungen von X undY ab. Wir definieren

det(75(f))

des(19) =D TG

zef 1 [{y}]

firye Y\ {f(z) |z € X mit Rang(T,(f)) < dimY}.

Satz 4.15. Seien f,qg : X — Y glatt homotope glatte Abbildungen zwischen orientier-
ten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt, ohne Rand und der gleichen
konstanten Dimension wie Y. Wenn y € Y sowohl ein requlirer Wert von f als auch
von g ist, dann gilt deg(f,y) = deg(g,v).

Wenn Y zusammenhdingend ist, dann ist deg(f,y) unabhingig von der Wahl des
requldren Wertes y von f.
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Beweis: Wir zeigen zuerst, dass fiir y € Y\ {f(z) | z € X mit Rang(7,(f)) < dimY'}
deg(f,y) = 0 gilt, wenn X der Rand einer kompakten orientierten Mannigfaltigkeit Z
ist und f sich zu einer glatten Abbildung F': Z — Y fortsetzt. Wenn y € Y zusétzlich
nicht in {F(z) | 2 € Z mit Rang(T,(F)) < dimY} liegt, dann ist F~'[{y}] wegen
Korollar [£.4] eine endliche Vereinigung von eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten
von Z, deren Rand in X = 9Z liegt. Sei A C F~'[{y}]| eine Zusammenhangskom-
ponente mit nicht verschwindendem Rand 0A = {a} U {b}. Die Orientierungen von
Z und Y induzieren die Orientierung von A, deren dufleres Produkt mit der durch
F' zuriickgezogenen nicht verschwindenden Volumenform von Y positiv proportional
zu der nichtverschwindenden Volumenform von Z ist. Wegen Satz ist A als eine
kompakte zusammenhéngende eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ein abge-
schlossenes Intervall, und die Orientierung von A zeigt an einem Ende aus A her-
aus und an dem anderen Ende nach A hinein. Daraus folgt, dass die Vorzeichen von
det(T,(f)) und det(T,(f)) unterschiedlich sind, und deshalb deg(f,y) verschwindet.
Fir y € {F(2) | z € Z mit Rang(T.(F)) < dimY'} ist die Funktionen y' — deg(f, /)
wegen Satz auf einer Umgebung von y konstant. Wegen dem Satz von Sard gibt
es in dieser Umgebung ein ¢ € Y\ {F(2) | z € Z mit Rang(7.(F')) < dimY'}. Daraus
folgt deg(f,y) = 0, wenn sich f zu einem F : Z — Y fortsetzt.

Wenn f und ¢ glatt homotop sind, dann sind f und g die Randwerte von F :
X x [0,1] = Y mit 9(X x [0,1]) = (X x {0}) U (X x {1}). Weil beide Randwerte
beziiglich der Orientierung von X x [0, 1] umgekehrtes Vorzeichen haben folgt die erste
Aussage. Die zweite Aussage folgt aus der ersten wie im Beweis von Satz [1.11] q.e.d.

Aus Satz folgt ein zweiter Beweis des Satzes vom Igel [3.24}

Beweis: Wenn wir S" mit 9B(0,1) C R"™! identifizieren, dann wird in jedem Punkt
x € S" der Tangentialraum 7,,S™ mit {y € R"*! | y-2 = 0} identifizert. Deshalb werden
die Vektorfelder von S™ durch Abbildungen

F:S" =R 2+ F(r) mit z-F(z)=0

beschrieben. Fiir ungerades n beschreibt = +— (29, —21, x3, =24, ..., Tpi1, —T,) ein sol-
ches glattes nicht verschwindendes Vektorfeld. Fiir gerades n dreht die Antipodenabbil-
dung die Orientierung des R™™ um, und bildet die &uBere Normale von B(0, 1) auf sich
selber ab. Wegen Satz (iii) hat sie den Grad —1 und ist wegen Satz nicht glatt
homotop zu Is». Die Abbildung F' zu einem glatten nichtverschwindenden Vektorfeld
definiert aber folgende glatte Homotopie von Is» zu der Antipodenabbildung:

IE )]

S" x [0,1] = S", (x,t) — cos(tm)x + sin(tr)

Fiir gerades n kann es also kein solches Vektorfeld F' geben. q.e.d.
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