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Ross Ogilvie

Analysis 11

1. Ubung

1. Normen.

(a) Sei V ein Vektorraum mit Norm || - ||. Dann bezeichnet man die Menge {v € V ||jv]| =1}
aller Vektoren von V' mit der Norm 1 als Einheitskugel in (V.|| - ||).
(i) Skizziere die Einheitskugeln von (R2,[| - [|1), (R?, || - [|2) und (R%, | - |lco)-
(3 Punkte)
(ii) Nach Satz 9.5 und Definition 9.13, bewiese B(0,1) ={v € V| |jv]| < 1}. (1 Punkt)
(iii) Sei z,y in der Einheitskugel von (V|| - ||). Was ist das Maximum von d(z,y)?
(2 Punkte)
(iv) Kann man an den Bildern aus (i) ablesen, dass diese drei Normen &dquivalent sind?

(Nur zum Nachdenken)

(b) Sei x € R™. Zeige, dass die Maximumsnorm der Grenzwert der p-Normen ist, d.h.

1200 = pli_{lélo lz]lp - (3 Punkte)
[Tipp: Ist = (z1,...,2,) € R™ gegeben, so dividiere man den Ausdruck fiir ||z||, durch

max{|z1|,...,|znl}]

(c) Sei a,b € R mit a < b. Wir bezeichnen mit C'([a,b],R) den Raum der auf [a,b] stetigen
und auf (a,b) stetig differenzierbaren Funktionen [a,b] — R, deren Ableitung sich stetig
auf [a, b] fortsetzen lisst. Ferner sei fiir f € C1([a, ], R)

Ifllo == sup{|f(2)||x € [a,0]} und |fl1 = Ifllo+ sup{|f'(z)l|= € [a,b]} .

Zeige, dass durch || - ||o und || - ||1 zwei Normen auf C([a, b], R) definiert werden.
(3 Punkte)

Loésung,.

(a) (i) Skizzen der Einheitsbélle in den drei verschiedenen Normen sind unten.

(i) B(0,1):={y eV [d(0,y) <1} ={y eV [[[0—yll <1} ={y e V [yl <1}.

(iii) Bemerke, dass fiir alle z in der Einheitskugel also —x auch ist, weil || —z|| = |—1]| [|z] =
1. Und d(z, —z) = ||z — (—z)|| = 2||z|| = 2. Fir alle z,y in der Einheitskugel, gilt nach
der Dreiecksungleichung

d(z,y) = ||z =yl < |zl + [[(=o)ll = =[] + lyl] = 2.

Deshalb ist der maximale Abstand 2.

(iv) Aquivalenz zweier Normen | - ||, und || - ||, bedeutet, dass fiir ¢, é € RT gilt

cllella < llzlly < éllza-

Man sieht aus den Skizzen, dass fiir p < g, ||z||4 < ||z]|p. Es gilt auch, dass ||z||, < é||z]|4

mit & = 2'/7. Es gibt ein Bewies in (b).
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Figure 1: Entwicklung der p-Normen fiir wachsendes p und die co-Norm.

(b) Sei x = (x1,...,zy,) € R™ gegeben. Dann existiert ein k = {1,...,n} mit
|]| oo = max{|z;| | i =1,...,n} = |xg]|.

und es gilt fir jedes p > 1, dass
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und wieder wegen ||z = (||z[|%)"/?, dass
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Insgesamt ergibt sich also

R A
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Wegen lim,,,, n'/? = 1 ergibt sich nach dem Sandwich-Theorem, (Satz 3.5 (vii)):
limy s 12lly = ]
In obiger Rechnung sieht man auch, dass alle p-Normen zur co-Norm und somit auch

untereinander dquivalent sind!
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(c) zu || -|lo: Seien f,g € C1([a,b],R) gegeben und A € R. Wir priifen die Normeigenschaften
aus Df. 9.4

Positivitat: e | f|lo = sup{|f(z)|| = € [a,b]} >0
——

>0

e Fiir alle x € [a,b] gilt 0 < sup{|f(y)| | v € [a,b]} = || f]lo und deshalb
[fllo =0« Ve €la,b]: [f(x)] =0« f=0.
Homogenitat:

A= Fllo = sup{| A- f(z)| | = € [a,b]} = |A] - sup{|f(2)| [ = € [a, b]} = [ - [[f]lo-
=[A[-|f ()]

Dreiecksungleichung:
If + gllo = sup{|f(z) + g(2)| | @ € [a,b]} < sup{|f(z)|+[g(z)| | = € [a,b]}
< sup{|f(2)| | = € [a,b]} +sup{lg(z)| | = € [a,0]} = || fllo + llgllo-
zu || ||1: Man beachte, dass ||f|[1 > ||f]lo-
Positivitat: e ||f]1 > || fllo >0

e ||0/l1 = 0 klar. Ist umgekehrt ||f||1 = 0, so gilt wegen 0 < |[f]lo < || f|l1 = 0 auch
| fllo =0 und deshalb f =0

Homogenitat:
IAfllr = IAfllo + sup{|(Af)'(@)| | = € [a, ]}
—_—
=[A[-Lf! ()]
= AL [fllo + AL sup{[.f'|(2)| | = € [a, ]} = A - || f]]1-

Dreiecksungleichung;:

1f+gllv= |If +gllo +sup{|(f" +9) ()] |z € [a,b]} <[ fl1 + gl
S—— —

<Ilfllo+llgllo =|f"(z)+g ()]
<[f'(@)[+lg' ()]



2. Grundlagen metrischer Raume.

Belege die folgenden Aussagen durch jeweils ein Beispiel:

()

Es gibt einen metrischen Raum, in dem jede Teilmenge zugleich offen und abgeschlossen

ist. (2 Punkte)
(b) Der Schnitt von unendlich vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen weder offen noch

abgeschlossen. (2 Punkte)
(c) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen. (2 Punkte)
Losung.

(a)

(b)

(c)

Sei X eine beliebige Menge (eine konkrete Wahl von X ist auch o.k.) und fiir z,y € X

d(z,y) 0 fallsz =y,
x,y) =
Y 1 fallsz #y

Dies ist eine Metrik auf X, die sogenannte diskrete Metrik. Sei M C X eine beliebige
Teilmenge, so gilt fiir jedes © € M, dass

B(m, %) ={z} C M.

Also ist M offen. Weil also auch das Komplement M¢ der beliebigen Teilmenge M offen

ist, ist M auch abgeschlossen.

Sei X := R mit der iiblichen Metrik und O,, := (—1,1) fiir n € N. Offenbar ist O, offen
und es gilt (e On = (—1,0]. (Argument mit Satz v. Eudoxos 2.38(ii)). Dieser Schnitt
ist weder offen noch abgeschlossen.

Sei V =J Vi, und z € V. Also gibt es ein V; so dass x € V}. Vj ist offen. Das heiflt, es gibt
ein Ball B(z,¢e) C V; und daher B(x,e) C V. Nach Definition 9.13 ist V' offen.



3. Wie man aus Metriken weitere konstruiert.
Gegeben seien eine Metrik d : X x X — R auf einer Menge X sowie eine monoton steigende
Funktion f: RJ — R mit f(z) =0 < z = 0 und der Eigenschaft

Vi, s RS+ f(t+s) < f(t)+ f(s).

(a) Zeige, dass dann
d: X x X = R, (z,y) — f(d(z,y))

eine weitere Metrik auf X ist. (3 Punkte)

(b) Zeige, dass die Funktion f : Rf — R, ¢~ %H die Voraussetzungen erfiillt.
(3 Punkte)
(c) Folgere aus (a) und (b), dass durch d(z,y) := 1f|;€‘y| mit z,y € R eine weitere Metrik auf
R definiert wird. (1 Punkt)

Man sieht, dass d(z,y) < 1 fiir alle z,y € X.

Losung.

(a) Weise fiir d die Eigenschaften aus Df. 9.1 nach:
Posititit: e d(z,y) = f(d(z,y)) > 0. (Beachte Wertebereich von f)
o Wegen f(z) =0<= 2 =0 ist

d(z,y) =0 <= f(d(z,y)) =0 <= d(z,y) =0 <=z =y.

Symmetrie:

d(y,z) = f(d(y, ) = f(d(z,y)) = d(z,y).

Dreiecksungleichung:

d(z,y) +d(y,z) = f(d(z,y)) + f(d(y, 2)) > f(d(z,y) + d(y, 2))

>d(z,2)

> f(d(z,2)) = d(, 2).

Die letzte Ungleichung folgt, da f monoton wachsend
(b) Fur t > 0 gilt offenbar f(¢t) > 0, auBerdem f(z) =0 < x = 0. Zudem ist f ist streng

monoton wachsend, da

, 1-(1+t)—t-1 1
F(#) (1+41t)2 (1+41t)2 >
Weiter gilt fiir ¢, s € R}, t,5 > 0
t+ t t
fli+s)=-—"" T A (R O

T 14t+s 14t+s d14t+s 141t 1+s
und somit f(t+s) < f(t) + f(s).



(c) Es ist d(x,y) = f(d(x,y)), wobei f die Funktion aus (b) und d(z,y) = |z — y| die iibliche
Metrik auf R ist.
Da f nach (b) die Voraussetzungen von (a) erfiillt, ist nach (a) d eine weitere Metrik auf
R.



