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8. Ijbung

24. Ein Kriterium fiir die Definitheit symmetrischer (2 x 2)-Matrizen.

Es sei A := (‘; Ié) eine symmetrische (2 x 2)-Matrix. Seien die Eigenwerte A1, A2 und Eigen-
vektoren vy, vy. Das heifit, Avy = A\jv; und Avy = Ay, Fiir symmetrische Matrizen sind die
Eigenvektoren ein Basis von R2 mit v; - v9 = 0. Bekanntlich ist dann die Determinante bzw. die
Spur von A

det(A) :=ac — b2 =\ )y bzw. Spur(A) :=a+c= A+ Ao .

Wir nennen A positiv bzw. negativ definit, wenn die durch A beschriebene symmetrische Bilin-

earform 5(z,y) := = - Ay diese Eigenschaft hat.

(a) Zeige, dass A genau dann positiv definit ist, wenn det(A) > 0 und Spur(A) > 0 ist. (3
Punkte)

(b) Warum folgt es einfach, dass A genau dann negativ definit ist, wenn det(A) > 0 und
Spur(A) < 0 ist. (1 Punkt)

(c) Zeige: A ist genau dann indefinit (d.h. es gibt ,7 € R? mit B(x,z) > 0 und B(z,7) < 0),
wenn det(A) < 0 ist. (3 Punkte)

Bemerkung: Diese Kriterien sind vor allem hilfreich, um zu untersuchen, ob die Hessematrix
einer Funktion f : U C R?> — R in einem kritischen Punkt die Voraussetzung von Aufgabe 23
erfiillt.

Loésung,.

(a) “=": Setze voraus, dass A positiv definit ist. Da 0 < vaAvj = vJT/\jvj = Aj||v;]|, folgt es,
dass A; > 0. Also sind det(A) und Spur(A) auch grofier als Null.
“<": Wenn det(A) und Spur(A) grofier als Null sind, miissen die Eigenwerte groer als Null
sein. Weil die Eigenvektoren ein basis sind, kann jedes Vektor v = aw; + Svs geschrieben

werden. Dann

ol Av = UTA(OHJI + Bug) = vT(aAvl + BAvg) = vT(oa)qvl + BA2v2)
= (owl + 61)2) . (a)\lvl + 5)\21)2) = a2)\1||1)1H2 + 52)\2“1}2H2 > 0.

(b) Sei B = —A, so dass det(B) = det(A) und Spur(B) = —Spur(A). Dann B ist negativ definit
& A ist positiv definit < det(A) > 0 und Spur(A) > 0 < det(B) > 0 und Spur(B) < 0.

(c) Wenn det(A4) < 0, muss A > 0 und A2 < 0 (0.B.d.A.). Also v{ Avy = Aqfv1]|? > 0 und
U%Avg = )\2”’1}2”2 < 0.
Wir haben gesehen, dass v7 Av = a?1|jv1]|? + B2A2||v2||? fiir v = avy + Bug ist. Wenn
A1, A2 > 0 oder A, A2 < 0 wiiren, wiirde es folgen, dass v7 Av > 0 (bzw. vTAv < 0) fiir
alle v # 0. Aber A ist indefinit und so das kann nicht sein. Daher ist A1 > 0 und Ay < 0
(0.B.d.A.) und A\ A2 < 0.



25. Fixiere die Nullstelle.

(a) Sei F:[1.1,10] — [1.1,10] mit F(z) =1+ L. Zeige, dass F ein Lipschitzkonstant L = 190

hat. Approximiere daher eine Losung von 22 = z + 1. (8 Punkte)

(b) Kann man mit dem Banachschen Fixpunktsatz zeigen, dass die Volterrasgleichung (Ubung
17) eine Losung hat? (2 Punkte)

Losung.

(a) Die Funktionen ist wohl-definiert: fiir # < 10 ist F(z) =141 >1+0.1 und fiir > 1.1
ist F(z) > 1+ 0.9. Berechnen wir

1 1 Yy— 1
P@) - Pl = |5 - 3 = [/ = e -l
r oy Ty ry
und ;711, < ﬁ = %. Das ist das beste konstant, weil
IF(L1) ~ F(L14 o) = —
' B TC I P

Deshalb sagt der Banachsche Fixpunktsatz 11.1, dass F’ einen eindeutigen Fixpunkt a hat.

a ist die Losung von a = 1 + % & a®? = a + 1. Wir kénnen es approximieren:

ap = 1.1, a1 = F(1.1) = 1.909, ay = F(F(1.1)) = 1.524,

ajo = F'°(1.1) = 1.618,  ags = F?(1.1) = 1.618033989
Nach Algebra ist a = 1+T‘/5
(b) Ja. Die Gleichung ist f = 1+ M (f), also ist f der Fixpunkt von F(f) = 1 + A (f) mit
F:C([0,1],R) — C([0,1],R). Das Lipschitzkonstant kénnen wir berechnen:

IE(F)=F(9)llco = MHM(F)=1=AL(g)llc0 = M (F)=AL(9)lloc = AL (f)=1(9)lloc < Al f=9lloo,

weil I Lipschitz mit konstant 1 ist. Daher ist F' Lipschitz mit konstant A. Wegen der
Voraussetzung 0 < A < 1, folgt es.

26. Picard-Iteration.

Gegeben ist das Anfangswertproblem



(a) Verwende das Iterationsverfahren von Picard

t
W) =1,  wnea(t) =1 +/ un(s) ds,
0
um die ersten drei Glieder uq, ..., us einer Folge zu bestimmen, welche nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz gegen die Losung u von (%) konvergiert. (5
Punkte)
[Dazu: Die Konvergenz der Picard-Iteration fiir kleine ¢ wurde im Beweis von Satz 11.3
gezeigt.|
(b) Wie lautet die Losung von (*)? (2 Punkte)
Losung.

(a) Im Beweis von Satz 11.3 wurde mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes 11.1 gezeigt,

dass die gegebene induktiv definierte Folge gegen u = lim, o u, konvergiert.
up(t) =1
t t
ul(t):1+/uo(s)d8:1+/1 ds=1+[s]'"_g =1+t
0 0
t t .
ug(t) = 1+/u1(s)d3: 1+/(1+s)ds: 1+ [3—1—132] = l—i—t—i—}tQ
0 0 2 oo 2
t t
us(t) = 1+/u2(s)ds: 1+/ (1+S+;S2> ds
0 0

1 1,]"
=1+ |s+ -8+ -5
2 6 |.g

1 1
=14+t+ -2+ =13
ittt

t

t
1 1
u4(t)=1+/u3(8)ds:1+/(1+s+232+683> ds
0 0

1 1 1,
-1 12, +t3, L4
—i—[s—l—zs +63 +24SL:0

1 1 1
=14+t+ -2+ 3+ ¢4
i+ + o

t t
1 1 1
u5(t):1+/u4(3)d3:1+/<1+8+282+683+2484> ds
0 0

1 1 1 I
—1 te2 ta3, bta, Lo
* [8+25 T Tt T,
1, 1, 1 1
=14+t+ 2+ 34+ —tt+ —t°

2 "6 T2 120
(b) u(t) = kZ it = exp(t).
=0

Es ist



27. Zum Satz 11.9 uiber die inverse Funktion.

Wir betrachten die Funktion

()

(b)

(c)

:L'—I—l‘z'SiH(%) fir z # 0,

f:R>R, z—
0 fur x = 0.

Zeige, dass f auf R differenzierbar mit f’(0) = 1, aber in 2 = 0 nicht stetig differenzierbar
ist. (2 Bonuspunkte)

Zeige, dass f auf einer Umgebung U von x = 1 injektiv ist. Was ist (f |[}1)’ in diesem
Punkt? (8 Punkte)

Zeige, dass f auf keiner Umgebung von x = 0 injektiv ist. (8 Punkte)
[Tipp: Angenommen, f|_. . wire injektiv fiir ein € > 0. Dann wére f|_. ) nach Satz 6.4
streng monoton und deshalb wiirde f’|(_. ) > 0 bzw. f'[_..) < 0 gelten. Indem man nun
fiir eine geschickt gewihlte Nullfolge (ay,)nen die Werte f/(ay,) und f”(a,,) ausrechnet erhilt

man einen Widerspruch.]

Losung.

(a)

Offenbar ist f in z € R\ {0} (sogar stetig) differenzierbar mit

f/(x)=1+2x-sin(1>+x2'cos(é) : (—%) :1+2m~sin<%) —cos(é).

x
Fir die Funktion
ZL‘2-SiH<1) fiir x #0

9() = f(z) — v = =
0 fir x = 0.

sin (1) ‘ < 1 fiir jedes # € R\ {0}, dass |g(z)| < |z|?>. In Aufgabe 41(b) wurde
gezeigt, dass eine Funktion g : R — R in z¢ = 0 differenzierbar ist und dass ¢g(0) = ¢’(0) = 0
gilt, wenn fiir alle # € R gilt, dass |g(x)| < C|z|'T® mit C,a > 0. Somit ist g in z = 0

gilt wegen

differenzierbar mit ¢’(0) = 0. Somit ist auch f(z) = g(z) + z in z = 0 differenzierbar mit
f(0)=¢0)+1=1
Andererseits gilt mit a,, := ﬁ, dass lim,, oo a,, = 0 und
f'(an) = 1 + 2a, sin(27n) — cos(2mn) = 0
=0 =1
und somit

Tim () = 0# 1= f(0).

Also ist f’ in & = 0 nicht stetig und somit f in x = 0 nicht stetig differenzierbar.



(b)

(c)

f/(1) =1+ 2sin(1) — cos(1) # 0. Also ist f’(1) invertierbar. Und wir haben in (a) schon
gesehen, dass f in ¢ = 1 stetig differenzierbar ist. Deshalb sagt der Satz liber die inverse
Funktion, dass es eine Umgebung U von x = 1 gibt, so dass fy : U — f[U] bijektiv ist.
(flgh = (@)~

Angenommen es gibe ein € > 0, so dass f|_..) injektiv ist. Da f auflerdem stetig ist,
ist dann f[j_. . streng monoton (wachsend oder fallend) und daher gilt f'[|_. 4 > 0 bzw.
f'li=c,q < 0 nach Satz 7.15.

Wir wahlen nun die Folge (a,,) wie in (a). Dann exisitert wegen lim,,_, a, =0 ein N € N
mit ay € (—¢,¢) \ {0}. Fiir dieses gilt nach (a), dass f'(ay) = 0 und auBerdem

f"(z) = 2sin (%) + 22 cos (%) : (— %) +sin (%) ‘ <_ %)
(2 ) an(2) - 2 ()

= f’(an) = (2—%) - sin (i> —i-cos <i> __2 <0

an an an an

Wegen f'(ay) = 0 und f"(an) < 0 wechselt f' in ay € (—e,e) das Vorzeichen, gegen
fl=eey = 0 bzw. f'|(_. oy <0. Daher ist f'[(_. .y nicht injektiv.



