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11. ﬂbung

34. Integralberechnungen auf offenen und geschlossenen Intervallen.

(a) Betrachte f(z) = 2% - x[_1,9/(2), g(x) = sinz - x[o.n(x) und h(z) = e* - x(1)(x). Warum
sind sie L'(R)? (1 Punkt)

(b) Berechne mit dem Lebesguekriterium (Satz 12.17)

/952'X[_1,2] dp, /Sinx'X[o,w) du, und /6”')((0,1) dp.
(4 Punkte)

Losung.

(a) Satz 12.15 sagt: Eine beschriankte Funktion, die aulerhalb einer beschrinkten Menge ver-
schwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bilden, gehort zu L' (R?). Sie sind
alle Null aulerhalb [—1,2], [0,7) und (0,1). f hat Unstetigkeiten auf {—1,2} und h auf
{0,1}. g is stetig.

(b) f, g sind stetig auf den geschlossenen Intervalle [—1, 2], [0, 7] und deshalb sind Riemannin-
tegrabel nach Satz 8.26(i) von Analysis I. Wir kénnen daher den Hauptsatz der Integral-
rechnung (Satz 8.27) benutzen:

2 2 2
/x2 “X[-1,2) dpe (Leb) = / z?- X[-1,2] dz (Rie) = / 22 de = Bx?’] =3.
1 —1

-1

™ s
/sin:p “X[o,x) dp = / sinz - X[o,r) dr = / sinx dr = [—cosz|j = 2.
0 0

Aber h ist nicht stetig auf der geschlossenen Intervall [0,1]. Auf welchem Griind kann wir
denn sagen, dass h Riemannintegrabel ist? Hier haben wir zwei Optionen.

1) Betrachte h(z) = e* - X[0,1)(z). Sie ist stetig auf [0, 1] und iibereinstimmt zu h(z) fast
tiberall, also [hdp = [hdp und

1
/hd,u:/ e dr =[] =e—1.
0

2) Wir koénnen zeigen, dass h auf [0, 1] eine Regelfunktion ist. In Satz 8.3(i) seien v(z) =
w(z) = h(zx). Es folgt denn, dass h eine Regelfunktion ist und wir kénnen noch den

Hauptsatz benutzen, weil alle Regelfunktionen Riemannintegrabel sind.

35. Eine Integralberechnung auf R.



(a) Fiir n € N sei f,(x) := eIl “ X[-n,n]- Berechne [ fdp. (2 Punkte)

(b) Sei f(z) := e~1*l. Folgere aus (a) mit Hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz von
Beppo Levi (Satz 12.22), dass f € L'(R) ist und berechne [ fdu. (8 Punkte)
Losung.

()

n 0 n
/fn dp = / e 1l dox = / e’ dx —i—/ e *dx
n —n 0

=[], +[-e i =1—-e"—e"+1=2—2".

(b) Die Folge ( [ fn d,u) ist beschrankt zwischen 0 und 2. Und die Folge f,(x) ist monoton
wachsend fiir jede z € R:
0 fir n < |z

falz) =

e~ 17l fiir n > |z|.

und e 1l > 0. Das zeigt auBerdem, dass f,, — f. Deshalb sagt der Satz von Beppo-Levi,
dass f € L' und

/fd,u: le /fnd,u: lim 2 —2e" " =2.

n—oo

36. Eine Lebesgue-integrierbare Funktion, die nicht beschrinkt ist.

Wir zeigen in mehreren Schritten, dass

1
— firz e (0,1
T R=R, 2+ V1— a2 0,1)
0 sonst

Lebesgue-integrabel ist, obwohl f(z) in der Ndhe von x = 1 nicht beschrénkt ist.

(a) Finde eine monoton wachsende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen (nicht unbedingt
Treppenfunktionen) (fy,)nen auf R, die fast iiberall (punktweise) gegen f konvergiert.
(2 Punkte)

(b) Begriinde, dass f, fiir jedes n € N Lebesgue-integrierbar ist und berechne [ f,, dpu.
(4 Punkte)

(c) Folgere mittels des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi, dass f Lebesgue-
integrierbar ist und berechne den Wert des Integrals [ f dpu. (2
Punkte)

Loésung,.



flx) firze [0, 1- ﬂ
(a) FirneNsei f, :R—>R, z+—
0 sonst.

Kurz kénnen wir schreiben f, := f - X[0,1-1/n)- Wegen f > 0 und [0, 1-—- %] C [0, 1-— n%rl]
ist die Folge (f5)nen monoton wachsend.

Obige Begriindung reicht, genauer sieht man dies wie folgt:

flx fﬁrme(l—l,l—i}
fn+1_fn:x’_> ( ) " s )
0 sonst.

also f, > 0 fiir alle x € R.
Ist z € [0,1), so gilt f,(z) = f(z) fiir alle n € N mit n > -, denn dann ist < 1 — 1. Ist
x € R\ [0,1), so gilt f,(z) =0 = f(z) fir alle n € N. In jedem Fall ist also nh_}nolo fulx) =
7).

(b) Die Funktion f, ist beschréankt (wegen f,[R] = {0} U fn[[O,l - %H und weil die auf
dem Kompaktum [0, 1-— %] stetige Funktion f, dort Maximum und Minimum annimmt).
Sie verschwindet auflerhalb der beschrinkten Menge [0, 1- %] und die Menge ihrer Un-
stetigkeitsstellen {0, 1— %} bildet eine Nullmenge. Nach Satz 12.15 folgt f,, € L*(R).
Nach Satz 12.17 ist f, sogar Riemann-integrabel und es gilt

1-1 1-1 1
n n 1 -5 1
/f K /0 fa(z) dz /0 N x [arcsm(m)]mzo arcsin < n)

(c) Da (fn)nen eine monoton wachsende Folge in L'(R) ist und da fiir jedes n € N gilt, dass

™

1
/fn dyp = arcsin <1 — —) < arcsin(1l) = —
n 2

sind die Voraussetzunges des Satzes von Beppo Levi (Satz 12.22) erfiillt. Daher ist f €
L'(R) und es gilt

1 arcsin

/f du = nll)ngo/fn dp = nh—%lo arcsin (1 — E) "2 aresin(l — 0) = g

37. Warnung vor bedenkenlosem Vertauschen von Integration und Grenzwertbildung.

Betrachte die Funktionenfolgen (f,,)nen mit f,, := % “ X[0,n]

(a) Skizziere die Funktionen f, fir n € {1,2,3}. (1 Punkt)

(b) Zeige, dass die Funktionenfolgen (f,,)n,en aus Lebesgue-integrierbaren Funktionen bestehen

und gegen f = 0 konvergieren. (2 Punkte)
(c) Untersuche, ob
Jm, [ fndn=0

gilt. (2 Punkte)



(d) Gebe an, welche der Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi

(Satz 12.22) und des Satzes der beschrénkten Konvergenz von Lebesgue (Korollar 12.24)

erfiillt bzw. nicht erfiillt sind und begriinde dieses. (2 Punkte)
Loésung,.
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(b) fn ist eine Treppenfunktion. Deshalb gilt f, € L'(R). Fiir € R gilt 0 < f,,(z) < 2 und

daher lim,,_,~ fn(z) = 0.
(c) Esgilt

n=1,

SENS

1
[ ddn= % o) =
also lim [ f, du=1#0.
n—oo
(d) Die Folge (fn)nen hat zwar beschrankte Integrale, ist aber nicht monoton, denn z.B. ist
3 1 1 1
(f2— f1) (2) =5 > 0, aber (f2 — f1) <2) =3 < 0.

Sie konvergiert zwar (fast) iiberall gegen f = 0, aber es gibt kein k € L*(R) mit |f,| < k

fast tiberall fiir alle n € N. Denn gébe es ein solches k, so wiirde fiir € [n — 1, n| gelten,

dass 1

k(x) > o ==,

(z) > max|fn(2)] = —

also k>3 -y %X[n_lm] und somit
1 1
kdp= ) —-p(ln-Ln)=> —= Wid h zu k € L'(R).
/ Bz EE:Nn p([n ,n]) %n 00 iderspruch zu k € L*(R)
n e n

38. Eine Funktion, die nicht lebesgueintegrabel aber uneigentlich riemannintegrabel ist

Seien
0 fiir x <0
fl@)=4 45 firkeNgund 2k <a <2k+1
—m7 firkeNound 2k +1 <z <2k +2.

und fp, = f - X[-n,n]



(a) Zeige, dass

0 fiir gerade n
[tnan=1",

fiir ungerade n.

n+1
(2 Bonuspunkte)
(b) Warum ist f uneigentlich riemannintegrabel auf R? (2 Bonuspunkte)
(c) Berechnen [ |f,|du. Zeige, dass |f| & L'(R). (2 Bonuspunkte)
(d) Warum ist f nicht lebesgueintegrabel? (1 Bonuspunkt)

Loésung,.

(a) Fiir gerade n = 2m haben wir

. 2m . _mfl 2k+1 . 2k+-2 .
/fn w= ; f(z) x—Z/2 f(x)x+/2 f(z)dx

o 2k k+1
m—1 2k41 1 2k+2 1

=> / ——dx+ / - dz
kZO 2k k + 1 2]€+1 k + ].

B m—1 1 1 0
prd kE+1 k+1

Und fiir ungerade n = 2m + 1 haben wir

2m 2m+1 1 2
/fnd,u: ; f(:c)dx—i—/zm f(m)dx:0+m7_i_1:n+1.

(b) Bemerke, dass fiir 2k < b <2k +1

b 2k b b 1 bh— 2%k
de = d dr =0 dr = .
/Of(x) x ; f(z)dz + 2kf($) x +/2kk+1 T=

Also liegt das Integral zwischen 0 und k%rl Ahnlich, das gilt auch fiir 2k +1 < b < 2k + 2.
Deshalb

b 2
OS/O f(x)dmgg

fir b > 0. Wegen des Sandwichregel folgt limp o fé’ f(x)dz = 0. Das heifit, dass f

uneigentlich riemannintegrabel nach Definition 8.31 ist.

(c) |fn| ist einfacher als f,,, weil es eine monotone fallende Funktion ist:

0 firz <0
fo(@) = g7 fiir k € No und 2k < 2 < 2k 42

0 fir z > n.

Wir konnen auch es als Treppenfunktion schreiben. Fiir gerade n = 2m haben wir

m—1 m—1
1 2
/’fn| dp = / kZ:O mX[szkH) dp = kZ:O k1l



Und fiir ungerade n = 2m + 1 haben wir

m—1 m—1
1 1 2 1
ddp=3" [ —— dpit | ——Xpmaminy = | 3 e |+ —
/|f| 1 k:o/kJrlX[QMHQ) M+/m+1X[2 2m+1) (k:0k+1>+m

Auf beidem Fillen sehen wir, dass limy,, o [ |fn|dp = co. Weil | f,,| — | f| fiir eine monotone

wachsende Folge von Funktionen, das zeigt, dass |f| & L.

(d) Wenn f € L', dann liegt auch |f| € L'. Aber |f| € L' und daher f ¢ L'.



