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2. ﬂ'bung

4. Wie man’s macht, man macht’s richtig!

(a) Essei (73)gen eine Folge im R3. Wir schreiben das Element x5, € R™ jeweils in “Komponen-
ten”, d.h. in der Form zj, = (ag, b, cx) mit ag, b, cx € R. Die erste “Komponentenfolge”
(ar)ken ist eine Folge in R. (by) und (c) heiflen natiirlich die zweite und dritte Kompo-
nentenfolge.

Zeige: Die Folge (z1)ren konvergiert genau dann in R™ beziiglich der Maximumnorm || - ||,
wenn die Komponentenfolgen konvergieren. Ist dies der Fall, so gilt

li = ( li lim by, li R3 . Punkt
dim o = ( im ap, lim by, Jim o) € (4 Punkte)

(b) Untersuche, ob die Folge (z)ken mit
o =(Vk, 1+ 1k, 1) € R?
in R3 konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert. (2 Punkte)

Bemerkung 1. Es ist klar, dass das Bewies von (a) in aller Dimension R™ gilt. Fiir die Kompo-
nenten von einer Folge (z) € R™ kann man zy, = (zx,1, Tk2, . . ., Tky) oder x, = (:1:,16, :zri, ce, )
(hoch-Index, nicht Potenz) schreiben.

Bemerkung 2. In Satz 9.37 haben wir gesehen, dass je zwei Normen auf dem R™ &quivalent
sind. Die obige Aussage gilt deshalb nicht nur beziiglich der Maximumnorm, sondern auch
beziiglich jeder beliebigen anderen Norm auf dem R™. Wenn also von der “Konvergenz im R™”
(ohne ausdriickliche Angabe einer Norm) die Rede ist, sind damit die Konvergenz beziiglich aller
moglichen Normen beziehungsweise der Konvergenz der Komponentenfolgen gemeint.
Bemerkung 3. Alle p-Normen auf R sind genau gleich. Nimlich fiir z € R, ||z||, = ¢/|z[P = |z|

und ||z]|ec = max{|z|} = |z|.

(c) Konvergiert die Folge aus (b) beziiglich der diskreten Metrik (Beispiel 9.2(i)) auf R3?
(2 Punkte)

Loésung,.

(a) “<” Sei (zx)ren eine beliebige konvergierte Folge in R? mit Grenzwert z = (a,b,c) € R3.
Dann fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N so dass fiir alle n > N:

lan, — a| < max{|a, — al, b, — b, |cn — |} = ||zn — 2]|ec < €.

Also lima,, = a. b, und ¢, sind ahnlich.
“=" In diesem Fall wissen wir lim a,, = a, limb, = b und lim¢,, = c. Sei z := (a,b, c) € R3.
Weil die Folgen konvergiert sind, gibt es fiir jedes € > 0 Zahlen N,, Ny, N. € N mit

lap, —al <e Yn > Ng, |bp—bl <e ¥Yn> Ny, |c,—c|<e Vn> N,



Sei N = max{N,, Ny, N.}. Dann gilt es fiir alle n > N
|2 — 2|0 = max{lan — al, [bn — b], [cn — [} <e.

Also limz,, = x = (a, b, c).

b) Wir wissen Vk — 1, (1+ k=¥ — e, und k' — 0. Deshalb ist limz;, = (1,e,0) nach (a).

( ) ) ) k » &

(c) Nein. Angenommen, x;, konvergiert gegen x fiir ein 2 € R? mit der diskreten Metrik. d.h.
Ve >0 IN € Nsodass Vn > N : d(z,,z) < e. Aber, wahle ¢ = 0.5. In der diskreten
Metrik impliziert d(z,y) < 1, dass = y. Daher ist z,, = z fiir alle n > N. Die Folge in
(b) wird nicht eine konstante Folge, also konvergiert es nicht in der diskreten Metrik. Sehe

auch Grofeiibung 2.

5. Stetig in 2D.
Zeige, dass diese Funktionen stetig in 0 oder (0,0) sind:

() f:®R, |- )= R a2), t= (2t —1). (2 Punkte)
(b) g: R% [+ fl2) = (R, - ]), (z,9) =z +y. (2 Punkte)
(€) h:(R% |- ll2) = B2, ] - ll2), (,9) = (—y,2). (2 Punkte)

Zeige, dass diese Funktion nicht stetig in (0, 0) ist:

fir y # 0,
fiir y = 0.

(d) j: R - ) = R, ] - ]), (z,) = (2 Punkte)

=y

[Tipp. Benutze Aufgabe 4 und Korollar 9.31(ii)]

Losung.

(a) Sei (ty) eine Folge in R, die gegen 0 konvergiert. Nach Korollar 9.31(ii) miissen wir zeigen,

dass
lim f(tq) = lim (2, ty 1) und f ( lim t,) = £(0) = (0,~1)

n—oo

sind gleich. Aber das ist einfach. Nach Aufgabe 4

lim (2tp,t, — 1) = ( lim 2t,, lim ¢, — 1) = (0, -1).
n—oo

n—oo (n—>oo

(b) Sei (wn,yn) gegen (0,0) konvergiert, als eine Folge von Punkte in (R?|| - ||2). Nochmal
folgt es nach Aufgabe 4, dass x,, — 0 und y,, — 0 als Folgen in R. Dann gilt g(z,,yn) =
ZTn + Yn — 0+ 0 = 0 mit der Limesrechnungregeln. Deshalb haben wir gezeigt, dass

hmg(xnvyn) =0= 9(07 0) =g (hm(ﬂjna yn)) :



(c) Hier benutzen wir Aufgabe 4 zweimal. Sei (z,,y,) gegen (0,0) konvergiert. Also zp,y, —
0 (und nattirlich —y, — 0). Deshalb (—y,,2z,) — (0,0) als eine Folge von Punkte in
(R%|| - ||2)- Dies zeigt schon, dass h stetig in (0,0) ist:

lim A(2y, yn) = R(0,0) = h (im(zp, yn)) -

(d) Sei p, = (0,n71) € R? eine Folge gegen (0,0) konvergiert. Sofort j(limp,) = j(0,0) = 1,
weil y = 0. Aber
0
lim j(pp) = lim — = lim 0 = 0,
n

weil n~! nie Null ist. Das zeigt, dass es eine Folge p, gegen (0,0) konvergiert gibt, aber
lim j(py) # j(lim py,). Das heifit, j ist nicht in (0,0) stetig.

6. Offen fiur Neues.

(a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass jeder offene Ball in (X, d) eine offene Menge in

(X,d) ist. (8 Punkte)
(b) Beweise oder widerlege: Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
X und Y und ist K C Y kompakt, so ist auch f~![K] C X kompakt. (2 Punkte)
(c) Beweise oder widerlege: Fiir jede Menge X ist die diskrete Metrik auf X (siehe Beispiel 9.2(i))
vollstandig. (2 Punkte)
(d) Gebe explizit eine offene Uberdeckung des Intervalls (0,1) an, die keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. (2
Punkte)
Loésung.

(a) Sei x € X, r >0 und
B(z,r)={y e X | d(z,y) <r}
der offene Ball um z mit Radius r.
Zu zeigen: Fiir alle y € B(x,r) existiert ein 7 > 0, so dass B(y,7) C B(x,r).
Sei also y € B(z,r). Setze

Fi=r—d(z,y) >0

(da y € B(x,r) und somit d(z,y) < r).



Dann gilt
B(y,7)={z€ X | d(y,z) <7}
={ze X | dly,z) <r—d(z,y)}
={ze X | d(z,y) +d(y,z) <r}
>d(2,2), da dMetrik,

C{ze X |d(x,z) <r}=DB(zr).

(b) Sei X ein beliebiger, nicht-kompakter metrischer Raum, Y ein weiterer metrischer Raum,
ceY,K:={c}CYund f: X =Y, x — c die konstante Funktion.

Dann ist K kompakt und f stetig, aber f~![K] = X ist nicht kompakt.

(c) Ist (an)nen eine Cauchyfolge in X bzgl. der diskreten Metrik d, so existiert zu e = % ein
N € N, s.d. fir alle n,m > N gilt d(ap,an) < % Hieraus folgt wg. der Definition von
d aber bereits a, = an, d.-h. (ap)nen ist ab n = N konstant gleich einem a € X. Also

konvergiert (ay)nen auch gegen a. Somit ist (X, d) vollstandig.

(d) Fir n € N sei O, := ( L 1). Dann ist (O, )nen eine offene Uberdeckung von (0,1) (es

e
gilt sogar J,,cy On = (0,1)), aber f'ur n € N ist n%rl € (0,1) jeweils nur in O,, aber in
keinem Oy, mit m # n enthalten. Deshalb enthélt (O,,),en keine endliche Teiliiberdeckung
von (0, 1).

O4 = (1/6,1/4) Oy = (1/4,1/2)

(( X \( \ )
— U\ N— ]
0 Os = (1/5,1/3) Or = (1/3,1)

—_

Ein weiteres Beispiel ist O, = (n=1,1).

7. Eine konstruktive Alternative.
In Analysis I Schnitt 2.6 haben wir N, Z. und Q konstruiert. In dieser Aufgabe wollen wir R als
die Vervollstandigung von Q konstruieren.
Sei dazu € die Menge der Cauchyfolgen in Q. Das heifit, eine Cauchyfolge (z;)nen mit x, € Q
fiir alle n, aber das Grenzwert muss nicht in Q liegen.
Wir definieren fiir zwei Cauchyfolgen (z,)nen, (Zn)nen € € die Relation (zp)nen ~ (Zn)nen
genauso wenn (z, — Tp)nen eine Nullfolge ist. Explizit: genauso wenn es fiir jedes € > 0 mit
e € Q ein N existiert, so dass |z, — Z,| < € fir alle n > N.
Wenn die Grenzwerte von (2, )neny und (&, )nen gleich sind, ist (2,)nen ~ (Zn)nen. Aber unsere
Definition spricht nicht {iber dem Grenzwert, also es funktioniert auch dann, wenn (z,,),en kein

Grenzwert in Q hat.



” eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Cauchyfolgen definiert

ist. (2 Bonuspunkte)

(a) Zeige, dass durch 7~

Die Aquivalenzklasse [(#,)nen] ist die Menge aller Cauchyfolgen, denen zu (,)nen Aquivalent
sind. Wir wollen noch nicht eine Metrik auf der Menge von Aquivalenzklassen ¢/ ~ geben, weil
die Definition von einer Metrik R benutzt. Aber wir kénnen ihr das Struktur eines angeordneten
Korpers (Analysis I Kapital 2 Axiome A1l-A4) geben, und zeigen das sie A5 auch erfillt. Wir
nennen dann R = €/ ~, weil der Koérper mit A1-A5 eindeutig ist.

(b) Zeige, dass die Addition und die Multiplikation von zwei Cauchyfolgen selbst eine Cauchy-
folge ist. Benutze nicht Eigenschaften von R.

[Tipp. Cauchyfolgen sind beschrankt] (2 Bonuspunkte)

(c) Seien (zn)nen ~ (Zn)neny und (Yn)nen ~ (Jn)nen Cauchyfolgen. Zeige, dass (25, + Yn)nen ~
(Zn, + Un)nen. Zeige auBerdem, dass (zy, - Yn)nen ~ (Tn * Un)neN- (2 Bonuspunkte)

Zusammen zeigen (b) und (c), dass die Addition und Multiplikation definiert durch

[($n)n€N] + [(yn)neN] = [(mn + yn)nGN]

[(:Eﬂ)nEN] : [(yn)neN] = [(xn : yn)nEN]

jeweils wohldefiniert auf die Menge der Aquivalenzklassen ¢/ ~ ist.

(d) Zeige, dass die Kérperaxiome A1-A3 fiir €/ ~ erfiillt sind. (2 Bonuspunkte)

(e) Wir definieren eine Ordnungsrelation auf €/ ~ wie folgt: Es gilt [(n)nen] > [(Yn)nen],
genau dann, wenn es ein € > 0 und ein N € N gibt mit z,, — y, > ¢ flr alle n > N. Zeige,
dass dadurch eine wohldefinierte (!) Ordnungsrelation auf €/ ~ definiert, die Axiom A4
erfiillt. (2 Bonuspunkte)

(f) Definiere die Einbettungsabbildung,

P:Q—-¢/~
q — [(@)nenl,

wobei fiir jedes ¢ € Q, (¢)nen die konstante (Cauchy-)folge g, = ¢ bezeichnet. Diese
Abbildung ist offenbar injektiv. Man kann ohne Beweis benutzt, dass die natiirlichen Zahlen
in €/ ~ (nach Definition 2.29) das Bild von N C Q unter ® sind.

Zeige, dass €/ ~ archimedisch ist.
[Tipp. jede Cauchyfolge ist beschrénkt.] (2 Bonuspunkte)
(g) Zeige, dass €/ ~ das Intervallschachtelungsprinzip (Satz 2.50) erfiillt: Fir alle Intervalle

I, = [an,by] :={ce €/ ~|a, <c<b,} mit:

® ap, b, € €/ ~ und a, < b,. Das heifit: fiir jedes n € N ist a, = [(anr)ken] eine

Aquivalenzklasse von einer Cauchyfolge in Q.
L In—l—l C In
e Fiir jedes k € N gibt es ein n € N, so dass b, — a, < ®(k™1)

5



folgt es, dass der Durchschnitt Nyp>17, genau eine Punkt von €/ ~ enthilt.

(8 Bonuspunkte)
[Tipp: Weil (f) zeigt, dass ®(Q) dicht in € ist, kénnen wir p,,q, € Q finden, so dass
an < ®(pp) < apt1 und byy; < P(gn) < by. Seien J, = [®(py), P(¢,)] Intervalle in €/ ~.
Bemerke (I, = () J, und {J,} hat die drei Eigenschaften als {I,,}. Zeige, v = (p) eine
Cauchyfolge ist und in dem Durchschnitt liegt. |

Das Intervallschachtelungsprinzip ist dquivalent zu Axiom A5 ( Vollstandigkeitsaxiom), also wir
haben gezeigt, dass €/ ~ A5 hat.

Bemerkung: Wegen der Funktionsvorschrift von @ ist das Bild ®[Q] als eine ”Kopie” von Q

in R zu verstehen. In dem man also ®[Q] mit Q identifiziert, kann man daher R als eine

Vervollsténdigung von Q auffassen. Diese ist eindeutig und daher hat man auf diese Weise R

konstruktiv eingefiihrt.

Losung.

()

(b)

(c)

(d)

Reflexivitat: (z, — x;,) ist eine konstante Folge von Nullen. Ja, es ist eine Nullfolge.
Symmetrie: Wenn (x,, — ;) eine Nullfolge ist, ist auch (&, — x,) eine Nullfolge.
Transitivitat: Sei (zp) ~ (yn) und (yn) ~ (z,). Wir konnen N wihlen, so dass fiir alle
n> N

e €
|xn_zn|:‘xn_yn+yn_zn|S‘xn_yn|+|yn_zn’<§+§:5'

Sei X > 1 ein Schrank von (zy,), d.h. |z,| < X, und &hnlich |y,| < Y. Sei € > 0 beliebig.
Es gibt ein N so dass fiir alle n,m > N, |z, — x| < €/(2Y) und |y, — ym| < €/(2X). Dann

[(@n +yn) = (@m +ym)| = [(@n = 2m) + (Yo = Ym)| < 20 — | + [yn —ym| < e
und
[Tntn = TmYm| = [T (Yn = Ym) + (@0 = Zm)ym| < [2nllyn = Ym| + |20 — 2wl [ym| <e.
Wir wissen nach (b), dass (zp, + yy,) eine Cauchyfolge ist.
(T +yn) = (Tn + Tn) = (Tn — Tn) + (Yn — n)
ist eine Nullfolge, weil die Summe von zwei Nullfolge ist eine Nullfolge.
TnYn = Tnfn = Tn(Yn — Jn) + (Tn — Tn)Tn

ist eine Nullfolge, weil die Produkt von eine Cauchyfolge und eine Nullfolge ist eine Nullfolge.

Wir zeigen A1(i). Sei [(zn)], [(yn)] € €/ ~. Wéhle Représentanten (zy,), (yn) € €. Dann

[(zn)] + [(yn)]

[(zy, + yn)] Definition

[(yn + 2n)] Zn,yn € Q und Q hat A1(i)
[(yn)] + [(xn)] Definition.



(e)

Eigenschaft A1(ii), A2(i,ii) und A3 sind alle &hnlich. Wir kann 0 € ¢/ ~ mit der Aquivalenzklasse

von der konstanten Folge (0,0, ...) identifizieren, weil

()] + [(0)] = [(zn + O)] = [(2n)].

Das ist A1(iii). Ahnlich 1 = [(1,1,...)] fiir A2(iii) und —[(z,)] = [(—,)] fiir Al(iv).
A2(iv) ist schwerer, weil die Folge moglich Elemente, die Null sind, hat. Deshalb kénnen

-1
n

heifit, es gibt ein € > 0 fiir alle N € N so dass n > N mit |z, — 0| = |x,| > ¢ existiert.
Wihle dieses e. Wir benutzen jetzt, dass (z,) Cauchy ist: Es gibt ein M € N so dass
Vi,j > M : |x; — x| < e/2. Mit N = M finden wir ein z,, mit |z,| > e. Es folgt fiir alle
1> M

wir nicht einfach [(z,)]™! = [(z,;!)] setzen. Sei (z,,) € € nicht dquivalent zu (0,0,...). Das

g
|xl‘:|xn+xl_gj”‘2’xn|_|$l_$n’25_§>o

Deshalb ist x; # 0 fiir alle ¢ > M.

Setze

Tn wenn n < M,

T 1=

()" wenn n > M.
Wir sehen fir n > M, dass ry, - ,, = 1. Also (rpzy) ~ (1,1,...) und [(r5,)] ist das Invers
zu [(xy)].
Wohldefiniert: Seien (xy,) ~ (%) und (yn) ~ (gn) mit (z,) > (yn). Das heifit, es gibt ¢ >
0,M € NVm > M : z,—ym >c. Undes gibt N, und N, so dass Vn > max{N,, Ny} =: N
gilt |z, — &n| < €/3 und |y, — §n| < £/3. Wir miissen zeigen, 3¢ > 0, M € N Vm > M :
T — Ym > €.

Setze M = max{N, M} und & = ¢/3. Dann fiir jedes m > M

T = Jm = (Tm — Tm) + (Tm — Ym) — (Tm — Ym)
€ €
> _Z _ =
Z 3+5 3

€.

Also (zy,) > (yn) genauso wenn (Z) > (Jn)

Totalitat: Wir miissen zeigen, dass (1) [(zn)] > [(yn)] und [(zy)] < [(yn)] nicht passiert
konnen, und (2) nicht [(z,)] > [(yn)] und nicht [(zy,)] < [(yn)] impliziert (z,,) ~ (yn).

(1): Seien (x,) > (yn) und (z5) < (yn). Das heifit, es gibt 1,62 > 0 und N1, N2 € N so
dass fiir alle n > Ny gilt x, — ¥, > €1 > 0 und fiir alle n > No gilt x, — y, < —e2 < 0.
Aber, flir N = Ny + Ns sehen wir dass zxy — yy ist grofler als und kleiner als Null. Das
kann nicht sein.

(2): Sei d,, = x, — y,. Wir miissen zeigen, dass Ve’ > 0 IN' e NVm > N': |d,| < e.
Wir wissen, weil d,, eine Cauchyfolge ist, dass Ve > 03IN e NVn,m > N : |d, —dp| <e.



“nicht [(z5)] > [(yn)]” heiBt, Ve1 > 0 VN; € N gibt es ein n; mit d,,, < 1. Setze 1 = ¢
und N; = N. Es folgt, fiir alle m > N

dp, <¢€
Ay — dp < € — dim
—e<dp, —dpm <e—dp

dm < 2e.

Ahnlich heifit “nicht [(x,)] > [(yn)]”, dass Vea > 0 YNy € N gibt es ein ng mit gy, —,, < €.
Setze €9 = € und Ny = N. Es folgt fiir all m > N, dass d,,, > —2e. Daher |d,,| < 2e. Fir
ein beliebiges &’ > 0, wihle ¢ = ¢//2 und N’ = N. Wir haben gezeigt, dass d,, = x,, — yn,
eine Nullfolge ist, also (z,,) ~ (yn).

Transitivitat: Seien (z,) > (yn) und (yn) > (z,). Das heiit, es gibt 1,62 > 0 und
N1, Ny € N. Setze € := min{ej,e2} und N := max{Nj, Na}. Es folgt, dass fiir alle n > N

Ty —Yn =€, Yn — Zp = E.

Dann fiir alle n > N gilt x,, — 2z, > 2e. Also (z,) > (zn).
Monotonie: Sei (xy,) > (yp). Dann

Tn—Yn>€ = (Tn+2n)— (Yn+2n) > €.

Also (zy,) + (2n) > (yn) + (2n)-
Seien £ > 0 beliebig und (¢,,) > 0. Daher gibt es g9 mit ¢, > &9 fiir alle n > Ny. Es gibt
auch ein Ny mit x,, — y, > €/eg fir n > Nj. Setze N = max{Ny, No}. Fiir alle n > N:

TnCn — YnCn = (Tn — Yn)Cn > €/E9 - €9 = €.

Das zeigt (xn) ’ (cn) > (yn) ’ (Cn)
(f) Sei (x,) € €. Jede Cauchyfolge ist beschrankt. Also gibt es ein ¢ € @ mit x,, < ¢. Und Q
ist archimedisch, also gibt es ein n € N mit ¢ < n. Wir miissen zeigen, dass (z,) < ®(n).

Seie =n—gq>0und N = 1. Sofort folgt es dass fiir allen > N es gilt, n—x, >n—q=¢c.

(g) Weil ®(Q) dicht in € ist, kdnnen wir py,, g, € Q finden, so dass a, < ®(p,) < an41 und
bnt1 < P(gn) < by. Seien J, = [®(pn), P(¢n)] Intervalle in €/ ~. Bemerke (I, = () Jn
und {J,,} hat die drei Eigenschaften als {I,}.

x = (x) € () Jn genauso wenn fir alle n € N ®(p,) < z und =z < ®(g,). Wir miissen

zeigen, dass (1) es ein solche z gibt und (2) dass z eindeutig in €/ ~ ist.

(1): Zwar funktioniert xp = pg. Es ist eine Cauchyfolge in Q: wéhle ¢ > 0 beliebig und
k € N mit k > e~!. Dann gibt es ein N mit

D(qn) — P(pn) < CI>(I<:_1) S gn—pn <kl <e.

fiir alle n > N. Aber fiir alle m > n ist p, € (P, qn). Also [pn — pm| < €.



Es ist klar, dass © < ®(g,) (wihle € = ¢, — gn41) fiir alle n. Sei n € N beliebig. Fiir alle
k>n

o — ®(P)k = Tk — Pn = (T — Pnt1) + (Pat1 — Pn) = (Pnt1 — Pn)-
Das zeigt > ®(p,,). Deshalb ist x € () Jj,.
(2): Seien £ > beliebig und y = (yi) € () Jn. Das heifit, VM ist ®(pyr) < y < ®(qm) =

0<y—P(py) < P(qar) — P(par). Wahle M so dass gy — par < €. Nach der Ordnungsre-
lation auf € gibt es €1 > 0 und Ny € N, so dass fiir alle k > Ny

O<er1<yr—pv <qum —pPm—¢€1<qu —pPum <E
gilt. Es folgt yx, — xx = yr — pr < yr — pm < € fiir k > max{M, N;}. Und
Y — Tk =Yk — Qe+ Qe — Pk > Yk — Q& > Yk — M = Yk — M — (g —pmr) > 0 — € = —¢.

Zusammen zeigt das, dass |y — xx| < € fir alle £ > max{M, N;1}. Deshalb (y; — zy) ist
eine Nullfolge und (yx) ~ (zk).



