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12. Ijbung

39. Integralberechnung mit dem Satz von Fubini.
Berechne [(f - xwm)dp fir die folgenden Mengen M C R? und Funktionen f : R¢ — R:

(a) M :=[0,a] x [0,b], f(z,y):= a2y (3 Punkte)
(b) M :={(z,y) eR?|0<2<1,0<y<z}, f[flz,y):=ay+y> (3 Punkte)
() M:={(z,y) eR*[0<z <1, 2 <y<az}, [lz,y) =2 (4 Punkte)
(d) M :={(z,y) eR?|22+y*> <1}, f(z,y):=sin(z)+y+6. (4 Punkte)
() M :={(z,y,2) eR3 |22 + 2 +22 <1}, f(z,y,2):=1. (5 Punkte)

[Tipp: Man tiberlege sich, welche Integrationsreihenfolge die sinnvollere ist.]

Losung,.
(a)
a b a 47b
/(f'XM) du = ( / z2y3 dy) dx = x? [yéJ dx
z=0 y=0 =0 y=0
ol N KT
=5 ) rl=g M TR
=0
(b)

z=1 y=x =1 1 1 y=x
/(f XMm) dp = / (/ zy +y° dy) dr = / {xy? + y?’} dx
=0 y=0 z=0 2 3 y=0

Y . . . o .
Z€ nicht bestimmen koénnen ist es sinnvoll, erst

(c¢) Da wir die Stammfunktion nach y von
nach x und dann nach y zu integrieren. Dafiir schreiben wir das Gebiet um: Esist 0 < z <

La?<y<z < 0<y<1l,y<z<,/yund somit

y=1 =Y el y=1 [ p20y7%=VY
/(f'XM)d.U:/ (/ dvc) dy:/ [2 ] dy
y=0 =y Y y=0 Y Ja=y

y=1, .y 2,y y=11 1
:/ v _y e :/ Lo Lo ay
y=0 2y 2y y=0 2 2
1 1 =l 1 1 1
— | Ze¥ — Z(y —1)e? — e—0—-—-=Z¢—1
[26 oW )eLZO 2° 2 2 2°



(d) Esist
M::{(x,y)€R2 | 1<z <1und —\/1—x2§y§\/1—m2}
—{@y eR | ~1<y<iud - VI-@2 <z <V1-42}.

Zudem ist
/(f'XM) duz/sin(m)-xM dﬂ"‘/?/'XM du+/6-><M dp .
(I) (II) (I11)
Dann ergibt sich fiir das Integral aus (I)
VA ST 1
1—y?
/ / sin(x) dz dy = / [— cos(m)} R dy
y=-1 =12 y=-—1

1

= / —cos(v/1—y?) +cos(—v/1—1y?) dy=0

-~

y=—1 =0

Es reicht auch aus, die Symmetrie des Gebiets und die Punktsymmetrie zum Ursprung von
sin(z) als Argument anzugeben.
Analog erhélt man fiir das Integral aus (II), aufgrund der Symmetrie des Gebiets und da y

eine ungerade Funktion ist, dass

1 V1—x2
/ / y dydx = 0.
337—1 1—x2

Es bleibt also nur das Integral aus (III). Fiir dieses ergibt sich

/6XM dp=6pu (M) =6m.
M —

Alternativ:

1

1
22
/ / 6 dydx = / [Gy} yzl_ — dr =12 / V1—22%dx

x——ly__ 1—22 r=—1 r=—1

Durch Substitution z = cos(t) (mit cos : [0,7) — [—1, 1] bijektiv) ergibt sich

1 arccos(1)
/ V1—2%de = / 1 —cos(t)? - (—sin(t)) dt
r=—1 t=arccos(—1)
0 T
.92 Ana 1 71-
:/sm(t)dt:/sm()dt 5
™ 0

Also ist insgesamt [ f - xar dp = 1235 = 6m.
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(e) Fiir fest = betrachten wir die Menge M, = {(y,2) € R? | y? + 22 < 1 — 2?}. Dann schreiben
wir xm (7,9, 2) = X|—1,1)(®) X0, (¥, 2). Also nach dem Satz von Fubini

/U‘mﬂdﬂz/k[n] (/fxy7hmA%)dM%)>dM@

Wir miissen das innere Integral integrieren. Das Gebiet ist ein Kreis wie in (d), mit Radius

V1—2a% So M, ist —V1—22<y<+v1—2?2und —/1—22 —9y2<z</1—122—92

y=v1-x2 z=4/1—ax2—y?
/ F(@, 9, 2)xan, (9, 2) duly, 2) = / ( / f(z,9,2) dz) dy

y=—V1—a2 =—/1-a22—y2
y=v1—22 z=+/1—x2—y2

:/ / ldz| dy
y=—v1—a? z2=—1/1—22—y2
y=v1-a?

_ / 21— 22— 32 dy
=—V1-22

= (1 —2?).

Endlich konnen wir berechnen

[ 30 du= [ xan@nt - o) dut) = [ Cr( ) de =7 [ - :1;@”3] i

-1

40. Eine Funktion, die nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Es sei
Y i (2,y) € (0,1] x [0,1])\ {(0,0
o g | @ 01X D)\ (0.0}
0 sonst
(a) Berechne fo fo x,y) dy dz und fo fo z,y) dz dy. (4 Punkte)
(b) Folgere aus dem Ergebnis von (a), dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist. (2 Punkte)
Losung.

(a) Bestimme zunéchst die Stammfunktion von (:'J;y bzgl. x. Dazu schreiben wir den Bruch

z+y)3
zunachst als

r—y rH+y—2y 1 2y
(z+y)? (+y)? (@+y? (z+y)?
—_—— —

(D) (IT)
Nach der Formel im Skript auf Seite 95 (Termweise Integration) erhalten wir fiir die Stamm-

funktion von (I) mit k¥ = 2 und z; = —y und einer Konstanten C

1 1
/<x+y>2 W= e




und fiir (II) mit £ = 3 und z; = —y

2y —2y -y
Y =" s C0=—7 _1(C
/ @ty 2+ y)? (@ +9)?
und daher
T —y 1 —y —1-(z4+y)+vy x
I dr = — - +C = +C0=—-—"_1C.
/(x+y)3 (x+y) (z+y)? (z +y)? (x +y)?

Damit ergibt sich

1,1 1 . 1 1 1
f(zyy dwdyz/ T dyz/ g
/y:O 2=0 (@y) y=0 [ (z+ ?/)2]’6:0 y=0 (14+y)?

Wegen f(yvx) = _f(xa y) ist

Umbcncnnsng 1 1
/ / ey dyie =[] ) dady
x=0 =0 Jx=0

1

:— s.0. 1

fom)—f(@y) / flz,y) dedy =
y=0 J =0 2

[aey

(b) Wire f € L'(R?), so wiirden die beiden in (a) berechneten Integrale nach dem Satz von
Fubini (Korollar 12.21) {ibereinstimmen. Da dies aber nach (a) nicht der Fall ist, kann f

nicht Lebesgue-integrierbar sein.

41. Weitere Grenzwertaussagen fiir das Lebesgue-Integral.

Es sei (f,) eine Folge in L'(RY), die fast iiberall gegen eine Funktion f konvergiert.

(a) Es existiere ein g € L'(R?), so dass fast iiberall |f| < g. Zeige, dass dann auch f € L'(R%)
ist. (8 Bonuspunkte)

[Tipp: Man wende Lebesgues Satz der beschriankten Konvergenz (Korollar 12.24) auf die
Folge (gn), wobei

glx)  fir fo(z) > g(z)

gn :=max{—g,min{fn,g}}, dh gn(z)= ful@)  fiir —g(z) < fu(z) < g()
—g(x) fir fo(z) < —g(z)

an. Die Formeln max{z,y} = 3(z + y + |z — y|) und min{z,y} = J(z +y — |z — y|) fiir
z,y €R



(b) Es existiere ein h € L'(R%), so dass fiir jedes n € N fast iiberall |f,, — f| < h gilt. Zeige,

dass dann auch f € L*(R?) ist und dass [ fdu = lim, oo [ fr du gilt.
(8 Bonuspunkte)
ipp: Man verwende zunéchst (a), um f € zu zeigen und dann Lebesgues Satz,
[Tipp: M d ichst (a) f e L'(RY) ig d dann Lebesgues S

um die Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert zu beweisen. |

Losung,.

(a)

Wir definieren g, wie im Tipp. Es gilt

, 1
max{z,y} = -(z+y+ |z —y|) und mln{wvy}ZQ(Hy—lx—yl)-

5
Wegen g, = max{—g, min{f,,g}} folgt aus f,,g € L'(R) mit Satz 12.14(iii), dass g, €
L'(R). Offenbar gilt |g,| < g fiir alle n € N.

Aus obigen Formeln fiir max und min folgt auch, dass die Funktionen max{c, -} und min{-, ¢}
fiir festes ¢ € R stetig sind. Daher gilt fiir alle z € R? mit | f(x)| < g(z) und lim,, 00 fn(x) =
f(z) (das sind nach Voraussetzung fast alle z € R?):

lim gn(x) = i_fglomax{_g(x)amin{fn($)>g($)}}

n—o0 n

— max {—g(x), min{f (), g(2)}} = f(x).

Die zweite Gleichheit gilt, da lim, o fn(z) = f(z) und max sowie min stetig fiir festes
x und das dritte aus |f(x)| < g(z). Also konvergiert g, fast iiberall gegen f. Nach dem
Konvergenzsatz von Lebesgue folgt f € L'(R?).

Speziell fiir n =1 gilt |f1 — f| < h und somit
A-Ungl.
fl=1h—=C(h =D < A+ A=< A+ A
Dabei ist g := |fi| + h € LY(R?) wegen f1,h € L'(R?) und Satz 12.14(iii). Mit (a) folgt
f e LY (RY).
Nun gilt fir n € N

/A\-Ungl.
‘fn|:|f+(fn_f)‘ < ’fn|+‘fn_f‘§’f‘+h

Dabei ist k := |f| + h € L'(R?) wegen f,h € L'(R?) und Satz 12.14(iii). Daher erfiillt

(fn)nen die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes von Lebesgue. Nach diesem ergibt sich

Jim [ fn dp = / [ dp.



