Martin Schmidt 19. Mai 2021

Analysis II
Ross Ogilvie

10. ﬂ'bung

30. Die ganze Speisekarte

Begrinde, dass die Funktion
fR2ZSR, (x,y) ~» 22+ —dx+4

auf der Menge
M :={(z,y) € R?|27y* < a®, 2 <3}

Maximum und Minimum annimmt und bestimme den maximalen und den minimalen Wert.

(7 Punkte)

[Tipp: Betrachte das Innere M° := {(x,y) € R*|27y? < 23,2 < 3} und den Rand OM :=
M7 U My einzeln, fiir My = { (z,y) € R?|27y? = 23} M und My = { (z,y) € R?|x =3} N M ]

Lésung. Seien g1(z,y) = 27y? — 2% und go(z,y) = v — 3. Es folgt 27y% < 23 & 27y% — 23 <
0 & gi(,y) <0 & g(z,y) € (-00,0] & (,9) € g7 [(—00,0]]. Also M = g;*((—00,0]) N
g5 ((=00,0])

M ist abgeschlossen: (—o0, 0] ist abgeschlossen und g; und g, sind stetig.

M ist beschrénkt: Da 0 < 27y? < 23 gilt 0 < 2. d.h. 0 <2 < 3. Und 27y? < 22 <33 = 4% <
l=-1<y<1.

Deshalb ist M kompakt. Da f stetig und M kompakt ist, nimmt f sein Maximum und Minimum
auf M an.

Um Extrema von f auf M zu bestimmen, miissen verschiedene Arten moglicher Kandidaten fir

diese untersuchen:

Singularititen der Niveaumenge M;: Vgi(z,y) = (—322,54y) = (0,0) < x =y = 0, also
(z,y) = (0,0).

Singularititen der Niveaumenge Ms: Vga(z,y) = (1,0) # (0,0). Also gibt es keine Singu-

laritaten auf M.

Andere nicht-glatte Punkte des Rand: Ein Punkt p von M; N My muss nicht ein glatter
Punkt von OM sein, weil hier OM NU # F~1[{z}] ist, fiir eine offene Teilmenge U und Funktion
F :U — Y. Deshalb kénnen wir in p nicht den Satz iber implizierte Funktion benutzen. Diese
Punkte sind (3,1) und (3, —1).

Kritische Punkte von f auf M°: In diesen Punkten muss V f = 0 gelten. Vf = (2z — 4, 2y),
und sie ist Null nur fiir (2,0).

Kritische Punkte von f auf M;: In Punkten, denen auf der glatten Teil von M; liegt,
konnen wir Lagrangemultiplikatoren benutzen. Vg1 = (=322, 54y). Die drei Gleichungen sind
I: 22 — 4 = \(—322), II: 2y = A54y und III: 27y? = 3. Nach II haben wir A = 1/27. Dann I ist
22+ 18z — 36, also . = -9 + V117 und zwar z = —9 + V117 ~ 1.817, weil 0 < z < 3. Es gibt
zwei Moglichkeit, (—9 4 3v/13,+(—3 + V/13)!%)
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Kritische Punkte von f auf Ms: Vgy = (1,0). Die drei Gleichungen sind I: 22 — 4 = A, II:
2y = A -0 und III: = 3. Die eindeutige Losung ist (3,0) mit A = 2.

Jetzt haben wir verschiedene moglicher Kandidaten:

Punkt f
(0,0) 4
(3,1) 2
(3,-1) 2
(2,0) 0

(=9 +3V13, (-3 +V13)1%) | 0.255
(=9 +3V13, (=3 4+ V13)'%) | 0.255
(3,0) 1

Deshalb das Maximumpunkt ist (0,0) mit Wert 4 und das Minimumpunkt ist (2,0) mit Wert 0.

31. Uber Quader, Treppenfunktionen und charakteristische Funktionen.

(a) Seien Q1,Q2 zwei Quader des R

(i) Zeige: Q1N Qo ist die leere Menge oder ein Quader des R (2 Punkte)
(ii) Beweise oder widerlege: Q1 U Q3 ist ein Quader des R?. (1 Punkt)

(b) Wie in der Vorlesung definieren wir zu einer jeden Menge M C RY die charakteristische
Funktion x : RY — R durch x(z) = 1 fiir € M und yp(x) = 0 fiir z € R?\ M. Es

seien nun A, B zwei Teilmengen des R%. Zeige:
(i) xanB = X4 XB (2 Punkte)
(i) xauB + xanB = Xxa + XB (2 Punkte)
(c) Es seien f,g:R? — R zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch
f+9:RESR z— f(z)+g(x) wnd f-g:R*=R, 2z f(z)-g(z)
Treppenfunktionen sind. (2 Bonuspunkte)

Losung.

(a) (i) Man mache sich zunéchst klar, dass der Schnitt zweier Intervalle von R wieder ein
Intervall ist. Z.B. gilt fiir abgeschlossene Intervalle (mit a < b, ¢ < d).
b fallse<a<b<d,
[e,d] fallsa<c<d<b,
la,b] Ve, d] = 1 [a,d] fallsc<a<d<b,

[e,b]  fallsa<c<b<d,

0 sonst .



Fiir (halb-)offene Intervalle analog.
Betrachte nun die zwei Quader Q,, = I;,1 X ... X I, g fiir n € {1,2}. Dann gilt

Q1QQ2=(1171><...><Il7d)ﬂ(I271X...ng,d)
:{(1'1,...,1‘d) ERd ‘ T; Efl’j}ﬂ{(l‘l,...,l'd) GRd | xj GIQJ'}
{

(1‘1, .. .,.%'d) S Rd ‘ T; € Il,j N 127]‘}

= (1171 mIQJ) X ... X (Il,dmIQ,d>

Da I jN Iy  fiir j = 1...d nach dem Vorangegangenen Intervalle sind ist Q1 N Q2 ein
Quader.

(ii) Das ist im Allgemeinen nicht so. Z.B. ist fiir d = 2 sowohl @ := [0, 2] x [0, 2] als auch
Q2 :=[1,3] x [1, 3] ein Quader, aber Q1 U Q2 ist offenbar kein Quader:

(1,3) (3,3)

(0,2) Q2

(2,2)
(1,1)

Ql (3,1)

(0,0) (2,0)

(b) (i) Sei x € R vorgegeben. Es gibt vier unterschiedliche Félle:
1. Fall: x € A,z € B. Dann ist x € AN B und deshalb

xang(z) =1=1-1=xa(z) - xn(z).
2. Fall: x € A,z ¢ B. Dann ist
Xang(z) =0=1-0=xa(z) xp().

3. Fall: z ¢ A,z € B. Analog zu Fall 2.
4. Fall: x € A,x ¢ B. Dann ist

XanB(x) =0=0-0= xa(x) - xB(x).

(ii) Sei x € R? vorgeben. Dann betrachten wir wieder die vier Fille:

1. Fall: x € A,z € B. Dann ist
xa(@) +x(z) — xa(@)xp(x) =14+1—-1-1=1= xaun(x).
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2. Fall: x € A,x ¢ B. Dann ist

xa(z)+xs(x) — xal@)xp(x) =14+0—-1-0=1= yaun(z).
3. Fall: x ¢ A,x € B. Analog zu Fall 2.
4. Fall: x € A,x ¢ B. Dann ist

xa(x) +xs(x) = xa@)xp(r) =0+0-0-0=0= xaup(z).

(c) Sei etwa f = Zleai - xg;, und g = Z§:1bj " Xg, mit a1,...,a5,b1,...,bp € R und
Q1,--.,Qk, @1, ey @g endliche Quader in R%. Dann ist

k 1
FHg=) ai-xo+) bixg,
i—1 j=1

eine endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen endlicher Quader, d.h.

eine Treppenfunktion. Auflerdem gilt

k£

. ' E ¢
frg= <Z a; - x@) 20t xg, | =200 by xe xg, = 0D cixgng,
i=1 j=1 = =17=1

i=1j=1 27

Da nach (a)(i) gilt, dass @; N @j jeweils wieder ein Quader ist, folgt aus dieser Darstellung,

dass auch f - g eine Treppenfunktion ist.

32. Nullmengen.

(a) Die Teilmenge
H:={(zx1,...,z,) € R" | 2, =0}

des R™ heiflt eine Hyperebene. Sei € > 0 beliebig. Betrachten Sie die offenen Quader
Qr = (—k, k) x -+ X (=k, k) X (—ax, a)

mit ay, := £27F"1(2k)7"*! fiir jedes k € N . Zeige, dass H eine Nullmenge ist.

(2 Punkte)
(b) Sei f:R" ! — R eine stetige Funktion und deren Graph sei gegeben durch
G(f) = {(z, f(2)) | + eR" '} CR".
Zeige, dass G(f) eine Nullmenge ist. (4 Punkte)

Tipp: Begriinde zunéchst, warum es ausreicht, die Funktion f auf einem kompakten Quader
Q C R"! mit Kantenliinge 1 zu betrachten, d.h. |a; —b;| =1 firi =1,...,n — 1. Um zu
zeigen, dass G(f)|q eine Nullmenge ist zerlege man diesen Quader in endlich viele Teilquader

Qk, auf denen man die Schwankung sup, ,cq, |f(z) — f(y)| kontrollieren kann.
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Loésung.

(a) Seie > 0 beliebig gegeben. Fiir jedes k € N definieren wir einen offenen Quader

Qr = (—k, k) x -+ x (=k, k) X (—a, ax)

mit
€

Ak T ok HI(gg)n—1

Offenbar ist dann H C J,~; Q und

;N(Qk) = ;(%)" 72“1 AL ]; = < Z k) e2-1) =

Somit ist H also eine Nullmenge.

(b) Es geniigt, die Funktion f auf einem kompakten Quader @ C R"~! mit der Kantenlinge 1
zu betrachten, da R"~! mit abzihlbar vielen solcher Quader iiberdeckt werden kann. Wir

zeigen also, dass die Menge

G(flg:={(z,f(z)) | € Q CR"'}

eine Nullmenge ist. Die Behauptung ergibt sich dann daraus, dass eine abzahlbare Vereini-
gung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist.

Da f auf @ gleichméBig stetig ist gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit |f(x) — f(y)| < € fir
alle 2,y € Q mit ||z — ylloo < 6. Wir wihlen nun eine natiirliche Zahl k > 2 und zerlegen Q
durch dquidistante Einteilung der Kanten in k"' Teilwiirfel mit Seltenlange . Zu Jedem
dieser Teilwiirfel bestimme man einen offenen “Oberwiirfel” mit Kantenlinge kleiner 2 % und
grofler %

Gemif der Wahl von k ist[|z — y[o < 2 < 6 und damit die Schwankung max |f(z) — f(y)|
auf diesem offenen Oberwiirfel kleiner als . Der Graph von f|g wird daher von k"'
offenen Quadern mit dem Volumen kleiner (%)n_l e iberdeckt (dieses Volumen ergibt sich
aus der maximalen Flache (%)nfl des Teilwiirfels im R™~! mal der Hohe ¢). Somit haben
wir eine Uberdeckung des Graphen von f iiber dem Quader @ mit endlich vielen offenen

Quadern, deren Volumen sich zusammen abschétzen lassen durch

n—1
gt (Z) e=2""1l¢

Da € > 0 beliebig gewahlt war, folgt hieraus die Behauptung.

33. Lesbegue-integrable Funktionen.



(a) Zeige, dass die Funktion

P ROR o0 3 fallsz € [0,2]N(R\Q),

0 sonst

Lesbegue-integrabel (Kapitel 12), aber auf dem Intervall [0, 2] nicht Riemann-integrabel
(Kapitel 8) ist und berechne | fdp im Sinne der Lesbegueschen Theorie.
(2 Punkte + 2 Bonuspunkte + 1 Punkt)

(b) Zeige, dass die Funktion

iR SR 2o n fallsxe((nH) i,] fir n € N,
0 sonst
Lesbegue-integrabel ist. (2 Punkte)
(¢) Berechne [ gdp fiir die Funktion g aus (b). (2 Bonuspunkte)

[Tipp: Man benutze die Reihendarstellung von e.]

Losung.

(a) Fir z € R\ Q gilt f(x) =3 xjo2(z). Da Q abzéhlbar und daher eine Nullmenge ist, ist
[ fast {iberall gleich der Treppenfunktion 3 - x|g . Daher ist f Lesbegue-integrabel (wihle
fn =3 Xjo,2) und gp := 0 fiir alle n in der Definition 12.13) mit

[ fdn= [ 3 xpmdn=3-u0.2) =32 =0

Andererseits gilt fiir jede Partition p von [0, 2], etwa p gegeben duch 0 = zp < 1 < ... <

T, = 2, dass
inf{f(x) | z € [xi—1,2;]} =0 und sup{f(z) | = € [zi—1,2]} =3,

denn sowohl (R\ Q)N [z;—1,x;] als auch QN [z;—1, x;] liegen dicht in [x;_1, z;]. Daher gilt fir
die Riemannsche Unter- bzw. Obersumme von f bzgl. p, dass s(p, f) =0 bzw. S(p, f) =6
(vgl. Abschnitt 8.1). Mit dem Kriterium von Darboux (Satz 8.7) folgt, dass f auf [0, 2]

nicht Riemann-integrierbar ist.

(b) Fiur n € N sei gp, :== > 4, k- X( L 1]. Dann ist g, eine Treppenfunktion und es gilt

(kD) &!

jeweils gny1 — gn = (n + 1)X< ! - >0,also g1 <g2a<g3<....
CESIRN s

AuBlerdem ist die Folge ( [ gndp)nen beschrankt, denn

n

1 B k+1) -1 K
/g"d“ Zk <| (k+1 )>_;k' k+1)! 2= (k+1)

— (
kk+1) < 1 kg R | . &)
_'_
=3 2 <Y 2 —exp(l) R
e+ 1) Z(k:—l)! HS g ew)e
k=1 k=0 k=0

.. 1 1 1 _
Fir z € ((n+1)"n':| gilt gz(x) = g(x) fir alle n > n und fir x ER\UneN<n+1)nnu] -

R\ (0,1] gilt gn(z) = 0 = g(z) fiir alle n € N. Dies zeigt, dass g, fast iiberall (sogar iiberall)
gegen g konvergiert, und deshalb ist g Lesbegue-integrabel.
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zu (%): Alternativ zu dieser Abschitzung kann man auch die Konvergenz von ) (kk‘TZl), in R

mittels Quotientenkriterium nachweisen.

(c) Mit den Bezeichnungen aus (b) gilt

KE+1) k41 |
((k+1) (k+1)!+(k+1)!>

1 1 1
(k—l)!_m+(k+1)!>



