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6. Ubung

18. Kritische Punkte, Gradient, Rotation und Divergenz.
(a) Berechne die Richtungsableitung der Funktion

f:R3 SR, (z,y,2) — 2> + e¥sinz

an der Stelle g = (1,log 3, §) in Richtung v = (3, —2,6). (3 Punkte)

(b) Berechne den Gradienten und bestimme alle kritischen Punkte der folgenden Abbildungen:
(i) f:R? =R, (z,y) — 225 + 2 + 52 + o> (8 Punkte)

(ii) g:R? > R, (z,y) — y sin(z) (8 Punkte)
(iii) h:R3 = R, (z,y,2) — ot + 2y + 222 + a2 (8 Punkte)

(c) Berechne die Rotation und die Divergenz des Vektorfelds
fR3 = RS (z,y,2) — (22,92, x2) . (2+2 Punkte)
Losung.
(a) Fiir t € R ist
F(zo + tvg) = f(l + 3t,log(3) — 2t, g + 6t) = (14 3t)3 + elos® 2 gip (g + 6t)
= (3t + 1) + 3¢ % sin (g + 6t> = g(t)
und daher ist die gesuchte Richtungsableitung

4(0) = (3(3t +1)2-3 4 3(—2)e Hsin (g + Gt) + 3¢ cos (g + Gt) 6)

t=0
23-(0+1)2-3—6608in<g> —|—1860008<g) —9-3V/3+9=18-3V3

=/3/2 =1/2

[Natiirlich kann man auch f’(xg)v mittels Jacobi-Matrix ausrechnen.|

(b) (i) Vi(z,y) = (gi %) — (622 + y2 + 10z, 22y + 2y)

(z,y) kritischer Punkt von f <
Vf(z,y) =0 < 622 +y* + 10z = 0 und 2zy + 2y = 0.

2y(x+1)=0 & z=—1oder y = 0.
Aus y = 0 folgt 622 + 102 =0 < 6:U(:U+g) =0, also z =0 oder x = —
Aus z = —1 folgt y? =4, also y = +2.
Also ist die Menge der kritischen Punkte von f gleich {(0,0), (—2,0), (—1,2), (=1, -2)}.
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(i) Vg(z,y) = (5 5) = (v - cos(x),sin(@)).
(z,y) kritischer Punkt von g <

Vg(z,y) =0 < y-cos(z) =0 und sin(z) = 0.

y-cos(r) =0 < y=0oderz € {§+kr | kcZ}

(fiir diese x ist jedoch % = sin(z) # 0).

sin(z) =0 fir x € {kn | k € Z}.

Also ist die Menge der kritischen Punkte von g gleich {(kn,0) € R? | k € Z}.
(iii) Vh(z,y,2) = (%Z? %Z’ g—];) = (423 4 42,4y, 42 + 4x).

(z,y, z) kritische Punkte von h <

Vhiz,y,2) =0<=2°+2=0, y=0, 2= —=z.
(1) (2) ®3)

Aus (2) erhilt man y = 0. Indem man (3) in (1) einsetzt, erhilt man x(x? — 1) = 0.

Hieraus folgt x = 0 oder x = +1.

Aus (3) ergibt sich, dass z =0 flir x =0,z = -1 firz =1 und z = 1 fiir z = —1.

Also ist die Menge der kritischen Punkte von h gleich {(0,0,0),(1,0,—-1),(—1,0,1)}.
(C) I'Ot(f) = VXf = (%_%7%_%>%_%> = (0_y2a0_270_x2) = (_yzv_za _x2)>

div(f)=V - f= %+%—J;2+%ij:2xy+2yz+x.

19. Mehr Rechenregeln fiir die Ableitung.

Wir betrachten den R™ mit dem Skalarprodukt = -y = >, Y, und der hiervon induzierten
Norm ||z|| = /z -z = /> p_; #2. Wir nennen e; = (0,...,0,1,0,...,0) der k-te Standardein-
heitsvektor des R".

(a) Zeige, dass 2% = e. (1 Punkt)

oxy,

(b) Seien f,g : R®™ — R™ differenzierbar. Zeige, dass die Ableitung von f-g¢g : R" — R, der
durch z — f(x) - g(z) definiert,

s 99 Of

ist. (2 Punkte)
(c) Sei die Abbildung
fR" >R,z ||z
gegeben. Zeige, dass Vf(z) = ﬁ fir x € R™\ {0} und begrinde, warum f an x = 0 in
keine Richtung v € R™\ {0} differenzierbar ist. (2 Punkte + 2 Bonuspunkte)



(d) Sei nun die Abbildung

gegeben. Zeige, dass fiir die k-te partielle Ableitung von h an einer Stelle x € R™\ {0} gilt,

dass

oh (z) 1 . .
)= —ep —
Oy [l [l]]®
(2 Punkte)
(e) Folgere aus (ii), dass h differenzierbar ist und dass fiir z € R™ \ {0} sowie v € R™ gilt
1 T-v

W(z)v=—v— "=z

el =l

Dabei bedeutet der Ausdruck h'(x)v die Anwendung der linearen Abbildung
B (z): R™ — R™ auf den Richtungsvektor v. (8 Bonuspunkte)

Losung.

(a) Die Funktion f(x) = z ist in Komponenten f(z) = (z1,x2,...,2y). Also

dx  (0Ox1 Oxy 0z,
8xk N

=(0,0,...,1,...0) = eg.
8.’Ek7a$k’ 781};) (7 ) s Ly ) €L

(b) Scien f(z) = (f1(z), ..., fa(z)) und g(z) = (g1(2), ..., gn(2)). Alsoist f-g(z) = f1(2)g1(2)+
o (@) gn(z) = 2?21 fj(x)g;(z). Nach Linearitdt und der normale Leibnizregel folgt

0g; 8f‘
axk Za iai) = Z[fj ] c%cig]}

0 0 0
Z f] Zfﬂ g]_aaz g+ 87xgk

(c) Firx #0 ist firi € {1,...,n}

ol = [ a3 o = = -
1o Y e I A .|
und somit fiir z # 0
1 x
E N -
V||z|| = (M,..., M) = Tl (:rlxn> = o
ODER: Schreibe f(x) = (x - z)'/2. Mit der Kettenregel, (a) und (b)

af 1 12 9 1 ~1/2 1 120, _ “1/2
Dy 2(&0 x)” T (z-x) = 2(:E33) (ep-x+z-ep) = 5(:593) 2z, = (z-x) Tk

Um zu zeigen, dass f in = 0 nicht differenzierbar ist benutzen wir, dass |t| in ¢t = 0 nicht
differenzierbar ist (vgl. Bsp. 7.4(i)) und daher auch

d
18 Jz1)le=o

d d
g0+ tzlle=o = — (ltzlDl=o0 = —(

konst

nicht. Also existiert keine Richtungsableitung von f an der Stelle x = 0.
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(d) In Komponenten hj(z) = z;||z||~t. Fiir j # k ist natiirlich z; unabhéngig von z; und
daher

; 0
8711 = ; (—1)|z] aTckaH = x; (1) ||| 7 axl|zl| 7" = —wpay)|z]

Aber fiir j = k miissen wir die Quotientregel benutzen:

Ohy (LMol —mofy 1 o
dxy, (|2 lzll (=]
Somit ergibt sich
~ el 0 ~ el
8h . .
oh ou, (7) : :
I — : — | 1 _ z N _ Tk
il I Tl ~ Tl %k el | | ~TeEe
oh
T ()
fals n 0 falls ¥n
0 T
1 1 Tr ' 1
= T | = € — 72T
[|z]] ]3] (||| |||
0 Tn,

(e) Ist v = (vi,...,vn) = D> p_q Uk, so gilt

n n 1 .
b (z)v = b (x vper | = v - B (z)ex, = vp— () = Vi < ac>
(Z )= Z s 2 \ el Tl
v-x
VE€r — VT T €
~ [ Z | ||3 Z ~ || <|x||3>

= =U-T




