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13. ﬂbung

42. Integralberechnung mit der Jacobischen Transformationsformel.

()

(b)

(c)

(d)

Es sei A das rautenformige Gebiet, welches durch die Geraden = + 2y = 2, x — 2y = 2,
T+ 2y = —2 und z — 2y = —2 berandet wird.

(i) Finde Koordinaten u,v so dass es eine lineare Abbildung ® : R? — R2, (u,v) ~ (z,y)
gibt, so dass A’ = ®7![A] ein Quadrat der Seitenlinge 4 ist. Driicke (z,y) mit Hilfe

der Koordinaten (u,v) aus. (2 Punkte)
(ii) Benutze diese Koordinaten, um [(3z + 6y)? du zu berechnen. (2 Punkte)
A
Es sei

B:={(z,y) eR?|z,y>0und z +y <3}.

Berechne [ exp (zjr—i) dp mit Hilfe der Transformationsformel. (4 Punkte)

Gegeben seien die Parabeln Py : y = 22, Py: y = 222, Py: v = 9%, Py : o = 3y? fiir 2,y > 0.
Wir betrachten die Flache C' zwischen den Stiicken von P; und Ps, die jeweils Schnittpunkte
mit P3 und P4 haben und den Stiicken von P53 und Pj, die jeweils Schnittpunkte mit P;
und P, haben.

Skizziere die Fliche C' im R? und berechne deren Flicheninhalt 1(C) = [ x¢ dp mit Hilfe

der Jacobischen Transformationsformel. (4 Punkte)

Tipp: Beachte, dass auf den Réndern von C gilt, dass entweder $% oder ;—2 konstant ist

und dass es ausreicht die inverse Transformation ®~!(x,y) zu kennen, um det(®(u,v)) zu

bestimmen.

Es sei D das durch die Ellipsen 922 + y? = 9 und 922 + 32 = 81 sowie die Geraden y = —x

und y = 0 eingeschlossene Gebiet im zweiten Quadranten der zy-Ebene.

(i) Bestimme das Gebiet D’ der rp-Ebene, in das D unter der Koordinatentransformation

x =r-cos(p), y = 3r-sin(yp) tibergeht. (1 Punkt)

(i) Skizziere D in der xy-Ebene sowie D’ in der rp-Ebene. (1 Bonuspunkt)
(iii) Berechne die Jacobi-Matrix der Abbildung

®:R* = R2 (r,0) = (2,9) = (r - cos(p), 3r - sin(p)) ,

die zu der Transformation aus (i) gehort, sowie ihre Determinante. (1 Punkt)

(iv) Berechne mit Hilfe von (i)—(iii) das Integral

/D 9352:673_% dp . (2 Bonuspunkte)

Tipp: Der Wert sin (arctan (—%)) = _\/% konnte niitzlich sein.

Losung,.



(a)

(i) Wir wollen das Gebiet A in ein Quadrat transformieren. Indem man sich die Rénder

des Gebiets A anschaut, erkennt man die Koordinatentransformation
(I) u =242y und (II) v = = — 2y.

Mit dieser Wahl ist uw = 2 4+ 2y € [—2,2] und v = z — 2y € [-2,2] auf A’. Um dies
einzusehen, driicken wir die Koordinaten der (z,y)-Ebene durch die Koordinaten (u, v)
aus:

(I)+(I1) ergibt = = 3 (u +v) und (I)-(II) y = %(u — v).

Betrachte

®:R? - R? (u,v) — <u—2i-v’u;v> = (z,y).

v

Die Abbildung & ist offenbar linear mit ®(u,v) = M (%) und M = <

i 1o

1 %)

11
32 > Es ist
4
det(M) = - (—3) — 35 =—1 #0, also ist ® bijektiv. Weiter gilt M~ = (
und daher A = ®[A’] mit
s,t €0, 1]}

A =071A] = {M‘l ( 0 ) +sM! <2> +tM! <_2>
-2 4 0
- {( ) ) + s <0> +t (_4) s,t € [0,1]} =[-2,2] x [-2,2].

u=—2

Figure 1: *
Links A, rechts A’ = ®~1[A].

(ii) Die Funktion ® bildet (A")° stetig differenzierbar und bijektiv auf A° ab und fiir (u,v) €

(A")° gilt
det ®'(u,v) = det M # 0.

Daher sind die Voraussetzungen der Transformationsformel erfiillt und es gilt mit



fx,y) = (3x + 6y)*:

/fdu:/(focp).w duzi/(i(u+v)+i(u—v)>2 du
A

Al _1 w
! =(3u)?
2 2 9
— 2 4y — 9 2y du — ) 12 |
_Z (% H—Z uw dvdu = - [uv]v—,g u
Al u=—2v=— u——9
2 2
u=-2 u=—2

(b) Benutze die Substitution u =y + 2, v =y — z, d.h. = 3(u—v), y = 3(u+ v). Damit ist

1 -1
. mit M ::1 .
Yy 2\1 1

el

B R2 - R?, (u,v) > <;(u—v),;(u—|—v)) —M (“)

Figure 2: *
Links B, rechts B’ = ®~1[B].

Dann ist

det(M):%(l-l—l-(—l)):%;éO

und somit ist die lineare Abbildung ® bijektiv. Aus den B definierenden Ungleichungen

ergibt sich fir v und v

>0 & F(u—v)>0&0<u

1

& |v] <wu (insbes. u>0) & —u<v<u
y>0 & s(u+tv)>0s0v>—u

r+y<3 s ul3.
Also ist ®[B'] = B mit
B ={(u,v) eR* | 0<u<3, —u<v<u}.
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Die Menge B’ wird durch ® bijektiv und stetig differenzierbar auf B abgebildet und es
gilt det ®'(u,v) = det M = % # 0 fiir (u,v) € B'. Somit sind die Voraussetzungen der
Jacobischen Transformationsformel erfiillt und mit dieser gilt fiir f(z,y) = exp (ﬂ)

y+x/°
/fduz/(fo@)-|det<l>'| duzi/f(é(u—v),;(u—l—v)) du:;/exp(Z) dp
B B’ :% B’ B
3w 3
—;/ / exp (—) dvdu—;/ [u-exp(aﬂzz_u du
u=0v=—u u=0

2
(c) Setze u = % und v = £ & 22 = uy und 32 = vz. Setzt man dies ineinander ein, so erhilt
man = = vu2v und y = vVuw?. Betrachte also

2 2
3L Rt xRt 5 R%, (z,y) — <$ y)
Yy X

Die Funktion ®~! ist bijektiv (wegen der Aquivalenzen in obiger Rechnung) und stetig

differenzierbar, also ist auch ® bijektiv und stetig differenzierbar. Auflerdem ist die Jacobi-

Matrix von &1
T
—1\/ _

z2 T

und somit gilt fiir alle (z,y) € RT x R

_ 20 2y  x* vy
det(@ Y (z,y)=—= - = - . =4-1=3+#0.
@ Ywy="" -

Also ist auch det(®'(u,v)) = m =1 #0und ®7'[C] = C’, wobei

1 1
c’:{(u,v)eRQ\QSugl,3§v§1}.

Nach der Transformationsformel ergibt sich daher

1 1
M(C):/Xcdu:/ldu:/(loq))-|det<I>'| d,u:/3 d,uzg/ /1dvdu

C bl 2 1
1 1 1
1 1 (2 2 2 1\ 1
:/[]1_du: /dUZ/ldu: 1--)=2
3 U5 3J 3 9 9 2] "9
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Figure 3: *
Links C, rechts C' = ®~1[C].

(d) (i) Es gilt

i 1

0<y<—z & 0<3rsin(p) <r(—cos(p)) & 0< _(S:;I;((z)) < 3
>0 ~—
=—tan(p)

1 z,
< 0> tan(p) > —3 <p€<[é7r] 0> tan(p — ) > —

1 1
& arctan(0) > ¢ — 7w > arctan (—3) & 7> > 7+ arctan <—3> .
und

9<922+12 <81 & 9<9(rcos(p))? + (3rsin(p))? < 81

& 9<9? <8l & 1<r<3.

Also ist

1
D/:{(r790)€R2‘1§7‘§3,7r+arctan<—3> gwgﬂ}

e (1) .

(ii) Fir die gesuchten Gebiete ergibt sich

(iii) Die Jacobi-Matrix ist
@l(’l", (,0) _ COS(SO) -r Sln(@)
3sin(p) 3rcos(y)

und somit

det ®'(r, p) = cos(ip) - 3r cos(p) — (—rsin(yp) - 3sin(p)) = 37’(0082(90) + sin2(<p)) = 3r.
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¢ = arctan (7%)
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Figure 4: *
Links D, rechts D' = ®~1[D].

(iv) Mit f(z,y) := ﬁ gilt

) 7 cos(p) - 3rsin
/f dp = /(f °®) - [det | dp = /37" 9(r COS(QO(;;; + (3r 51(:10()90))2 d
D D’ b

= / rcos(p) sin(p) dp = /O /3 rcos(p) sin(p) dr de

D’ go:arctan(f%) r=1
0 1 3 0
= / [27“2] -cos(p) sin(p) dp =2 / 2 cos(p) sin(y) dy
r=1
<p:arctan(—%) :%T_’%T:; <p:arctan(—%)

Zu sin (arctan (—%)) Sei v = arctan (—l). Dann ist

3
1 9 sin?(a) sin?(a) .9 1 1.,
— =t = — [
g " (@) cos?(a) 1 —sin?(a) & sin(a) 9 g™ (@)
1 1
& 10sin’(a) =1 & sin®(a) = — =  sin(a) = ———.
(@) (@) =15 aeiTrg 0@ i

43. Polarkoordinaten.

(a) Es sei R € (0,00], Br := {(v,y) € R?|2? + y* < R?} die abgeschlossene Kreisscheibe
vom Radius R um Null in R? und f € L'(Bg) eine auf Bg beschrinkte Funktion, deren
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Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bilden. Zeige, dass dann gilt:
fdu= / / (r cos(p), r sin(p)) dedr .
BR —T

Diese Formel beschreibt die sogenannte Integration in Polarkoordinaten. (3 Punkte)
Tipp: Sei O := Bp \ ((~00,0] x {0} U {(z,y) € R?*|22 +3?> = R?}) und U :=
(0,R) x (—m,m) sowie ® : U — O, (r,¢) — (r cos(p),r sin(yp)). Man zeige, dass in
dieser Situation die Voraussetzungen der Jacobischen Transformationsformel (Satz 12.33)
erfiillt sind. Warum gilt fBR fdu= [, fdu?
(b) Es sei
fiR? SR, (z,y) — exp(—(a® + 7)) .

Zeige, dass f € L*(R?) ist und berechne [go fdp. (8 Punkte)
Tipp: Verwende Aufgabenteil (a) und betrachte zunéchst f - xp.

(c) Verwende das Ergebnis von (b), um zu zeigen, dass

/OO exp(—z?)dz = /7

—0o0

gilt. (2 Bonuspunkte)
Losung.
(a) Sei
O := B\ ((-0,0] x {0} U{(z,y) € R? | 2> +y* = R*}) und U := (0, R) x (—m,m).

Dann sind O und U offene Teilmengen von R? und es gilt O C Br und Bpg \ O ist eine

Nullmenge in R?. Deshalb ist
[rau=[ran
Br 9)

.U =0, (r,p)— (rcos(p),rsin(p))

Die Abbildung

bildet nach den bekannten Aussagen iiber die Polardarstellung komplexer Zahlen tatsachlich
U bijektiv auf O ab. Die Funktion ® ist offensichtlich stetig differenzierbar und fiir (r, ) € U
wird ®'(r, ¢) durch die Matrix

(1, 0) = (cos(go) —rsin(cp))

sin(p)  rcos(p)
beschrieben. Daher gilt

det ®'(r, @) = cos(¢p) - (rcos(p)) — sin(y) - (—rsin(p)) = r(cos?(p) + sin®(p)) = r # 0.

Also sind die Voraussetzungen der Transformationsformel (Satz 12.33) erfiillt. Nach dieser

gilt

R
/fd,u:/fd,u:/ o®d)- |det<I>'|d,u—/ / (rcos(p),rsin(p))dedr.
——

r=0p=—m7



(b) Sei zunéchst R > 0 fest. Dann ist Bg eine messbare, beschrénkte Menge und f - x g, eine
beschriinkte, auf Bp stetige Funktion. Daher ist f - x5, € L'(R?) und

s

R
O</f XBRd,U—/ / r - f(rcos(p),rsin(e dgpdr—/ / r-exp(— 2)dcpdr
=0 p=

r=0p=—m r =—
B R
2 1 2
=2 [ r-exp(—r’)dr =2m- |—<exp (—r’)| =n(l—-exp(—R)) <.
<

Fiir n € N sei nun f,, := f - xp,_, € L'(R?). Dann ist (f,)nen eine monoton wachsende
Folge von L'-Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert und ([ f,, du) ist (durch )
beschriinkt. Nach dem Satz von Beppo Levi ist daher f € L'(R?) und

/f dp = nlggo/fn dp = nlgrolo 7(1 — exp(—n?)) = .
R2 R?

(c) Es gilt
oo 2 o0 [ee]
/ exp(—x?) dz | = / exp(—z?) dz | - / exp(—y?) dy
—00 T=—00 y=—00

- / / exp(—y2) exp(—22) dy dz

T=—00 Yy=—00

/ / exp y+m dydx—/fdu—w

T=—00 Yy=—00 =f(zy)

und deshalb [%_exp(—2?) dz = /7.

44. Divergenzsatz

Es seien Q = [—1,1] x [-1,1] x [0,1] C R? und F(z,y, 2) = (z%y, y*z, 23).

(a) Berechne V- F und [,V - F. (2 Punkte)
(b) S1:=[-1,1] x [-1,1] x {0} C 0Q ist eine Oberflache des Wiirfels Q. Ist Ny := (0,0, —1)

auf S eine auflere oder innere Normale? (1 Punkt)
(c) Berechne faQF -N do. (2 Punkte)
(d) Sind die Integrale gleich? Gilt Satz 12.40? Was kann man sagen? (2 Bonuspunkte)
Losung.



9 9 o 9 3y _ 2
V-F= (%( y)—i—ay(y at)+az(z)f2xy+2yx+3z

= dxy + 322

1 1 1 1 1 =1
/V-F:/ / / 4oy + 322 da:dydz:/ / 222y + 3x2° dydz
Q 0o J-1J-1 0o J-1 r=-1

1 1 1 y=1

:/ / 62> dydz:/ 6yz2‘ dz

0 J-1 0 y=-1

1

—/ 1222 dz = 4.

0

(b) S; ist der Boden des Wiirfels, also N; ist die dufiere Normale.
(c) Auf Sy ist z=0:

1,1 1,1
/ F'(0,0,—l)da:/ / —zgda:dy:/ / 0dxdy =0.
51 -1J-1 —1J-1

Ahnlich
Sy :=[=1,1] x [-1,1] x {1} Ny = (0,0,1)
/52 (0,0,1) da—//zdmdy—//ldxdy—
Ss:=[~1,1] x {~1} x [0,1] N3 = (0, -1,0)
/53 0, da_// —ay da:dz—// o dwds =0
Sy:=[=1,1] x {1} x [0,1] Ny = (0,1,0)
S4F (0,1,0) da—//acy dxdz—//:rdxdz—o
S5 := {—1} x [=1,1] x [0,1] N5 = (—1,0,0)
/ (=1,0,0) do_// —a:ydydz—// —ydydz =0
S6 := {1} x [-1,1] x [0,1] Ne = (1,0,0)

1,1 1,1
/F-(l,0,0)d(;’:/ / zdeydz:/ / ydydz=0
Se 0 —1 0 —1
/ F-Nda—/F-N1d0+/ F-Ngda—i—/ F.Ngdo—i—/ F-Nydo
oQ S1 Sa S3 Sy

+/ FN5dO'—|-/ F - Ngdo=4.
55 56

(d) Die Integrale sind gleich, aber wir konnen nicht Satz 12.40 direkt benutzen, weil Q) keine
Untermannigfaltigkeit ist. Die Punkte, in den 0Q) keine Untermannigfaltigkeit ist, sind die
Kanten des Wiirfels, und sie haben kein 2-Maf. Deshalb gibt es eine generellere Version

von dem Divergenzsatz als Satz 12.40.
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