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3. Ijbung

8. Entweder oder, und, keins von beidem.

(a) Man untersuche, ob die folgenden Teilmengen von R? offen oder abgeschlossen sind:

(i) My :={(z,y) eR? | 2t +y* <1} (2 Punkte)
(i) My:={(Z%,2) eR?|neN}. (2 Punkt)
(iii) M3 :={(0,0)} U My. (1 Punkte)
(b) Es sei nun (X, d) ein metrischer Raum und fi,..., f, : X — R stetige Funktionen.
(i) Zeige: {z € X | fi(x)=...= fno(x) =0} ist abgeschlossen in X. (3 Punkte)
(i) Zeige: {x € X | fi(x) > 0,..., fu(x) >0} ist offen in X. (3 Punkte)
(c) Man belege durch ein Beispiel, dass die Aussage aus (b)(ii) falsch wird, wenn man unendlich
viele stetige Funktionen fi, fa, f3,... : X — R betrachtet. Wie steht es mit der Aussage
aus (b)(i)? (2 Bonuspunkte)
Losung.

(8) () My = B(0,0),1) in B brgl |[e,y)ll = (2 +y*)/%, denn
(' +yH =1« («* +y4)1/4 =1.

Daher ist M; abgeschlossen und nicht offen in R? bzgl. || - |4+ (und daher bzgl. jeder
Norm).

(ii) Ms> ist nicht offen, denn z.B. zu (1,1) € M» existiert bzgl. |- ||~ sogar kein (z,y) € M»
mit 0 < d((z,y), (1,1)) < & . Also existiert kein ¢ > 0 mit B((1,1),e) C Mo.
Mj ist auch nicht abgeschlossen in R?, denn fiir alle n € N gilt (%, n%) € My, aber
limy, o0 (2, #) = (0,0) & My (vgl. Aufgabe 1.2(a)).

(iii) M3 ist nicht offen, fiir das gleiche Grund als M.
Ms ist abgeschlossen, denn A = {0} U{n"2 |n € N} und B = {0} U{n~! | n € N} sind
in R abgeschlossen und M3z = (A x R) N (R x B).

(b) (i) Fiir k € {1,...,n}ist {z € X | fx(z) = 0} = f, '[{0}] abgeschlossen in X. Denn fy ist

stetig und {0} ist abgeschlossen (vgl. Korollar 9.31). Daher ist

{reX | filz)=...=falx) =0} = () f; '[{O}]
k=1

als Schnitt in X abgeschlossener Mengen abgeschlossen in X.
(ii) Fiir k € {1,...,n}ist {z € X | fy(x) > 0} = £, *[(0,00)] offen in X. Denn f; ist stetig
und (0, 00) ist offen. Daher ist

{reX | filz)>0,..., falz) >0} =[] £ '1(0,00)]
k=1
als endlicher Schnitt in X offener Mengen wieder offen in X.
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(c) Sei X :=R und fiir n € N sei f,(z) := 2+ 1. Offenbar ist f, : R — R stetig und es gilt
{z €R| fu(z) >0} = (— %, 00) (offen in R), jedoch ist

{z R fi(z) >0, falz) > 0,..} = [ (—%,oo>:[0,oo)

neN

nicht offen in R. (Der Schnitt unendlich vieler offener Mengen ist i. Allg. nicht offen.)
Teil (b)(i) bleibt richtig, weil auch der Schnitt unendlich vieler abgeschlossener Mengen

abgeschlossen ist.

offen abgeschlossen
endlich Vereinigung, immer offen immer abgeschlossen
endlich Schnitt
unendlich Vereinigung [ J immer offen kann abgeschlossen sein:
U [O,TL] = [0’ OO)
neN
aber muss nicht:
U " 1] = (0,1]
neN
Ul 1-n"1=(0,1)
neN
unendlich Schnitt kann offen sein: immer abgeschlossen
ﬂ (0777’) = (07 1)
neN
aber muss nicht:
ﬂ (_n71> 1) = [Oa 1)
neN
ﬂ (_n_la 1+ n_l) = [07 1]
neN

9. Stetigkeit steckt in den Komponenten.

Sei n,m € N. Wir betrachten in dieser Aufgabe den K" und den K™ jeweils mit der von einer
Norm induzierten Metrik. Die Wahl der Norm ist dabei fiir die folgenden Stetigkeitsuntersuchun-

gen beliebig, weil auf diesen Rdumen nach Satz 9.37 je zwei Normen zueinander aquivalent sind.
(a) Sei k€ {1,...,n}. Zeige, dass die “k-te Projektion” , d.h. die Abbildung
pr, K" = K, (21,...,2,) — x%

Lipschitz-stetig ist. (2 Punkte)
[Tipp: Beim betrachten einer bestimmten Norm auf K" ist diese Aufgabe schnell gelost.]

(b) Sei f: K™ — K" eine Abbildung. Fir k € {1,...,n} sei fy:=pr,o f: K™ — K die “k-te
Komponente” von f. Man definiert oft f durch f(z) = (fi(z),..., fu(z)).

Zeige: f ist genau dann stetig, wenn f fiir alle k € {1,...,n} stetig ist.
[Tipp: Aufgabenteil (a) und Aufgabe 4.] (4 Punkte)



ois falls 2® +y? #0

f:R? >R, (z,y) —
0 fallsx =y =0

Zeige, dass x — f(x,0) und y — f(0,y) Abbildungen in 0 stetig sind, aber dass f nicht in

(0,0) stetig ist. (2 Punkte)
Losung.
(a) Mit der || - ||co-Norm auf K" gilt fir z = (z1,...,2n),y = (Y1,---,Yn) € K™
[pri(@) = pri ()] = lzx — gl < max lzj —yj] = ||z = Ylloo = 1|2 = yfloo.
Also ist pr; Lipschitz-stetig mit L < 1. L = 1 ist optimal, weil fir z = (1,...,1) und
y=1(2,...,2):
|pry(@) —prp(y) =1 =2[ =1 und [lz — yllec = max{|1 - 2[,[1-2[,...,[1 - 2[} = 1.

(b) “=": Da pr; nach (b) L-stetig und somit insbesondere stetig ist, ist wegen Korollar 9.32
mit f auch die Verkniipfung fr = pry of stetig.
“<": (2.B.) Sei (a;)jen eine Folge in K™, die gegen ein a € K™ konvergiert. Da fj, jeweils
nach Voraussetzung stetig ist, konvergiert (fi(a;)); jeweils gegen fi(a) nach Satz 9.30. Mit
Ubungsaufgabe 4 folgt, dass f(a;) = (fi(aj), ..., fa(a;)) gegen (fi(a),..., fu(a)) = f(a)
konvergiert. Also ist f stetig nach Satz 9.30.

(c) Sei g(z) = f(z,0) = % = 0. Die ist natiirlich stetig. Ahnlich ist y — £(0,y) = 0 stetig.
Wihle py, := (zr,yx) = (K71, k71) € R?, so dass limy_so0 pr = (0,0). Dann

1
= 1
2

1.1
for) = fz,yp) = 5~
e

o

Also limy_, f(pi) = 3. Aber f(limpy) = f(0,0) = 0. Daher ist f nicht in (0,0) stetig.

10. Stone-Weierstraf3-Bernstein

Definiere Polynomen auf [0, 1]

b k() = (Z) (1 —z)"*

firn >0und 0 < k < n. zB. b31(x) = 3z(1 — r)? = 3z — 622 4 323. Sie heiBen Bernstein

Polynomen. Sie haben die Eigenschaften:

® > h—obni(x) =1,

* ZZ:O % bn,k(.’L’) =7,



o Yy (@ =5V bys(a) = La(l —2),
L4 bn,k:(x) 2 07

fiir x € [0,1]. Wir wollen eine stetige Funktion f : [0,1] — R approximieren. Sei

)= 321 () bt

Wir bewiesen jetzt, dass f, gleichméfig gegen f konvergiert, d.h. Ve > 03N € N mit |f(z) —
fn(z) fir alle n > N und = € [0,1] (Analysis I Def 5.23). Spiele mit diesem Beispiel https:
//www.desmos.com/calculator/thtttekxwx

Sei € > 0 beliebig.

(a) Warum gilt |f(z) — fa(2)| < Dpo 1f(x) = f(k/n)] bgn(x)? (2 Punkte)
(b) Nach Analysis I Satz 5.22 wissen wir, dass f gleichméfig stetig ist. Es gibt ein 6 > 0, so
dass |z —y| < d = |f(z) — f(y)| < /2. Zeige,

ST @) = flk/n)|brale) < 3.
kilo—E|<s
(2 Punkte)
(c) Bewiese |f(x) — f(k/n)| < 2||f|lco- (1 Punkt)

(d) Erklére jeden Schritt im Folgenden:

D€ R W (:p - k>2 b () < 5*2333(1 —z) <6l

n n
k:|z—§|25 k‘:|$—%\25

(8 Bonuspunkte)

(e) Zusammen wird gezeigt, dass
@)= fal@)l < Y0 @) = f/n)lba(e) + Y 1f(@) = fk/n)] bru(x)
|z—£|<5 k: |x—%\26

+ > 20 lecbra(@)

k:lz—E|>6
n

k:
13
2

IN

I3 _ _
< S 2| flloe 672

fir alle n und = € [0,1]. Wiahle N € N, so dass |f(x) — fn(z)| < € fir alle n > N und
x € [0,1]. (2 Bonuspunkte)

Losung.


https://www.desmos.com/calculator/thtttekxwx
https://www.desmos.com/calculator/thtttekxwx

n

[f (@) = ful@)| = | f(x) -1 = > f(k/n)bn(2)

k=0

= f(x) Z bk,n(x) - Z f(k/n)bk,n(x)
k=0 k=0

= > [£@) = F0k/m) bra(a)

k=0
n

nach Eigenschaft 1

IN

‘f( ) — (k/n)’ bin(x) mit der Dreiecksungleichung
k=0

(b) Weil |z — £| < 5, folgt es, dass | f(z) — f(k/n)| < £/2. Dann

Yoo @ = fk/m) (@) <5 > beale gzb,m =<

lc:|:rf%|<5 k:|zf§\<6

| ™

(c) Das folgt nach der Dreiecksungleichung: |f(z)— f(k/n)| < |f(x)|+|f(k/n)] < || flloo+ || f]loo-
(d) Hier haben wir die Ungleichung von k, dass |z — £| > 4. Also 1 < §~%(z — £)2. Dann folgt

R Y € - N <x—z)2bk,n(x>

kilz—£[>5 k:lz—£[>5

=52 > <:c - Z)Q bin ()

kol |>6
Z <m - > bin(x), weil by, k() nicht negativ ist
k=

1
=62-2(1 —x), nach Eigenschaft 3
n

<62n7!, weil z und (1 — z) kleiner gleich 1 sind.

(e) Wir miissen N wéhlen, so dass fiir alle n > N der zweite Term kleiner als €/2 ist. Bemerke
2Mfled 0t <5 & Alfld e <n

Wenn N > 4[| f|ld 27!, dann stimmt das fiir alle n > N.



