Kapitel 10

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

10.1 Ableitungen von f: X — Y

Definition 10.1. (Ableitung) Seien X undY normierte Vektorriume. Eine Abbildung
f von einer offenen Menge U C X nachY heifst im Punkt xo € U differenzierbar, wenn
es ein A € L(X,Y) gibt, so dass die folgende Abbildung in x stetig ist:

Lf (z) = f(z0)—A(z—z0) || fiir z # 14

U—-R, llz=aoll
0 fiir x = x.

A heifit Ableitung von f bei xg und wird mit f’(xy) oder %(1’0) bezeichnet. Wenn
A und B beide diese Bedingung erfiillen, dann gibt es fiir alle € > 0 ein § > 0 mit

(A = B)(z — zo)ll _ |Gz = 20) = f(2) + flwo)ll | /(=) = f(20) = Bz — o)
[l = o - [l = o [l = ol

fir alle z € B(x,0) \ {zo}. Mit x — 2y = 0y € X fiir 0 < ||y|| < 1 folgt ||(A — B)y| =

M < 2¢||ly|| < 2¢ und ||A — BJ| < 2e. Weil das fiir alle € > 0 gilt, ist A = B.

Satz 10.2. Sei f: U C X — Y in xo € U differenzierbar. Dann ist f in xqy stetig.

Beweis: Wegen f(z) — f(xo) = A(x — o) + (f(z) — f(xo) — A(x — x0)) folgt aus der
Differenzierbarkeit von f in zq, dass es ein § > 0 gibt, so dass ||f(z) — f(zo)] <
(IIA]] + )|z — zol| gilt fiir alle ||z — || < . Dann ist f in xy auch stetig. q.e.d.
1/ (z) = fao)ll _

=0 firzx # x.
[l = o

< 2e

Beispiel 10.3. (i) Sei f konstant. Dann ist
Also ist f differenzierbar mit f'(xq) = 0.
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1S () = f(xo) = flw — o)l

[l = o

(ii) Fir f € L(X,Y) und x # xy € X gilt

Also ist f in xo differenzierbar und f'(zq) = f.

(iii) Die AbbildungY — L(R,Y), 1y Multiplikation mit y besitzt offenbar die Um-
kehrabbildung L(R,Y) =Y, A A(1) und ist ein isometrischer Isomorphismus von
normierten Vektorrdumen. Deshalb kénnen wir die Ableitungen von differenzierbaren

f:(a,b) =Y auf (a,b) C R auch durch f": (a,b) — Y beschreiben. Fiir x # xq gilt
1/ (2) = flwo) — f'(wo)(x — o) || _ Hf(fﬂ) — f(xo) Flaoll.

|z — o] r — o
Dann sind fir f: (a,b) = K und x¢ € (a,b) die Definitionen [7-1] und [10.1 dquivalent.

Satz 10.4. (i) Sei f,g:U C X =Y inxg € U differenzierbar. Dann sind f + g und
A f fir alle N € K in xq differenzierbar und es gilt

(f +9) (o) = f'(w0) +g'(w0)  bzw.  (Af) (o) = Af'(20).

(ii) Seien f,g : U C X — Y in xy differenzierbar und Y eine normierte Algebra.
Dann ist f - g in xy differenzierbar und es gilt (Leibnizregel)

(f-9)(x0) = f'(x0) - g(wo) + f(wo) - ¢'(x0) mit
(f'(w0) - g(0))(x) = f'(z0)(2) - g(w0) und (f(zo) - g'(z0))(x) = f(20) - g'(w0)(x).

(iii) Seien f:UC X =Y inxg€Uundg:V CY — Z in f(xg) € V differenzierbar
mit f{U] C V. Dann ist go f im Punkt xo differenzierbar mit

(go f)/(xo) = Ql(f(xo)) © f/(xo)-

Beweis: (i) Mit den drei Eigenschaften von Normen folgt (i) fiir = # xy aus

1/ () + g(x) = f(wo) — g(x0) = f'(x0) (x — x0) — ¢'(x0) (& — o) |

=0.

[l = ol
< =) - ﬂxﬁl: i’(on)(l‘ — o)l llg(z) = 9(9«“'(');—_1’(?)(93 — @)l
[Af () = Af (o) = Af (o) (x — o) |

| 1 () = (o) = f'(zo) (& — zo) ||
[l = o [l = o
(ii) Weil in einer normierten Algebra ||AB|| < ||A]| - || B]| gilt, folgt fiir z # xg

1/ () - g(x) = f(wo) - (o) = f'(w0)(x = 20)g(20) — F(x0)g'(x0)(x — zo)|

[ = ol

< (@) = flzg) = f(@o) —20)| lg@)| + 1/ @)l - lg(z) = g(zo)||+

||95 - =To||
gLl =gl = o)t - )

:|)\
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Weil g in xq stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus ||z — x| < 0 folgt
lg(x) = g(zo)|| < € bzw. [lg(z)|| < [|g(xo)|| + e Dann folgt (ii). /
() A Sats BB ol fir o £ o L0 20)(@) = (90 Pla) = () o) = )|

[l = o]
< lg(f(x)) = g(f(@0)) = g'(f(20))(f(x) = fl@wo))ll [f(x) = flo)l]
- 1f () = f (o)l [l = o
L g (f(@o))(f(2) = Flzo) — fizo) (2 — 20))l|
[l = o]

< lg(f(2)) = g(f(x0)) = g'(f(20))(f(2) = f(o))]
- 1f () = f (o)
: <||f’(:xo)|| L @) — f(x!(l]:)c:io(llx(])(x - xo)!l)
| 1f (@) = f(=o) = f'(wo)(x — z0)) ||

[l = o

+119'(f (o))

Ersetze hierbei fir f(z) = f(zo) die beiden Differenzenquotienten von g wie in der
Definition von ¢'(f(zo)) durch Null. Aus Satz [[0.21 und Korollar @.32] folgt (iii). q.e.d.

10.2 Schrankensatz

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Schrankensatz auf differenzierbare Ab-
bildungen zwischen normierten Vektorrdumen.

Lemma 10.5. Seien f eine stetige Abbildung von einem kompakten Intervall [a, b] mit
a < b in einen normierten Vektorraum Y und ¢ eine stetige reelle Funktion auf [a,b].

Wenn im Komplement einer abzdihlbaren Teilmenge von (a,b) sowohl f als auch ¢
differenzierbar sind und dort gilt || f'|| < ¢, dann gilt auch || f(b) — f(a)|] < ¢(b) —d(a).

Beweis: Sei (z,,)nen eine Abzihlung der Punkte in [a, b], an denen entweder f oder ¢
nicht differenzierbar ist oder || f'|| > ¢’. Mit kontinuierlicher Induktion zeigen wir

If(x) = f(a)l| < ¢(z) — p(a) + e(x —a)+e» 27" firalle e >0 und x € [a,b].

Tn<x

Sei also € > 0 und A, die Menge aller y € [a,b], so dass diese Ungleichung fiir alle
x € [a,y) gilt. Wegen der Stetigkeit von f und ¢ gilt auch fiir y = sup A,

1£) ~ F@)]l < 6(s) — (@) + ey —a) +esup {>°
—o(y) — da) +ely—a)+ey 2

Tn <y

27" |z € (a,y)]



132 KAPITEL 10. ABLEITUNGEN IN HOHEREN DIMENSIONEN

Deshalb ist A, ein Intervall von der Form A, = [a,y]. Wenn y € (a,b) und f und ¢ in
y differenzierbar sind und || f'(y)|| < ¢'(y) gilt, dann gibt es ein 6 > 0, so dass

/ e o) -9y € [f(x) = fly) ='Wz —y)ll e
¢(y)—§<x7_y<¢(y)+§ und i <3

fiir alle x € (y — 0,y) U (y,y + 0) gilt. Dann folgt fiir x € (y,y + 9)

1£@) = FWI < 1 W)@ =l + 1) = F0) = F @) = )
<(IF@I+5) o=yl < (6'w) — 5 +¢) @—v)

< (M2 ) o -g) = 000 - o) + el =)

1f (@) = fa)ll < If(z) = fFWI+11f(y) = fla)ll
< o(x) — d(y) +e(z —y) + d(y) — ¢la) + €y —a) +¢ me 27"

<o) —¢la) +e(x —a) +e Z 27",

Tn<T

Woraus y + 6 € A, folgt, im Widerspruch zu y = sup A.. Wenn es andererseits ein
N € N gibt mit xy =y < b, dann gibt es ein § > 0, so dass aus = € (y,y + 9) folgt

1£(2) = F)]l = (6(x) — o(y)) < 27
Dann folgt fiir dieselben 2 wieder | f(z) — f(a)|| < [[f(z) — fF(y)] + I/ (y) — f(a)]]
<2V 4 () —dla) +e(y—a)+ey 27" < d(x)—pla) +e(z—a)+ey 27"

Also gilt wieder y + 0 € A, was y = sup A, widerspricht. Dann muf} aber sup A. = b
gelten. Weil das fiir alle € > 0 gilt, folgt auch || f(b) — f(a)|| < ¢(b) — ¢(a). q.e.d.

Korollar 10.6. (Schrankensatz) Sei f eine stetige Abbildung von einer offenen Teil-
menge U des normierten Vektorraumes X in den normierten Vektorraum Y. Wenn f
im Komplement einer abzihlbaren Teilmenge S von D = {(1—t)a+tb |t € [0,1]} CU
differenzierbar ist mit a,b € U, und die Ableitung auf D\ S beschrankt ist, dann gilt

1f(b) = f(a)
1F(b) = fla) = A(b —a)

Auf konvexen Mengen ist jede obere Schranke an ||f’|| eine Lipschitzkonstante von f.

I < 16— al sup{[|lf'(z)]| |z € D\ S} und

| < lIb—allsup{||f'(z) — All | = € D\ S}  fir Ae L(X,Y).
Beweis: Die Abbildung z : R — X, ¢t — x(t) = (t — 1)a+th = a+ t(b— a) ist
wegen Beispiel (i)-(ii) und Satz 004 (i) diffferenzierbar mit 2/(t) : s — s(b — a)
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als Element von £(R, X') bzw. mithilfe von Beispiel 0.3 (iii) mit 2/(t) = (b —a) € X.
Wegen Satz [[0.4] (iii) ist dann auch die Abbildung ¢ — f(x(¢)) bei den ¢t € [0,1
differenzierbar, fiir die f bei z(t) € U differenzierbar ist, mit der Ableitung (fox)'(¢) :
s — sf'(x(t))(b—a) bzw. mithilfe von Beispiel T0.3] (iii) (fox) (t) = f'(z(t))(b—a) €Y.
Dann folgt die erste Behauptung aus Lemma mit den beiden Funktionen
fox:[0,1] =Y t— f(x(t)), ¢:[0,1] =R, t>t|b—allsup{[|f(z)[| |z € D\ S}
Die zweite Behauptung folgt aus diesem Lemma mit den beiden Funktionen

t— f(z(t)) —tA(b—a) €Y, t—t]|b—alsup{||f'(z) — Al |z € D\ S} €R. qe.d.

]

10.3 Partielle Ableitungen

Definition 10.7. Eine Abbildung f von einer offenen Teilmenge U eines normierten
Vektorraumes X in einen normierten Vektorraum Y heifst stetig differenzierbar, wenn

(i) f in allen xy € U differenzierbar ist, und

(i) die Abbildung f': U — L(X,Y), x+— f'(x) stetig ist.

Wegen Beispiel 103 (iii) stimmt im Falle von X =Y = R diese Definition mit der
Definition von stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf Intervallen in R iiberein.

Definition 10.8. (partielle Ableitung) Sei f eine Funktion von einer offenen Teilmenge
U C X x X5 des kartesischen Produktes der normierten Vektorrdume X, und X5 in
den normierten Vektorraum Y . Dann heifst f im Punkt (x1,25) € U C X1 X X5 partiell
differenzierbar, falls die Abbildung x — f(x,x5) im Punkt x = x1, und die Abbildung
x — f(z1,x) im Punkt © = xo differenzierbar ist. Die Ableitungen heiflen partielle
Ableitungen an der Stelle (x1, x3) und werden mit %(ml, x3) und %(wl, x9) bezeichnet.
Allgemeiner heifst eine Abbildung von einer offenen Menge U C X1 X ... x X,, eines
n-fachen kartesischen Produktes von normierten Vektorrdumen in einen normierten
Vektorraum Y im Punkt (xy,...,x,) € U partiell differenzierbar, wenn firi=1,...,n
die Abbildungen x — f(x1,...,2; 1,2, Tiy1,-..,2,) bei x = x; differenzierbar sind.

Die wichtigsten Beispiele sind reelle Funktionen auf offenen Teilmengen des R". Fiir
jedes A € L(X; x X3,Y) sind die beiden folgenden Abbildungen stetig und linear

Al : X1 — Y; T, A((Il,())) und Ag : X2 — Y, Ty > A((O,Ig))
Weil fiir x € X \ {z1} mit (z,25) € U baw. x € Xy \ {22} mit (z1,2) € U
| f(z,29) — f(21,22) — A((z,22) — (w1, 22))[|  [[f(2,22) — fl1,22) — Ar(z — 21) ]

[(z, 29) — (21, z2) | B [t
1S (21, 2) — flan, 2) — A((r, @) — (@r, 2))|| [ (21, 2) — fla1, 22) — As(x — 25))
[(z1,2) = (21, 22) | |2 — 2]

gilt, folgt aus den Definitionen der folgende Satz:
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Satz 10.9. Eine im Punkt (v1,x2) € U differenzierbar Funktion f von einer offenen
Teilmenge U C X1 X Xy des kartesischen Produktes zweier normierter Vektorriume in
einen normierten Vektorraum Y ist in (xq,x2) auch partiell differenzierbar. q.e.d.

Beispiel 10.10. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht:

wra fir (z,y) 0

besitzt die partiellen Ableitungen
0 fir (x,y) =0

f:R? >R, (a:,y)l—>{

of _ |t — g fir () #0 Of [ s - gibap fir (x,y) #0
Oz 0 fiir (z,y) =0 9y 0 fir (x,y) =0

Fiir alle r € (0,00) und alle ¢ € R gilt f(rcos¢,rsin¢) = 2sin ¢ cos ¢ = sin(2¢), und
deshalb lim, o1 f(rcos ¢, rsin¢) = sin(2¢). Also ist f im Punkt (x,y) = 0 nicht stetig.

Aber es gilt folgende Umkehrung.

Satz 10.11. Seien X1, X5, Y normierte Vektorriume, U C X1 x X5 offen und f : U —
Y bei x = (x1,22) € U partiell differenzierbar. Wenn eine der partiellen Ableitungen

af af
or U= LX0Y)  oder oy U= £0GY)

auf U existiert und bei x stetig ist, dann ist f bei x differenzierbar. Also ist f genau
dann auf U stetig differenzierbar, wenn f auf U stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis: Wenn A; € £(X,,Y) und Ay € £(X5,Y), dann sind auch die Abbildungen
X1 xXo =Y, (x1,79) = Ai(x1) bzw. X1 xXo =Y, (21,72) = As(xs)
lineare und stetige Abbildungen in £(X; x X5,Y). Also ist
Al X Ay X1 x Xo =Y, (m,20) — Aq(21) + Aa(x2)
eine stetige lineare Abbildung in £(X; x X5,Y"). Umgekehrt sind fiir jede stetige lineare
Abbildung A € L£(X; x X5,Y) die Abbildungen A; : X; — Y, 27 — A((21,0)) und
Ay Xo =Y, z9— A((0,x2)) stetig und linear. Und es gilt
[A((z1, 22)) | = [[A((21,0)) + A0, 22)) | < [|A((z1, 0))[ + A0, 22))]-
Aufgrund der Definition der Norm von £(X; x X5,Y) folgt dann

[l < [lA] [Asf] < [[A] A< 1Al + [[A2]] < 2f|All.
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Also ist die Abblldung ,C(Xl, Y) X ,C(Xg, Y) — ,C(Xl X XQ, Y), (A1> Ag) — A

eine bijektive Abbildung von normierten Vektorrdumen und die beiden Normen von

L(X1,Y)xL(X2,Y)und £(X; x X»,Y) sind beziiglich dieser Identifikation dquivalent.

Daraus folgt, dass fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : U — Y, die beiden

partiellen Ableitungen aa_gfl U — L(X1,Y) und aa_mj; U — L(X5,Y) stetig sind.
Wenn umgekehrt f in (21, x2) partiell differenzierbar ist, dann folgt

Hf(yl>y2) — f(x1,22) — %‘;@)(yl — 1) — %‘;;xz)(yz —x9)|| <
< Hf(yl,yz) — f(z1,92) — %;m(yl — x|+
+ Hf(xhyz) — fla1, 22) — W(w — T3)|| -

Wenn 2L auf U existiert und bei (1, 25) stetig ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein

ox1
'(’if(zl, 22) _ 8f(a:1,552)

0 > 0, so dass
0:)31 81’1

fir (21, 22) € B((x1,x2),0) gilt. Aus Korollar [0.6] folgt fur (y1,y2) € B((z1, 22),9)
of(x1,x

< €llyr = z4.

Hf(yl,yz) — (@1, 92) —

825‘1
Weil g—:g; in (x1,zy) existiert, gibt es auch ein ¢’ > 0, so dass fiir y, € B(z,,4") folgt
of (xy,x
| en) = ona) = 2T )| < e~
2

Dann folgt fiir (v, y2) € B((x1,z2), min{d, §'}) auch

1f (v, y2) = f(@1,22) — (w1, 22) (Y1, y2) — (@1, 22)) || < e([[yr — 21l + |ly2 — 22]]),

wobei f'(x1,xs) = of (g;l’“) x (g;;“) durch die partiellen Ableitungen gegeben ist. Also

ist f differenzierbar, und mit den partiellen Ableitungen stetig differenzierbar. q.e.d.

Durch mehrmaliges Anwenden erhalten wir dann auch die entsprechende Aussage
fiir Abbildungen von offenen Teilmengen U des n-fachen kartesischen Produktes von
normierten Vektorrdumen in einen normierten Vektorraum. Unsere wichtigsten Bei-
spiele sind wieder reelle Funktionen auf offenen Teilmengen des R™.

2z ..
2 fiir (2,y) # 0
0 fir (z,y) = 0.

Beispiel 10.12. (i) fR* =R, (z,y)— {

Of(wy) _ [ fir (ey) #0  0f(n,y) _ [ fir (v,y) #£0
Oz 0 fir (x,y) =0 y 0 fir (x,y) =0
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Fiiry =0 st % =0 und fiir x =0 st g—i =0, so dass diese partiellen Ableitungen fiir
alle (z,y) € R? existieren. Allerdings sind sie in keiner Umgbung von (z,y) = (0,0)
beschrdankt, und deshalb auch nicht stetig. Wir hatten schon im Beispiel[I0.10 gesehen,
dass f bei (0,0) nicht stetig und deshalb auch nicht differenzierbar ist.

x3—y3 .. 0
(id) FIRESR, (ny)e =ne S @y 7
0 fiir (x,y) = 0.
Offenbar gilt | f(z,y)| < xﬂyz x2+y <|z| + |y|. Also ist f stetig.
22 (22 +y%)—2z(z% -y x(z3+3zy? 3 ..
of _ 3 ngziyg)z( ) — (;rizz;fy L fiir (z,y) £ 0
dr |1 fir (z,y) =0
(2% +y° z3—y3 3 2223 ..
8_‘f — — ( 4(—;;2_):?;3?;2( v = _y(y (—;giyg—)‘f ) fUT (flf,y) 7& 0
W (-1 fiir (z,y) = 0.

Wegen af(m 9 =1 und af((;y) = —1 ist f partiell differenzierbar. In Beispiel[I0.17) (iii)
werden wir sehen dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist.

(iii) Alle Polynome in endlich vielen Variablen sind partiell unendlich oft stetig diffe-
renzierbar, und deshalb differenzierbar.

Definition 10.13. (Richtungsableitung) Fiir eine Funktion f: U — Y wvon einer offe-
nen Teilmenge U eines normierten Vektorraumes X in einem normierten Vektorraum
Y ist die Richtungsableitung in xo € U in Richtung 1 € X die Ableitung bei t = 0 von

(—e,6) =Y, tw f(xo+txy).
Wie in Beispiel [I0.3 (iii) identifizieren wir dabei L(R,Y') durch A — A(1) mit Y.

Beispiel 10.14. (i) Sei U C X offen und f : U — Y in xq € U differenzierbar. Fiir
xy € X st die Abbildung v : R — X, t — x(t) = x¢ + tz; wegen Beispiel 0.3 (i)-(ii)
und Satz [10.) differenzierbar mit «'(t) = x1 im Sinne von Beispiel [[0.3 (iii). Dann
gibt es ein Intervall (—e, €) im Urbild x=*{U] von U unter x, und wegen Satz[10.9) (iii)
ist (—e,€) = Y, t — f(x(t)) bei t = 0 differenzierbar mit der Ableitung f'(xo)(x1) im
Sinne von Beispiel 103 (iii). Also existiert die Richtungsableitung und es gilt

& flao 2o = Fan) )

2xy .. 0
(i) [iRSR (ny)e T ATI007
0 fir (x,y) =0.
Fiirt # 0 ist dann f(t cos(¢), tsin(¢)) = sin(2¢) und f(t cos(¢),tsin(¢)) = 0 firt = 0.
Alsoist f int =0 fiir ¢ & 57 nicht stetig und auch nicht differenzierbar. Fiir ¢ € 57

existieren die Richtungsableitungen und verschwinden.
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S fiir (2,y) # 0

0 fir (z,y) = 0.

Dann gilt f(t(z,y)) = f(tx, ty) = tf(x,y)) fir (z,y) € R* und zy = (0,0). Also existie-
ren alle Richtungsableitungen und setzen sich im Punkt (0,0) zu f zusammen. Wegen
2=f(2,0)# f(1,1)+ f(1,—1) =0+ 1 ist f im Punkt (0,0) nicht differenzierbar.

2l fiir (w,y) # 0

0 fir (z,y) = 0.

Die Richtungsableitungen von f in (0,0) in Richtung von (x,y) verschwinden alle:
2.3 .

_ %tg;‘l-i-zz/g‘t:o =0 fury;«éO
t=0 0 fUT Yy = 07
Wegen 2 (t,¢%) = (1,2t) und L f(t,t*) = Lt =1 # 0 ist f in (0,0) nicht differenzierbar.

Wir wollen den wichtigsten Fall von Funktionen R™ — R genauer betrachten.

Definition 10.15. (Partielle Ableitungen in R") Sei f : U — R™ eine Funktion von

(iii) f:R* =R, (z,y)+—

(iv) f:R* =R, (2,9)

d
%f(tl’, ty)

einer offenen Teilmenge U C R™ in den R™. Dann sind die Komponenten (f1,..., fm)

von f offenbar reelle Funktionen auf U. Die Funktion f ist in (xq,...,x,) € U genau

dann partiell differenzierbar, wenn fir allei = 1,...,nundj =1,...,m die Funktionen
€T — fj(l’l, ey L1, Ly Ljg gy e v - ,xn)

bei x = w; differenzierbar sind. Die entsprechenden Ableitungen heifien partielle Ablei-
tungen von f und werden mit fJ (21, ... @) bezeichnet. Wenn diese partiellen Ablei-
tungen fir alle x € U emstzeren hezﬂt f auf U partiell differenzierbar.

Definition 10.16. (Vektorfeld, Gradient, Divergenz und Rotation)  Eine Abbildung
von einer offenen Menge U C R™ nach R™ wird Vektorfeld genannt. Das Vektorfeld

gradf:Vf:(g—xfl,...,gxf)

der partiellen Ableitungen einer partiell differenzierbaren reellen Funktion f auf einer
offenen Menge U C R™ heifit Gradient von f. Wenn f ein partiell differenzierbares
Vektofeld ist, dann ist die Divergenz von f folgende reelle Funktion

o df1 Ofn

divf=V f_8x1+ +8In'
o . . >’ f *f
Die lineare Abbildung A : f+— Af=divgrad f = F + . e

auf den zweimal partiell differenzierbaren reellen Funktionen heifst Laplaceoperator.
Im Fall von n = 3 ist die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes f definiert durch

_ <8f3 _O0fy Ofi Ofs Ofy afl)
rot f = :

81’2 81’3’ 81’3 81’1 ’ 81’1 81’2
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Wenn die reelle Funktion f in xq € U differenzierbar ist, dann ist f auch in z
partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind die Richtungsableitungen in

Richtung der kanonischen Einheitsvektoren ey, ..., e, aus dem Beweis von Satz [0.37]
Wegen der Linearitéit der Ableitung ist die Ableitung die lineare Abbildung:
0 0
f/(.ilf0> R — R, (.]71, A ,.f(fn) — Ila—i(iﬁo) + ...+ xnﬁ—i(xo)

Wenn wir den R™ mit den Spaltenvektoren bezeichnen, kénnen wir diese Abbildung
durch das Matrixprodukt des Zeilenvektors V f mit dem Spaltenvektor x darstellen:

Fflwo) : R 5 R,z (Vo)) -2

Oder allgemeiner, fiir eine R™-wertige Funktion kénnen wir die Ableitung f'(xy) von
f an der Stelle xq als lineare Abbildung mit der Jacobimatrix identifizieren:

9 f1(z0) 0 f1(zo)
a Ox1 e OTn a
fa(IO) = : : f(zo) :R" - R™, x> fa(ffo) - T
* 8 fm (o) 9 fm (o) T
oz et OTn

Die lineare Abbildung ist einfach die Matrixmultiplikation der Jacobimatrix, einer m x
n-Matrix, mit dem Spaltenvektoren in R™. Insbesondere ist also die Richtungsableitung
einer reellen Funktion f auf U an der Stelle zy € U in Richtung eines Vektors x; € R"
das Skalarprodukt des Gradienten V f(xg) von f an der Stelle zy mit dem Vektor z:

d
Ef(.ﬁ(f(] + tl‘l)‘tzo =T Vf(.ﬁ(]o)
Satz und Satz [[0.TT] zeigen insbesondere, dass folgendes gilt:

Korollar 10.17. Sei f : U — R™ eine Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R".

(i) Wenn f in xy € U differenzierbar ist, dann existieren in xy alle partiellen Ablei-
tungen 32 d ich zu der Jacobimatri
gen 3.2 (xo) und setzen sich zu der Jacobimatriz zusammen.

(i) Wenn f auf U stetig differenzierbar ist, dann existieren auf U die partiellen Ab-
leitungen g—g und setzen sich zusammen zu einer stetigen Funktion von U in die
m X n-Matrizen in R™*". Diese Matrizen heiffen Jacobimatrizen von f.

(iii) Wenn f auf U partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen g—g auf
U stetig sind, dann ist f auf U stetig differenzierbar. Die Ableitung bei ¢ ist die
Multiplikation der Jacobimatrix % mit Spaltenvektoren in R™. q.e.d.

Definition 10.18. FEine Nullstelle xo € U der Ableitung f’ einer auf einer offenen
Menge U reellen differenzierbaren Funktion f heifst kritischer Punkt.
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Satz 10.19. Jedes lokale Maximum (bzw. Minimum) einer differenzierbaren reellen
Funktion auf einer offenen Menge ist ein kritischer Punkt.

Beweis: Sei x ein solches lokales Maximum (bzw. Minimum). Dann ist fir alle z; € X
die entsprechende Abbildung t — f(xg + tz1) auf einer Umgebung von ¢ = 0 differen-
zierbar und besitzt dort ein lokales Maximum (bzw. Minimum). Also verschwindet die
entsprechende Richtungsableitung. Dann verschwindet auch f’(z() auf allen x;.q.e.d.

10.4 Hohere Ableitungen

Sei f eine auf einer offenen Teilmenge U eines Banachraumes X differenzierbare Funk-
tion in den Banachraum Y .Wenn f zweimal differenzierbar ist, dann ist f’ stetig. Die
Ableitung f’ ist dann eine stetige Abbildung von U nach £(X,Y’). Die zweite Abblei-
tung f”(z) ist an den Stellen xy € U, wo sie existiert, ein Element von £(X, £L(X,Y)).

Definition 10.20. Fine Abbildung A : 'V x V. — W heifst bilinear, wenn fir alle
v, ', v" €V und X € K gilt
Alv +0"0") = A(w,v') + A", v")  und  A(v,v" +0") = A(v,v") + A(v,0")
A(Av,v") = AA(v, ) und A(v, ') = MA(v, ).

Das kartesische Produkt V' x V' von (normierten) Vektorrdumen ist wieder ein nor-
mierter Vektorraum. Die bilinearen Abbildungen von V' x V' nach W unterscheiden sich
von den linearen Abbildungen von V' x V nach W. Es gibt einen anderen Vektorraum
V ® V', den man das Tensorprodukt von V' mit V' nennt, so dass die lineare Abbildun-

gen von V ® V nach W genau die bilinearen Abbildungen von V' x V nach W sind.
Allerdings besitzt V' ® V keine natiirliche Norm. Fiir die Dimensionen gilt

dim(V x V) = dim(V') + dim(V) dim(V @ V) = dim(V) - dim(V).

Die bilinearen Abbilungen von V' x V' nach W lassen sich mit den linearen Abbildungen
von V in die linearen Abbildungen von V nach W identifizieren:

Lemma 10.21. Eine Abbildung A :V xV — W ist genau dann bilinear, wenn
BV — {Abbildungen V- — W}, v B(v), B(v):V — W,

eine lineare Abbildung von V' in die linearen Abbildungen von V nach W ist, wobei B
aus A als B(v)(v') = A(v,v") und A aus B als A(v,v") = B(v)(v') definiert ist. q.e.d.

Satz 10.22. (Satz von Schwarz) Sei f eine differenzierbare Abbildung von einer of-
fenen Teilmenge U C X eines normierten Vektorraumes X in den normierten Vek-
torraum Y. Wenn f im Punkt x¢ zweimal differenzierbar ist, dann ist die der zweiten
Ableitung entsprechende bilineare Abbildung f"(xo) : X x X — Y symmetrisch, d.h.

(f"(xo)x)y = (f"(xo)y)x  fiir alle x,y € X.
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Beweis: Fiir ¢t € [0, 1] und kleine z,y € X sei g(t) = f(zo+tx+y) — f(xo+tx). Dann
ist g differenzierbar mit der Ableitung mit Werten in Y ~ L(R,Y):

g )= f(xvo+tz+y)x — f(xg + to)x
= ((f'(wo +tz +y) — f(20)) — (f'(x0 + tx) — f'(20)))2

Weil f in xy zweimal differenzierbar ist, gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass
B(x¢,26) C U und auflerdem fiir z,y € B(0,0) C X und t € [0, 1] die Ungleichungen

1" (o + t +y) — f'(xo) — [ (o)t — f"(xo)yll < elltw +y| < e(tllz[| + llyl])
1f/ (o + ta) — f'(wo) — f"(o)tz|| < ellta| = etlx]]

gelten. Daraus folgt fiir ¢ € [0, 1] g’ (t) = (f"(xo)y)z|| < ell=||(2]|2]] + |lyll)-
Die Anwendung von Korollar auf die Funktion ¢ — g(t) —t(f"(zo)y)z ergibt dann

lg(1) = g(0) = (f"(wo)y)=|l < sup{llg'(t) = (f"(zo)y)=[| | t € [0, 1]} < ellz[|(2l|[| + [ly]))-

Weil g(1) — g(0) = f(zo+x+y) — f(xo+2) — f(zo+y)+ f(xo) in 2 und y symme-
trisch ist gilt dann auch ||g(1) — g(0) — (f"(zo)z)y|| < €|ly]|(2|ly]| + ||=||). Daraus folgt

(" (@o)y)z — (f"(wo))yll < 2e(l|2[* + =]l - lyll + [ly[|*) fiir alle z,y € B(0,4).

Diese Ungleichung gilt wegen der Linearitdt nichtnur fiir z,y € B(0,0), sondern fiir
z,y € X. Im Grenzwert € — 0 folgt (f"(xo)y)z = (f"(zo)x)y fir alle z,y € X. q.e.d.
Zusammen mit Satz [[0.11] erhalten wir

Korollar 10.23. Sei f : U — R™ eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tion von einer offenen Teilmenge U C R™ nach R™. Dann vertauschen die partiellen
Ableitungen, d.h. fir allei,j=1,...,nund k=1,...,m gilt

P Pf
8@-8:@ N 8:%8@

0,0, fr = = 0;0;fr und rotgrad f =0 firn=3,m=1. q.e.d.

Durch mehrfaches Anwenden und differenzieren erhalten wir dann auch

Korollar 10.24. Sei f eine Abbildung von einer offenen Teilmenge U eines normierten
Vektorraumes X in den normierten Vektorraum'Y , die in xo € U n-mal differenzierbar
ist. Dann ist f™)(x) eine multilineare symmetrische Abbildung von X x X x ... x X
nach Y. D.h. fir jede Permutation o :{1,...,n} = {1,...,n} und zy,...,x, € X gilt

G ((F™ (@o)an)T2) - ) = (o (F(20)To(1)) To2)) - - )Totm)- qe.d.
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2 _ 2
Beispiel 10.25. Sei f : R? = R, (z,y) — f(x,y) mit f(z,y) = :L’yi2 n y2 fiir (x,y) #
Y

(0,0) und f(0,0) = 0. Dann ist f zweimal partiell differenzierbar.

Of(z,y) _ y(ff72 — )@’ + %) +22° (2 +y?) —22°(a? —y?) 2t Aoty — o

ax (12 _I_ y2)2 (1»2 + y2)2
of(x,y) x(ff72 — ) (2® +y?) — 20722 + %) — 22 (a® —y?) ot —daty -yt
dy (2% + y2)? BCEETRE
oxz oyor oxoy oy2
o2 f o f

Also existieren auf R? alle zweiten partiellen Ableitungen, mit (0,0).

OyOx (0,0) 7 Oxdy

Definition 10.26. Sei f : U — R eine reelle Funktion auf einer offenenTeilmenge
U des normierten Vektorraumes X, die bei xo € U zweimal differenzierbar ist. Dann
definiert die zweite Ableitung eine symmetrische Bilinearform auf X :

f(xg) : X x X = R, (x,y) = f"(x0)(z,y).

Fir X = R" identifizieren wir die Elemente von X wieder mit den Spaltenvektoren.
Dann ist diese Bilinearform durch die sogenannte Hessematriz gegeben:

. 82 -
f (o) (z,y) =y - : Z x] 8%8 yz

Satz 10.27. Sei f : U — R eine auf einer offenen Menge zweimal differenzierbare
reelle Funktion f. Dann ist die zweite Ableitung bei allen lokalen Minima (Mazima)
eine nicht negative (nicht positive) Bilinearform: f"(x¢)(x,z) > 0 bzw. < 0 fir alle
x € X. Gibt es umgekehrt einen kritischen Punkt xo € U und ein € > 0 mit

f"(@o)(x,2) > e|lz||*  baw. [ (@o)(x, ) < —el|z||®  fiir alle x € X,
dann ist der kritische Punkt ein striktes lokales Minimum bzw. Maximum.

Beweis: Wenn 1z ein lokales Maximum bzw. Minimum von f ist, dann fiir alle z € X
auch ¢t = 0 von t — f(xo + tx). Deshalb folgt die erste Aussage aus Korollar [[.T7
Umgekehrt folgt aus der zweimaligen Differenzierbarkeit, dass fiir ein 6 > 0

—sllzll* < f'(wo + @)z — f'(zo)w — f"(w0)(z,x) < 5[l
fiir alle x € B(0,9) gilt. Daraus und den obigen Bedingungen folgt fiir die gleichen x

fl@ota)z = f'(@ota)a—f (zo)z—f" (o) (@, )+ f"(w0) (w, 2) > §]la]|* baw. <—g]l=|*.
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Also ist f(zo + ) fo (zo + tx)zdt > £[|z||* baw. < —Z||a:||2 q.e.d.
Auf endhchdlmensmnalen Réaumen zeigt Beweis von Satz 0.31 wie f”(x¢)(z,z) >

el|z||? aus f"(zo)(x, ) > 0 fiir alle z € X\ {0} folgt. In unendlichdimensionalen Rdumen

gilt das nicht, und diese Bedingung ist nicht hinreichend fiir ein lokales Minimum.

Beispiel 10.28. Sei f : C([0,1]) > R, x +— fol 22(t)(t—x(t))dt. Dann ist f"(0)(x,x) =

2 [La2(t)tdt > 0 fiir alle © € O([0, 1))\ {0}. Sei w(t) = {1 TTOSI=e

0 fire<t<l1
€ (0,1). Dann gilt ||| = € und f(sxe) = s* [;(e — t)*tdt — s* [ (e — t)3dt =
——(e — 135 — (5 — ) (e — )45 = (5 — L)', Also ist x = 0 kein lokales Minimum.

Zum Abschluss wollen wir das Taylorpolynom und die Taylorreihe einer Funktion f :
U — Y auf einer offenen konvexen Teilmengen U C X eines normierten Vektorraumes
X in einem normierten Vektorraum Y betrachten. Fiir xg, x € U sei

g:10,1] =R, t+— f(xg+t(x—x0))

Wenn f auf U n-mal differenzierbar ist, dann ist auch g n-mal differenzierbar. Wegen
der Kettenregel Satz [[0.4] (iii) ist die m-te Ableitung von g gleich

g™ () = (... (f™ (o + t(x — x0))(x — 20)) ... (x = 20)),

also die m-lineare symmetrische Form zu f(™ (zq + t(z — 1)) ausgewertet auf ((x —
x0), ..., (x — xp)) € X*™. Dann erhalten wir fiir n-mal differenzierbare bzw. glatte
Funktionen das Taylorpolynom der Ordning n von f bei xy bzw. die Taylorreihe:

S I ) S ) = ) =)

k! k!
k=0

Eine unendlich oft differenzierbare Funktion f heifit wieder reell analytisch in zy, wenn
die entsprechende Taylorreihe auf einer Umgebung von xy gegen f(z) konvergiert. Auf
einem Banachraum X ist z.B. exp : £(X) — L£(X) eine analytische Funktion.

Fiir reelle Funktionen, also Y = R ergibt der Satz von Taylor:

Satz 10.29. (von Taylor in héheren Dimensionen) Sei f : U — R eine auf einer
offenen konvezen Teilmenge eines normierten Vektorraumes definierte (n+ 1)-mal dif-
ferenzierbare Funktion. Dann gibt es fir jedes x,xo € U ein § € (0,1), so dass

f@:i f® (o) (2 —0), - -, (x—0)) N fUr D (@wo+€(w—0)) (2= 10), - . ., (w—1p))
k! (n+1)!
k=0
gilt. Hierbei bezeichnen wir mit f®) (zo) bzw. f ) (g + &(x — 30)) die entsprechende
multilineare Abbildung von X** bzw. X*"+Y nach R. Der erste Term heifit wieder
Taylorpolynom von f in xy der Ordnung n und der zweite Term Restglied q.e.d.



