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11. I'jbung

34. Integralberechnungen auf offenen und geschlossenen Intervallen.

(a) Betrachte f(z) = 2% - x[_19/(2), g(x) = sinz - x[o.r)(x) und h(z) = €* - x(01)(x). Warum
sind sie L'(R)? (1 Punkt)

(b) Berechne mit dem Lebesguekriterium (Satz 12.17)

/332'X[—1,2] dp, /sinx'xm,ﬁ) du, und /em'X(o,l) dp.

(4 Punkte)

35. Eine Integralberechnung auf R.
(a) Fiir n € N sei f,(z) :=e 17l X[—n,n)- Berechne [ f, dp. (2 Punkte)
(b) Sei f(z) := eI, Folgere aus (a) mit Hilfe des Satzes der monotonen Konvergenz von
Beppo Levi (Satz 12.22), dass f € L'(R) ist und berechne [ fdu. (3 Punkte)

36. Eine Lebesgue-integrierbare Funktion, die nicht beschrinkt ist.

Wir zeigen in mehreren Schritten, dass

1
—— firz e (0,1
fTR=R, z+— < V11— a2 0.1)
0 sonst

Lebesgue-integrabel ist, obwohl f(x) in der Ndhe von & = 1 nicht beschrankt ist.

(a) Finde eine monoton wachsende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen (nicht unbedingt
Treppenfunktionen) (f,)nen auf R, die fast iiberall (punktweise) gegen f konvergiert.
(2 Punkte)

(b) Begriinde, dass f, fiir jedes n € N Lebesgue-integrierbar ist und berechne [ f, dpu.
(4 Punkte)

(c) Folgere mittels des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi, dass f Lebesgue-
integrierbar ist und berechne den Wert des Integrals [ f dpu. (2
Punkte)

37. Warnung vor bedenkenlosem Vertauschen von Integration und Grenzwertbildung.

Betrachte die Funktionenfolgen (fy,)nen mit f,, := % “ X[0,n]

1



(a) Skizziere die Funktionen f, fir n € {1,2,3}. (1 Punkt)

(b) Zeige, dass die Funktionenfolgen ( f,,)nen aus Lebesgue-integrierbaren Funktionen bestehen

und gegen f = 0 konvergieren. (2 Punkte)
(c) Untersuche, ob
i [ =0
gilt. (2 Punkte)

(d) Gebe an, welche der Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi
(Satz 12.22) und des Satzes der beschréankten Konvergenz von Lebesgue (Korollar 12.24)
erfiillt bzw. nicht erfiillt sind und begriinde dieses. (2 Punkte)

38. Eine Funktion, die nicht lebesgueintegrabel aber uneigentlich riemannintegrabel ist

Seien
0 firz <0

flz)=q 5  fiir ke No und 2k <z < 2k + 1

_ﬁ fir k € Ngund 2k +1 <z < 2k + 2.

und fp, = f - X[-n,n]-

(a) Zeige, dass

0 fiir gerade n
[nan=3",
a7 fur ungerade n.
(2 Bonuspunkte)
(b) Warum ist f uneigentlich riemannintegrabel auf R? (2 Bonuspunkte)
(c) Berechnen [ |f,|du. Zeige, dass |f| & L'(R). (2 Bonuspunkte)
(d) Warum ist f nicht lebesgueintegrabel? (1 Bonuspunkt)



