Kapitel 5

Nichtlineare elliptische Theorie

5.1 Quasilineares Dirichletproblem

Das Ziel dieses letzten Kapitels ist der Beweis der Existenz einer Losung des Plateu-
aproblems, also des Dirichletproblems von der Minimalflichengleichung. Wir beutzen
dabei Methoden mit denen sich viele sogenannte quasilineare elliptische Differentialglei-
chungen 16sen lassen. Dabei nennen wir eine Differentialgleichung quasilinear elliptisch,
wenn sie als lineare elliptische Differentialgleichung geschrieben werden kann, die Ko-
effizienten aber nicht nur von = € 2 sondern auch von u(z) und von Vu(z) abhéngen.
Wir unterscheiden also wieder zwischen quasilinearen elliptischen Differentialgleichun-
gen in Divergenzform und in Nicht-Divergenzform. Weil wir fiir die Losung des Plateau-
problems Aussagen iiber schwache Losungen mit Schauderabschétzungen kombinieren,
werden wir in diesem Abschnitt auch beide Formen betrachten. Die Abhéngigkeit der
Koeffizienten von z, z = u(x) und p = Vu(x) beschreiben wir dabei durch Funktionen
auf (x,z,p) € Q x R x R™ die entweder stetig, oder holderstetig oder auch stetig diffe-
renzierbar sind. Da eine lineare Abhéngigkeit immer unendlich oft differenzierbar ist,
ist die Klasse von quasilinearen elliptischen Differentialgleichungen grofler, als die im
letzten Kapitel betrachteten linearen elliptischen Differentialgleichungen. Weil fiir qua-
silineare elliptische Differentialgleichungen im wesentlichen nur die Abhéngigkeit von
den zweiten Ableitungen eingeschrénkt ist, konnen wir sie in folgende Form bringen:

Nicht-Divergenzform: Z:Fl a;j(z, u(x),Vu(z))0;,0;u(x)+b(x, u(x), Vu(z))=0, (5.1)
Divergenzform: Z:J@i((aij (z, u(z),Vu(z))dju(z)) +b(z, u(x), Vu(z)) =0. (5.2)

Die Minimalféichengleichung gehort tatsdchlich zu diesen beiden Klassen: Wegen
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ist sie die quasilineare elliptische Differentiagleichung in Nicht-Divergenzform zu der
nx n-Matrix a(z, z,p) = (1+|p|2)"2(1— (1+|p|2)~'p-pT) und b(z, z, p) = 0. Ohne den
Vorfaktor (1+|p|)~2 vereinfacht sich a zu a = 1— (1+|p|?)~'p-p”. Diese Matrix ist auf
dem orthogonalen Komplement von p gleich 1 und p ist ein Eigenvektor mit Eigenwert
T +| ERpER Solange |p| beschrinkt ist, ist also a als symmetrische Bilinearform nach unten
beschriinkt durch (1 + sup |p|?)~'1 und alle Eintrége sind kleiner oder gleich 1.

Mit a(z,z,p) = (1 + |[p|*)~21 und b(z, z,p) = 0 ist sie eine quasilineare ellipti-
sche Differenzialgleichung in Divergenzform. Als symmetrische Bilinearform ist a also
(sup |p|?)~2 mal der euklidischen Bilinearform mit durch 1 beschréinkten Koeffizienten.

In beiden Fillen hédngt a nur von p ab und b verschwindet. Das vereinfacht die
Untersuchung des entsprechenden Dirichletproblems. Es lassen sich aber auch andere
quasilineaere elliptische Differentialgleichungen mit &hnlichen Methoden l6sen.

Der Satz von Leray-Schauder erlaubt es auf einem offenen Gebiet 2 C R™ mit
einem Randwert ¢ das entsprechende Dirichletproblem zu (B.]) zu 16sen. Wir wéhlen
einen geeigneten Funktionenraum X D C'(Q) iiber €2, so dass fiir alle v € X das
entsprechende lineare elliptische Dirichletproblem mit Randwert ¢ € C%%(Q2) zu

zu%Luz}jlﬂamyuvw&@u+b@vﬂh):O (5.3)
die Voraussetzungen der Existenz von klassischen Losungen des Dirichletproblems
erfiillt. Dadurch erhalten wir zu jedem v € X eine entsprechende Losung v = T'(v) des
Dirichletproblems. Wenn diese Losungen in dem Funktionenraum X liegen, definiert
das eine (nichtlineare) Abbildung 7' : X — X. Fiir alle o € [0, 1] ist v genau dann ein
Fixpunkt von ¢7', wenn v mit Randwert v = 67T (v) = o das Dirichletproblem zu

ij_l a;;(-,v, Vv)0;0;0 = O’Z a,] .0, V0)0,0;T(v) = —ob(-,v,Vv)  (5.4)
16st. Wenn also fiir einen gegebenen Randwert ¢ eine Konstante M > 0 existiert, so dass
das entsprechende Dirichletproblems zu (5.4]) eindeutig 16sbar ist, und die Losungen u
in X uniform beschrankt sind, dann besitzt wegen dem Satz von Leray-Schauder [3.§]
die Abbildung T einen Fixpunkt, und damit das urspriingliche quasilineare elliptische
Dirichletprobblem eine Losung. Diese Strategie fithrt zu folgendem Satz:

Satz 5.1. Seien a € (0,1), Q € R" offen, 90 € C**, p € C**(Q) und fiir alle X > 0
auf Q x B(0, ) mit den entsprechenden Bdllen B(0,\) C R x R™ die Koeffizienten

aij, b € CU*(Q x B(0,\)) mit ||aij, bl|co@xnory) < AN,

Z;: a;;(z, 2,p)&&; > [‘f‘ fir (z,z,p,&) € Q2 x B(0,\) x R"™. (5.5)
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Wenn jede Losung u € C?(Q) des Dirichletproblems zu (5.4) mit u = 0@ auf O
ullcre) < M fiir ein B € (0,1) und ein M > 0 und alle o € [0, 1] (5.6)

erfillt, dann hat das entsprechende Dirichletrpoblem zu (B.1]) eine Lisung.

Beweis: Fiir jedes v € X = C14(Q) erfiillen die Koeffizienten von (£.3) wegen (5.5

laij(z,v(x), Vo(x)) — ai;(y,v(y), Vo(y))| <
< Al[ollcroy) (2, v(x), Vo(z) = (y, v(y), Vo))" < C(A, [[ollcrsqy, @, B)lz—y|*.

Also liegen sie in a;;(-,v, Vv),b(-,v, Vo) € C**¥(Q) und erfiillen die Voraussetzungen
der Existenz von klassischen Losungen des Dirichletproblems 4,20l Das entsprechende
Dirichletproblem mit u = ¢ auf 9 hat genau eine Losung in u € C?*?(Q). Es bleibt
zu zeigen, dass T : CHP(Q) — C?*%(Q) — CYA(Q) mit T'(v) = u die Voraussetzungen
des Satzes von Leray-Schauder erfiillt. Wegen (5.6) sind die Fixpunkte von T
fir alle o € [0, 1] uniform beschréankt. Wegen (A30) bildet 7" beschrénkte Teilmengen
von C1#(Q) auf beschrinkte Teilmengen von C**%(Q)), deren Abschluss in C2(Q2) und
C18(Q) wegen Proposition kompakt sind. Also muss nur die Stetigkeit von T
gezeigt werden. Sei also v,, eine Folge in C*#(Q), die gegen v konvergiert. Wegen

|aij (2,0(2) Vo (@) = (2,0m (2) Vo (2))| < A (max{ 0] oy [[vallora@ ) v —vallErsq)

konvergieren a;;(+, vy, Vu,,) und genauso auch b(+, v, Vvy,) in C°(Q) gegen a;;(+, v, Vo)

und b(-,v, Vv). Dann ist T'(v) der einzige Hiufungspunkt von T'(v,,) in C?(£2). Dort
und damit auch in C*#(Q) konvergiert T'(v,,) also gegen T'(v). Also ist T stetig.q.e.d.

Insgesamt folgt also die Existenz einer Losung des quasilinearen Dirchletproblems
zu (B.]) aus der Abschétzung (5.6)) fiir alle Losungen des Dirichletproblems zu (5.4]) mit
Randwert op. Diese Abschitzung zeigen wir nacheinander in den folgenden Schritten:

1. Abschétzung von supg, |u|.
2. Abschétzung von supy, |Vu| durch supg, |u].
3. Abschétzung von supg, |Vu| durch supy, |Vu| und supg, |ul.

4. Abschétzung von hoélg g |Vu| durch supg |Vu| und supg |ul.

1. Der erste Schritt folgt aus dem Schwachen Maximumrpinzip oder [4.2]

2. Fiir den zweiten Schritt nehmen wir an, dass die Koeffizienten a;; und b in (51])
nur von p = Vu abhéngen, und €2 und ¢ eine beschrinkte Steigung haben. Die zweite
Bedingung besagt, dass es fiir alle y € 0€) zwei Polynome ersten Grades p;t gibt mit

py (W) =), p, () <o) <p(e)firalez € 9Q,  sup,csq Vi, | < o0
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Weil Vp konstant sind, erzwingen beide Bedingungen zusammen, dass py und u — py
Losungen der Differentialgleichung sind. Wegen dem Schwachen Maximumprinzip folgt
zuerst p, (r) < u(z) < pj(v) fiir alle z € Q, dann [Vu(y)| < max{|Vp, |, [Vp}|} fiir
alle y € 0Q und zuletzt sup,cyq |Vu(r)| < sup,cpq max{|Vp, |, [Vp;|}.

Ubungsaufgabe 5.2. Sei Q € R offen und R > 0, so dass es fir jedes y € 92 ein
y € O0B(y, R) mit Q C B(y, R) gibt. Dann haben alle ¢ € C*(Q2) beschrinkte Steigunyg.

3. Fiir die letzten beiden Schritte zeigen wir zuerst, dass alle ersten partiellen Ablei-
tungen Jyu eine lineare elliptische Differentialgleichung in Divergenzform lésen. Dafiir
schreiben wir die zweiten Ableitungen als Divergenz eines Vektorfeldes:

V-A(u, Vu)+B(u, Vu) =0, A€ (CHQxRxR")!'B € C(Q, xR x R™). (5.7)
G- (2, 2,p) aus (G.1)

/Q Zi,j:l aij(., u, Vu, )@»w@iv d,u = / Z.’j:1 aij('7 u, Vu)algju&v d,u

:/ <8IA(-,u,Vu) 8A( u, Vu) — gA( u, Vu)@lu) -Vodu
0

Firv e C§(Q),l=1,...,n und w = du folgt mit a;;(z, z,p) =

81’1
= —/V~ OA(-,u, Vu) — aA( u, Vu) — %(~,u, Vu)ou | vdp
Q dx; 0z
— /&V A+, u, Vu)v d,u+/V- (ﬁ(, u, Vu) + %(~,u, Vu)alu) vdp (5.8)
QO Q axl 0z

:/Q<alB(-,u,vu>+v. (g“t( 0, V) + af<.,u,vu)alu)>vdu

A
:/V-flvd,u mit fir = o B(+, u, Vu) + u, Vu) + k(-,u, Vu)ou.
Q

ox X ( 0z

Wenn wir (5.7) umschreiben in eine Differentiagleichung in Nicht-Divergenzform, dann
ist die n xn-Matrix a dabei genau die Koeffizienten Matrix der zweiten Ableitungen. Bei
der Minimalflichengleichung héngt A nur von p = Vu ab und B verschindet, so dass
auch f; verschwindet. Aulerdem erfiillen die entsprechenden Differentialgleichungen fiir
Jyu die Voraussetzungen des Schwachen Maximumprinzips. In diesem Fall folgt also der
dritte Schritt wieder aus dem Schwachen Maximumprinzip (£.2)).

4. Wir benétigen eine Abschéatzung von holg g Vu fiir alle Losungen w des Dirichlet-
problems zu (5.4) mit Randwert op. Weil w = Ju eine schwache Losung einer linearen
elliptischen Differentialgleichung ist, kehren wir im néchsten Abschnitt zu der linearen
elliptischen Theorie zuriick und beweisen die Holderstetigkeit der schwachen Losungen.
Dieses tiefe Ergebnis fiigt sich ganz natiirlich in die lineare elliptische Theorie ein. Seine
Bedeutung liegt allerdings in der Anwendung auf nichtlineare elliptische Probleme.
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5.2 Holderstetigkeit von schwachen Lésungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir auf einem offenen Gebiet 2 C R” das lokale
Verhalten der schwachen Losungen der linearen elliptischen Differentialgleichungen in
Divergenzform aus Abschnitt .1l Die Differentialgleichung schreiben wir wie in (5.7]):

V-A(,u,Vu)+ B(,u, Vu) =0 mit (5.9)

A(z,z,p) = (a(z) - p+b(z)z — f(z), B(z,z,p)=c(z) p+dx)z—g(z)
fiir alle x € 2, 2 € Rund p € R™. Hierbei sind die Koeffizienten a : {2 — nxn-Matrizen,
b,c, f:Q— R"undd, g : Q — R. Die Inhomogenitét der schwachen Losungen wird hier

durch —(V - f +g) beschrieben, was dem negativen der Inhomogenitét in Definition [A.T]
entspricht. Zusétzlich zu (4.2)-(43)) setzen wir folgendes voraus und definieren:

fe ()", geL:(Q) firein n<q< oo, (5.10)
a = ||allpe@cmny, Z:= 2| +k, b:=2(b*+ |c|> + kx| fI*) + |d| + kg'|g] (5.11)
mit kg = k(R) := R|| f|| (o + R%HgHL%(Q), fir R>0und 0 =1—2. '

Aus ([A2)) folgt fiir alle 0 < e <1 und k > k(R)

A, 2,p)| < alp| + bl - |2] + 1] < alp| + b7z,
p-A(w, z,p) = A pl* = [pl([o] - [z + [ f1) = 5 (A7 pl* — AbZ?), (5.12)
2B (x, 2z, p)| < |2l(|el - |pl + |dl - || + 1g]) < §lpI* + £b2°,
wobei wir (|b] + K5 [£1)2 = b2 + 21blkg! | £] + k2| £12 < b, [plbhz < LA p[? + AB2),
2| lel- 1ol < £lpi+ 2lef2[2f? bw. [=](jd] - |21 + [g]) < [£[z(1d] + k3 lg]) bemutzt haben.
Die entsprechenden Ober- bzw. Unterlésungen u € W2(Q) sind dann definiert durch

/(Vv~A(-,u, Vu)—vB(-,u, Vu))du > ()0 fiir alle v € W' (Q) mit v > 0. (5.13)
Q

Zuerst zeigen wir in der folgenden Proposition die lokale Beschranktheit und eine schwa-
che Harnackungleichung von Losungen von (5.13). Aus der schwachen Harnackunglei-
chung werden wir die volle Harnackungleichung und die Hoderstetigkeit der Losungen
herleiten. Das ist das letzte fehlende Glied fiir die Losung des Plateauproblems.

Proposition 5.3. Sei Q@ C R" offen und es gelte (L2)-E3) fir L [@1) und (G10).
(i) Fiir jede Unterlésung u € W12(Q) von (B13) auf Q D B(y,2R) und p > 1 gilt

sup u < C(n, A, R, p,q) (R_% sl (By.2m) + /f(R)> :
B(y,R)
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(7i) Schwache Harnackungleichung. Fiir jede Oberlisung u € W”( ) von (B.13) auf
Q, die auf B(y, 4R) C Q nichtnegativ ist, und 1 < p < 5 gilt

(A R.p.a) (f wt (R

Fiir Oberlosungen u ist —u eine Unterlosung, fir die dann (i) gilt.
Beweis: Im folgenden bezeichne B := B(y, R). Der Beweis von beiden Teilen (i) und
(ii) benutzt die Iteration von Jiirgen Moser, die wir zuerst darstellen. Die jeweiligen
Aussagen erhilt man dann durch verschiedenen Wahlen von Testfunktionen. Im Beweis
von (ii) schlieBen wir mit dem Lemma von John und Nirenberg eine entscheidende Liicke
des Iterationsschemas. Die Testfunktionen werden aus geeigneten Potenzfunktionen
konstruiert, deren Exponenten unbeschrénkt sind. Zuerst sei R = 1, also im Beweis
von (i) By C © und im Beweis von (ii) By C Q. Fiir andere R > 0 benutzen wir die
Transformation z — £. Fiir n € Cj(By) mit n >0, f € R, S > 0 und k > k(R) ist

v=n*", mit ug=S+3(u—-S—|u—=>5)) und @=3(us+|us|)+k
wegen Proposition eine in (5.13) zugelassene Testfunktion mit der Ableitung

Vo = 2pVni” + i Xue (0.9 V-

Fiir Unter- bzw. Oberlésungen ist also folgendes Integral nichtpositiv bzw. nichtnegativ:
B/n2ﬂﬁ_1Vu~A(-,u, Vu) du+2/7}V77~A(-,u, Vu)a” du—/nzﬂﬁB(-,u, Vu)dp. (5.14)

QN[ue(0,9)] Q )
Aus (5.12) erhalten fir alle 0 < e <1 und k > k(R) die Ungleichungen

" 'Vu - A(u, V) > (AT Vul — AbpPat )
2nVn - A(-,u, Vu)@®| < 2an|Vn|a®|Vu| + 26 %n|Vny|a*+!
<en’ @’ Vulr + (1+ )\VT]|2 AL bpPaf !
P’ B(-,u, Vu)| < 0’| Vul* + 1bn2u5“

(5.15)

Im Folgenden sei § fiir Unterlosungen u positiv und fiir Oberlésungen negativ, und
e = min{1, 5; }. Weil (5.I4) nichtnegativ bzw. nichtpositiv ist, folgt aus (E.IF)

/?72u6_1|VU|2du < SA(L+A) 1+ 87 /(5?72 + (14 [af)[Vyl)a™ " dp,  (5.16)
QN[ue(0,5)] Q
wobei 1+ |3]7! beschriinkt ist, wenn |3| eine positive untere Schranke besitzt. Sei w

far g g £ -1
B logu fiir § = —1.
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Weil Vw auf Q\ [u € (0,5)] verschwindet, schreiben wir (B.16]) mit v =+ 1 um zu

2 \ﬁiA 2f9 + (14 [aP) [V )w?dp - fiie 5 # —1
o d“g{ A folbr + (1 + )Py dp farp= 1. O

Die Sobolevungleichung erméglicht es die obere Ungleichung zu iterrieren. Sei also
n=nfiirn>2 2<2<qfiir n=2. Dann folgt aus der Sobolevungleichung [3.45l

o, < (@) [ (97wl + [wVnl) d (519
n— Q
Wegen2<ﬁ<qgilt%:%—%<%—%:qz_—q2<%und%:)\2n (1—)\)%mit

A= %. Aus den Hélder- und Youngschen Ungleichungen ab < Aa> + +(1- )bm folgt

_ _ _ X/ s 1-2\ 2
/ b(nw)zduéllbllgllnwllzzqSIIMI;((EIIWII?&) (=75 lmwl2) ) <
Q q—2 n—2
< [ollg (Aellmoll zs, + (1= 2™ wlls) = [5llg (2 lImw] 22, + =77 E2 fao]l)

Wegen ([A3]) und der Wahl von kg (BI1) gilt ||l_)||% < C(A,Q) auf allen Béllen, auf
denen wir die Iteration benutzen. Obige Ungleichung setzen wir zusammen mit (5.17)
in (5.18) ein und absorbieren ||nw|| 2a_ fiir hinreichend kleines ely|C(n, A, g, |5]) = 1:

[nwll 25 < C(a, Ay g, 1B+ YD) 7| (n+ [Vnwlla. (5.19)

Dabei ist die Konstante C(n, A, ¢,|5]) in (5.19) wieder beschrénkt, solange |3| eine
positive untere Schranke hat. Als néchtes spezifizieren wir die Abschneidefunktion n
genauer. Wir wéhlen 1 < rq < ro < 2 bzw. 4 und setzen n =1 auf B,,, und n = 0 auf

Q\ By, mit [V 1(5,) < 772+ Mit x = 775 erhalten wir aus (5.19)
C(1+|y)7=
1wl z2x(B,,) < ﬁHwHB(BTQ) (5.20)

Aus der Ungleichung (5:20) erhalten wir in den beiden Fillen 4 > 0 bzw. v < 0

D(xv,1r1) < (W)W@(%m) bzw. ®(v,19) < <M>1P(X7,Tl) (5.21)

o —T o —T1

1 1
mit@(%r)z( IUPdu)—lelp(& q)(xv,r):( IUIX”’du)—Hme B

B; B;
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fiir 7 < 2 bzw. 4 und v # 0. Wir iterieren diese Ungleichungen. Im Fall (i) mit 5 > 0
und v > 1 sei v, = x"p mit p > 1 und r,, =1+ 27" < 2 fiir m € Ny. Induktiv folgt

l

m 1 qgﬁ ﬁ ml -1 . % 711 —
@(xmp,nsH(%) v(p.2) < (Cn™ ) (20) T N 2)

1
(n,A,p,q)®(p,2) =: S fiir alle m € N, also

(n, A, p, @) o (5,) Wegen /

(| |)d,u<1furallem€N
B1 S

Falls ||ug ||, < oo folgt [|u]| s,y < ||ut| s, + k fiir alle S > 0, und damit (i)
fir R = 1 im Grenzwert S — oo und k | k(R). Unter der Transformation  — & = %
erhalten alle Ableitungen einen Faktor R™!. Wenn wir (5.9) mit R? multiplizieren, dann
transformieren sich die Koeffizienten wie (a,b,c,d, f,g) — (a, Rb, Rc, R*d, Rf, R?g).
Wegen |Rf|?d"% = |ROf|7d"z und |R%*g|z A" = |R¥g|d"z transformieren sich die
restlichen Grofien in (5.12) wie (a, b, k) — (a, R?b, k), woraus (i) folgt.

Im Beweis von (ii) sei & = u+k mit £ > k(R) und 5 < 0. Fiir 0 < pg < p < x folgt
aus (B.2I)) einmal ohne Iteration und einmal mit analoger Iteration mit r,, =1+ 27"

®(p,2) < C1®(po,3), P(—x"po,1) > Cy ®(—py,3) =: [ fiir alle m € N,

also infu > I wegen /
B1

By

X "Po
(—) dp > 1 fiir alle m € N.
U

Also folgt (ii) fiir R =1 und C(n, A, R, p, q) = (C1C>Cs)~! im Grenzwert k | k(R) aus

Um das zu zeigen, benutzen wir die untere Ungleichung von (5.17)). Sei By, ein beliebiger
Ball vom Radius 2r in By und 7 eine Abschneidefunktion mit [V < 2, die auf B,
gleich n = 1 ist und auf Q\ B, verschwindet. Mit der Holderungleichung folgt aus (5.17))

1

\Vw|dp < w2rs ( \Vw\zd,u) < C(n, A)r"* wegen r < 2 und n > 2.
B, By

Wegen dem John-Nirenberg Lemma B.51] existiert ein py = po(n, A) > 0 mit

1
erolv=wol < C(n, A) mit wy = —/ wdp, also
Lg ( ) ’ IU’(B3> B3

</ ePow du) (/ e~ pow du) < 02(% A)epowoe—powo < C(n, A).
B3 BS
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Aufgrund der Definition von w zeigt das (5.22]) und damit (ii) fiir £ | k(R) und R = 1.
Wie im Beweis von (i) folgt (ii) fiir andere R > 0 aus der Transformation z — %.q.e.d.

Wir zeigen jetzt mithilfe der Proposition fiir homogene (d.h. f =0 = g) Un-
terlosungen das starke Maximumprinzip, fiir homogene positive Losungen eine Har-
nackungleichung und fiir inhomogene Losungen die Holderstetigkeit.

Starkes Maximumprinzip 5.4% Sei 2 C R" offen und zusammenhdngend und es gel-

te (L2)-(E3) und D) fir L (@EI). Jede homogene Unterlésung u € W2(Q2) von (5.9)
ist konstant und fir u # 0 gilt in (L6]) Gleichheit, wenn folgendes gilt:

supu =supu > 0 fiir einen Ball B € ). (5.23)
B Q

Beweis*: Die Bedingung (4.0)) ist dquivalent dazu, dass positive Konstante homogene
Oberlosungen sind. Also ist S —u mit S = supg u > 0 als Summe zweier Oberlosungen
eine Oberlosung. Wegen der Schwachen Harnackungleichung Proposition 5.3 (ii) gilt

RS = ul|lpBy.2r) < C’Bi(n%)(S —u) firalle B(y,4R) C €, also
v,

A:={y € Q| infososuppu=St={y € Q| ulpye = S fiir ein B(y,e) C Q}=:B.

Fiir jeden Grenzwert y einer Folge y; in A enthélt B(y, ) D B(y, 5) fiir groBe k. Also
ist A abgeschlossen und wegen (5.23)) nicht leer, und B offen, also beide gleich Q2.q.e.d.

Das Starke Maximumprinzip [5.4] zeigt, dass Unterlosungen von Lu = 0 kein inneres
echtes Maximum besizten. Fiir stetige Losungen entspricht das dem klassichen Starken
Maximumprinzip .13 Fiir eine Oberlosung folgt das entsprechende Starke Minimum-
prinzip. Fiir stetige Losungen von Lu = 0 folgt also das Schwache Maximumprinzip

Die Kombination von (i) und (ii) in Proposition 53] ergibt die folgende

Harnacksche Ungleichung 5.57 Sei Q2 C R" offen und es gelte ([@2)-(3) fir L (1)
und (510). Jede nichtnegative homogene Losung u € WH2(Q) von (B.9) erfillt

supg u < C(n, A, R)info u  fiir alle offenen und zusammenhingenden Q' € Q.

Beweis*: Fir B(y,4R) C Q und Q' = B(y, R) folgt die Aussage aus (i) und (ii) in
Proposition 5.3l Wir iiberdecken Q' €  durch endlich viele solcher B(yy, Ry). Seien
B(yo, Ro) und B(yk, R ) die Bélle mit dem kleinsten inf p(y, g,) v bzw. mit dem gréften
SUPp(y, i) U- Flir zusammenhéngende Y konnen wir B(yx_1, Rk—1) N B(yx, Ri) # 0,
also infp(, | r,_,)u < Suppy, gy v fir & = 1,..., K annehmen. Aus der K-fachen
Anwendung der Ungleichung fiir ' = B(yy, Ry,) folgt die fiir . q.e.d.

Der folgende Satz geht auf De Giorgi und Nash zuriick und ist die Grundlage fiir
die Erweiterung der elliptischen Theorie auf quasilineare Differentialgleichungen.
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Satz 5.6. Sei Q) C R" offen und es gelte ([A2)-(A3) fir L (A1) und (5.I0). Dann ist
jede Lisung von (B.9) holderstetig in Q0 und es gilt fiir alle B(y, Ro) C ©Q und R < Ry

a £ lla+llgll .
osc u < C(n, A, q, Ro) (Rﬂ) sup |u| + Raqu% fir ein a = a(n, A, q, Ry) > 0.
B R) * " B(y,Ro)

Beweis: Fiir R < % und folgende Groflen gilt

So= sup |ul, Sy= sup w, my= inf wu, S;= sup uw, m; = inf u.
B(y,Ro) B(y,4R) B(y,AR) B(y,R) B(y,R)

L(Sy—u)=5,V-b+d)—V-f—g, Llu—my)=my(V-b+d)+V-f+g.

Mit p = 1 ergibt die Anwendung der schwachen Harnackungleichung Proposition [5.3] (ii)
auf die Funktionen Sy — v und u — my auf B(y,4R)

RA/ (Si—u)dp < C(Ss — S1 + B(R)), %/ (tt — ma) djs < C(my — may + B(R)).
B(y,2R) B(y,2R)

_n 2n
q q

mit k(R) = S (1 £llg + Sollblle) + 5 (llgllz + Solld]ls)-

Die Summe dieser beiden Ungleichungen ergibt zuerst

54 — My S C(?’L, A, R(), q)(S4 —my +my — Sl + E(R)) und dann
w(R) < (1—-C'(n,A, Ry, q))w(4R) + k(R) mit w(R) = B(()s%) u=S; —my.
v,

Der Satz folgt aus dem folgenden Lemma, wobei wir p € (0,1) so gro8 wihlen, dass
(1—p)22 < (1 — o) mit y=1-— C™'(n, A, Ro,q) und 7 = 1 gilt. q.e.d.

nr
Lemma 5.7. Fiir monoton wachsende w,o : (0, Ry] = R und 0 < ~,7 <1 gelte
w(TR) < Yw(R) + o(R)
Dann gilt fir alle p € (0,1) und R < Ry
w(R) <C(y,71) <(R%)aw(Ro) + a(RNR(l)—M)) fiir ein a = a(y, T, 1) > 0.

Beweis*: Sei zuerst Ry < Ry. Weil ¢ monoton wéchst gilt dann fiir alle R < R,

w(TR) < yw(R) + o(Ry)
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Die m-fache Iteration diese Ungleichung ergibt

m—1
o(R
wW(T™Ry) < A"w(Ry) +0(Ry) Y v <~"w(Ry) + 1(_ 17)
=0
. . ) . v In B
Fiir jedes R < Ry sei m € Nmit 7"R; < R< 7" Ry, also —+ —1<m <
m— m— U(Rl) h,:_z U(Rl)
w(R) < w(T™ 'Ry) < 4™ 'w(Ro) + =~ < ()" w(Ro) + =
Fiir Ry = Ry ™" R* folgt also X
_p)ny R, " RM
wB) < 1) gy 1 T TR qed

1_
Die Kombination von Proposition (5.3 und Satz [5.6] ergibt die folgende Hoderstetigkeit:

Satz 5.8 Sei Q C R™ offen und es gelte (£2)-(E3) fir L 1) und (&I0). Dann gilt
fiir jede Losung von (5.9) auf Q' € Q mit d' = d(Y,00) und o = a(n, A, d') >0

£ lg+lglla
felleveqe) < Con v ) (b + 572,

Beweis*: Die Aussage folgt aus Satz 5.6l mit Ry = d’ und Propsition 5.3 (i). q.e.d.

Wir verallgemeinern die Definition von Ungleichungen von W12(Q)-Funktion-
en. Sei T eine beliebige Teilmenge von Q und v € W12(Q). Dann gilt u < 0 auf T,
wenn uy = 3(u+ |ul) in WH2(Q) zum Abschluss von C§(Q2\T') gehort. Fiir stetige  ist
diese Bedingung genau dann erfiillt, wenn v < 0 auf T gilt. Fiir T' = 92 stimmt diese
Definition mit Definitions iiberein. Jetzt verallgemeinern wir Proposition 5.3

Proposition 5.9 Sei Q C R™ offen und es gelte (A2)-(@3) fir L (Z1) und (G10).
(i) Fiir jede Unterldsung uw € W2(Q) von (513), alle B(y, R) C R™ und p > 1 gilt

sup uy < C(n,A, R, p,q) <R_% |warr|| pnB2R)) + kf(R)>
QNB(y,R)

mit M = sup  uy unduy =M+ 5(u— M+ |u— M|).
89N B(y,2R)
(ii) Schwache Harnackungleichung. Fiir jede Oberlésung u € W2(Q) von (5I3), die
fiir einen B(y,4R) C R™ auf QN B(y,4R) nichtnegativ ist, und 1 < p < -2 gilt

n—2

~ < A inf
R™7 ||t ronB,2r) < C(n, A, R,p,q) <mg%yﬂ) U, + k(R))

mitm=__inf uw undu,=m+ 3(u—m—|u—m).
d0NB(y,AR)
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Fiir Oberlosungen u ist —u eine Unterlosung, fir die dann (i) gilt.
Beweis*: Wir modifizieren den Beweis von Proposition 53] Im Beweis von (i) bzw.
(ii) sei fur M < S bzw. S < m und in beiden Fillen fiir £ > k(R)

us:S+%(uM—S—|uM—S|) bzw. uS:S+%(um—S—\um—S\)
_B_ B .
, Ju’ — (M + k)P fir >0, . ~
= t = (us+us|) +k
° n{uﬁ—(m+k)ﬁ firg<o " s sl

Dabei ist n € C3(B(y, 4R)) wieder eine spéter im Beweis genauer spezifizierte Testfunk-
tion. Weil die Strukturungleichungen (5.12) im Tréger von v fir Z = @ und p = Vu
gelten, und wegen v = n?u®, folgt wieder die Ungleichung fiir w. Der Rest der
Beweise von (i) und (ii) verlduft wie im Beweis von Proposition (.3l q.e.d.

Die globale Stetigkeit folgt nur dann aus Proposition (i), wenn € zusétzliche
Bedingungen erfiillt. Wir sagen, dass €2 bei 2y € 0 eine dufere Kegelbedingung erfiillt,
wenn ein Kreiskegel V,,, mit Scheitelpunkt zy ganz auflerhalb von (2 liegt. Das ist z.B.
dann erfiillt, wenn es einen offenen Ball auflerhalb von €2 gibt, dessen Abschluss x
enthélt. Unter diesen Bedingungen gilt folgende verschéirfte Holderstetigkeit.

Satz 5.10% Sei Q) C R" offen und es gelte (E2)-(E3) fir L (£1) und (5.I10). Wenn Q
an allen Punkten von 02 eine dufiere Kegelbedingung erfillt, dann gilt fiir jede Losung
u € W2(Q) von [B3), alle xg € 9Q, 0 < R < Ry und ein a = a(n, A, Ry, q, V) > 0

R (0%
osc u < C(n,A, q Ry) <—) sup |u| + Rk(R) + osc u_ |.
QNB(zo,R) Ry / onB(zo,Ro) 99N B(z0,v/ERo)

Im Folgenden bezeichne Qg := QN B(xg, R) und 0Qg := 0QN B(xg, R) fir xy € 0N.
Beweis*: Wir modifizieren den Beweis von Satz [5.6l Sei R kleiner als % und als die
Hohe von V,,, und folgende Groflen

So= sup |ul, Sy= sup u, my= inf w, S;= sup u, my; = inf w.
B(y,Ro) B(y,4R) B(y4R) B(y,R) B(y,R)

Die Anwendung der Schwache Harnackungleichung in Proposition 5.9 (ii) auf die Funk-
tionen Sy — w und u — my auf B(zg,4R) ergibt

<S4 — sup u) #(Ban(o) \ ) < R_"/B (Ss—u)g,_gdp < C(Sy — S1 + k(R)),

n
Mur R 2R(zq)

B Q0 _
(inf u— m4) #(Ban(o) \ ) <R / (4 = M4) gy, dpt < C(my — my + k(R)).
aQ4R Rn BZR(:EO)
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Mithilfe der duleren Kegelbdingung folgt daraus

54 -5 < C(S4 - Sl + E(R)), m—my < C(m1 —my + E(R)),
oscq, u < (1 —C7H(n, A, Ry, q, Va,)) 0scq,, u + k(R) + oscaq, , U-

Dann folgt die Aussage wieder aus Lemma [5.7] q.e.d.

Wenn die Voraussetzungen vom Satz B.10 und limg o 0scpz,,r) v = 0 gelten, dann
folgt u(zg) = lim,_,, u(z) aus diesem Satz. Aus den Sétzen (.6 und B.I0 folgt dann

Korollar 5.11%7 Wenn das Gebiet Q2 zusdtzlich zu den Voraussetzungen vom Satz[5. 10
beschrdnkt ist und auf ganz 02 eine duflere Kegelbedingung erfiillt, und oscoan Brag) U
0 im Grenzwert R | 0 fiir alle xg € 02 gilt, dann ist u auf Q2 gleichmdfsig stetig.q.e.d.

Insbsondere liegen unter den Voraussetzungen des Korollars die eindeutigen Losun-
gen des Dirichletproblems aus Satz 3 fiir Randwerte p € WH2(Q) N C°(Q) in C°(Q).
Aus den entsprechenden Abschitzungen folgt dann fiir jeden Randwert o € C%(99),
dass die entsprechende Losung des Dirichletproblems in u € W12(2) N C°(Q) liegt.

Aus Satz [5.10 folgt auch eine globale Holderstetigkeit, wenn 2 eine etwas stérkere
Bedingung erfiillt. Wir sagen, dass Q auf T C 0€) eine gleichméflige auere Kegelbdin-
gung erfiillt, wenn € fiir alle xq € T ausBerhalb eines zu einem gegebenen Kreiskegel
kongruenten Kegels V,,, mit Scheitelpunkt x, liegt. Damit verschérfen wir auch Satz[5.8

Satz 5.12. Sei Q) € R" offen und erfiille auf einer Teilmenge T C 02 bzw. T = 0S) eine
gleichmifige dufere Kegelbedingung, und es gelte (£2)-E3) fir L [EI) und (GI0).
Fiir jede Losung u € WH2(Q) von (59), die folgendes erfiillt

osc u< KR" fiir feste K > 0,9 > 0 und alle xo € T, R > 0,
OQNB(zo,R)

folgt u € CO(Q) fiir & € QUT mit d =d(Q,00\T) bzw. d = diam Q fiir ' =
|ul|co.e@y < C(n, A, Vi, ¢, oo, d’)(sup |u|—|—K+k) fiir ein a = a(n, A, Vy,, q, g, d’) >0.
Q

Beweis*: Sei y € Q' und § = d(y,9Q) < d'. Wegen Satz [5.6] gilt mit rg = §

Ju(x) — ulw)| _ <5a W)

lz =yl ~ B(y.5)
bei allen x € B(y,¢). Fiir ein xy € 9 mit d(zg,y) = ¢ folgt mit R = 20 und Ry = 2d’

0% 0sCp(ys U < 0 osc,; u < C (supg |u| + k + K)



118 KAPITEL 5. NICHTLINEARE ELLIPTISCHE THEORIE

fiir 2a < o aus Satz B.I00 Wegen u(xg) = 0 folgt fiir alle x € B(y, d)
lule) ~ uly)] SC(sup|u|+k+K> :
|z —y| Q
Aus einer nochmaligen Anwendung von Satz mit R = 2d(z,y) und Ry = 2d’ folgt
diese Ungleichung auch fir d' > d(z,y) > ¢'. q.e.d.

Dieser Satz kombiniert getrennte Holderabschétzungen im Inneren und auf dem
Rand zu teilweise globalen bzw. globalen Holderabschitzungen. Wir bemerken, dass
08ConnB(y,r) u — 0 fiir alle y € IQ im Grenzwert R | fiir u,p € WH2(Q) mit u — p €
W, 2(Q) aus p € C°(Q) folgt. Fiir ¢ € C%0(Q) folgt sogar oscoqu < K R*.

5.3 Plateauproblem

In diesem Abschnitt zeigen wir die eindeutige Losbarkeit des Plateauproblems fiir Ge-
biete Q mit 92 € C*“ und Randwerte ¢ mit beschrinkter Steigung. Zuerst wollen wir
das Maximumprinzip Korollar 2.14] benutzen um die Eindeutigkeit zu zeigen.

Satz 5.13 (Vergleichsprinzip). Auf der offenen Menge Q € R" seien a;; € C*(Q x R™)
und u,v € C%(Q) N C°(Q) mit folgenden Eigenschaften gegeben:

Z;Zl a;;(z, Vu(2))0:0;u(z) > szzl ai;(z, Vo(2))0,0,0(z)  auf z € Q,

u < v auf 0Q und a(-, Vu(-)) oder a(-, Vou(-) erfullt ([L2). Dann gilt u < v auch auf .

Beweis: Die Funktion w = v — v 16st dann die Ungleichung

sz A (2)d:05w + Z 2)0w(z) >0 mit  Ay(x) = ag;(x, Vu(x)),

R aim,w(x))—aij@: v(@)) = Yo, 2D G () G ()
Bulo) = ). V) — Vo) Vo)

ij=1

-+ i aaij(x’ VU(ZL')) 828]’0(56)

Opy,

8i8jv(:c)

i7j

Wegen der Differenzierbarkeit von a;; konvergiert der erste Summand von By (z) bei den
r € Qmit Vu(x) = Vo(z) gegen Null, so dass B insgesamt auf {2 stetig und beschrinkt
ist. Also erfiillt w die Voraussetzungen von dem schwachen Maximumprinzip Das
zeigt die Aussage, wenn a(-, Vu(-)) (£2) erfiillt. Wenn a(-, Vo(+)) (£2) erfiillt, dann
vertauschen wir die Rollen von v und v definieren aber w auch als w = u —v. q.e.d.
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Je zwei Losungen u und v des Plateauproblems, deren erste Ableitungen auf €2 be-
schrankt sind, erfiillen alle diese Voraussetzungen, so dass u = v, also die Eindeutigkeit
der Losung folgt. Dieser Satz 148t sich auf allgemeinere nichtlineare elliptische Rand-
wertprobleme iibertragen. Zum Abschluss zeigen wir noch den folgenden Satz, aus dem
auch die Existenz einer Losung des Plateauproblems folgt:

Satz 5.14. Seien 0<a<1, QER" offen, 0N C** und ¢ € C**(Q), so dass  und ¢
beschrinkte Steigung haben. Wenn fiir Ae CH*(R™ R"™) und a = A" und alle A > 0

;5 € CO’Q(B(O )\)) mat ||a,~j||co,a (B(0,))) < A()\) und

ZZ Clzy( )€z€] > [Lf\ fur (p’ f) c B(O’ )\) % R™ (524)

auf B(0,\) C R" gilt, dann gibt es ein u € C*() mit V- A(Vu) = 0 und ulsg = ¥|oa-

Beweis: Wir wenden Satz[b.Ilan und zeigen (5.6) mit den 4 Schritten im Abschnitt 5.1
Die ersten drei Schritte sind am Ende von Abschnitt [5.1] ausgefiihrt. Insbesondere sind
die Gradienten |Vu| aller Losungen des Dirichletproblems zu (5.4]) mit Randwert op
auf ) uniform beschrinkt. Die Komponenten von Vu sind schwache Losungen einer
linearen elliptischen Differentialgleichung der Form (5.9), wobei das entsprechende A
in (4.2)-(43)) uniform beschriankt ist. Wegen Satz [5.§] liegt « dann fiir ein 8 > 0 in
CY5(Q). Fiir die gloable Abschiitzung iiberdecken wir wie im Beweis der Globalen
Schauder Abschitzungen 99 durch Mengen V (zy) C U(zg), die durch lokale C%“-
Diffeomorphismen ¥ auf B(0,1) C B(0,2) abgebildet werden, so das V(zg) N Q C
U(zo) N Q diffeomorph zu B(0,1), C B(0,2); sind. Sei # = ¥(z) und 9; baw. V
und D? die entsprechenden ersten und zweiten partiellen Ableitungen. Dann folgt fiir
w(Z) = w(¥~1(2)) aus V- A(Vu) = 0 auf B(0,2)+ die Differentialgleichung

0=V-A(V(@oW(x))) = Spur (a (@f%)%(@@))) D? (ﬂ(\If(x)))) _
— Spur (a (@'T(x)w(\p(x))) (qﬂT( )D*a(¥ () + > D2 (2)d,i (x)))).
Dann erfiillt @ auf B(0,2), die ellitpische Differentialgleichung der Form (57)
V- A(#, Va(z)) + B(Z, VU(x)) =0 mit A(#,p) = ‘I”(‘I’_l(f))A (T (T(2))p) ,
(2.5) = Spur (a (W7 (01@)p) Y. D@5 ~ V- A, D)
Wegen (5.8) sind fiir [ = 1,...,n — 1 die Komponenten @ = dyii auf B(0,2),; wieder

schwache Losungen eine linear elliptischen Differentiagleichung in Divergenzform mit
uniform beschrinktem A und Inhomogenitit f; € (C(Q))". Wegen Satz haben
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diese w fiir ein o > 0 auf B(0, 1), eine beschrankte Holderkonstante holp (1), o . Um

das auch fiir @ = 8,4 zu zeigen, withlen wir fiir alle y € B(0,1) und 0 < R < : auf

B(y, R); C B(0,2); ein € C§°(B(y,2R)) mit n =1 auf B(y, R) und |Vn| < Z. Mit
v =n?(w — w(y)) erhalten wir wie in der Caccioppoliungleichung am Rand E.1

/ PIVEPdu < C | (i + |Vnl*(@ —d(y))’ dp < C(R" + R">7) < CR'*2
B(va)+ B(y,2R)+

fiir ein C' > 0 zunéchst nur fir [ = 1,...,n — 1. Also folgt zunéchst
||aiajﬁ||%2(B(y,R)+) < O RM212e

fiir alle (4,7) # (n,n). Weil @ eine ellitische Gleichung l6st, gilt das auch fiir (4, j) =
(n,n). Dann folgt aus (B.I0) und aus Satz .50, dass auch holg(1), o V@ uniform
beschréankt ist. Das zeigt den vierten Schritt. Damit folgt der Satz aus Satz 5. Ilq.e.d.

Mit der elliptischen Theorie haben Jenkins und Serrin 1968 folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.15. Sei 0 < a < 1, Q @ R” offen, 00 € C** mit nicht negativer mittlerer
Krimmung (gilt z.B. wenn Q konvez ist) und ¢ € C?%(Q). Dann gibt es eine eindeutige
Lisung u € C*(Q) der Minimalfichengleichung auf Q@ mit u = ¢ auf 0.

Im Abschnitt 14.4 von D. Gibarg, N.S. Trudinger: “Elliptic Partial Differential Equa-
tions of Second Order” wird das gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus einer Verallgemei-
nerung des Maximumprinzips auf quasilineare elliptische Differentiagleichungen.



