B.2

Anhang B

Der kleine Riemannsche Abbildungssatz

Der ,kleine” Riemannsche Abbildungssatz ist die Vorstufe des groken Riemannschen Abbildungs-
satzes (Theorem 2.42), die einfach zusammenhéngende Gebiete in € behandelt. Weil dieser Satz
thematisch zur Funktionentheorie I gehort, skizzieren wir ihn und seinen Beweis in diesem An-
hang.

Theorem. Jedes einfach zusammenhéngende (oder planare, Definition 2.29) Gebiet G C C,
das nicht gleich C ist, ist biholomorph &quivalent zur Kreisscheibe D = B(0,1).
Fiir den Beweis werden die folgenden Aussagen iiber holomorphe Abbildungen D — D benétigt:

Aufgabe. (a) Eine Mobius-Transformation f € Aut(@) (sieche Aussage 1.38(a)) bildet genau
dann D auf D ab, wenn f in der Form

mit zp € D und ¢ € R geschrieben werden kann.

~

(b) Zu beliebigen zg, 21 € D existiert ein f € Aut(C) mit f[D] =D und f(z0) = 21 .
(¢) (Lemma von Schwarz-Pick.) Ist f: 1D — D holomorph, so gilt fiir alle z € D

IO
L—[f(z)]? ~ 1=z
In dieser Ungleichung gilt genau dann Gleichheit, wenn f eine Mobius-Transformation
gemal (a) ist.

Beweis des kleinen Riemannschen Abbildungssatzes Theorem B.1. Ein Gebiet G C C ist genau
dann planar, wenn es einfach zusammenhéngend ist, und diese Eigenschaft ist genau dann erfiillt,
wenn jede holomorphe Funktion auf G eine Stammfunktion besitzt. Der weitere Beweis erfolgt
in drei Schritten.

1. Schritt. Wir zeigen, dass G biholomorph dquivalent ist zu einem Gebiet G mit 0 € G C D.
Wegen G # C koénnen wir durch Translation erreichen, dass 0 € G gilt. Weil G einfach zusam-
menhéingend ist, gibt es auf G einen Zweig des Logarithmus, d.h. eine holomorphe Funktion

A:G—=C mit =2 fir zeqG .
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Die holomorphe Funktion w : G — C, z — e% ist dann offenbar ein ,Zweig der Quadrat-
wurzel, d.h. es gilt w(2)? = z fiir 2 € G. Aus letzterer Beziehung folgt auch die Injektivitiit
von w, und dhnlich wie im Beweis von Lemma 2.37 gilt w[G] N (—w[G]) = @. Weil —w[G]
nach dem Satz von der Gebietstreue offen ist, gibt es ein wy € w[G] und ein £ > 0 mit
B(—wp,e) C —w[G] € €\ w[G]. Dann bildet die injektive holomorphe Abbildung z m
das Gebiet G auf ein Gebiet G C D ab. Nach Aufgabe B.2(b) kann hinter diese Abbildung eine

Mobius-Transformation geschaltet werden, um 0 € G zu erreichen.

A(z)

2. Schritt. Wegen dem 1. Schritt konnen wir nun zusédtzlich 0 € G C D voraussetzen. Wir
untersuchen in diesem Schritt injektive holomorphe Funktionen f : G — D mit f(0) = 0
und zeigen die folgende Aussage: Ist ein solches f nicht surjektiv, so existiert eine injektive
holomorphe Funktion F': G — D mit |F'(0)| > |f'(0)].

Die holomorphe Funktion f: G — D mit f(0) = 0 sei also injektiv, aber nicht surjektiv. Weil
f nicht surjektiv ist, gibt es ein zp € D\ f[G]. Wir betrachten die Mobius-Transformation

z— 20
CI)O(Z): 1—50Z7

die nach Aufgabe B.2(a) D auf D abbildet. Fiir das einfach zusammenhéngende Gebiet G =
(Poo /)[G] C D gilt 0= Pg(20) ¢ G, also gibt es wie im 1. Schritt einen holomorphen Zweig
der Quadratwurzel w : G — C. Offenbar ist w[G] C D. Es ist —zp = ($g o f)(0) € G, und wir

setzen
zZ— 21

z1=w(—2p) €D und P4(z) = .

Die Mo6bius-Transformation ®; bildet ebenfalls nach Aufgabe B.2(a) D auf D ab, und es gilt
®1(z1) = 0. Nun definieren wir

F(z)=(®P1o0woPgo f)(z) fir z€qG .
Die holomorphe Abbildung F' : G — D ist injektiv mit F'(0) = 0. Fiir die holomorphe Abbildung
h:D—D, z— &' ((®71(2))?)
gilt
h(0) = @5 (21) = &5 ' (w(—20)") = @' (—20) =0
und

hoF =d;'ow?odgof=f.

Weil die holomorphen Abbildungen C — 6, z — z° und % — Z% nicht injektiv sind, ist
auch h nicht injektiv, also sicher nicht (Einschrankung einer) Mobius-Transformation. Aus dem

Schwarzschen Lemma folgt daher |h/(0)] <1 und daher

2

[F(0)] = [W(0) F'(0)] = |[W(0)] - [F'(0)] < [F'(0)] -

3. Schritt. Sei F die Menge der injektiven holomorphen Funktionen f:G — D mit f(0) =0.
Wir zeigen, dass F ein Element f enthélt, fir das |f/(0)| maximal ist. Wegen dem 2. Schritt
ist dieses f surjektiv, und damit eine biholomorphe Abbildung G — D.
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Zunéchst bemerken wir, dass F # @ ist, denn die Inklusionsabbildung G — D liegt in F.
Wir wihlen ¢ > 0 mit B(0,¢) C G. Fiir f € F gilt dann nach der Cauchyschen Ungleichung
|f/(0)] < 1. Daher hat die Menge

{lro)|fer

ein endliches Supremum sy € [l,00). Somit existiert eine Folge (fn)new in F mit
limy, 00 | f1,(0)] = so. Aulerdem gilt jeweils |f,(2)] < 1 fiir alle 2 € G. Nach dem Satz von
Montel (Aussage 2.34) gibt es eine Teilfolge von (f,), die kompakt gleichméfig gegen eine ho-
lomorphe Funktion f : G — C konvergiert. Nach dem Satz von Weierstrafs konvergieren auch
die Ableitungen kompakt gleichméfig gegen die Ableitungen von f. Deshalb ist |f/(0)] = sq.
Daher ist die Abbildung f nicht konstant, und daher nach dem Satz von ,nullstellenzihlenden
Integral“ injektiv. Das Bild von f ist nach dem Satz von der Gebietstreue eine offene Menge, die
in D enthalten ist, und daher in D enthalten. Also ist f € F, und |f/(0)| ist in F maximal. O

Aus dem Beweis des kleinen Riemannschen Abbildungssatzes ergibt sich auch:

Korollar. Jede biholomorphe Abbildung f : D — D ist Einschrankung einer Mobius-
Transformation, und daher von der in Aufgabe B.2(a) beschriebenen Gestalt.

Beweis. Sei f : D — D biholomorph. Nach Aufgabe B.2(b) existiert eine Mobius-Transformation
g € Aut(C) mit g[D] =D und g(f(0)) = 0. Die biholomorphe Abbildung h := go f : D —
D erfiillt |A'(0)] < 1 nach dem Lemma von Schwarz. Andererseits haben wir im Beweis des
kleinen Riemannschen Abbildungssatzes (Theorem B.1) gesehen, dass eine derartige Abbildung
genau dann surjektiv ist, wenn |h/(0)| maximal, also hier = 1 ist. Dies bedeutet nach der
Gleichheitsdiskussion im Lemma vom Schwarz, dass h(z) = €% - 2z mit einem ¢ € R ist,
also h insbesondere eine Mobius-Transformation ist. Damit ist auch f = g~' o h eine Mobius-

Transformation. O



