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Wir wahlen einen Divisor P € Div(X) mit deg(P) = 1 sowie ein zunéchst beliebiges n € IN .
Dann setzen wir D, = D — nP und betrachten den Vektorraum A = {)\ | ¢ € HY(X, O,p)}.
Damit ist A ein Unterraum von H!(X, Op,)*. Man kann zeigen (siehe [Fo, Lemma 17.8]), dass
die Abbildung H°(X, €,,p) — A, + 1 A ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Folglich gilt nach
dem Satz von Riemann-Roch (Theorem 3.56):

dim A = dim H*(X, 0,,p) > dim H*(X, 0,,p) —i(nP) =1 — g +deg(nP) =1—g+n,

wobei g das Geschlecht von X ist. Nach Lemma 3.71 ist ¢p, : H'(X,Q_p, ) — H X, Op,)*
injektiv, also gilt fiir das Bild im(:p, ) € HY(X, Op,)* nach Aussage 3.60

dimim(cp, ) = dim H*(X,Q_p, ) > —deg(D,) + ko = n + ko — deg(D) .

und somit
dim A +dimim(ep, ) > 2n+ (ko + 1 — g — deg(D)) . (®)

Ist n > deg(D), so ist deg(D,,) < 0 und deshalb H°(X, &p,) = 0. In dieser Situation zeigt der
Satz von Riemann-Roch (Theorem 3.56):

dim H (X, 0p,)* = g — 1 —deg(D,) =n+ (g — 1 — deg(D)) .
Durch Vergleich mit (®) ergibt sich: Wahlt man n € IN hinreichend grofs, so gilt
dim A + dimim(cp,) > dim HY (X, Op,)* .

Da sowohl A als auch im(cp,) Untervektorriume von H'(X,&p )* sind, folgt daraus, dass
A Nim(ep,) # 0 ist. Also existiert ¢ € HY(X,O,p), ¥ # 0 und wy € HY(X,Q_p,) mit
tp, (wo) = ¥A. Dann ist w = (1/¥)wp € H*(X,Q_p). Man kann nun zeigen, dass tp(w) = A
ist, siehe [Fo, Lemma 17.7|. O

3.14 Verzweigte Uberlagerungen und der Satz von Riemann-Hurwitz

Es ist schon gelegentlich angedeutet worden, dass nicht-konstante holomorphe Abbildungen f
zwischen zwei kompakten Riemannschen Flichen sogenannte wverzweigte Uberlagerungen sind,
und wahrscheinlich hétten wir schon langst genauer iiber diesen Punkt reden sollen. Jetzt ist
noch einmal eine gute Gelegenheit dafiir, denn der Satz von Riemann-Hurwitz, der aus dem Satz
von Riemann-Roch und der Serre-Dualitét folgt, handelt von dieser Situation. Er beschreibt einen
Zusammenhang zwischen den Geschlechtern von der beiden beteiligten Riemannschen Fliachen
mittels der Blitterzahl der verzweigten Uberlagerung f .

Aussage und Definition. Seien XY zwei Riemannsche Flachen, f : X — Y eine nicht-
konstante, holomorphe Abbildung, = € X und y = f(z) € Y. Dann existiert genau ein n € IN,
und Karten (U,z) von X mit z € U und z(z) = 0 bzw. (V,w) von Y mit y € V und
w(y) =0, so dass

wo f=2z" auf U

ist.

Wir sagen in dieser Situation, dass f in x den Wert y mit der Vielfachheit n annimmt, oder
in x die Vielfachheit n hat | f has multiplicity n at z]. Die Zahl (n — 1) bezeichnen wir mit
by(z), sie heifit die Verzweigungszahl |branch number| von f in z.
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Beispiel. Ist in der Situation von Aussage 3.72 Y = C, so ist die Vielfachheit n = bg(x) +1 =
Ordx(f - y) :

Beweis von Aussage 3.72. Wir wéhlen holomorphe Karten Z von X um x mit Z(z) = 0 und
w von Y um y mit w(y) =0, und betrachten die Taylorreihe von w o f

wof=>Y ¢z mitn>0, ¢ €C, c, #0.
k>n

In dieser Situation ist g(Z) = >~ Cntk Z¥ eine in der Nihe von x nullstellenfreie, holomorphe
Funktion, die daher lokal bei z eine n-te Wurzel h(Z) besitzt, es gilt also h(2)" = g(Z). Das
Definitionsgebiet von h kann dabei so gewéhlt werden, dass h nullstellenfrei ist. Damit gilt

wo f=2"-¢g(2)=(Zh(2))" =2" mit z=2Z2-h(2).

Dabei ist z in der N&he von z eine weitere holomorphe Karte mit z(x) = 0, so dass die
Bedingung der Aussage erfiillt ist. Es ist offensichtlich, dass die Zahl n nicht von der Wahl der
Karten z und w abhéngt. O

Aussage. Seien XY zwei kompakte Riemannsche Flichen und f : X — Y eine nicht-
konstante, holomorphe Abbildung. Dann existiert eine Zahl m € IN, so dass jedes y € Y
von f mit Vielfachheiten gezéhlt genau m-mal angenommen wird, das soll heiffen: Fiir jedes
yeyY gilt

> (b)) +1)=m.

zef~[{y}]

Die Zahl m heift der Grad [degree| von f. Wir sagen (per Definition), dass f eine verzweigte,
m-blattrige Uberlagerung |[branched m-sheeted covering (map)| von X iiber Y ist.

In der Situation dieser Aussage ist die Menge

={z € X |32 € fH{f(@)}] 1 by(a’) # 0} = {w € X [ #f [{f(2)}] <m}

diskret und daher endlich. f|x\g: X\S — Y\ f[S] ist dann eine m-bléttrige, holomorphe Uber-
lagerung im Sinne von Abschnitt 1.4, dadurch wird die Bezeichnung ,yerzweigte Uberlagerung®
fir f gerechtfertigt. Die Punkte von S oder von f[S] heifien Verzweigungspunkte [branching
points, ramification points| von f. Aus der Endlichkeit von S folgt auch, dass die totale Ver-
zweigungsordnung [total branching order|

bri=> bs(x)
zeX

endlich ist.

Beweis von Aussage 3.74. Weil f holomorph und nicht konstant ist, ist f eine offene Abbildung,
und daher ist f[X] sowohl kompakt als auch offen in Y . Somit ist jedenfalls f[X] =Y . Fir
n € IN betrachten wir nun die Menge

Sn=1R yey (bf(x)+1) >n
zef~{y}]
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Wegen Aussage 3.72 ist S, offen. Wir werden gleich sehen, dass S,, auch abgeschlossen ist.
Daraus folgt, dass fir n € IN jeweils entweder S,, = @ oder S, =Y gilt. Wegen f[X]=Y ist
offensichtlich

Y=5D28>28D>...,

andererseits ist die Menge f~![{y}] fiir jedes y € Y endlich und es ist bs(z) endlich fiir jedes
x € X ; deshalb kann nicht S, =Y fiir jedes n € IN sein. Also gibt es ein maximales m € IN,
so dass 5, = Y ist. Fiir dieses gilt S;,11 = @, und deshalb erfiillt dieses m die Eigenschaft
der Aussage.

Es verbleibt zu zeigen, dass S, abgeschlossen ist. Dazu sei (yx)renw eine Folge in S, , die
gegen ein y € Y konvergiert. Weil es nur endlich viele y € Y gibt, fiir die bs(x) # 0 fiir
mindestens ein x € f~![{y}] gilt, kdnnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass bs(z) = 0 fiir alle k € IN und = € f~'[{yx}] ist. Also besteht f~'[{yx}] jeweils aus
mindestens n verschiedenen Punkten von X . Es seien also g1, ..., 2k, € f 1 [{yx}] paarweise
verschieden. Weil X kompakt ist, besitzt fiir j € {1,...,n} die Folge (z1 j)ren jeweils eine in
X konvergente Teilfolge; indem wir zu einer geeigneten Teilfolge von (yi) iibergehen, kénnen wir
ohne Beschriankung der Allgemeinheit erreichen, dass fiir alle j € {1,...,n} die gesamte Folge
(xk,j)keN gegen ein x; € X konvergiert. Die Punkte z; brauchen natiirlich nicht verschieden
zu sein, aber wegen der Steigkeit von f gilt f(x;) =y, und weil f(zy ;) = yi ist, folgt selbst
falls die x; nicht paarweise verschieden sind, 3 ¢ r-1y(bf(z) +1) = n. Alsoist y € S,. O

Satz. (Satz von Riemann-Hurwitz.) Seien X,Y zwei kompakte Riemannsche Flachen vom
Geschlecht gx bzw. gy, und f : X — Y eine nicht-konstante, holomorphe Abbildung vom
Grad my und totaler Verzweigungsordnung by . Dann gilt die Formel von Riemann-Hurwitz

b
gx:5f+mf(gy—1)+1-

Aus der Formel von Riemann-Hurwitz ergibt sich, dass die totale Verzweigungszahl by stets
geradzahlig ist.

Wir werden im néchsten Abschnitt (iber hyperelliptische Riemannsche Fléchen) eine Anwendung
des Satzes von Riemann-Hurwitz kennenlernen.

Beweis. Sei w # 0 eine meromorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf Y, dann ist f*w # 0 eine
meromorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf X . Deshalb gilt deg((w)) = 2gy —2 und deg((f*w)) =
2gx — 2 nach Aussage 3.62.

Sei nun x € X und y = f(x). Nach Aussage 3.72 gibt es Karten (U,z) von X mit z(z) =0
und (V,w) von Y mit w(y) =0, so dass wo f = 2¥ mit k = bs(x)+1 ist. Wir stellen w lokal
auf V als w=1(w)dw dar. Dann gilt auf U

ffw = (%) d2F = k2FLy(2F) dz
und daher
ord, (f*w) = (k — 1) + kordy(v) = bs(x) + (bs(x) + 1)ordy(w) . (1)
Nun gilt fiir jedes y € Y nach Aussage 3.74

Y. (bpla) +1) =my
ref 1))
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und daher ergibt sich durch Summation von ()

Z ord, (f*w) = Z be(z) + mysordy(w) .
zef~ {y}] zef~ {y}]

Daher ergibt sich

29x — 2 =deg((f'w)) = Z ord,(f*w) = Z Z ordy (f*w)

zeX yeY zef~1{y}]

= Z Z by(x) + Z myordy(w) = by +my deg((w)) = by +mys (29y —2) .
yeY zef~1{y}] yey

Durch Umformen nach gx ergibt sich die Behauptung. O

3.15 Hyperelliptische Riemannsche Flichen

Bisher verfiigen wir noch tiber kein explizites Konstruktionsverfahren fiir kompakte Riemann-
schen Flachen von Geschlecht > 2. Die hyperelliptischen Riemannschen Flachen sind in gewisser
Weise die einfachsten solchen Fléchen. Sie konnen explizit konstruiert werden.

3.76 Definition. Eine kompakte Riemannsche Flache X heift hyperelliptisch [hyperelliptic|, wenn
es auf X eine nicht-konstante meromorphe Funktion f gibt, die genau zwei Polstellen (gezéhlt
gemifR ihrer Vielfachheit) besitzt. ¥

In dieser Situation hat jeder Verzweigungspunkt der Abbildung f: X — C die Verzweigungszahl
1, also ist f eine 2-blittrige, verzweigte Uberlagerung (siche Aussage 3.74). Aus dem Satz von
Riemann-Hurwitz 3.75 folgt, dass das Geschlecht g der hyperelliptischen Riemannschen Fléache
X durch

b=2g+2

gegeben wird, wobei b die Anzahl der Verzweigungspunkte von f ist.

3.77 Beispiel. (a) Sei a = a(\) ein normiertes Polynom vom Grad 2g + 2, das nur einfache
Nullstellen besitzt. Dann wird durch die Gleichung

eine hyperelliptische Riemannsche Flache vom Geschlecht g definiert. Genauer gesagt, ist
damit das Folgende gemeint:

Wir betrachten die Menge
Y ={\v)eCxC|v>=aN}.

Wir betrachten >° als topologischen Teilraum von € x C; auf diese Weise ist 3° ein
zusammenhangender Hausdorffraum mit abzahlbarer Topologie. ¥° ist eine Riemannsche

TManche Autoren schrinken den Begriff  hyperelliptisch® auf Flichen von Geschlecht > 2 ein. In diesem
Zusammenhang werden kompakte Riemannsche Fldchen von Geschlecht 1, also komplexe Tori, als elliptische
Fldchen bezeichnet. Sie sind stets hyperelliptisch im Sinne unserer Definition, siche Aussage 3.78.
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Flache: Wir beschreiben dafiir Kartenfunktionen in der Néhe von Punkten (Ao, 1) € X°:
Ist a(Ag) # 0, so ist X° — C,(\,v) — X in der Nahe von (Ag,1p) eine Kartenfunktion.
Ist a(Ao) = 0, soist vy = 0 und X° ist in der Ndhe des Punktes (\g,1p) biholomorph
dquivalent zu {v? = X\ — Ag}. Deshalb ist dann X° — C,(\,v) — v in der Nihe von
(Mo, vp) eine Kartenfunktion.

Allerdings ist 3° nicht kompakt. Wir  kompaktifizieren 3° zu einer kompakten Riemann-
schen Fléche ¥, indem wir zwei neue Punkte ooy hinzufiigen. Dabei soll A(cot) = 0o € C
sein, und die Struktur von X bei diesen Punkten soll dadurch beschrieben sein, dass die
Funktion \: Y — C bei oo lokal biholomorph ist, das heifit, dass 1/\ eine holomorphe
Karte ist. Dann ist A : ¥ — C eine nicht-konstante meromorphe Funktion, die genau in den
beiden Punkten ooy einen Pol jeweils erster Ordnung besitzt. Also ist . eine hyperellip-
tische Riemannsche Flidche. Die Verzweigungspunkte von A sind genau die (2g + 2)-vielen
Nullstellen des Polynoms a, deshalb hat ¥ das Geschlecht g¢.

(b) Sei nun a = a(\) ein normiertes Polynom vom Grad 2g + 1, das nur einfache Nullstellen
besitzt. Dann wird durch die Gleichung

ebenfalls eine hyperelliptische Riemannsche Flache vom Geschlecht ¢ definiert. Im Unter-
schied zu (a) ist hier allerdings A = oo ein Verzweigungspunkt von .

Wie in (a) kann man die nicht-kompakte Riemannsche Fléche
Y ={\v)eCxC|v?=aN}

betrachten. Weil die Zahl 2g + 1 ihrer Verzweigungspunkte aber nun ungerade ist, kann
man eine kompakte Riemannsche Flidche nur erhalten, indem man bei der Kompaktifizie-
rung einen Verzweigungspunkt bei A = oo hinzufiigt. Wir definieren also ¥ dadurch, das
wir zu X° einen einzigen Punkt oo mit A(oco) = oo € C hinzufiigen. Die Struktur von
¥ soll in der Néhe von oo dadurch charakterisiert sein, dass oo ein (einfacher) Verzwei-
gungspunkt der meromorphen Funktion A ist, das soll heiffen, dass \/m in der N&he
von oo € X eine holomorphe Karte von X ist. Auf diese Weise wird A zu einer nicht-
konstanten, meromorphen Funktion, die in oo € ¥ einen Pol zweiter Ordnung besitzt,
und ansonsten holomorph ist. Somit ist ¥ eine hyperelliptische Riemannsche Fliache. Die
Verzweigungspunkte von A sind genau die (2g + 1)-vielen Nullstellen des Polynoms a,
zuziiglich des Punktes oo € ¥, deshalb hat ¥ auch in diesem Fall das Geschlecht g .

3.78 Aussage. Jede kompakte Riemannsche Fliache vom Geschlecht g <2 ist hyperelliptisch.

Beweis. Wir werden zeigen, dass es einen Divisor D = x1+ x5 € Div(X) (dabei x1,z9 € X ) mit
dim H°(X, Op) > 2 gibt. Daraus folgt, dass es eine nicht-konstante Funktion f € HY(X, Op)
gibt. Sie hat einfache Pole in den beiden Punkten xi,z9 € supp(D), deshalb ist X dann
hyperelliptisch.

Fiir g € {0,1} konnen dabei die Punkte x1,x2 beliebig gewihlt werden. Nach dem Satz von
Riemann-Roch (Theorem 3.56) gilt dann némlich

dim H°(X, 0p) =1 — g+ deg(D) +dim H(X,0p) =3 —g+i(D) >3 —-g>2.
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Betrachten wir nun den Fall g = 2. Wir wéhlen ein holomorphe 1-Form w # 0 auf X . Nach
Aussage 3.62 hat der kanonische Divisor D = (w) den Grad 2g —2 =2 und es gilt D > 0, also
ist D = x1 + x9. Dabei ist (D) = dim H'(X, Op) = dim H'(X,Q) = 1, und somit gilt wieder

nach dem Satz von Riemann-Roch
dim H°(X,0p) =3 —g+i(D)=2.
O

Aussage. Sei X eine hyperelliptische Riemannsche Fléache vom Geschlecht ¢, und f eine nicht-

konstante, meromorphe Funktion auf X mit genau zwei Polstellen. Es seien x1,..., 72542 € X
die Verzweigungspunkte von f, und y1,yo die Polstellen von f. Wir setzen voraus, dass x; # ys
fir alle j =1,...,29g4+ 2 und k = 1,2 gilt. Dann existiert eine weitere meromorphe Funktion
w auf X mit
2942
w?= [T (f = flap) - (%)
j=1

Der Divisor von w 1ist
(w) =21+ ...+ 72912 — (9 + 1)(y1 + v2) -

Beispiel. In den Beispielen 3.77(a),(b) setzt sich die Funktion A : ¥° — C, (A, v) — X\ jeweils
zu einer nicht-konstanten meromorphen Funktion auf ¥ mit genau zwei Polstellen (gezéhlt
geméak Vielfachheit) fort. Die hierzu gehérende Funktion w geméf Aussage 3.79 wird auf X°
durch v : ¥° = C, (\,v) — v gegeben. (Im Fall von Beispiel 3.77(b) wurde dabei von der
Voraussetzung in Aussage 3.79 abgesehen, dass die Polstellen von A keine Verzweigungspunkte
sein sollen. Deshalb hat v in diesem Fall in dem einzigen Punkt oo € ¥ einen Pol der Ordnung
29+ 2, nicht g+1.)

Beweis von Aussage 3.79. Zumindest gibt es um jeden Punkt x € X eine Umgebung, auf der es
eine meromorphe Funktion w gibt, die die Bedingung (x) erfiillt. Ist ndmlich 2 weder Verzwei-
gungspunkt noch Polstelle von f, so ist die rechte Seite von (%) auf einer einfach zusammenhén-
genden Umgebung U von x nullstellenfrei, daher existiert dort eine nullstellenfreie meromorphe

Funktion w = \/ H?g:f( f— f(z;)), die (x) erfiillt. Ist hingegen x ein Verzweigungspunkt von
f, so hat die rechte Seite von (%) dort eine Nullstelle genau zweiter Ordnung. Deshalb existiert
auf einer einfach zusammenhédngenden Umgebung U wieder eine meromorphe Funktion w, die
(%) erfiillt; sie hat in x eine Nullstelle erster Ordnung. Ist schlielich z eine Polstelle von f, so
hat die rechte Seite von (%) in z einen Pol der Ordnung 2g 4 2. Daher existiert ebenfalls um
x eine meromorphe Funktion w, die (%) erfiillt, und zwar hat w in z einen Pol der Ordnung
g+ 1. In allen diesen Fillen ist eine solche lokale Funktion w bis auf ihr Vorzeichen eindeutig
bestimmt.

Demnach verbleibt nur zu zeigen, dass es eine globale meromorphe Funktion w auf X gibt,
die die Gleichung (%) erfiillt. Dafiir konstruieren wir ein konkretes Modell fiir X . Wir setzen
ej = f(z;) € C. Dann sind die e; paarweise verschieden, es gilt f~![{e;}] = {x;}, wohingegen
fir e € €\ {er,.. .,eag42} die Menge f~1[{e}] aus genau zwei Elementen von X besteht.
Wir betrachen nun zwei Kopien der Riemannschen Zahlenkugel @, die wir als Kopie I und
Kopie IT bezeichnen. Fiir jedes k € {1,...,g+ 1}, wéhlen wir eine glatte Kurve in @, die von
eorp_1 nach egr verlauft, und wir als ,,Schlitz in beiden Kopien von C betrachten. Wir diirfen
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annehmen, dass die x; so nummeriert, und die ,,Schlitze* so gewéhlt sind, dass sich keine zwei
von ihnen schneiden. Von den beiden ,Ufern“ eines jeden Schlitzes bezeichnen wir willkiirlich
das eine als ,N-Ufer”, das andere als ,,S-Ufer. Wir konstruieren einen topologischen Raum X,
indem wir entlang jedem der (g + 1) Schlitze das N-Ufer von Kopie I von C mit dem S-Ufer
von Kopie II, sowie das S-Ufer von Kopie II mit dem N-Ufer von Kopie I verkleben. Auf diese
Weise wird X eine kompakte Riemannsche Fléche. Die Funktion f: X — (IA], die jedem & € X
das entsprechende Element von C zuordnet, ist offensichtlich eine nicht-konstante, meromorphe
Funktion auf X mit genau zwei Polstellen, und Verzweigungspunkten genau in den e; . Deshalb
ist (X, f) biholomorph équivalent zu (X, f). In diesem Sinne ist (X, f) ein konkretes Modell
fir (X, f).

Wir haben nun zu zeigen, dass eine lokal definierte Funktion w entlang jeder Kurve in X
analytisch fortgesetzt werden kann. Um zu verstehen, dass dies der Fall ist, betrachten wir
zundchst auf C die analytische Fortsetzung eines Zweiges der Funktion ,/f — e;. Sie wechselt

entlang eines geschlossenen Weges in C genau dann das Vorzeichen, wenn der Weg um e;
ungerade Windungszahl hat. Deshalb wechselt die analytische Fortsetzung von w entlang eines
geschlossenen Weges in C genau dann das Vorzeichen, wenn die Summe der Windungszahlen um
alle e; ungerade ist. Ist dies der Fall, so muss der Weg ungeradzahlig héufig einen ,Schlitz der
Konstruktion von X schneiden. Das bedeutet aber, dass der Lift des gegebenen Weges nach X
nicht mehr geschlossen ist, sondern von Kopie I von C nach Kopie II oder umgekehrt verlauft.
Er verbindet also zwei verschiedene Punkte von X mit demselben Bild unter f . Daraus ergibt
sich, dass w auf X global definiert werden kann. O

Wir wissen, dass fiir jede kompakte Riemannschen Flidche X vom Geschlecht g der Raum
H°(X,9) der holomorphen 1-Formen auf X vom Typ (1,0) ein g-dimensionaler Vektorraum ist.
Das folgende Korollar zeigt, dass wenn X hyperelliptisch ist, man eine Basis dieses Vektorraums
explizit angeben kann:

Korollar. Sei X eine hyperelliptische Riemannschen Flache vom Geschlecht ¢, f eine nicht-
konstante, meromorphe Funktion auf X mit genau zwei Polstellen, und w die zugehoérige Funk-
tion geméaf Aussage 3.79. Dann ist (wi,...,w,) mit

f]

j—1
w

wj = df fir j=1,...,¢g

eine Basis von H?(X, Q).

Beweis. Offensichtlich sind die g-vielen w; linear unabhéngige meromorphe 1-Formen vom Typ
(1,0) auf X . Wir brauchen nur zu zeigen, dass sie holomorph, also in H%(X, ) enthalten sind.
Wegen dim H?(X,Q) = g ergibt sich dann, dass die w; eine Basis von H°(X, Q) bilden.

Wir berechnen also den Divisor von w; . Es seien x1,...,29442 die Verzweigungspunkte von f,
y1,yo die Polstellen von f und ys,y4 die Nullstellen von f. Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit konnen wir wieder annehmen, dass x1,...,%2442,91,¥2,¥3, Y4 paarweise verschieden sind.
Dann ist

(f)=yzs+tya—y1—y2 und (df) =x1+...+ 2902 —2y1 — 202

sowie nach Aussage 3.79

(W) =21+ ... + 32942 — (g + 1) (y1 + y2) .
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Damit ergibt sich

(wi) =(2df) = (G = 1) - (f) = (W) + (df) = (9 — 7)1 +y2) + G — 1)(y3 + va) -

Fir j € {1,...,g} ist sowohl g —j >0 als auch j —1 > 0, und somit (w;) > 0. Also ist w;
holomorph. O

3.16 Linienbiindel auf Riemannschen Flachen

Ein Linienbiindel auf einer Riemannschen Fliache X ist eine ,Zuordnung®, die jedem Punkt
x € X eine ,Linie‘, d.h. einen komplex-1-dimensionalen Vektorraum F, zuordnet. Wir wollen
fordern, dass die Zuordnung x +— FE, in einem noch zu definierendem Sinne holomorph ist,
und sprechen dann von einem holomorphen Linienbiindel. Solche Linienbiindel treten bei vielen
Anwendungen der Theorie Riemannscher Flachen auf, u.a. auch in der Spektraltheorie integrabler
Systeme.

Definition. Sei X eine Riemannsche Fléche, E ein topologischer Raum, und 7 : £ — X eine
stetige Abbildung. Weiter sei fiir jedes x € X die Fuser [fibre] E, = 7 '[{z}] mit der Struktur
eines komplex-1-dimensionalen Vektorraums versehen. m : E — X oder einfach E heifst ein
Linienbiindel iber X |[line bundle over X |, wenn es fiir jedes © € X eine offene Umgebung
U C X von z und einen Hom&omorphismus

h:Ey:=n'{U—-UxC

gibt, so dass gilt:

(a) h ist fasertreu, d.h. das Diagramm

EU 4h> UxC
ﬁEUl pry
U

kommutiert.

(b) Fir z € U ist prgoh|E, : E; — C jeweils ein Vektorraum-Isomorphismus.

Ein derartiges h heifst eine lokale Trivialisierung [local trivialization| des Linienbiindels . Eine
offene Uberdeckung $ = (Ui)ier von X zusammen mit lokalen Trivialisierungen h; auf U; (fir
jedes ¢ € I) heifst ein Atlas |atlas| des Linienbiindels .

Aussage. Sei X eine Riemannsche Flache, m : £ — X ein Linienbiindel iiber X, und
(Us, hi)ier ein Atlas von 7. Fiir 4,5 € I gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Funktion

gij:UiﬂUj%(D*
so dass fir (z,v) € (U;NU;) x C gilt:

hj(l‘,gij(.%')’u) = hi(z,v) .
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Fir i,j,k € I gilt auf U;NU;NU}, die Kozykel-Bedingung (beziiglich der multiplikativ geschrie-
benen, abelschen Gruppe C*)
9ij * 9k = Gik -

Die g;; heien Ubergangsfunktionen [transition functions| zum Atlas (U, hy) .

Beweis. Sei © € U; N Uj. Weil hi(x, -) und hj(z, -) invertierbare lineare Abbildungen E, —
C sind, gibt es eine Zahl g;;(x) € C* mit hi(x, -) = gij(x) - hj(z, -) = hj(x,gij(x)-). Die
dadurch definierte Funktion g;; : U; N U; — C héngt offenbar stetig von z € U; N U; ab. Fiir
xz € Uy NU; NUj und beliebiges v € C\ {0} gilt

hi (2, ik (2)v) = hi(z,v) = hj(z, gij(x)v) = hi(x, gk (2)gij(x)v)
und somit g;r = gij gjk - O

3.84 Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche. Dann heifft ein Linienbiindel 7« : £ — X iiber
X holomorph [holomorphic|, wenn es einen Atlas fiir 7 gibt, so dass die entsprechenden Uber-
gangsfunktionen (Aussage 3.83) holomorph sind. Ein solcher Atlas heifst holomorpher Atlas fir
.

Sei X eine Riemannsche Fliache und 7 : E — X ein holomorphes Linienbiindel mit holomor-
phem Atlas (U, hy)ier zur offenen Uberdeckung 8 = (U;);e; von X . Seien weiter (9ij)ijer die
zugehorigen Ubergangsfunktionen nach Aussage 3.83. Dann ist (g;;) € Z1(4l, 0*). Dabei ist 0*
die Garbe der nullstellenfreien holomorphen Funktionen auf X . Als Gruppenoperation fiir diese
Garbe von abelschen Gruppen verwenden wir dabei die punktweise Multiplikation(!) holomor-
pher Funktionen. Durch den Atlas wird daher ein Element der Kohomologiegruppe H'(X, 0*)
bestimmt. Man kann zeigen, dass dieses Element von H!(X, &*) nicht von der Wahl des ho-
lomorphen Atlas abhéngt, und dass zwei verschiedene holomorphe Linienbiindel genau dann
dasselbe Element von H'(X,0*) induzieren, wenn sie zueinander isomorph (fasertreu biho-
lomorph Aquivalent) sind (Ubungsaufgabe). Das zeigt: Die Menge der Isomorphieklassen von
holomorphen Linienbiindeln auf X entspricht der Kohomologiegruppe H'(X, 0*). Die Gruppe
HY(X,0*) wird als Picard-Varietit [Picard variety] bezeichnet. Man kann zeigen (nicht hier,
und nicht ganz leicht), dass sie isomorph zu Div(X)/Divp(X) ist, wobei Divp(X) die Menge
der Hauptdivisoren auf X bezeichnet.

3.85 Definition. Sei X eine Riemannsche Flache und 7 : E — X ein Linienbiindel.

(a) Ein Schnitt [section| von 7 ist eine stetige Abbildung f: X — E mit mo f =idx . Also
gilt f(x) € E, fir jedes x € X .

(b) Sei nun 7 ein holomorphes Linienbiindel und (Uj, h;)ier ein holomorpher Atlas von .
Dann heiftt ein Schnitt f: X — E von w holomorph, wenn fiir jedes i € I die Funktion
prg o hi o fly, : Ui — € holomorph ist.

3.86 Beispiel. (Aus der Spektraltheorie integrabler Systeme.) Essei X entweder C oder C*
und es sei eine matrixwertige, (komponentenweise) holomorphe Funktion

M =M\ = (?;8)) ?&;) : X — SL(2,C)
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gegeben. Die Eigenwerte p von M(A) werden durch die Gleichung
p2 = AN p+1=0 mit A\ =tr(M\) = () +5(\)

bestimmt; deshalb gilt fiir v = p — 2A()) die Gleichung v? = 1A(X\)? — 1 =: a()\). Die um
—2A()) verschobenen Eigenwerte v von M ()) entsprechen also den Punkten der komplexen
Kurve

Yo ={(\v)eX xC* | =a(\)}.

Wir wollen nun voraussetzen, dass a(A) ein Polynom in \ ist, das nur einfache Nullstellen besitzt.
Dann sind wir fiir X = C in der Situation von Beispiel 3.77 (a) bzw. (b). Dort wurde gezeigt,
dass man durch Hinzufligung von zwei bzw. einem Punkt zu X° iiber A = oo eine kompakte
Riemannsche Fldche ¥ erhélt, und dass diese hyperelliptisch ist. Im Fall X = C* kann man X°
analog kompaktifizieren, indem man auferdem Punkt(e) iber A = 0 hinzufiigt. Auch hier erhélt
man eine hyperelliptische Fliche X . Sie heilt die multiplier curve oder Spektralkurvell zu M (N).
Ein Punkt von ¥ ist also genau dann ein Verzweigungspunkt der Funktion X — (IA], (AN v)—= A\,
wenn fiir diesen Wert M () nur einen Eigenwert (der arithmetischen Vielfachheit 2) hat.

Ein Vektor (vi,vs) € €? ist genau dann Eigenvektor von M(A) zum Eigenwert pu = v+ 3A(N),
wenn
(a(N) — p)vr + B(N)vg =0  oder gleichwertig ~y(A)vg + (6(A) — p)veg =0

gilt. Wir setzen nun weiter voraus, dass p — a(A) und b(A\) keine gemeinsamen Nullstellen
besitzen. Das bedeutet insbesondere, dass an den Verzweigungspunkten von A wir B(\) # 0
haben, was bedeutet, dass M () an diesen Stellen ein nicht-triviales Jordankéstchen ist, d.h. dass
der einzige Eigenwert p von M (A) dann die geometrische Vielfachheit 1 besitzt. Unter dieser
Voraussetzung ist das ,holomorphe Vektorfeld auf >

= C% (Av) = (B, v+ 5(6(N) —a(N)

nullstellenfrei, es ordnet jedem (A,v) € ¥ einen Eigenvektor von M(A) zum Eigenwert pu =
v+ 2A()) zu. Das zeigt, dass durch

7 E=%, (Av),v) = M) mit E= ] {(\v)} xker(M(A) — (v+ 3A(N))
(A p)ex

ein holomorphes Linienbiindel auf ¥ gegeben wird, das Eigenbiindel zu M ().

Das Paar (X,7) nennt man auch Spektraldaten der durch M (\) beschriebenen Losung eines
integrablen Systems.

IDass die Begriffe ,multiplier curve” und ,Spektralkurve in dieser Situation gleichwertig sind, liegt an un-
serer Voraussetzung, dass a(A) ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen sein soll. Im allgemeinen Fall, wo 3°
Singularitdten besitzen kann, unterscheiden sich diese beiden Begriffe voneinander.



