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Wir méchten eine L?-Norm auch auf Riemannschen Flichen einfiihren. Leider ist das global
nicht auf koordinatenunabhéngige Weise moglich, weil das Flachenintegral [ f (2)2dz Adz nicht
koordinatenunabhéngig ist. Wir fithren die L?-Norm daher fiir lokal definierte Objekte, némlich
fiir Koketten ein.

Sei X eine Riemannsche Flache. Wir wiéhlen endlich viele Karten (U, z;) von X (i €
{1,...,n}), so dass das Bild z[U;] C C jeweils eine Kreisscheibe ist. Man beachte, dass wir
nicht fordern, dass {* = (U});=1,..n ganz X iiberdeckt. Weiter wihlen wir offene Umgebungen

U; C U}, und betrachten die offene Uberdeckung 4 = (Ui)i=1,..n des Raums || :=J, U;.

In dieser Situation definieren wir auf den abelschen Gruppen von Koketten C(, &) (g € {0,1})
beziiglich der offenen Uberdeckung $f L2?-Normen, indem wir definieren:

fiir 1= (fi)ier € COWLO): |InlFay =D Ifillzawy = D Ifio 2 ey
i=1 i=1
fiir & = (fij)ijer € C1(8, 0): Hf”%%u) = Z HfUH%?(UimUj) = Z 1 £ OZi_lH%%zi[UimUj]) :

4,j=1 4,j=1

Die L2-Norm von Koketten wird also mithilfe der gewihlten Karten z; definiert. Wir bezeichnen
den Unterraum von CY(8, &) der g-Koketten mit endlicher L?*-Norm mit C7,(, &). Diese
Unterrdume sind analog wie L?(D, @) Hilbertriume. Die Koketten in C7, (8L, ©), die Kozykel
sind, bilden einen abgeschlossenen Untervektorraum von C7,(4, €), den wir mit Z7,(U, O)
bezeichnen.

3.8 Das Geschlecht Riemannscher Fliachen

Sei X eine Riemannsche Flache und & die Garbe der holomorphen Funktionen auf X . Weil
O eine Garbe von Vektorrdumen ist, trigt auch die erste Kohomologiegruppe H'(X, ) die
Struktur eines Vektorraums. Aus dieser Kohomologiegruppe werden wir wichtige Informationen
iiber die Existenz von meromorphen Funktionen auf X herleiten.

Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, und & die Garbe der holomorphen Funktionen
auf X . Wenn der Vektorraum H!(X, &) endlich-dimensional ist, so sagt man, dass X endliches
Geschlecht [finite genus| hat. In diesem Fall heift die Zahl g := dim H'(X, &) das Geschlecht
[genus| der Riemannschen Flache X .

Man kann zeigen, dass fiir kompakte Riemannsche Fliachen X diese Definition des Geschlechts
mit der Definition aus der Differentialtopologie bzw. der simplizialen Homologie iibereinstimmt
(man wiahle eine Triangulierung von X und zédhle die Ecken FE, die Kanten K und die Flachen
F, dann ist £ — K + F = Euler-Charakteristik = 2 — 2¢).

Beispiel. In Korollar 3.33 haben wir letztlich aus dem Lemma von Dolbeault gefolgert, dass
einfach zusammenhingende Riemannsche Flachen das Geschlecht 0 haben. Insbesondere hat
die (kompakte) Riemannsche Zahlenkugel das Geschlecht Null.

Theorem. Kompakte Riemannsche Flachen X haben endliches Geschlecht, mit anderen Wor-
ten: dim H'(X, 0) < .
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Der Beweis dieses Theorems erfordert etwas Aufwand und zwei Lemmata.

Es seien Y = (Uj)i<i<n und U = (V;)i<i<n zwei Familien von offenen Mengen in der Rie-
mannschen Flache X derselben endlichen Anzahl n. (In der Regel werden # bzw. U hier
keine Uberdeckungen von X sein.) Wir schreiben 8 < {, wenn fiir jedes i gilt: V; cC Uy,
d.h. wenn V; jeweils eine relativ-kompakte Teilmenge von U; ist. In dieser Situation erhdlt man
durch Einschrankung eine kanonische Einschréankungsabbildung CY(, &) — C?(7, ). Diese
Abbildung erhilt Kozykel und Kordnder, und fiihrt daher auch zu einer Einschinkungsabbil-
dung der Kohomologiegruppen H'(i, &) — H' (2, &) . Wir fassen also im Folgenden Koketten,
Kozykel, Korénder, Kohomologieklassen beziiglich i{ bei Bedarf auch als Koketten, Kozykel, Ko-
rinder, Kohomologieklassen beziiglich U auf. Dabei gilt [|£]|2(y) < oo fiir jedes § € CU(4, 0),
q € {0,1}, und somit C9(4, &) C C},(T,0).

Wegen Aussage 3.38 gibt es in dieser Situation zu jedem & > 0 ein Untervektorraum A C
Z}JQ (U, &) von endlicher Kodimension, so dass gilt:

1€l L2(wy <€ [[€ll2@y fiir jedes £ € A. ()

Lemma. Sei X eine Riemannsche Flache und 4* = (U}, 2;)1<i<n eine endliche Familie von
Kartenumgebungen von X, so dass das Bild z;[U;] jeweils eine Kreisscheibe in C ist (wie am
Ende von Abschnitt 3.7). Es seien U = (U;)i<i<n, T = (Vi)i<i<n und 00 = (W;)1<i<n weitere
Familien von offenen Mengen mit 20 <« U <« U <« U*. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so
dass es fiir jedes £ € Z1,(0, 0) Elemente ¢ € Z7,(4, ) und n € CY,(2, 0) gibt, so dass

(=¢40%n) in Z7.(28,0) (o1)

und
max(||Cl| 2y 10l z2my) < C - [l€ll 22w (02)
gilt.

Beweis von Lemma 8.42. Wir fiithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt. Sei € = (fij)i<ij<n € Z72(0, O) gegeben. Dann konstruieren wir ¢ € Z7,(4, &) und
n e 022 (20, 0) gibt, so dass die Bedingung (ol) gilt. Sei & die Garbe der glatten Funktionen.
Nach Aussage 3.22 (angewendet auf die Riemannsche Fliche U] =", V;) ist HY(U,&) =0,
deshalb existiert eine Kokette (g;)1<i<n € C°(U, &) mit

fij=9;—9 auf V;NV;.

WEeil f;; holomorph ist, gilt 0 =d”f =d"g; —d"g; jeweils auf V;NV;. Nach dem Garbenaxiom
(LG) (angewendet auf die Garbe der glatten 1-Formen vom Typ (0,1) auf |U|) fiigen sich die
d”g; zu einer glatten Differentialform w vom Typ (0,1) auf || mit w|y, = d”¢; zusammen.
Wegen 20 < U, ist auch |20| relativ-kompakt in |U|, und daher existiert eine glatte Funktion
Y auf X mit |9y = 1 und supp(y)) C [U|. Indem wir ¢pw durch Null fortsetzen, kénnen
wir pw als eine glatte Differentialform vom Typ (0,1) auf |U*| auffassen. Weil die U} jeweils
vermittels der Karte z; biholomorph zu Kreisscheiben in € sind, existieren nach dem Lemma
von Dolbeault (Theorem 3.30) Funktionen h; € &(U}), so dass d"h; = Yw auf US gilt. Wir
setzen nun Fj; = h; — h; auf U/ N Uj’-" . Dann gilt

d"Fj =d"h; —d"hi =dpw—ypw=0 auf UN U;s.
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Also ist Fi; € O(Uf NUY). Wir definieren nun
¢ = (Fijlunu, )1<ij<n -

Offenbar erfiillt ¢ die Kozykelbedingung, und wegen U < U* ist ( auflerdem quadrat-
integrierbar. Also gilt ¢ € Z£2 (U, 0) . Es gilt jeweils

d"hi=ypw=w=d"g; auf W; ,

also ist h; — g; holomorph auf W;. Wegen W; CC V; ist h; — g; aukerdem beschrankt auf W,
und daher ist

n = (hi — gilw;)1<i<n € C12(2, 0) .
Nun gilt
Fij— fij = (hj — hi) = (9 — 9:) = (hj — gj) — (hi — ;) auf W;NW;
und damit ¢ — & = §°(n) . Daher gilt (o1).

2. Schritt. Wir zeigen nun, dass es eine Konstante C > 0 gibt, so dass auch die Abschéitzung
(02) gilt. Dazu betrachten wir den Hilbertraum

H=Z},(,0) x Z1,(0,0) x C,(20, 0)
mit der Norm || - ||z, die durch

166 &I = KN Z2qy + &2 ) + Il Z2@ny  fiir (¢,6m) € H

charakterisiert ist. Wir betrachten aufserdem die Teilmenge

L={(¢&n) eH | (=6+8"(n)in Z}.(2,0) }.

L ist ein abgeschlossener Unterraum von H und deshalb selber ein Hilbertraum (mit der Ein-
schrankung der Norm | - ||z auf L). Aus dem 1. Schritt ergibt sich, dass die stetige, lineare
Abbildung

m: L= Z72(0,0), (C.&m) =&

surjektiv ist. Nach dem Satz von der offenen Abbildung aus der Funktionalanalysis ist die Ab-
bildung 7 daher offen. Das bedeutet, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir jedes
r=(¢,&m) €L gilt: ||z]lg < C-[[7(2)| r2(y) - Damit gilt dann

max(|[Cl[ 22y 10l L2@my) < 1S EM e < C - (1€l 2wy

und damit (02). a

Mit dem folgenden Lemma befreien wir uns von der Einschrinkung auf quadrat-integrierbare
Kozykel aus Lemma 3.42. Es besagt, dass in der Situation von Lemma 3.42 der Bildvektorraum
der kanonischen Einschrénkungsabbildung

HY(U,0) - H'(20, 0)

endlich-dimensional ist.
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Lemma. Unter denselben Voraussetzungen wie in Lemma 3.42 gibt es einen endlich-
dimensionalen Vektorraum S C Z1(4, 0), so dass gilt: Fiir jedes & € Z'(U, &) gibt es Elemente
o €S und n € C%W, ) mit

oc=£6+0n) in ZY2,0).

Beweis. Sei C' > 0 die Konstante aus Lemma 3.42 und ¢ := % Nach () gibt es einen
Untervektorraum A C ZiQ (U, &) von endlicher Kodimension, so dass

1€l z2m) < € [[€ll L2y fiir jedes £ € A gilt.

Wir wiihlen S als das Orthokomplement von A im Hilbertraum Z7,(4, ). Dann ist S ein
endlich-dimensionaler Vektorraum, der komplementér zu A ist, d.h. es gilt A4+ 5 = ZiQ (L 0)
und AN S ={0}.

Sei nun & € Z1(U, 0) vorgegeben. Wegen U < U ist M := 1€l z2(p) < oo und somit & €
Z7,(2,0) . Nach Lemma 3.42 existicren daher (o € Z7,(4, 0) und no € CV5(2, €) mit

(o=E+0"m) in Z,(W,0)  sowie  [[Coll L2y, 1m0l r2n) < CM

Wegen der Konstruktion von S gibt es eine eindeutige (orthogonale) Zerlegung von (y €
Z}JQ (U, 0)
Go=¢& +oo mit §eA opes.

Wir konstruieren hiervon ausgehend nun induktiv Folgen von Elementen
G € Z12 (U, 0) n, € CV2(2, 0) £, €A o, €8

mit den folgenden Eigenschaften:

(1) G =61+ (n,) in Z7,(2W,0)
(2) ¢ =& + o, (die eindeutige orthogonale Zerlegung von ¢, € Zi2 U, 0))
(3) NSl 2y Il 2@y <277 - CM

Nehmen wir dafiir an, dass die Elemente fiir ein v schon konstruiert sind. Wir konstruieren dann
die entsprechenden Elemente fiir v+ 1. Weil (2) eine orthogonale Zerlegung von ¢, ist, gilt nach

(3)
va”ﬂ(n) < HCI/”LQ(L[) <27V.CM

und daher wegen der Wahl von A und ¢
1€ 2y < € l€llre@y < e 27V CM =27+ M
Nach Lemma 3.42 existieren daher (,41 € Z}ﬂ (U 0) und ny4q € 022 (2, 0) mit
Cur1 = & + 8 (1) in Z1(20,0) sowie G+l 2 (s> M1l L2am) < 2=t oM .

Wir nehmen nun die eindeutige orthogonale Zerlegung (,+1 = &41+0u,41 von (41 € Ziz (U 0)
mit £,41 € A und 0,41 € S, womit der Induktionsschritt der Konstruktion abgeschlossen ist.
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Nach (2) und (1) gilt
S +oy =81+ 50(7711)
und deshalb fiir gegebenes k € N

k—2

k k-1 k
§k+20’u = 5k—1+50("7k)+z oy = 5k—2+50(77k—1+77k)+20u =...=&+6° (Z 771/) (&%)
v=0 v=0 v=0 v=0

in ZEQ (20, 0) . Andererseits konvergieren wegen (3) die Reihen

o= ZJ,, €S und n= an, € CY,(2W, 0)
v=0 v=0

absolut in den jeweiligen Banachrdumen. Aukerdem gilt ||| z2¢) < ICkll 22 — 0 fiir & — oo,
und somit ist limy oo & = 0. Also folgt aus (&): o = & +6%(n), was zu zeigen war. |

Sei X ein topologischer Raum, .# eine Garbe abelscher Gruppen auf X, und Y C X eine
offene Teilmenge. Fiir jede offene Uberdeckung U = (U;);er von X ist UNY := (U;NY )ser eine
offene Uberdeckung von Y . Der Einschrinkungshomomorphismus Z!(4,.7%) — Z1(UNY, %)
bildet Kordnder auf Kordnder ab, und induziert daher einen Einschriankungshomomorphismus
H(Y, ) — HY(UNY,.Z) . Indem man hiervon den induktiven Grenzwert (wie in Abschnitt 3.4)
bildet, erhiilt man einen Einschrinkungshomomorphismus H'(X,.%#) — H(Y, 7).

Satz. Sei X eine Riemannsche Fliche und Y CC X eine relativ-kompakte, offene Teilmenge.
Dann ist das Bild des Einschrankungshomomorphismus

HY(X,0)— HY\(Y,0)

endlich-dimensional.

Beweis. Wir wahlen eine endliche Familie von Karten * = (U7, 2;)i=1,..»n sowie Familien of-
fener Teilmengen W <« Y <« U < U, so dass Y C || und alle z;[U}], z[U;] und z;[W;]
Kreisscheiben in € sind.

Weil die U; und die W; zu Kreisscheiben biholomorph sind, gilt H'(U;, &) = 0 und
HY(W;, 0) = 0 nach Satz 3.32(a). Also sind £ und 20 Leray-Uberdeckungen von |4 bzw. von
|20| beziiglich ¢'. Nach dem Satz von Leray (Satz 3.27) folgt

HY(|Y|,0) = HY(Y,0) und HY(|W|,0) = H'(W,0) .

Der Einschrinkungshomomorphismus H!(X, &) — H(Y,0) kann wie folgt ,faktorisiert* (als
Komposition von Einschrankungshomomorphismen geschrieben) werden:

HY(X,0)— HY|YU|,0) = H' (U, 0) - H'(W,0) = H (||, 0) - HY(Y, 0) .

Aus Lemma 3.43 folgt, dass das Bild des Einschriinkungshomomorphismus H!(, &) —
H'(20,0) endlich-dimensional ist. Daher hat auch H'(X,0) — H(Y,0) endlich-

dimensionales Bild. O

Beweis von Theorem 3.41. Weil die Riemannsche Flache X kompakt ist, kann in Satz 3.44
Y = X gewahlt werden. O
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3.9 Von der Existenz meromorpher Funktionen

Die Endlichkeitsaussagen aus dem vorherigen Abschnitt haben Folgen fiir die Existenz (nicht-
konstanter) meromorpher Funktionen auf Riemannschen Fléchen.

Satz. Sei X eine Riemannsche Flache, Y CC X eine relative-kompakte, offene Teilmenge, und
a € Y. Dann existiert eine meromorphe Funktion f € .#Z(Y) die in a einen Pol hat und auf
Y \ {a} holomorph ist.

Beweis. Nach Satz 3.44 ist die Dimension k des Bildes des Einschrénkungshomomorphismus
HY(X,0) — HYY,0) endlich. Wir wihlen eine holomorphe Karte (Uy,2) von X mit a €
Ui CY und z(a) = 0. Auferdem setzen wir Uy = X \ {a}. Dann ist 4 = (Uy, Us) eine offene
Uberdeckung von X . Wir betrachten fiir j = 1,...,k + 1 den Kozykel ¢; € Z1(l, ), der auf
Ui NUs = U \ {a} durch die dort holomorphe Funktion 277/ gegeben wird (und ansonsten die
Kozykelbedingung erfiillt). Weil das Bild von H'(, &) — H'(UNY, &) eine Dimension < k hat,
sind die Kohomologieklassen zu (;|y in H'(4NY, &) mit j € {1,...,k+1} linear abhiingig. Also
existieren Zahlen cy,...,cxr1 € C (nicht alle Null) und eine Kokette 7 = (f1, f2) € CO(UNY, O)
mit

k+1

Y e =0"(m) in Z'WUnY,0),

j=1

also
k+1

ZCjZﬁj =fo—fi auf UyNUyNY .

j=1
Nach dem Garbenaxiom (LG) fiir die Garbe .# der meromorphen Funktionen auf Y existiert
also eine Funktion f € .Z(Y), die auf U1 NY mit f; + Zfill ¢j 277 iibereinstimmt, und auf
UsNY =Y\ {a} mit fo iibereinstimmt. Wegen der ersten Ubereinstimmung hat f in a einen

Pol, und wegen der zweiten Ubereinstimmung ist f auf Y \ {a} holomorph. Also hat f die
gewlinschten Eigenschaften. O

Korollar. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliache. Es seien paarweise verschiedene Punkte
ai,...,an € X und Zahlen c¢q,...,¢c, € C gegeben. Dann gibt es eine meromorphe Funktion

feA(X) mit f(a;)) =¢ fir i € {1,...,n}.

Beweis. Weil X kompakt ist, kann in Satz 3.46 Y = X gewédhlt werden. Danach existiert fiir
jedes i € {1,...,n} eine meromorphe Funktion f; € .#(X), die einen Pol in a; hat, aber in
allen anderen Punkten holomorph ist. Wir wéhlen ein \; € C\ {fi(a;) — fi(ax) | 4,k # i} . Fir
j # 1 betrachten wir dann die meromorphe Funktion

i = fi — fi(ay)
Y fi = filag) + N

e MX).

Sie ist in allen a; mit & € {1,...,n} holomorph, und es gilt g;;j(a;) = 1 und g;j(a;) = 0.

Daher ist
h; = H 9ij
J#i



