2.1

Kapitel 2

Uniformisierung

In diesem Kapitel wollen wir den Uniformisierungssatz beweisen, der die Riemannschen Flachen
bis auf Biholomorphie klassifiziert. Eine wesentliche Etappe hierzu ist der groffe Riemannsche
Abbildungssatz, der besagt, dass jede einfach zusammenhdngende Riemannsche Fliache entweder
zu €, oder zu €, oder zu D := B(0,1) C € biholomorph #quivalent ist.

Um den groften Riemannschen Abbildungssatz zu zeigen, werden wir auf jeder beliebigen einfach
zusammenhingenden Riemannschen Fliche X eine injektive, meromorphe Funktion konstruie-
ren. Dies werden wir mittels monotonen Grenzwerten von (sub)harmonischen Funktionen tun.
Daher befassen wir uns als erstes mit harmonischen Funktionen auf Riemannschen Flachen. Dies
sind lokal die Realteile von holomorphen Funktionen.

2.1 Harmonische Funktionen

Aussage und Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche und u : X — IR eine glatte,
reellwertige Funktion auf X . Fiir v sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) dd"u=—-d"du=0.
(ii) d'u ist eine holomorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf X .

(iii) Fiir jede Karte (U, z) von X gilt mit x = Re(z), y = Im(z) die Laplacesche Differenti-

algleichung
0’u  0%u
Au:=——+—5=0.

YT a2 * Oy

(iv) Es gibt eine offene Uberdeckung 4§ = (Uy)aca von X, so dass u|y, jeweils Realteil
einer holomorphen Funktion f, € O(U,) ist. f, ist jeweils bis auf Addition einer rein-
imaginidren Konstanten eindeutig bestimmt.

Gilt eine — und damit jede — dieser dquivalenten Aussagen, so heift u harmonisch [harmonic].
Den reellen Vektorraum der harmonischen Funktionen auf X bezeichnen wir mit H(X). Die
holomorphe 1-Form d’u betrachten wir als die Ableitung von u € H(X); in der Situation von
(iv) gilt jeweils d'u|y, = dfs . In lokalen Koordinaten gilt d'u = %(% - ig—g)dz.
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Aufgabe. (a) u:=logl|z| € H(C*) with d'u = 1dz.

(b) For a Riemann surface X and a holomorphic function f € O(X) without zeros, we have
u:=log|f| € H(X) and d'u = f~1df. For this reason f~'df is called the logarithmic
derivative of f.

Beweis von Aussage 2.1. In (i) beachten wir zunéchst, dass in jedem Fall 0 = ddu = (d' +
d")(d' +d"u = d'd"u+ d"d’w und damit d'd"u = —d"d'u gilt. w:= d'u ist in jedem Fall eine
1-Form vom Typ (1,0). Diese ist genau dann holomorph, wenn 0 = d"w = d”d’u gilt. Damit ist
die Aquivalenz (i) < (ii) gezeigt. Beziiglich einer lokalen Karte wie in (iii) gilt w = % dz und
daher

0u _ 1 /0%u  0O%u ~
_8z82(d2/\dz) =-1 <63¢2 + 8y2> (dz AdZ) .

Das gibt die Aquivalenz (i) < (iii). Fiir die Aquivalenz (iii) < (iv) verwenden wir, dass wir X
durch Kartenumgebungen tiberdecken konnen, deren Bild unter der Kartenabbildung jeweils ein
konvexes Gebiet in C ist. Aus diesem Grund koénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass u auf einem konvexen Gebiet G C C definiert ist. Ist « harmonisch, so gilt fiir
die Funktion g := 3 (uy — iuy)

1
d'w =

8 = 15 +i5) (e — iuy) = § (taw — ity + ittye +1uyy) = 0.

Also ist g holomorph, und besitzt daher eine holomorphe Stammfunktion f auf dem konvexen
Gebiet G. Die Integrationskonstante konnen wir dabei so wéhlen, dass Re f(z0) = u(zp) an
einer Stelle zp € G gilt. Nunist (f —u), =g —u, =9 — %(um —QUuy) = —1i - %uy rein-imaginér,
deshalb ist Re f = u. Ist umgekehrt u der Realteil einer holomorphen Funktion f = w4 iv, so
gilt wegen der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Ugy + Uyy = (Uz)m + (Uy)y = (Uy)m — (’Uz)y =0 ,
und somit ist © dann harmonisch. O

Aufgabe. Let X,Y be Riemann surfaces, f : X — Y a holomorphic map, and u € H(Y).
Then uo f € H(X).

Dadurch, dass harmonische Funktionen lokal Realteile von holomorphen Funktionen sind, {iber-
tragen sich gewisse Eigenschaften holomorpher Funktionen auf diese.

Aufgabe. Formulate and prove a version of the identity theorem for harmonic functions on
Riemann surfaces.

Die folgende Mittelwerteigenschaft, die wir zunéchst nur fiir harmonische Funktionen auf Kreis-
scheiben in C formulieren, ergibt sich aus der Cauchyschen Integralformel:

Aussage. (Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen) Sei 0 <7 <r und u €
H(B(z0,7)) . Dann ist u(zg) gleich dem Mittelwert der Werte von u auf dem Kreis {|z — 29| =
r'} = 0B(z0,1"), explizit:

27
u(z) = 27r/O uw(zo+ 7" €%)dp .
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir zp = 0 annehmen. Weil B(0,r) ein
konvexes Gebiet ist, existiert eine holomorphe Funktion f: B(0,r) — C mit Re(f) = u, siehe
den Beweis von Aussage 2.1. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

B 1 f(¢) o 1 2n f(rl : ew) R _ 1 o I i
f(()) N 271 BB(O,T’) C dC - 211 0 r . eigo e dSO - ot 0 f(/r e )ng
und somit
1 27 ) 1 27 ) 1 27 )
u(0) = Re(f(0)) = Re < flr' e dgo) = / Re(f(r"-e"%))dp = — u(r’-e"?)dyp .
271' 0 27'(' 0 27T 0

|

Aussage. (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Sei X eine Riemannsche
Flache und u eine harmonische Funktion auf X .

(a) Wenn u in einem xg € X ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum annimmt, so
ist u konstant.

(b) Ist K C X eine kompakte Teilmenge, so nimmt u|x sein Maximum und sein Minimum
auf dem Rand von K an.

Beweis. Zu (a): u habe in zp € X ein lokales Maximum. Es sei (U, z) eine Karte von X mit
zo € U und 2(x9) = 0. Dann wihlen wir r > 0 mit B(0,7) C 2[U] und so, dass u|.-1[p(0) <
u(xg) ist. Nach Aufgabe 2.3 ist @ = u(xo) — (u o 2z7')|p(, eine harmonische Funktion auf
B(0,r). Fir 0 <7’ <r gilt dann nach der Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen,

Aussage 2.5

1 27 )
0 = i(0) = / (' - %) dg .
0

T om

Weil der Integrand 4 nicht-negativ ist, folgt hieraus, dass @ auf K,/(0) verschwindet. Das
zeigt, dass u auf 271[B(0,r)] konstant gleich u(xg) ist. Mit dem Identitéitssatz fiir harmonische
Funktionen, Aufgabe 2.4, folgt, dass u iiberhaupt konstant ist. (b) folgt sofort aus (a). ad

2.2 Das Dirichlet-Problem fiir Kreisscheiben

Definition. Sei GG ein beschrinktes Gebiet in C oder eine ,berandete Riemannsche Fliche",
und g : dG — IR eine stetige Funktion.

Die Suche nach einer stetigen reellwertigen Funktion u : G — IR mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) u|g ist harmonisch,

(ii) uloc =g

heifst Dirichlet-Problem.
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In diesem Abschnitt werden wir das Dirichlet-Problem zunéchst fiir offene Kreisscheiben B(zg, )
in C diskutieren. Es wird sich zeigen, dass es in diesem Fall fiir jede beliebige stetige Rand-
funktion ¢ eindeutig lésbar ist. Weil eine offene Kreisscheibe B(zp,r) durch die Mobius-
Transformation z +— *2% auf die offene Kreisscheibe D := B(0,1) abgebildet wird, geniigt
es, D zu betrachten. Spéter werden wir das Dirichlet-Problem fiir allgemeine Riemannsche Fla-
chen untersuchen.

Der Schliissel fiir die Losung des Dirichlet-Problems auf Kreisscheiben ist die Poissonsche Darstel-
lungsformel. Sie ist eine Verallgemeinerung der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
(Aussage 2.5), die zeigt, dass sich alle Funktionswerte einer harmonischen Funktion auf dem
Inneren einer Kreisscheibe aus den Werten auf dem Rand ausrechnen lassen. Die Poissonsche
Darstellungsformel kann andererseits auch als eine Entsprechung der Cauchyschen Integralfor-

mel fiir harmonische Funktionen aufgefasst werden. Dabei wird die Rolle des ,Integralkerns® C%z

21,12
durch den ,,Poissonkern® % = Re

EJ—FE iibernommen.

Satz. (Poissonsche Darstellungsformel.) Sei u: B(z0,7) — IR stetig und g
nisch. Dann gilt fiir jedes z € B(zp,7):

20,r) harmo-

1 2w 2

2
oy 0 — 12— 20
u(zo + re’ )|zo e dezZJ

it
i Re 22T 2N qu
u(zo +re'?) e<20+rew_z Y

u(z):% ;

2

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit B(zp,r) = D annehmen. Fiir gegebe-
nes z € D betrachten wir die Mobius-Transformation

(+z
1+2z¢°

<I>:(IA3—>GA3,C»—>

Sie bildet ( =0 auf z € D ab, und aukerdem den Einheitskreis auf sich selber, denn fiir { € C
mit |¢| =1 gilt B
CH+2l=1C- A+ =1+ el =1+¢2.

Daher bildet @ auch D auf sich ab. Wegen Aufgabe 2.3 ist daher u o ® eine weitere auf D
harmonische und auf D stetige Funktion. Nach der Mittelwerteigenschaft (Aussage 2.5) fiir die
harmonische Funktion wo @ ist (u o ®)(0) gleich dem Mittelwert von w o ® auf Kreisen um
Null mit beliebigem Radius r < 1. Weil wo ® auf dem Kreis mit Radius Eins noch stetig ist,
ist diese Aussage auch fiir » = 1 richtig, das heifst, es gilt

1 21 ) 1 21 )
u(z) = (uo ®)(0) = — / (uo@)(e¥)dp = — | u(P(e"?))dep.
271' 0 271' 0
Wir substituieren nun ,
. . 1P + A
W (i) = Lo T
e (e%) 1T 2oc?

Weil @ eine Mobiustransformation ist, die den Einheitskreis auf sich abbildet, durchlauft mit ¢
auch 1 das reelle Intervall [0,27]. Wir erhalten

eV — 2

i
e = —
1— ze®
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und
jeivdp = A ze) HEEN N —2) (L 2s) e
(1 - Ze“’b)Z (]_ — Ze“b)Q
also ' '
(1—2z2)e 1— ze™ 1—2z 1— |22

dp = A S . S L W
L R DI P Sl p g s s P R
Insgesamt folgt dann
(2) = o / @) 2 gy
UZ—27T . ule |€i¢_2|2 .
O

Die Poissonsche Darstellungsformel zeigt, dass ein Dirichlet-Problem auf einer Kreisscheibe
B(zp,7) zu einer gegebenenen stetigen Randfunktion ¢ : 0B(zp,7) — IR hochstens eine Lo-
sung u besitzen kann, denn die einzige mogliche Losung ist durch die Formel im folgenden Satz
gegeben. Tatséchlich wird aber — wie der folgende Satz zeigt — durch diese Formel tatséchlich eine
Losung gegeben. Damit ist das Dirichlet-Problem auf B(zp,r) zu jeder Randfunktion eindeutig
16sbar.

Satz. (Losung des Dirichlet-Problems auf B(zg,r).) Sei g: 0B(z9,7) = R eine stetige
Funktion. Dann ist das Dirichlet-Problem auf B(zp,r) zur Randfunktion g eindeutig losbar,
und zwar ist die Losung u fiir z € B(zp,r) durch

2

1 [ on T2 — |2 — 2]? 12 ; 20 +re¥ + 2
U(Z) = 27T/0 9(2’0 + Tezw) ’ZO + ’r‘eiw — Z|2 dd] = 27‘_/0 g(ZO + T@zw) Re m dd]

gegeben.

Beweis. Fiir jedes 1 € R ist die Funktion z % auf z € B(zg,r) eine konvergente Po-
tenzreihe, die fiir alle € > 0 auf z € B(zp,r —€) sogar gleichméfig konvergiert. Weil g beschrankt

ist, ist also auch die Funktion

17 on 20 et + 2
- — Wy 20T Ty
: 27r/0 9(z0 +re )zo+rew—z v

auf B(zp,r) eine konvergente Potenzreihe und damit holomorph. Also ist u auf B(zg,r) der
Realteil einer holomorphen Funktion und somit harmonisch.

Wir miissen noch zeigen, dass sich die so definierte Funktion u stetig auf B(zp,r) fortsetzen
r2—|z—29|?

|z0+rei® —z|2
z € B(zg,r) auf ¢ € [0,27] positiv ist. Durch Anwendung des Poissionschen Darstellungssatzes
auf die harmonische Funktion u = 1 ergibt sich, dass diese Funktion den Mittelwert 1 besitzt.
AuRerdem folgt fiir alle ¢ € [0,27] und alle 0 < § < V/2r aus |z +7e™ — 2| > § und r — 83 <

|z — 20| <

lasst und dort gleich ¢ ist. Dazu bemerken wir, dass die Funktion ¢ — fiir jedes

r? — |z — zo|? r? — (r —0%)? B 53 (2r — &%) < s
|20 + re’¥ — z|? 52 N 52 '

Wegen der Stetigkeit von g gibt es fiir jedes ¢ € [0, 27] und jedes € > 0 ein § > 0 so dass fiir alle
Y € [0,2n] mit |zo+re™ —zg—re™| = |re’ —re'| < 26 gilt [g(z0+7e"?) —g(20+1e)| < 5. Weil
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0B(z9,r) kompakt ist, ist |g| beschrankt durch ein M > 0. Offenbar kénnen wir § sogar immer
kleiner oder gleich min{1, ¥/2r, £5;} wiihlen. Dann folgt fiir alle z € B(zo,7) N B(z0 + re'?, 6°)

ivy < 1 u i ioy| =l = Zoyzd
lu(z) — g(zo + re'®) <o /. g(zo + 7€) — g(z0 + re’?) e a2 v
1 . . ?"2 — ‘Z — 20‘2
<o 920+ re) = g(z0 + re®)| = E =Sy
27 |z0+ret? —z|<§ ’7'@“/1 N Z|2
1 : o | 77— 12 = 20|
+ — ‘9(20 + Tew) —9g(20 + rew)’ o e W
m |so-treit—2| >3 ’Te“/ﬂ — z|2

Wegen 6 < 1 folgt aus |29 +7e’? — 2| < 63 und |29 +7re?¥ — 2| < § auch |re® —re™| < §+6% < 2.
Wegen der Stetigkeit von g ist dann das erste Integral kleiner als g Das zweite Integral ist wegen
% Kleiner als 2rd - 2M. Wegen § < ¢57 ist dann auch das
zweite Integral kleiner als §. Also folgt

der obigen Abschétzung von

lu(z) — g(z0 +re™¥)| < e fiir alle z € B(z,7) N B(zo + 1€'%, 6%).

Dann 14t sich u stetig auf B(zp,r) fortsetzen und auf 0B(zo,r) gilt u = g. O

2.10 Korollar. Sei G C C ein Gebiet und uw : G — IR eine stetige Funktion, die die Mittelwert-

eigenschaft hat, das heifst, dass fiir jedes zp € G und jedes r > 0 mit B(zg,7) C G gilt:

u(zo) = % 027r u(zo + re’?) de . Dann ist u harmonisch.

Beweis. Sei zg € G gegeben und 7 > 0 so klein, dass B(zo,7) C G gilt. g := ulgp(s,,r) ist stetig,
deshalb existiert nach Satz 2.9 eine Losung 4 des Dirichlet-Problems zu g, d.h. eine stetige Funk-
tion 4 : B(zo,7) — R, die auf B(z0,7) harmonisch ist und lgp(z,r) = 9 = ulop(z,m) erfiillt.
Als harmonische Funktion hat auch @ die Mittelwerteigenschaft nach Aussage 2.5. Wegen der
Linearitét erfiillt daher auch u\m— @ die Mittelwerteigenschaft. Beim Beweis des Maximum-
prinzips Aussage 2.6 wurde fiir die betreffende Funktion nur die Mittelwerteigenschaft verwendet,
deshalb nimmt u]m — @ sowohl sein Maximum als auch sein Minimum auf 0B(zp,r) an.
Dort verschwindet u — @ aber. Hieraus folgt u\B(zw) = U|B(zy,r) , und somit ist u auf B(zo, T)
harmonisch. O

Die folgende Harnacksche Ungleichung wird uns das erste Konvergenzprinzip fiir harmonische
Funktionen, den Satz von Harnack liefern.

2.11 Aussage. (Harnacksche Ungleichung.) Es sei G C C ein Gebiet und u : G — IR eine
harmonische Funktion mit uw > 0. Ist 290 € G und R > 0 mit B(zp, R) C G, so gilt fiir alle
0<r <R undalle z€ G mit |z—z|=r

R—r R+r
< < . .
R+T_u(z)_u(zo) R—r

u(z0) -

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir zy = 0 annehmen. Fir ¢ € [0, 27]
gilt dann 4 ' '
R—r=|Re"”| —|z| <|Re" —z| < |Re"?| + |2| =R+r.

Daraus folgt (durch Anwendung von z~2 und Multiplikation mit R? — 72

R—r R% — 2 R+r
< - < .
R+r ~ |Re? —z|2 — R—r
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Indem wir diese Abschétzung fiir den Poissonkern in die Poissonsche Darstellungsformel Satz 2.8
einsetzen, erhalten wir die Behauptung. |

Satz. (Satz von Harnack.) Sei G C C ein Gebiet und (up)nen eine Folge von harmonischen
Funktionen u, : G — R.

(a) Konvergiert (u,) kompakt gleichméfig gegen eine Funktion u : G — IR, so ist v harmo-
nisch.

(b) Ist die Folge (u,) monoton wachsend (d.h. es gilt u; < ug < ... ), so konvergiert (u,)
kompakt gleichméfig entweder gegen oo oder gegen eine harmonische Funktion w: G —

R.

Beweis. Zu (a). Jedenfalls ist die Grenzfunktion u unter den genannten Voraussetzungen stetig.
Die Funktionen wu, besitzen nach Aussage 2.5 die Mittelwerteigenschaft. Wegen des Lebesgue-
Satzes von der beschrankten Konvergenz folgt hieraus, dass auch die Grenzfunktion u die Mit-
telwerteigenschaft besitzt. Also ist nach Korollar 2.10 « harmonisch.

Zu (b). Indem wir von (uy) zu (un — uj) Ubergehen, kénnen wir annehmen, dass alle u, > 0
sind. Wenn die monoton wachsende Folge (un(20)) fiir ein zp € G in IR konvergiert, und ist
R > 0 so gewahlt, dass B(zp,2R) C G ist, so zeigt die Harnacksche Ungleichung Aussage 2.11,
dass fur alle z € B(zp, R) und alle n € IN gilt

2R+ |Z—Zo|

i N ] R .
2R — |z — 2| < 3 un(20)

un(2) < un(20)

Aus diesem Grund konvergiert u,, dann auf B(zp, R) gleichméRig gegen eine reellwertige Funk-
tion u. Jede kompakte Teilmenge von G kann durch endlich viele derartige Bélle iiberdeckt
werden, deshalb ist die Konvergenz kompakt gleichméafig. Wegen (a) ist die Grenzfunktion wu
harmonisch. O

2.3 Subharmonische Funktionen

Um die einfach zusammenhédngenden Riemannschen Fliachen zu klassifizieren, wollen wir auf sol-
chen Flachen injektive, holomorphe bzw. meromorphe Funktionen konstruieren. Es stellt sich
aber als leichter heraus, zunéachst harmonische Funktionen zu konstruieren, und aus diesen dann
holomorphe Funktionen zu gewinnen. Harmonische Funktionen haben gegeniiber holomorphen
Funktionen den Vorteil, dass wir auf sie als reelle Funktionen das Prinzip der monotonen Kon-
vergenz anwenden kénnen, wie wir es schon im letzten Abschnitt mit dem Satz von Harnack
(Satz 2.12) gemacht haben. Diesen Vorteil werden wir in diesem Abschnitt weiter ausbauen. Dazu
erweitern wir unsere Betrachtungen zunéchst auf die sogenannten subharmonischen Funktionen.
Sie haben den ,Vorteil“, dass sie nicht ,starr” sind, d.h. dass fiir subharmonische Funktionen kein
Identitatssatz gilt. Deshalb kann man lokale subharmonische Funktionen (auf geeignete Weise)
zu globalen Funktionen zusammenfiigen. Dieses Verfahren wird es uns letztlich erlauben, har-
monische Funktionen auf Riemannschen Flachen aus lokalen Losungen des Dirichlet-Problems
,zusammenzukleben®.
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Definition. Sei G C C offen und f : G — IR eine stetige Funktion. Die Funktion f heifst
subharmonisch [subharmonic|, wenn fiir jedes zp € G und jedes r > 0 mit B(zp,r) C G gilt:

2w

feo) < 5= [ o+ re®)ag.

Die Funktion f heift superharmonisch [superharmonic|, wenn —f subharmonisch ist.

Sind f, g subharmonische Funktionen, so ist auch f + ¢ subharmonisch. Hingegen ist f —g im
Allgemeinen nicht subharmonisch. Ist ¢ > 0, so ist mit f auch c¢- f subharmonisch; (—c¢) - f
ist hingegen im Allgemeinen nicht subharmonisch, sondern superharmonisch.

Eine Funktion ist genau dann zugleich subharmonisch und superharmonisch, wenn sie harmonisch
ist; das liegt daran, dass harmonische Funktionen durch die Mittelwerteigenschaft charakterisiert
sind (siche Aussage 2.5 und Korollar 2.10).

Einige Eigenschaften von harmonischen Funktionen iibertragen sich auf subharmonische Funk-
tionen. Hier ist vor allem das Maximumprinzip zu nennen.

Aussage. (Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen.) Sei G C C ein Gebiet.

(a) Sei f: G — IR eine subharmonsiche Funktion. Wenn f auf G ein lokales Maximum besitzt,
dann ist f konstant.

(b) Sei G beschriinkt, f,g : G — IR zwei stetige Funktionen, und f|g bzw. g|g sei sub-
harmonisch bzw. superharmonisch. Wenn dann f(z) < g(z) fiir alle z € G gilt, so ist

[ <g.

Beweis. Fir (a). f nehme etwa in zp € G ein lokales Maximum an. Dann ist f — f(zo) in der
Néhe von 2y eine nicht-positive Funktion. Fiir jedes hinreichend kleine r > 0 mit B(zg,7) C G
gilt daher

2

2m
<or [ fGotre) o= fa) = oo [ (e + ) - f) dp <0
T Jo 0

0= f(20) — f(20) 5

Daraus folgt f[ap(z,r) = f(20) . Dies zeigt, dass die Menge {2z € G | f(2) = f(20)} in G offen
ist; sie ist auch abgeschlossen und nicht-leer, und daher gleich G . Damit ist f konstant.

Fiir (b). Die Funktion f — g = f + (—g) ist subharmonisch und nimmt auf dem Abschluss G
von G ein Maximum an. Wegen (a) muss dieses auf dem Rand 0G liegen, der entsprechenden
Funktionswert ist deshalb nicht-positiv. Das zeigt f—g <0. O

Ist f eine auf G subharmonische Funktion, und ¢ eine auf einer offenen Teilmenge U C G
harmonische Funktion, so ist f + g subharmonisch auf U . Das Maximumprinzip aus Aussa-
ge 2.14(a) zeigt daher, dass f+ ¢ entweder auf U konstant ist, oder dort kein lokales Maximum
annimmt. Die folgende Aussage zeigt, dass subharmonische Funktionen durch diese Eigenschaft
charakterisiert werden:

Aussage. Sei G C C eine Gebiet und f: G — IR eine stetige Funktion. Die Funktion f ist
genau dann subharmonisch (superharmonisch), wenn fiir jede offene Teilmenge U C G und jede
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harmonische Funktion ¢ : U — IR gilt: f 4 g ist entweder auf U konstant oder nimmt dort
kein lokales Maximum (Minimum) an.

Beweis. Es geniigt, den subharmonischen Fall zu betrachten. Wir haben schon begriindet, dass
eine subharmonische Funktion die in der Aussage genannte Eigenschaft besitzt. Die stetige Funk-
tion f erfiille nun umgekehrt die besagte Bedingung. Wir wéhlen z9 € G und r > 0 so, dass
B(zp,7) C G ist. Weil auf U = B(zp,r) das Dirichlet-Problem nach Satz 2.9 eindeutig l6sbar
ist, existiert eine stetige Funktion g : U — IR, so dass g|y harmonisch ist, und glsy = flov
ist. Wir behaupten nun, dass f|y < g|u ist: Wegen der Voraussetzung (angewendet fiir die
harmonische Funktion —g) ist f —g auf U entweder konstant, oder nimmt auf U kein lokales
Maximum an. Ist f — ¢ auf U konstant, so muss die Konstante wegen ¢lgy = f|su aus Ste-
tigkeitsgriinden den Wert Null haben, also gilt f|y = g. Andernfalls gilt: Wenn f — g auf U
positive Werte anndhme, so wiirde diese Funktion auf U ein Maximum annehmen, weil sie auf
OU verschwindet. Also gilt (f — ¢)|z < 0 und somit f|y < g|y. Nun ergibt sich

1 21

4 1 [27 .
ip — i — > .
o ), f(z0 + re) dp 27r/O 9(z0 +1e'?) dp = g(z0) > f(20)

Das zeigt, dass f subharmonisch ist. O

Die im Folgenden genannte Eigenschaft wird oft verwendet, um subharmonische Funktionen zu
definieren:

Korollar. Sei G C C ein Gebiet und f : G — IR eine stetige Funktion. Dann ist f genau
dann subharmonisch, wenn fiir jede kompakte Teilmenge A C G und jede stetige Funktion
g:A— IR, die auf A° harmonisch ist, gilt: Wenn f|ga < gloa ist, soist fla <g.

Beweis. Nach Aussage 2.15 ist f genau dann subharmonisch, wenn fiir jedes g von der im
Korollar genannten Art gilt: Entweder ist f|4 — ¢ konstant, oder f|4 —¢ nimmt sein Maximum
auf 0A an. Im ersten Fall ist wegen f|spa < glpa die Konstante < 0, und damit gilt f|4 <g.
Im zweiten Fall ist wegen floa < glopa der Wert dieses Maximums < 0, und es folgt wieder

flagyg. 0

Korollar. Das Maximum von endlich vielen subharmonischen Funktionen ist subharmonisch.

Beweis. Wegen max(fi,..., fn) = max(fi, max(f2, max(fs,...))) geniigt es zu zeigen, dass das
Maximum zweier subharmonischer Funktionen fi, fo : G — IR subharmonisch ist. Dazu verwen-
den wir Korollar 2.16. Sei A C G eine kompakte Teilmenge, und g : A — IR eine stetige Funk-
tion, die auf A° harmonisch ist, und fiir die max(f1, f2)|sa < gloa gilt. Dann gilt fiir k& € {1,2}
insbesondere fi|oa < glga. Nach Korollar 2.16 (angewendet auf fi ) folgt, dass fr|la < g ist.
Damit ist aber auch max(fi, f2)|a < ¢g. Mit Korollar 2.16 folgt, dass f subharmonisch ist. O

Die folgende Schlussfolgerung zeigt, dass Subharmonizitét eine lokale Eigenschaft ist:

Korollar. Sei G C C ein Gebiet und f : G — IR eine steitge Funktion. Dann ist f genau
dann subharmonisch, wenn es zu jedem z € G eine Umgebung V C G von z gibt, so dass f|y
subharmonisch ist.
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Beweis. Wenn f subharmonisch ist, so ist offenbar auch jeweils f|y subharmonisch. Umgekehrt
sei jeweils f|y subharmonisch. Wir wenden Aussage 2.15 an, um zu zeigen, dass f subharmo-
nisch ist. Sei also U C G offen und g : U — IR eine harmonische Funktion. Angenommen, f+g
wiirde in einem Punkt zg € U ein lokales Maximum annehmen. Nach Voraussetzung gibt es eine
Umgebung V' C G von zg, so dass f|y harmonisch ist. Sei W die Zusammenhangskomponente
von UNV, die 2z enthélt. Dann ist f|y auf W subharmonisch, gl auf W harmonisch,
und f+ g nimmt in zy € W ein lokales Maximum an. Nach Aussage 2.15 folgt, dass (f + g)|w
konstant ist. Weil dies fiir jedes zg gilt, in dem f+ ¢ ein lokales Maximum hat, folgt, dass f+g
auf ganz U konstant ist. Mit Aussage 2.15 folgt, dass f subharmonisch ist. O

2.4 Die Methode von Perron

In Korollar 2.17 haben wir gesehen, dass das Maximum von endlich vielen subharmonischen
Funktionen wieder subharmonisch ist. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass das Supremum
von unendlich vielen subharmonischen Funktionen unter ganz bestimmten Voraussetzungen nicht
nur subharmonisch, sondern sogar harmonisch ist. Das entsprechende Konstruktionsverfahren fiir
harmonische Funktionen nennt man die Methode von Perron.

Definition. (Perron-Familie.) Sei G C C ein beschrianktes Gebiet, und f : 0G — IR eine
stetige Funktion. Dann besteht die Perron-Familie [Perron family| P(G, f) aus allen subharmo-
nischen Funktionen ¢ : G — IR, die fiir jedes zy € G die Bedingung

limsup g(z) < f(z0)

Z—r20

erfiillen.

Satz. (Methode von Perron.) Sei G C C ein beschrinktes Gebiet, und f : G — IR eine
stetige Funktion. Dann ist folgende Funktion harmonisch:

h:G— 1R, z+— h(z) =sup{g(z) | g € P(G, f)}.

Fiir den Beweis dieses Satzes bendtigen wir das folgende Lemma. Es zeigt, auf welche Weise
man eine harmonische Funktion in eine subharmonischen Funktion ,einkleben” kann, um so eine
Funktion zu erhalten, die insgesamt subharmonisch, aber auf einer Kreisscheibe sogar harmonisch
ist.

Lemma. Sei G C C ein Gebiet und f : G — IR eine subharmonische Funktion. Es sei 25 € G
und 7 > 0 so, dass B(zp,7) C G ist. Dannsei g die Losung des Dirichlet-Problems zu f[sp(z, )
d.h. g : B(z0,7) — IR ist die (nach Satz 2.9 eindeutig bestimmte) stetige Funktion, die auf
B(z0,7) harmonisch ist und glop(zo,r) = flo(z,r) erfiillt. Dann ist die folgende Funktion h

subharmonisch:

g(z) fiir z € B(z,7)

h: G_>IR7 ZHh(Z):{f(z) fﬁrZGG\B(ZoaT)' ‘

Beweis. Wegen Korollar 2.18 sind h|p(,,,) und h|G\m subharmonisch. Aus flsp(zr) =

9loB(z,r) folgt nach Korollar 2.16: f|p (., < 9|B(z,r) , und somit ist f < h. Fiir 2 € 0B(20,7)
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und 7’ < r gilt daher

1 2m 2w
h(z) = f(2) < o flz+1'e?) d90</ (z4r'e¥)dy .
T Jo
Daher ist h insgesamt subharmonisch. |

Beweis von Satz 2.20. Wir zeigen als Erstes, dass h tatséchlich reelle Werte annimmt: Weil G
beschrankt ist, ist G kompakt, und somit f nach oben durch ein M € IR beschrinkt. Wegen
des Maximumprinzips fiir subharmonische Funktionen ist M dann auch obere Schranke fiir jedes
g € P(G, f). Deshalb ist dann auch h < M , insbesondere ist h tatséchlich reellwertig.

Seinun zp € G gegeben. Wir wihlen r > 0 so klein, dass B(zg,r) C G ist. Wegen der Definition
von h existiert eine Folge (gn)new in P(G, f), so dass (gn(z0)) gegen h(zp) konvergiert. Wir
konstruieren eine monoton wachsende Folge (hy,)neN von auf B(zp,r) harmonischen Funktionen
in P(G, f), die gegen h konvergiert. Dazu definieren wir fiir n € IN die Funktion A, : G — R
durch hy|e\B(zo,r) = Max{g1, .., gn}|e\B(zo,r) ; auf B(zo,7) sei hy, die Lésung des Dirichlet-
Problems mit dem Randwert max{gi,...,gn}loB(z,) (siehe Satz 2.9). Nach Korollar 2.17 ist
max{gi,...,gn} jeweils eine subharmonische Funktion, deshalb zeigt Lemma 2.21, dass h,, sub-
harmonisch ist. Somit ist A, eine monoton wachsende Folge von subharmonischen Funktionen
in P(G, f). Fir jedes n € IN gilt gn(20) < hn(z0) < h(z0); weil gn(20) — h(z0) gilt, folgt
hn(20) — h(z0). Die Funktionen hy|p(,,y sind nach Konstruktion harmonisch; mit dem Satz
von Harnack (Satz 2.12(b)) folgt, dass die Folge (h,) auf B(zp,r) kompakt gleichméfig gegen
eine harmonische Funktion H : B(zp,7) — IR mit H(z9) = h(zo) konvergiert.

Wir zeigen nun, dass H = h|p(,,, ist. Dazu wihlen wir z1 € B(zo,7). Es existiert wieder eine
Folge (gn)new in P(G, f) mit §n(z1) = h(z1). Damit definieren wir neuerlich eine monoton
wachsende Folge (hn)nenw in P(G, f), so dass hy, auf B(zo,r) harmonisch ist und Bn|33(20’r) =
max{gi,...,9n,G1,---,0dn} ist. Auch diese Folge konvergiert nach dem Satz von Harnack auf
B(zp,7) kompakt gleichméfig gegen eine harmonische Funktion H : B(z,7) — IR, fiir die
H(z) = h(z0) und H(z1) = h(z1) gilt. Es gilt h,, loB(z0,m) < B, loB(z0,r) » und deshalb nach dem
Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen (Aussage 2.6(b)) hnlp(zr) < B | n|B(zo,r) - Daraus
folgt H < H. Weil H(z) = h(z) = H(zo) ist, hat die harmonische Funktion H — H in zg
ein (lokales) Minimum, ist also nach dem Maximumprinzip Aussage 2.6(a) konstant. Deshalb ist
H = H, und somit H(z) = H(z1) = h(z1). Dies zeigt H = | B(z,r) » also ist h auf B(zo,7)
harmonisch. O

2.5 Riemannsche Flichen mit Rand

Um das Dirichlet-Problem auch fiir Riemannsche Flachen formulieren zu kénnen, benotigen wir
das Konzept einer Riemannschen Flache mit Rand. Im Folgenden bezeichnen wir mit B :=
{z € C | Im(z) > 0} die abgeschlossene obere Halbebene in der komplexen Ebene. Fiir offene
Teilmengen U von B nennt man eine Funktion f : U — € holomorph, wenn es eine offene
Teilmenge U D U von C und eine Fortsetzung f : U — € von f gibt, die im iiblichen Sinn
holomorph ist.



2.22

2.23

36 KAPITEL 2. UNIFORMISIERUNG

Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(a) Eine komplexe Karte mit Rand [complex chart with boundary| von X ist ein Paar (U, ¢)
aus einer offenen Teilmenge U C X und einem Homdomorphismus ¢ von U auf eine
offene Teilmenge U’ = p[U] von B.

(b) Zwei komplexe Karten mit Rand (Uy, 1) und (Us, ¢2) heifen heifen holomorph vertrdg-
lich [holomorphically compatible|, wenn U; NUs = & ist, oder wenn im Fall U; NUs # &
der Koordinatenwechsel [transition function]

02001 onmins ¢ 01U N Uz] = @2[Ur N Uy

biholomorph als Abbildung auf einer offenen Teilmenge in B ist.

(¢) Ein holomorpher Atlas mit Rand [holomorphic atlas with boundary| fiir X ist eine Familie
A = {(Ui, i) | i € I} von paarweise holomorph vertriglichen Karten mit Rand auf X, so
dass (U;)ier eine Uberdeckung von X ist, d.h. Uier Ui = X.

(d) Ein holomorpher Atlas mit Rand 2 heift mazimal [maximal|, wenn fiir jede komplexe
Karte mit Rand (U,¢) von X, die mit allen Karten mit Rand aus 2 vertréglich ist,
schon (U, ) € 2 gilt.

(e) Eine Riemannsche Fldche mit Rand |Riemann surface with boundary] ist ein Paar (X,2(),
bestehend aus einem wegzusammenhéngenden, metrisierbareren, hausdorffschen topologi-
schen Raum X mit abzahlbarer Basis der Topologie und einem holomorphen Atlas mit

Rand 2 auf X .

Holomorphe, meromorphe, harmonische Funktionen, Differentialformen usw. werden fiir
Riemannsche Fldachen mit Rand sinngeméfs definiert. Subharmonische und superharmonische
Funktionen X — IR definieren wir mutatis mutandis mit Hilfe des Kriteriums aus Korollar 2.16.

Wenn wir von Riemannschen Flachen ,mit Rand“ sprechen, sollten wir auch sagen, was denn
nun der Rand einer solchen Fléche ist. Das wird in der folgenden Aussage erledigt:

Aussage und Definition. Sei X eine Riemannsche Flache mit Rand und xg € X . Fiir Karten
mit Rand (U, ¢) mit xg € U ist die Giiltigkeit der Bedingung ¢(zp) € 0B = IR von der Wahl
der Karte unabhéngig. Gilt diese Bedingung, so heifft xy ein Randpunkt |boundary point| von
X . Die Menge der Randpunkte von X wird mit 90X bezeichnet. Ist xg kein Randpunkt, so
heifft xo ein innerer Punkt |[inner point] von X . Die Menge der inneren Punkte von X wird
mit X° = X \ 0X bezeichnet.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir je zwei offene Teilmengen U;,Us von B und jeden Ho-
moomorphismus f : Uy — Uy gilt: f[U; NIB] = Us NIB. Dies ist der Fall, weil sich die inneren
Punkte z € B von B eindeutig dadurch charakterisieren lassen, dass es eine e-Umgebung B(z, ¢)
gibt, die ganz in B enthalten ist. g

2.6 Das allgemeine Dirichlet-Problem

In diesem Abschnitt werden wir die Methode von Perron verwenden, um das Dirichlet-Problem
allgemein zu 16sen, zunéchst fiir Gebiete in C, und dann fiir Riemannsche Flachen mit Rand.
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Definition. Ein beschrinktes Gebiet G C C heifst Dirichlet-Gebiet, wenn das Dirichlet-Problem
fiir jede stetige Randfunktion auf 0G eindeutig 16sbar ist, d.h. wenn es fiir jede stetige Funktion
g : 0G — IR genau eine stetige Funktion f : G — IR gibt, so dass f|g harmonisch ist und

flog = g gilt.

Wir haben schon in Satz 2.9 gesehen, dass alle offenen Bélle B(zp,r) Dirichlet-Gebiete sind.
Wir werden jetzt gleich sehen, dass alle beschrankten Gebiete mit hinreichend guten Réndern
Dirichlet-Gebiete sind.

Definition. Sei G C C ein beschrinktes Gebiet und zp € G. Eine Barriere |barrier| fir G in
20 ist eine Familie {¢, | » > 0} von reellen Funktionen v, mit folgenden Eigenschaften:

(i) . ist auf G N B(zp,r) superharmonisch mit 0 <, < 1.

(ii) 1y 18Rt sich stetig auf dem Abschluss von G'N B(zp,7) in C fortsetzen. Diese Fortsetzung
verschwindet bei zp, und ist auf G N IB(zp,r) gleich 1.

Satz. Ein beschrinktes Gebiet G C C ist genau dann ein Dirichlet-Gebiet, wenn jeder Rand-
punkt von G eine Barriere hat.

Beweis. Es sei zunéchst G ein Dirichlet-Gebiet. Zu vorgegebenem zy € 9G ist g : G —
R, z — 1f|;foz|0‘ eine stetige Funktion mit 0 < g < 1, die nur bei zy verschwindet. Weil G
ein Dirichlet-Gebiet ist, existiert genau eine Losung des Dirichlet-Problems zu g, d.h. genau
eine stetige Funktion f : G — IR, so dass f|g harmonisch ist, und flsg = g gilt. Weil f
sein Maximum und sein Minimum auf 0G annimmt, ist 0 < f < 1. Flir » > 0 sei ¢, > 0
der minimale Funktionswert, der von f auf der kompakten Menge G N dB(zg,7) angenommen
wird. Wenn ¢, = 0 wiére, so wiirde dieses Minimum in einem Punkt in G angenommen, und
deshalb wéire f dann nach dem Maximumprinzip Aussage 2.6(a) konstant. Also ist ¢, > 0. Die
Funktion ), := é min{ f,c,} ist nach Korollar 2.17 (bzw. der analogen Aussage fiir superhar-
monische Funktionen) auf G N B(zp,r) superharmonisch, es gilt 0 < ¢, <1, 9,(20) = 0 und
UrlGnoB(zo,r) = 1- Also ist {¢, [ 7> 0} eine Barriere fiir G in 2.

Wir setzen nun umgekehrt voraus, dass das Gebiet G an jedem Randpunkt eine Barriere besitzt.
Dann sei eine stetige Funktion g : 0G — IR gegeben. Nach dem Satz 2.20 iiber die Methode von
Perron ist die Funktion

f:G—C, z—sup{h(z) | h € P(G,g)}

harmonisch. Wir werden zeigen, dass f stetig auf G fortgesetzt werden kann und dann f|sg = g
gilt. Damit ist f dann eine Losung des Dirichlet-Problems zu ¢g. Wegen Aussage 2.6(b) ist die
Losung eindeutig bestimmt.

Sei dafiir zp € G und {¢, | r > 0} eine Barriere fiir G in zp. Wir kénnen ohne Beschrankung
der Allgemeinheit g(zp) = 0 annehmen. Zu vorgegebenem ¢ > 0 sei § > 0 so gewéihlt, dass
lg(2)| < e fiir alle z € B(z0,2) N JG gilt. Dann definieren wir ¢ : G — IR durch

B Ys(2) fﬁrzEGﬁm
w(z)_{l fiir 2 € G\ B(29,8)
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Offenbar ist ¢ superharmonisch und es gilt ¢ > 0. Sei M > 0 das Maximum von |g| auf JG.
Wir zeigen nun

—Myp—e< f<Myp+e.

Die linke Ungleichung folgt aus —M1 — e € P(G, g), was der Fall ist, denn —M1) — ¢ ist subhar-
monisch, es gilt fiir z € G N B(zg, J)

—Muy(z) —e < —e < g(2)
und fiir z € 0G \ B(z0,0) gilt ¥(z) =1 und deshalb
—Myp(z) —e < =M < g(z) .

Andererseits ist jedes h € P(G,g) auf 0G durch g < M + ¢ nach oben beschrankt. Weil
h subharmonisch und M1 + ¢ superharmonisch ist, folgt h < M1y + ¢ auf ganz G nach
Aussage 2.14(b). Durch Bildung des Supremums iiber alle h € P(G,g) folgt heraus die rechte
Ungleichung.

Die obige Ungleichung zeigt wegen 1 (zp) = 0: —e < f(z09) < €. Indem man nun ¢ — 0 gehen
lasst, folgt f(20) = 0 = g(20) , was zu zeigen war.

Der Nutzen der Barriere bei diesem Beweis bestand darin, die Funktion 1) zu konstruieren, mit
deren Hilfe wir f ,einklemmen* konnten. O

Wegen des vorhergehenden Satzes ist es extrem interessant, wenn man weis, dass bei einem
bestimmten Gebiet jeder Randpunkt eine Barriere besitzt. Das folgende Lemma liefert hierfiir ein
(hinreichendes) Kriterium. Es zeigt, dass die Voraussetzung von Satz 2.26 fiir jedes beschréankte
Gebiet in C, dessen Rand ,hinreichend gutartig” ist, erfiillt ist.

Lemma. Sei G C C ein beschriinktes Gebiet und 29 € G . Wenn es ein 23 € C\ G gibt, so
dass fiir die Verbindungsstrecke [29,21] = {20 + t(21 — 20) | t € [0,1]} gilt: [20,21] NG = {20},
dann besitzt G bei zy eine Barriere.

Bewets. Sind G1,G2 C C zwei beschrankte Gebiete, ¢ : G1 — G5 biholomorph, und zy € G .
Dann besitzt G; genau dann eine Barriere in zp, wenn Gy eine Barriere in ¢(z9) besitzt.
Diese Aussage verwenden wir, indem wir zu G; = G unter der genannten Voraussetzung eine
biholomorphe Abbildung auf die Einheitskreisscheibe G2 = I konstruieren. Da letztere ein
Dirichlet-Gebiet ist, besitzt nach Satz 2.26 jeder Randpunkt von I eine Barriere. Daher folgt
dann, dass G bei zy eine Barriere besitzt.

Die Mébiustransformation z — =22 bildet die Verbindungsstrecke [z, 21] auf IR, ab, denn fiir
teR™ gilt
zZ— 2y t

p—— 2Z(1+1t) =20+ 21 z ZO+1+t

(2:1 — Zo) .

Das Gebiet €\ IR ist einfach zusammenhéngend, und besitzt den Zweig der Quadratwurzel-
funktion
C\ R, — {z € C|Re(z) > 0}, z+— /2,

die mit diesem Definitions- und Wertebereich biholomorph ist. Das Bild wird durch die M&bi-

ustransformation z +— Zi auf D abgebildet. Dabei wird der Randpunkt zy auf —1 € JD

abgebildet. Nach dem anfangs Gesagten folgt, dass G in zy eine Barriere hat. O




2.28

2.29

2.30

2.7. DER ANULUS-SATZ 39

Jetzt konnen wir auch das Dirichletproblem auf beliebigen Riemannschen Flachen mit kompak-
tem Rand losen.

Theorem. Sei X eine Riemannsche Fliche mit kompaktem Rand X, und f : 090X — IR eine
stetige Funktion. Dann gibt es genau eine stetige Funktion g : X — IR, so dass g|x. harmonisch
ist, und glgx = f gilt.

Beweis. Wir wollen die Perron-Methode verwenden, um die gesuchte Funktion zu konstruieren.
Weil X im Allgemeinen nicht kompakt ist, sind stetige Funktionen auf X nicht unbedingt
beschrankt. Aus diesem Grund miissen wir die Definition der Perron-Familie fiir diesen Fall
modifizieren: Die modifizierte Perron-Familie ﬁ(X, f) besteht aus allen stetigen Funktionen
g: X — IR, sodass g|xeo subharmonisch ist, fiir alle z¢p € 0X

limsup g(z) < f(zo)

T—T0

gilt, und die g < max,epx f(x) € R erfiillen.

Wegen Korollar 2.17 ist das Maximum von endlich vielen Elementen von 73(X , f) wieder in
75()/{, f), und die in Lemma 2.21 aus einem f € ’IS(X, f) konstruierten Funktion h ist wieder
in P(X, f). Deshalb tibertragen sich die Argumente aus den Beweisen der Sitze 2.20 und 2.26
auf die vorliegende Situation.

Ist z9 € 0X, so existiert eine Karte (U,z) von X mit z(zg) = 0, Im(z(z)) = 0 fiir alle
x € 0X NU und Im(z(x)) > 0 fiir alle z € X°NU . Daher erfiilllt G := z[U°] die Bedingung
von Lemma 2.27 mit zy5 = 0 und z; = —i¢. Nach diesem Lemma besitzt G eine Barriere in
20 = z(x0), und daher besitzt X eine Barriere in z.

Daher ist nach (der auf die vorliegende Situation iibertragenen Version von) Satz 2.26 das
Dirichlet-Problem auf X zu f eindeutig losbar. O

2.7 Der Anulus-Satz

Ein wichtiger Teilschritt auf dem Weg zum grofsen Riemannschen Abbildungssatz ist der Anulus-
Satz, den wir in diesem Abschnitt vorstellen und beweisen. Er zeigt, dass eine einfach zusam-
menhéngende (bzw. planare, vgl. Definition 2.29) Riemannsche Fliche, aus der man zwei abge-
schlossene Bille ,herausgeschnitten hat, zu einem Kreisring in C biholomorph ist.

Die folgende Definition hat provisorischen Charakter, d.h. sie erfolgt nur, um den Beweis des
grofsen Riemannschen Abbildungssatz besser zu organisieren. Am Ende wird sich herausstellen,
dass eine Riemannsche Flache genau dann planar ist, wenn sie einfach zusammenhéngend ist.

Definition. Eine Riemannsche Fliche X (ohne Rand) heift planar [planar|, wenn jede geschlos-
sene 1-Form auf X mit kompaktem Triger exakt ist.

Satz. (Anulus-Satz) Sei X eine kompakte, planare Riemannsche Flache, D C X eine offene
Teilmenge, die zu D biholomorph &quivalent ist, und A, B C D = D zwei abgeschlossene
Kreisscheiben. Dann existiert ein R > 1, so dass die Riemannsche Flache X \ (AU B) zum
Kreisring

{zeC|l<|z| <R}

biholomorph &quivalent ist.
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Fiir den Beweis bendtigen wir noch etwas Vorbereitung. In der Situation von Satz 2.30 identifizie-
ren wir D mit D und bezeichnen die Mittelpunkte der Kreisscheiben A bzw. B mit a,b € D ~ D.
Wir bezeichnen mit A, und B, die abgeschlossenen Bélle um a und b mit Radius e, und mit X,
die Riemannsche Flache X \ (A; U B.). Hierbei sei € klein genug, so dass sich A. und B. nicht
schneiden. C' sei die geschlossene Kurve 0B(a,r); dabei sei einerseits r > e, andererseits sei r
klein genug, dass sich auch B(a,r) und B(b, ) nicht schneiden.

Lemma. In der zuvor beschriebenen Situation gilt fiir jede glatte, geschlossene 1-Form w auf
X Wenn fcw € Z ist, so ist auch f,y w € Z fiir jeden geschlossenen Weg v in X..

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede geschlossene 1-Form w auf X, die fcw = 0 erfiillt, exakt
ist. Weil w geschlossen ist, verschwindet fiir kleine ¢ > 0 das Flachenintegral von dw auf
der zwischen C' und 0A.;; eingeschlossenen Fliche F', sowie auf der zwischen C' und 0B.4;
eingeschlossenen Fliche. Mit dem Satz von Stokes (Satz 1.20) folgt hieraus [} Aoy W = Jow+
| 7 dw = 0 und entsprechend /. 0B W= 0. Also gibt es glatte Funktionen ¢ und v, die auferhalb
von Aqyy bzw. B.yy verschwinden, so dass w — dyp — d# in einer Umgebung von 0A. und 0B;
verschwindet. Daher lésst sich w — dy — dvy zu einer geschlossenen 1-Form auf X fortsetzen; ihr
Triger ist in A, U B, enthalten und deshalb kompakt. Weil X planar ist, folgt, dass w —dy —da)
exakt ist. Also ist auch w auf X, exakt.

Als néchstes zeigen wir, dass es eine geschlossene Form  auf X, gibt, so dass fc Q=1und
f,y Q € Z fiir alle geschlossenen Wege v € X gilt. Dazu definieren wir zunéchst

1 dz  dz
Q_lem b i_a auf D\ {a,b}.

Dann gilt [, Q" = 1 mit der entsprechenden Orientierung von C und [ 9B (0.1) Q' =0firt <1
aber dicht bei 1. Also gibt es eine glatte Funktion ¢ auf X, so dass ' — d¢ auf einer Umgebung
von 9B(0,1) verschwindet. Dann ist die Fortsetzung von €' — d{ auf X, die auf D verschwindet,
exakt. Also gibt es eine geschlossene Form Q auf X, die auf D\ {a,b} mit Q {ibereinstimmt,
und auf X \ D exakt ist. Jeder geschlossene Weg von X lift sich zerlegen in geschlossene Wege
in B(0,t) C D mit t < 1 aber dicht bei 1 und geschlossene Wege in X \ D. Dann folgt die
Behauptung.

Nun betrachten wir eine geschlossene 1-Form w auf X, die fcw € Z erfiillt. Dann ist W’ = w —
( fc w) Q2 eine geschlossene 1-Form auf X, die fC w' = 0 erfiillt. Wegen dem ersten Beweisschritt
ist W’ also exakt. Damit folgt fiir jeden geschlossenen Weg ~ in X.:

/sz/vw'—k/cw/wﬂz/cw/vﬂez.

Beim Beweis des Anulus-Satz verwenden wir weiter den sogenannten Hodge-x-Operator [Hodge
star operator| fiir 1-Formen. Er ist dadurch definiert, dass beziiglich beliebiger holomorpher
Karten z und glatter Funktionen f(z), g(z) gilt:

|

#(f(z)dz + g(2)dz) = —i f(z)dz +ig(z)dz .
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Man tiberpriift leicht:

2.32 Aufgabe. Sei X eine Riemannsche Flache.

(a) Durch * wird ein wohldefinierter (koordinatenunabhéngiger) linearer Operator auf dem
Raum der glatten 1-Formen auf X definiert.

(b) Eine zweimal differenzierbare Funktion h : X — IR ist genau dann harmonisch, wenn *dh
geschlossen ist, also d x dh = 0 gilt.

(¢) Ist h: X — R eine harmonische Funktion, so ist jede Funktion f : X — C, die df =
dh + i * dh erfillt, holomorph.

(d) Ist G € € und w eine reelle 1-Form (d.h. w = f(z)dz + g(z)dz mit reellwertigen
Funktion f,g: G — IR), so ist w A *w punktweise ein nicht-negatives, reelles Vielfaches
der ,Standardorientierung von C*, d.h. der 2-Form dz A dy. Auflerdem hat w A *w nur
an den Nullstellen von w Nullstellen.

Beweis des Anulus-Satzes (Satz 2.30). Die Riemannsche Fliche mit Rand X. hat kompakten
Rand 0X,. = 0A. UJB. . Nach Theorem 2.28 besitzen deshalb Dirichlet-Probleme auf X, ein-
deutige Losungen. Fiir ¢ > 0 sei h. : X, — R die Losung des Dirichlet-Problems zur stetigen
Randfunktion h.: 0A. U0B: — IR mit hc|gpa. = ¢ und hclgp. = 0. Wegen der Eindeutigkeit
der Losung dieses Dirichlet-Problems gilt jeweils h. = c¢- hy . Weil h. harmonisch ist, wegen des

Satzes von Stokes (Satz 1.20), und weil dA. in X, homotop zu C ist, gilt

/ dhc/\*dhc:/ d(hc'*dhc):/ hc-*dhc—i—/ hc-*dhc:c-/ *dhc:c‘/ xdh, .
€ € 0A: 0B 0A: C

Wegen Aufgabe 2.32(d) ist fXg dhe A *dh. > 0. Deshalb folgt, dass es genau ein ¢ > 0 gibt, so
dass [ *dhe = 1 ist. Weil *dh. nach Aufgabe 2.32(b) geschlossen ist, folgt aus Lemma 2.31,
dass fv xdh, € Z fiir jeden geschlossenen Weg v in X. gilt. Deshalb ist fiir fixiertes xzg € X;
und beliebiges = € X, der Wert

f(z) = exp <2w /x (b + i+ dhc)> - exp(27he(z0))

0

unabhéangig von der Wahl des Integrationswegs in X, von zp nach x, so dass hierdurch eine
Funktion f : X, — IR definiert wird. Nach Aufgabe 2.32(c) ist der Integrand dh. + i * dh,
holomorph, und deshalb ist auch f holomorph. Wegen der Formel |e*| = eRe(®) gilt fiir jedes
z € X.: |f(z)] = exp(2mhe(x)) . Nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen, an-
gewendet auf die harmonische Funktion h., ist 0 < h. < ¢ auf X, (die strengen Ungleichungen
gelten, weil h. sonst konstant wére), und somit ist das Bild von f im Anulus

M:={z€C | 1< |z| <exp(2mc)}

enthalten. Und zwar ist das Bild f[X.] einerseits nach dem Satz vom offenen Bild eine offene
Teilmenge von M ; andererseits ist X. kompakt, und deshalb ist f[X.] = f[X.] eine kom-
pakte Teilmenge von M . Deshalb ist f[X.] = f[X.] N M auch abgeschlossen in M . Weil M
zusammenhéngend ist, folgt hieraus f[X:] = M .
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Es verbleibt zu zeigen, dass f injektiv ist; nach dem Satz von Osgood ist dann f : X, —
M biholomorph. Wir benutzen dazu, dass nicht-konstante holomorphe Abbildungen ,verzweigte
Uberlagerungen® sind, d.h. dass es eine diskrete Menge N C X. gibt, so dass f |(x.\iv) eine

holomorphe Uberlagerung ist, und dass an den ,Verzweigungspunkten®, d.h. den Punkten von
N die Fasern von f hochstens so viele Punkte enthalten wie die Blitterzahl der Uberlagerung
angibt. Deshalb ist

~ ff(dzAdZ) = deg(f) - / dzAdz, (%)
X, M

wobei deg(f) € IN auch der ,Abbildungsgrad“ von f heift. Aus dem zuvor gesagten folgt:
Wenn deg(f) = %1 ist, soist f injektiv. Um deg(f) zu bestimmen, sollten wir also die beiden
Integrale in (*) ausrechnen.

Auf der einen Seite gilt
/ dzAdz=—-2i- / dz Ady = —2i - vol(M) = —2i - w(exp(4mc) — 1) .
M M

Andererseits ist

fr(dzAndz) =df ndf =|f|*- (i;f A dff = exp(4rhe) - (2w (dhe + i * dhe)) A (27 (dhe — @ % dh.))
= exp(47he) - 47 - (—=2i) - (dhe A *dhe) = —2mi - d(exp(47he)) A xdhe
= —2mi - d(exp(4mh,) - *dhe)

und somit nach dem Satz von Stokes:

- ff(dznadz) = —27Ti/_ d(exp(47rhc) . *dhc) = -2 / exp(4rhe) - xdh,
XE 5 BXE

= 27 - (/ exp(4mh) - *dh, +/ exp(4mhe) - *dhc)
OA. 0B¢

= —27i - (exp(4ﬂ'c)/ «dhe +/ *dhc)
A 0Bc

= —27i - (exp(4mec) — 1) .

Durch Vergleich der beiden Rechenergebnisse in (x) ergibt sich deg(f) = 1 und damit die
Injektivitat von f. a

Korollar. Sei X eine Riemannsche Flache mit Rand, die als topologischer Raum homéomorph
zu S! x [0,1] ist. Dann gibt es ein R > 1, so dass das Innere X° =2 S' x (0,1) biholomorph ist
zum Anulus

{zeC|l<|z|<R}.

Beweis. Die Fundamentalgruppe 7 (X) ist isomorph zu Z , und ein Erzeuger von 71 (X) ist die
Homotopieklasse der geschlossenen Kurve C : ST — X = §1 x [0,1], ¢ = (¢,0). Daher hat X
mit dieser Kurve C sinngeméf die Eigenschaft von Lemma 2.31. Der Beweis des Anulus-Satzes
iibertragt sich nun auf die gegenwértige Situation. O
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2.8 Der grofse Riemannsche Abbildungssatz

In diesem Abschnitt werden wir den groffen Riemannschen Abbildungssatz beweisen. Wichtige
Zutaten fiir dessen Beweis sind die Losung des Dirichlet-Problems, der Anulus-Satz, und der
ykleine“ Riemannsche Abbildungssatz. Hinzu kommt der sogenannte Satz von Koebe, eine erwei-
terte Version des Satzes von Montel, der die Konvergenz von injektiven holomorphen Funktionen
charakterisiert; solche Funktionen nennt man manchmal auch schlichte Funktionen®*.

Zur Erinnerung:

Aussage. (Satz von Montel.) Sei F eine lokal gleichméfig beschrinkte Familie von holo-
morphen Funktionen auf einem Gebiet G C C oder einer Riemannschen Fliche X . Dann ist F
normal, d.h. jede Folge in F besitzt eine kompakt gleichméfig konvergente Teilfolge.

Satz. (Satz von Koebe.) Sei G C C ein Gebiet und zy € G. Dann ist die Menge F aller
injektiven holomorphen Funktionen f : G — C mit f(z) = 0 und f/(z) = 1 kompakt, d.h. jede
Folge in F besitzt eine kompakt gleichméfig konvergente Teilfolge, deren Grenzwert auch in F
liegt.

Wir bereiten den Beweis des Satzes von Koebe durch die folgenden beiden Lemmata vor:

Lemma. Sei G C C ein Gebiet, so dass C\ G innere Punkte enthilt, und 2y € G'. Dann besitzt
jede Folge von holomorphen Funktionen f : D — G mit f(0) = z¢ eine kompakt gleichméfig
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei a € C ein innerer Punkt von C \ G. Dann wird durch z Zia das Gebiet G

biholomorph auf ein beschrinktes Gebiet in C abgebildet. Also folgt die Aussage aus dem Satz
von Montel (Aussage 2.34). O

Lemma. Die Menge F der injektiven holomorphen Funktionen f : D — C mit f(0) = 0 und
f/(0) = 1 ist kompakt, d.h. jede Folge in F besitzt eine kompakt gleichméfig konvergente
Teilfolge, deren Grenzwert auch in F liegt.

Beweis. Sei (fp)nenw eine Folge von Funktionen in F. Zu zeigen ist, dass (f,) eine Teilfolge
besitzt, die kompakt gleichméfig gegen eine Funktion in F konvergiert.

Nach dem Satz vom offenen Bild ist fiir n € IN jeweils f,[D] offen in € und es gilt 0 € f,[D].
Daher erfiillt der maximale Radius r,, so dass B(0,r,) C f,[D] ist, 7, > 0. Wir behaupten,
dass andererseits r, < 2 gilt: Ware r, > 2 fiir ein n € IN, so ware B(0,2) C f,[D], also
ist g : D — D, 2+~ f,%(22) eine wohldefinierte holomorphe Funktion mit ¢(0) = 0 und
lg(z)] <1 fiir z € D. Nach dem Lemma von Schwarz gilt |g(z)| < |z| fur alle z € D, und
folglich |f,1(2)| < 3|2] fiir alle z € B(0,2). Daraus folgt |(f,;)'(0)| < 3 und somit |f}(0)| > 2
im Widerspruch zu f}(0) =1.

Wegen der Maximalitit von r,, ist dB(0,7y,) \ fu[D] # @, und wir wihlen ein a, € 0B(0,7,) \
fn[D]. Wir setzen g, = i - fn. Dann gilt D C g,[D], aber 1 ¢ g,[D]. Weil g¢,[D] einfach

*Manchmal ist mit einer ,schlichten Funktion® allerdings auch eine biholomorphe Funktion, oder eine biho-
lomorphe Funktion f mit f(0) =0 und f’(0) = 1, oder ein &hnliches Konzept gemeint. In englischsprachigen
Texten sieht man gelegentlich “schlicht function”.
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zusammenhéangend ist, existiert auf diesem Gebiet eine ,Quadratwurzel aus z—1, d.h. es existiert
genau eine holomorphe Funktion v, : g,[D] — € mit ¥2 = 2 — 1 und ,(0) = i. Fiir die
holomorphe Funktion h,, := 1, 0 g, : D — C gilt dann h2 = g, — 1 und h,(0) =i.

Wir behaupten nun, dass h,[D] N (=h,[D]) = @ gilt. Das liegt daran, dass mit f, auch g,
injektiv ist. Giibe es nun 21,22 € D mit hp(21) = —hn(22), so wire g,(21) = hn(21)2 +1 =
hn(22)? +1 = g,(22) und somit z; = 23 . Daraus folgt h,(z1) = 0 und somit g, (21) = hn(21)? +
1 =1 im Widerspruch zu 1 & g, [D].

Wegen D C ¢,[D] ist U := ¢,[D] C hy,[D] und somit folgt (—U) N h,[D] = &. Wegen Lem-
ma 2.36 besitzt (h,) eine Teilfolge (hy,, ), die kompakt gleichméfig gegen eine holomorphe
Funktion h konvergiert. Es gilt f, = ay - (h2 + 1) mit |a,| = r, < 2; deshalb hat auch (f,)
eine Teilfolge (f,), die kompakt gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert.
Wegen f,(0) =0 und f},(0) =1 ist f(0) =0 und f’(0) =1. Weil die f, injektiv sind, ist f
wegen dem ,nullstellenzéhlenden Integral“ entweder injektiv oder konstant; hier kann f jedoch
wegen f’(0) = 1 nicht konstant sein. Also ist f € F. O

Beweis des Satzes von Koebe (Satz 2.35). Wir verwenden eine dhnliche Beweisidee, wie sie haufig
auch fiir den Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli verwendet wird. Es sei eine Folge (fn)new von
Funktionen in F gegeben. Zu zeigen ist, dass es eine Teilfolge (f,,) von (f,) gibt, die auf jeder
kompakten Teilmenge K C G gleichméhig gegen eine Funktion f € F konvergiert.

Wir wéhlen eine dichte Folge (m)men in G, zum Beispiel kann (z,,) eine Abzdhlung von
GN{z+iy|z,y € Q} sein. Weil nach Lemma 2.36 insbesondere fiir jedes = € G eine Teilfolge
von (fp(x)) gibt, die gegen ein y € C konvergiert, lasst sich induktiv eine Teilfolge (fy,)
von (f,) konstruieren, so dass fiir jedes m € IN die Folge (f,(zm))rew gegen ein y,, € C
konvergiert; mehr noch: fiir alle £ > m gilt jeweils |f, (€m) — ym| < % Wir behaupten, dass
diese Teilfolge (fy,) kompakt gleichméfig gegen ein f € F konvergiert.

Als ,Kreiskette mit Anfangspunkt zg“ bezeichnen wir eine endliche Folge von Kreisscheiben
Bi,...,By, so dass xg € Bi ist, und jeweils Bj CG, BijNBjy1 # @ und B; N B; = @ fur
j # 7, +1 gilt. Lemma 2.37 gilt offensichtlich mutatis mutandis fiir beliebige Kreisscheiben an
Stelle von D, und daher auch fiir Kreisketten mit Anfangspunkt zg. Wegen der Konstruktion der
Teilfolge (f,,) gilt dabei die Aussage des Lemmas jeweils fiir diese feste Teilfolge, unabhéngig
von der Wahl der Kreiskette, d.h. auf jeder Kreiskette konvergiert (fy,) gleichméfig gegen ein
feF.

Ist nun eine beliebige kompakte Teilmenge K C G gegeben, so kann diese durch endlich vie-
le Kreisketten mit Anfangspunkt xo tiberdeckt werden. Daher konvergiert (fy,,) auch auf K
gleichméafig gegen ein f € F. O

Die folgende Aussage ist eine Anwendung des Satzes von Koebe auf Riemannsche Fliachen (statt
auf Gebiete in C):

Aussage. Sei X eine Riemannsche Fliache, und (U, )pen eine ,Ausschopfung® von X durch
offene, zusammenhéngende Mengen U, , d.h. es gilt

U cUyCUsC... und UU - X.
nelN

Weiter gebe es jeweils eine biholomorphe Abbildung f,, von U, auf ein Gebiet G,, C C. Dann
gibt es auch eine biholomorphe Abbildung f: X — G auf ein Gebiet G C C.
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Uy # @ . Wir fixieren einen Punkt z¢ € Uy
und eine holomorphe Karte (Uy,z) von X mit Uy C U; und z(zg) = 0. Fiir n € IN gibt es
jeweils eindeutig bestimmte komplexe Zahlen a,,b, € C, so dass fiir die biholomorphe Funktion

gn($) = Qnp - fn(l') + by,

gilt:
dgn
gn(z9) =0 un P (x0)

-1
(Es gilt ndmlich %(mo) # 0, und deshalb ist a, = <%(x0)) und b, = —ay, - fn(zo).)

Sei nun m € IN fest. Wir betrachten fiir n > 1 die injektiven holomorphen Funktionen h,, :=
Gman oGy’ , die das Gebiet Vi, := g [Un] C € jeweils auf eine offene Teilmenge von € abbilden.
Offensichtlich gilt

0€Vim, hy(0)=0 und h,(0)=1.

Der Satz von Koebe (Satz 2.35) zeigt deshalb, dass es eine Teilfolge (hy,) der (hy,) gibt, die
auf V,,, kompakt gleichméfig gegen eine injektive, holomorphe Funktion konvergiert. Wir setzen
gn=gp fir n <m und g, =h fir n >m.

Nn—m

Wir schlieffen nun induktiv: Wir fithren die Konstruktion des obigen Absatzes zunéchst mit
m =1 aus, und ersetzen dann die Folge (g,) durch (g,). So erhalten wir eine auf U; kompakt
gleichméfig konvergente Folge (g,). Nachdem die Konstruktion fiir 1,...,m — 1 durchgefiihrt
wurde, fithren wir sie fiir m durch, und ersetzen wieder (g,) durch (g,), so dass wir Konvergenz
von U, haben. Induktiv erhalten wir eine Funktionenfolge (g,), die auf ganz |J,,cy Um = X
gegen eine biholomorphe Abbildung f konvergiert. O

Mit dem folgenden Satz beweisen wir schon die erste ,Hélfte* des grofsen Riemannschen Abbil-
dungssatzes:

Satz. Jeq\e kompakte planare Riemannsche Flache X ist biholomorph zur Riemannschen Zah-
lenkugel C.

Beweis. Wir wahlen eine Koordinatenumgebung von X und darin eine zu D biholomorphe,
offene Teilmenge D C X . Wir identifizieren wieder D mit . Weiter wéhlen wir a,b € D mit
a # b und betrachten fiir (hinreichend grofes) n € IN die offene, zusammenhéngende Menge
U, =X\ (B(a,) U B(b,1)). Damit gilt offenbar Uy C Us C ... und U,en Un = X \ {a,b}.
Fiir jedes n € IN existiert nach dem Anulus-Satz (Satz 2.30) eine biholomorphe Abbildung f,
von U, auf ein Gebiet (ndmlich einen Anulus) in €. Nach Aussage 2.38 existiert daher eine
injektive holomorphe Abbildung f: X \ {a,b} — C.

Wir zeigen, dass sich f in a bzw. b zu einer injektiven meromorphen Funktion f : X — C
fortsetzen lasst: Ist f in der Ndhe von a beschrankt, so ldsst sich f nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz in a zu einer holomorphen Funktion fortsetzen. Ist f in der Ndhe von a nicht
beschréankt, so kann f bei a keine wesentliche Singularitdt haben: dies folgt aus dem Satz von
Casorati-Weierstraf wegen der Injektivitdt von f. Also hat f bei a dann einen Pol. Wegen der
Injektivitat von f muss dieser Pol von erster Ordnung sein. Also lasst sich f durch f(a) = oo in
a meromorph fortsetzen. Dieselben Argumente treffen natiirlich auch auf b zu. So erhalten wir
eine meromorphe Funktion f: X — C . Weil diese in einer Umgebung von a bzw. b alle Werte
aus einem kleinen Ball um f(a) bzw. f(b) annimmt, ist die fortgesetze Funktion f weiterhin
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injektiv. Ihr Bild f[X] ist einerseits nach dem Offenheitssatz offen in C, andererseits mit X
kompakt und deshalb abgeschlossen in C. Also folgt f[X] = C, und somit ist f : X — C
biholomorph. O

Wir arbeiten jetzt nur noch am Riemannschen Abbildungssatz fiir nicht-kompakte, planare
Riemannsche Flachen X .

Lemma. Sei X eine Riemannsche Flache. Dann existiert eine Ausschopfung (Op,)pnenw von X
durch offene Mengen O, (d.h. es gilt O C Oz € O3 C ... und {J,cyOn = X ) mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) O, ist kompakt, und die Zusammenhangskomponenten von 90, besitzen einen ,Kragen®,
letzteres bedeutet: Fiir jede Zusammenhangskomponente B von 0O, gibt es einen Ho-
mdomorphismus, der eine Umgebung von B in O, auf S! x (0,1) und B auf S! x {1}
abbildet.

(b) 00, besitzt in allen seinen Punkten eine Barriere.

Beweis. Wie schon im Beweis des Satzes 1.18 {iber die Zerlegung der Eins verwenden wir, dass es
eine abzihlbare, offene Uberdeckung (U, )new von X durch Kartenumgebungen U, zu holo-
morphen Karten ¢, gibt, die so beschaffen sind, dass die Bilder ¢,[U,] = B(0,r,) Bélle von ge-
wissen Radien 7, > 0 sind, dass aber umgekehrt schon (¢, *[B(0,7,,/2)])nen ganz X iiberdeckt.
Wir werden zeigen, dass mit einer geeigneten Folge (R ),en von Radien mit 0 < 2+ < R,, <1,
die offenen Mengen

n—U% (0,Ry)] fiir alle n € IN

die geforderten Eigenschaften erfiillt. Jedenfalls ist (Oy,) offensichtlich eine Ausschépfung von
X und O, ist jeweils kompakt.

Um die Barrieren-Bedingung zu erfiillen, wihlen wir die Radien R, induktiv aus. Seien also die
Radien Ry,..., R, bereits gewahlt. Wir wihlen den Radius Rn+1 € (Mt c (T L rn+1) so aus, dass der
Rand 8¢;_1H[B(0, Ry11)] die Rénder der vorherigen Mengen d¢; '[B(0, Ry)], . . ., 0¢, ' [B(0, Ry,)]
(beztiglich einer beliebigen Karte) transversal schneidet. Dies fithrt einerseits dazu, dass Op41
die Bedingung aus Lemma 2.27 erfiillt, und deshalb in jedem Randpunkt eine Barriere besitzt.
Andererseits folgt, dass jede Zusammenhangskomponente von 00,11 einen Kragen besitzt.

Die Realteile der logarithmischen Koordinaten In(¢,+1) sind die Logarithmen der Abstande zu
qﬁ;}_l(O) € Upy1. Weil der Realteil einer holomorphen Funktion harmonisch ist, sind die Funktio-
nen auf den Rdndern der obigen Mengen reellanalytisch. Deshalb gibt es hochstens endliche viele
kritische Werte von dieser reell analytischen Funktion auf d¢;'[B(0, Ry)],...,dé; ' [B(0, R,)],
und damit auch ein 5=+ < Ry, 11 < rp41 mit den gewiinschten Elgenschaften O

Satz. Sei X eine nicht-kompakte, planare Riemannsche Flache. Dann gibt es eine biholomorphe
Abbildung von X auf eine offene Teilmenge von C.

Beweis. Nach Lemma 2.40 gibt es eine Ausschopfung (O,) von X durch offene Mengen mit
den dort genannten Eigenschaften. Wir zeigen, dass jedes O, biholomorph zu einem Gebiet in
C ist. Nach Aussage 2.38 ist dann auch X selbst biholomorph zu einem Gebiet in C.
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Dabei koénnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dass O, zusammenhingend ist. Weil O,
kompakt ist, ist sein Rand 90, homdomorph zu S'. Aukerdem besitzt O, einen Kragen
K C X, dieser ist homdomorph zu S x [0,1), wobei 90, C K der Teilmenge S' x {0}
entspricht. Nach dem Anulus-Satz in der Version von Korollar 2.33 existiert eine biholomorphe
Abbildung g von K auf einen Anulus {z € C | 1 < |z| < R} mit einem geeigneten R > 1.
Dabei kann ¢ so gewéhlt werden, dass ¢[00,] = dD ist. Weil O,, in jedem Randpunkt eine
Barriere besitzt, ist nach Satz 2.26 das Dirichlet-Problem zu u|s0, = Re(g)|so, losbar, d.h. es
existiert eine Funktion u : O, — IR, so dass u|p, harmonisch ist und u|so, = Re(g)|so, gilt.
Weil X planar ist, besitzt die geschlossene 1-Form du+i*du eine Stammfunktion f: O, — C,
und diese ist nach Aufgabe 2.32(c) holomorph. Dabei kann die Integrationskonstante fiir f so
gewihlt werden, dass f eine Fortsetzung von ¢ ist, und deshalb f[00,] = 0D ist. Die Funktion
|| nimmt ihr Maximum auf 00,, an, also gilt |f| < 1. Wegen des Satzes von der Gebietstreue
gilt damit f[O,,] C D. Somit bildet f das Gebiet O,, biholomorph auf ein Gebiet in D C C ab.

O

Der Riemannsche Abbildungssatz zéhlt in den Worten von Felix Klein zu den tiefsten und groften
Erkenntnissen, die in der Mathematik je erwachsen sind. Jetzt ist es endlich soweit:

Theorem. Fiir eine Riemannsche Fliche X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Jede geschlossene, glatte 1-Form auf X ist exakt.
(b) X ist entweder biholomorph zu (IA], oder zu C, oder zu D.

(c) X ist einfach zusammenhéngend.

Beweis. Zu (a) = (b). Eine Riemannsche Fliche X, die (i) erfiillt, ist insbesondere planar.
Ist X kompakt, so ist X nach Satz 2.39 biholomorph zu C. Ist X nicht kompakt, so ist X
nach Satz 2.41 biholomorph zu einem Gebiet G C C. Ist G # C, so ist nach dem ,kleinen“

Riemannschen Abbildungssatz (Theorem B.1) G und damit X biholomorph zu D.

Zu (b)) = (¢). Da €, € und D einfach zusammenhiingend sind, ist auch jede Riemannsche
Fléache, die zu einem dieser Gebiete biholomorph ist, einfach zusammenhéngend.

Zu (¢) = (a). Wir konnen jede Homotopie auf einer Riemannschen Flache aus endlich vie-
len Homotopien innerhalb des Definitionsbereichs einer Karte zusammensetzen. Deshalb gilt der
Monodromiesatz auch auf Riemannschen Flachen. Insbesondere ist auf einer einfach zusammen-
héngendend Riemannschen Fliche X jede geschlossene 1-Form exakt. |

2.9 Der Uniformisierungssatz

Als direkte Folge des groften Riemannschen Abbildungssatzes erhalten wir nun auch eine ziemlich
weitgehende Ubersicht iiber alle (auch nicht einfach zusammenhingende) Riemannsche Flichen.
Dies ist der sogenannte Uniformisierungssatz.

Theorem. (Uniformisierungssatz.) Jede Riemannsche Fliache X gehort zu einer der folgen-
den Klassen:
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(a) X ist biholomorph zur Riemannschen Zahlenkugel C .

(b) Die universelle Uberlagerung X von X ist biholomorph zu C. In diesem Fall ist X selbst
biholomorph zu einer der folgenden Riemannschen Fléachen:
(i) €
(i) C*
(iii) ein komplexer Torus C/I', siche Beispiele 1.28(c) und 1.34.
(c) Die universelle Uberlagerung X von X ist biholomorph zu D. In diesem Fall ist X biho-

lomorph zu einer Riemannschen Fliache D/T", wobei I" eine auf D frei operierende Unter-
gruppe der Automorphismengruppe

o 2
Aut(D) = .
ut(D) {z»—>e 172

b
:{Z'—> ozt ‘a,be@, |a]2—b]2:1}
bz +

p € 1R, Z()GD}

ist.

Ein Wermutstropfen bleibt bei diesem schénen Ergebnis: Es ist leider nicht mdoglich, die auf D frei
operierenden Untergruppen I' in dhnlicher Weise explizit anzugeben, wie wir das fiir die auf C
frei operierenden Untergruppen in Abschnitt 1.5 getan haben. Es ist aber nicht verwunderlich,
dass dieser Fall kompliziert ist: alle kompakten, orientierbaren, zusammenhéngenden, reell-2-
dimensionale Flachen kénnen als Riemannsche Flichen aufgefasst werden, und ist ihr Geschlecht
> 2, so ist ihre universelle Uberlagerung biholomorph zu D . Alle diese Flichen gehen also aus
dem Fall (c) des Uniformisierungssatzes hervor.

Beweis des Uniformisierungssatzes Theorem 2.43. Sei 7 : X — X die universelle Uberlagerung
der gegebenen Riemannschen Flache X . Sie existiert nach Satz 1.45 und ist wegen Korollar 1.44
bis auf biholomorphe Aquivalenz eindeutig. Sei I' die Gruppe der Decktransformationen von 7 ;
sie ist eine Untergruppe der biholomorphen Abbildungen X — X , die nach Satz 1.37(a) auf X
frei operiert. Die Uberlagerung 7 ist nach Aufgabe 1.35(b) regulir. Deshalb ist nach Satz 1.37(c)

die Riemannsche Flache X biholomorph dquivalent zu X /T.

Die Riemannsche Fliche X ist wegen der Definition der universellen Uberlagerung einfach zu-
sammenhdngend. Nach dem grofen Riemannschen Abbildungssatz (Theorem 2.42) ist X ent-
weder zu C, oder zu € oder zu D biholomorph &quivalent.

Ist X zu C biholomorph dquivalent, so gilt T' = {idg} nach Aussage 1.41. Also liegt der Fall
(a) vor.

Ist X zu C biholomorph fquivalent, so hat T' eine der drei Formen (T), (Z), (E) aus Aussa-
ge 1.39. Nach der Diskussion, die in Abschnitt 1.5 auf Aussage 1.39 folgt, entsprechen diese drei
Féllen jeweils komplexen Tori, der punktierten Ebene C* und der komplexen Ebene C, und
somit den Fallen (b)(iii), (b)(ii), (b)(i) aus dem Uniformisierungssatz.

Es bleibt der Fall, dass X zu D biholomorph dquivalent ist. Nach Korollar B.3 ist die Auto-
morphismengruppe von D tatsichlich wie in (¢) angegeben, und deshalb liegt nach dem zuvor
gesagten der Fall (¢) aus dem Uniformisierungssatz vor. O



