Kapitel 12

Das Lebesgueintegral auf dem R4

12.1 Treppenfunktionen

Zunichst fithren wir die Quader im R? ein.

Definition 12.1. Fin Quader ist ein d-faches kartesisches Produkt von Intervallen
Q=ILx..xIj={zcR |2, €,,...,2q€ I;} CR%

Die Intervalle I, ..., 1; C R kinnen den linken bzw. rechten Rand enthalten oder nicht
und nur aus einem Punkt bestehen. Wenn I, ..., 15 beschrinkt sind heifst Q) endlich.

Fiir jeden solchen Quader definieren wir das Volumen als das Produkt der Léangen
von Iy, ..., I;. Wir bezeichnen es mit p(Q). Endliche Quader haben endliches Volumen.

Definition 12.2. Eine Teilmenge A C R? heifit Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0
eine Folge von endlichen Quadern (Q)nen im RY gibt, mit

AcC [‘j Q, und iu(@n) <e.
n=1 n=1

Beispiel 12.3. Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Quadern ohne Volumen ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist jede abzihlbare Teilmenge von R? eine Nullmenge.

Lemma 12.4. Fine hichstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine
Nullmenge.

Beweis: Sei |J7~, A, eine hochstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Dann
besitzt fiir jedes € > 0 jedes A, eine Uberdeckung von Quadern, deren gesamtes Vo-
lumen nicht grofler ist als € - 27", Die hochstens abzéhlbare Vereinigung dieser jeweils
hochstens abzéahlbar vielen Quader ist wegen Satz eine hochstens abzéhlbare Men-
ge von Quader mit einem Volumen nicht goBer als Y7 €2™™ = e. Also wird [J 2, A,
von abzéhlbar vielen Quadern iiberdeckt, deren Volumen nicht grofler ist als e. q.e.d.
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Definition 12.5. Eine Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen von endlichen Quadern, d.h. der Funktionen, die bei Punk-
ten innerhalb eines Quader gleich 1, und auferhalb des Quaders gleich O sind.

Proposition 12.6. FEndlich viele Quader Q; lassen sich so in endlich viele paarweise
disjunkte Quader P; zerlegen, so dass jeder Q); eine Vereinigung von endlich vielen P;’s
ist. Jede Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von charakteristischen
Funktionen von paarweise disjunkten endlichen Quadern.

Beweis: Fiir endlich viele Intervalle I, ..., I, ordnen wir alle endlichen Intervallgren-
zen der Reihe nach an —oco < 7 < ... < x, < 0o. Dadurch erhalten wir eine Zerlegung

R = (—o0,z) U{x1} U (21, 20) U{x2} U... U (Tp1,ZTm) U{Tm} U (T, 00)

von R in endlich viele paarweise disjunkte Intervalle, so dass jedes der Intervalle
Iy, ..., I, eine Vereinigung von endlich vielen dieser Intervalle ist. Fiir jeden Faktor
des kartesischen Produktes sind durch n Quader @4, ..., Q, auch n Intervalle vogege-
ben und damit auch eine solche Zerlegung von R. Die kartesischen Produkte von jeweils
einem dieser Intervalle aus den Zerlegungen aller d Faktoren des kartesischen Produktes
bilden Quader, die paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung gleich R ist. Dabei
ist jeder der Quader @)y, ..., Q, eine Vereinigung von endlich vielen von diesen paar-
weise disjunkten Quadern. Eine endliche Linearkombination von xgq,, ..., Xq, himmt
auf jedem dieser paarweise disjunkten Quader der Zerlegung genau einen Wert an und
ist eine endliche Linearkombination von chrakteristischen Funktionen von paarweise
disjunkten endlichen Quadern. q.e.d.
Als néchstes wollen wir das Integral von Treppenfunktionen definieren. Zunéchst
definieren wir fiir jede charakteristische Funktion y¢ eines Quaders das Integral

/ Xadp = pu(Q).
Proposition 12.7. Sei f eine Treppenfunktion und seien

f=2 cxe =) dixz,
i j

zwei Zerlegungen in endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
von endlichen Quadern. Dann gilt

/ fu= 3" (@) = 3 ol By,

Beweis: Wir zerlegen alle diese endlichen Quader ); und R; wie im vorangehenden
Beweis beschrieben in endlich viele paarweise disjunkte endliche Quader Py. Es folgt

flee=">_ a= > dj xa= D>, Xp» Xm,= Y. Xp

{ilQiD P} {4|R; D Py} {k|PLCQ;} {k|PrCR;}
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Hierbei sei die Summe iiber eine leere Menge gleich Null. Die Gesamtlange einer dis-
junkten Vereinigung von Intervallen ist gleich der Summe der Intervalllingen. Wegen
dem Distributivgesetz folgt dann

Q)= Y wlB), wR)= D P,

{k|P.CQ:} {k|P.CR;}
ZCW(Q:’) = Zci Z w(Py) = Z Z cipt(Py)
i i {k|PL.CQ;} k {i|Q:DPy}
=Y > duP) =) d Y, wB)=Y du(R). qed
k {j‘RjDPk} J {k“PkCRj} J

Wegen dieser Proposition definiert das Integral f — [ fdu eine lineare Abbildung von
dem Raum aller Treppenfunktionen nach R.

Proposition 12.8. Seien f und g zwei Treppenfunktionen mit f > g. Dann gilt

/fdu > /gdu-

Beweis: Wir zerlegen die beiden Vereinigungen von Quadern der Treppenfunktion f
und der Treppenfunktion ¢ in eine gemeinsame disjunkte Vereinigung von Quadern.
Auf jedem der Quader ist f grofer oder gleich g. Deshalb gilt das auch fiir die Summen,
die die entsprechenden Integrale berechnen. q.e.d.

12.2 Lebesgueintegrable Funktionen auf dem R

Satz 12.9. Sei (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, deren
Integrale (f f“d'“)neN beschrinkt sind. Dann ist fogende Menge eine Nullmenge:

{z € R?| (fu())nen konvergiert nicht }.

Beweis: Sei M > 0 eine obere Schranke von ([(f, — f1)du)

nEN:
/(fn—fl)d,USM fiir alle n € N.

Dann bilden fiir alle € > 0 und alle n € N die Mengen

M

€

= {rem f 2 4w}

ful@) = () > %} _ {xeRd

eine monoton wachsende Folge von endlichen Vereinigungen von Quadern. Aus der
Konstruktion einer gemeinsamen Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Quadern
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im Beweis von Proposition [12.6] folgt, dass das relative Komplement eines Quaders in
einem anderen Quader wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ist. Dann ist

LJ*gnﬁzz*gLeU LJ(5%+LE\‘SH$)
n=1 n=1

eine abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Quadern. Weil f,, — f; nichtnegative Funk-
tionen sind, ist ;7 (f. — f1) grofler oder gleich xg, .. Also gilt fiir das Maf von S,

[xswns [t=fdn== [ = fu <

Wegen der Monotonie ist dann auch das Gesamtvolumen der abzédhlbaren Vereinigung
U2, S nicht groBer als e. Weil die kritische Menge S gleich der Schnittmenge

n=1

S = {x € RY(f.(2))nen konvergiert nicht } = ﬂ < Sn,e)
1

e>0 \n=

ist, folgt, dass diese Menge S eine Nullmenge ist. q.e.d.

Die Komplemente von Nullmengen werden fast iiberall genannt (bzw. a.e. fiir almost
everywhere). Also konvergiert jede monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit beschrankten Integralen fast iiberall.

Satz 12.10. Fiir jede Nullmenge A C R? gibt es eine monoton wachsende Folge (fn)nen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ fodi)nen, so dass A in der Men-
ge enthalten ist, auf der die Folge (f,)nen nicht konvergiert.

Beweis: Sei A eine Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes n € N eine Uberdeckung von A
mit abzéhlbar vielen Quadern, deren Gesamtvolumen nicht grofler ist als 27". Sei nun
(@n)nen eine Abzéhlung der Vereinigung aller dieser Quader. Dann gehort jeder Punkt
von A zu unendlich vielen Quadern. Also definiert die Reihe (3 x0, )nen €ine monoton
wachsende Folge von Treppenfunktionen, die auf A nicht konvergiert. Die Integrale
(3" J X@ndit)nen sind beschrénkt durch ), 27" = 1. g.e.d.
Fiir jede monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen mit beschréink-
ten Integralen ( i fnd,u)n oy KOnnen wir jetzt den Grenzwert fast iiberall definieren:

lim f,(z) wenn(f,(x)),en beschrankt ist
) = § o

0 wenn (f,,(x))nen nicht beschréinkt ist.

Wir wollen [ fdp als lim, o [ f,dp definieren. Die folgenden Lemmata zeigen, dass
diese Definition nur von der fast {iberall definierten Funktion f abhéngt.

Lemma 12.11. Sei (f,,)nen eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die
fast tiberall gegen Null konvergiert. Dann ist (f fnd,u) wen €ine Nullfolge.
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Beweis: Kein [ f,du kann kleiner Null sein, weil sonst f,, auf einem Quader mit po-
sitiven Maf} negativ ist und (f,)nen dort nicht gegen Null konvergiert. Offenbar gibt
es einen kompakten Quader @)y auBerhalb dessen f; verschwindet. Fiir jedes n € N
sei A, die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,, also der Punkte, an denen f, lokal
nicht konstant ist. Dann ist A, in Qg enthalten, und als eine endliche Vereinigung von
Quadern ohne Volumen eine Nullmenge. Dann ist auch A = |J)~, A, eine Nullmen-
ge. Sei B die Nullmenge aller Punkte, an denen (f,),en nicht gegen Null konvergiert.
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Uberdeckung (J°°_, Q,, D (A U B) durch Quader, deren
Gesamtvolumen nicht grofer ist als £. Indem wir die Kanten der Quader mit posi-
tivem Volumen um ein hinreichend kleinen Faktor 1 + ¢’ verlingern, dabei aber den
Mittelpunkt festhalten, und die Quader mit verschindendem Volumen durch gréflere
offene Quader mit Volumen 27" ersetzen, erhalten wir auch eine solche Uberdeckung
U>_, @m D (AU B) durch offene Quader, deren Gesamtvolumen nicht grofer ist als
e. Fiir jeden Punkt z € Qg \ (AU B) gibt es ein N, € N mit fy,(x) <e. Weil (f,)nen
monoton fallend ist, gilt f,(z) < € fiir alle n > N,. Weil alle fy, bei den Punkten
von Qo \ (A U B) lokal konstant sind, gibt es eine offene Uberdeckung von offenen
Quadern (R;)zcoo\(auB)y von Qo \ (AU B), so dass f, < e auf R, fir n > N, gilt.
Dann bilden (R;)zeq\(aup) zusammen mit (@, )men eine offene Uberdeckung von Q.
Weil @y kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Wenn n grofler ist als die
entsprechenden endlich vielen N,’s kénnen wir [ f,du abschétzen durch

0< / fudpt < emax{ fi(x) | = € Qo) + u(Qu)).

Auf den Quadern (Q,,)men schitzen wir dabei f durch max{fi(x)|z € Qy} ab und auf
den endlich vielen der (R;)zeqo\(aup) durch e. Es folgt lim,, o [ fndp = 0. q.e.d.

Lemma 12.12. Seien f und g fast iberall definierte Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen (fy)nen und (gn)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten ([ fadp)

und (f gnd,u)neN. Wenn fast tiberall f > g gilt, dann gilt auch

neN

n—o0

lim [ f,dp > lim /gnd,u.
n—o0

Beweis: Fiir jedes feste m € N erfiillen die Funktionenfolgen

((gm = fa) " nen = (%(g’” = ot lgm f"D)neN

die Voraussetzungen von dem vorangehenden Lemma, weil fast iiberall g,, — f <
g — f < 0 gilt. Deshalb konvergieren die entsprechenden Integrale gegen Null. We-
gen  Gm — fu < (gm — fu)"  folgt aus Proposition 12.8 und Lemma I2.11]

/gmdu— lim /fnd,u <0 und damit auch lim [ gndp < lim /fnd,u.q.e.d.
n—00 n—0o0

m—0o0
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Aus Lemma [12.12]folgt, dass wir das Integral auf die Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen von Treppenfunktionen mit beschréinkten Integralen konsistent fortsetzen
konnen. Seien ndmlich (f,)neny und (gn)neny monoton wachsenden Folgen von Treppen-
funktionen mit beschréinkten Integralen ([ fudu),  und ([ gndp), _y, deren Grenz-
werte fast iiberall {ibereinstimmen, dann kénnen wir Lemma sowohl auf diese
Folge, als auch auf die vertauschten Folgen anwenden und erhalten

lim [ fo,dp > lim /gndu > lim /fndu.
n—00 n—00 n—00

Definition 12.13. Sei L'(R?) die Menge der Aquivalenzklassen von fast tiberall defi-
nierten Funktionen f, fir die es monoton wachsende Folgen (g,)nen und (hy)nen von
Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ gndp),  und ([ hadp), _ gibt, und

f=lim g, — lim A,
n—oo n—oo
fast tiberall gilt. Hierbei werden zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn sie fast
tiberall miteinander iibereinstimmen.
Satz 12.14. (FEigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen)

(i) L}(R?) ist ein Vektorraum iiber R und das Integral iiber Treppenfunktionen induziert
eine lineare Abbildung

/:Ll(]Rd) — R, f—>/fdu
(ii) Wenn f € L}R?) fast iiberall nicht negativ ist, dann gilt /fd,u > 0.

(iii) Wenn f € [NR?), dann ist auch |f| € [M(R?) mit ‘/fdu‘ < /|f\d,u.

Beweis: (i) Seien (gn)nen, (hn)nen, (Gn)neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Grenzwerte

g(x) = h(z) = lim g,(z) — lim h,(x)
n—oo n—oo
fast tiberall mit den Grenzwerten von

g(z) — h(x) = lim go(z) — lim h,(x)

n—o0 n—oo

iibereinstimmen, dann stimmen auch die Funktionen g(z) + h(z) und §(z) + h(x) fast
iiberall iiberein und sind fast iiberall auch die Grenzwerte von

(gn + En)nEN bzw. (gn + hn)nGN-
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Dann folgt aus Lemma 12.12]

/(9+ﬁ)dﬂz/gdﬂ+/f~ld,u=/f]du+/hdu:/(§+h)dp.

Daraus folgt wegen der Linearitdt des Integrals

Jto=nau= [oau— [nan= [gau— [fau= [G-an

Deshalb definiert [ eine Abbildung von L'R) nach R. Die Linearitit folgt aus den
Rechenregeln fiir Folgen und der Linearitdt des Integrals auf Treppenfunktionen.

(ii) Wenn (g, )nen und (h,)nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit
beschréinkten Integralen sind, so dass fast iiberall lim,, ., g, — lim,,_,., h,, nichtnegativ
ist, dann ist auch fast iiberall ¢ = lim,, .o g, > lim, o h, = h. Aus Lemma
folgt dann [ gdu > [ hdp bzw. [(g — h)du > 0.

(iii) Sei f fast iiberall die Differenz g — h der Grenzwerte der monoton wachsen-
den Folgen (g,)nen und (hy,)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen.
Aus min{g,, h,} < gn < gns1 und min{g,, h,} < h, < h,y folgt min{g,, h,} <
min{g,+1, Any1}, und aus max{g,i1, hns1} > Gne1 = gn und max{gn,i1,hns1} >
Pry1 > hy folgt max{gn 1, hni1} > max{gy,, h,}. Also sind (Gn)nen = (max{gn, fn } )nen
und (A )nen = (Min{ gy, hn})ney monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen.
Aus g, > min{gy, b1} und h, > min{gy, hy} folgt h, < g < g, — min{gr, b1} + hy —
min{gy, h1} + min{gy, h1}. Also haben (§,)neny und (h,)n € N beschrinkte Integrale.
Dann ist |f] fast iiberall die Differenz der entsprechenden Grenzwerte § — h. Deshalb
ist | f| € [M(RY). Wegen (ii) folgt dann aus —|f| < f < |f|

—/WWS/fMS/VWme.‘/M%S/m@. Lo,

Satz 12.15. FEine beschrinkte Funktion f, die aufSerhalb einer beschrdnkten Menge
verschwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bilden, gehort zu L}(RY).

Beweis: Wir wihlen einen Quader Qg = [a1,b1] X ... X [aq, bg], auBerhalb dessen f
verschwindet. Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1, ..., d das Intervall [a;, b;]:

[CL,’, bl] = [ai, a; + bi;,;”} U (CL,’ + bi;n‘”,ai + 2%} Uu...U (ai + (2” — ].)biz_nai s b,} .

Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von )y in eine
Vereinigung von 2" paarweise disjunkten Quadern. Dann sei f,, die Treppenfunktion,
die auf jedem der 2" Quader gleich dem Infimum der entsprechenden Funktionswerte
von f ist. Offenbar ist (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen,
deren Integrale durch ||f||e - #(Qo) beschrinkt sind. An allen Punkten z, € R% an
denen f stetig ist, gibt es fir jedes € > 0 ein § > 0, so dass f(x) € B(f(xg),€) aus
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x € B(xg,0) folgt. Dann gibt es auch ein N € N, so dass der Durchmesser von @y
kleiner ist als 2V§. Fiir alle n > N ist dann der Teilquader Q,, der 2"¢ Teilquader von
@, der zq enthilt, in B(xzg,d) enthalten. Deshalb gilt dann

f(xo) —e < inf f(z) = fu(zo) < f(20).

z€Qn

Also konvergiert (f,,(zg)) gegen f(xg). Weil die Menge der Unstetigkeitsstellen von f
eine Nullmenge ist, konvergiert (f,,),eny dann fast tiberall gegen f. q.e.d.

Satz 12.16% Sei f € LNR?) mit [ |f|dp = 0. Dann ist f fast diberall gleich Null.

Beweis:* Seien (gp)nen und (hy)nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktio-
nen mit beschriankten Integralen, so dass fast iiberall gilt

f(x) = lim gu(x) — lm hy(z).

n—o0 n—oo
Fiir alle n € N seien gn = max{ gy, ﬁn} und h,, = min{g,, fzn}
Dann gilt fast iiberall |f(z)] = lim gp(x) — lim h,(z).
n—oo n—oo
Wenn [ |f]du = 0 gilt also auch lim [ g,du = lim /hnd,u.
n—oo n—o0
Fiir ,0 > 0 sei N € N so gewahlt, dass lim [ g,dp — /hmdu < €.
n—oo

fiir alle m > N gilt. Wir definieren ¢ als den fast {iberall definierten Grenzwert
lim,, o0 gn- Weil (g5)neny und (hy,)neny monoton wachsend sind, ist die Menge

{z e RY||f(z)] > 0} in den Mengen
{r e RY| g(2) — h(x) > 6} = {2 € R?| g,u(x) — hyn(z) > 6 fiir ein n € N}
enthalten. Sei also Ay ={z eRY| gy(x) = hp(x) > 0} und fiirn =2,...
A, ={z e R| g, (x) — hpn(z) > 6 und g,_1(2) — hp(x) < 5} Dann gilt

(r €RY [ g(@) —hn(@) > 0} = [ JAn und S p(A) < lim = [ (ga— o)y < e
n=1 n=1 n—0 0

fiir m > N. Also ist fiir alle 6 > 0 die Menge {x € R? | g(x) — lim,;,_y00 hyn(x) > 6} eine

Nullmenge. Weil die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge

ist, folgt, dass die Menge |, .y{z € R? | g(x) — limy—00 lun(2) > 1} eine Nullmenge

ist. Also ist fast tiberall g(z) < h(z) = lim,, 00 hn (). Aufgrund der Konstruktion gilt

aber fast iiberall g(z) > h(x). Also ist fast tiberall |f(x)| = g(z) — h(x) =0. q.e.d.



12.3. DAS RIEMANN- UND DAS LEBESGUEINTEGRAL 163

12.3 Das Riemann- und das Lebesgueintegral

In diesem Abschnitt setzen wir das Riemannintegral mit dem Lebesgueintegral in Be-
ziehung setzen. Fiir d > 1 sind die riemannintegrablen Funktionen f auf einem kom-
pakten Quader (g dadurch charakterisiert, dass das Unterintegral, also das Supremum
aller Integrale von Treppenfunktionen nicht grofler als f, mit dem Oberintegral, also
dem Infimum aller Integrale von Treppenfunktionen nicht kleiner als f, iibereinstimmt.
Damit sie nach oben und unten durch Treppenfunktionen beschrankt sind, miissen sie
beschréankt sein. Zunéchst charakterisieren wir die riemannintegrablen Funktionen.

Satz 12.17. (Lebesguekriterium) FEine beschrinkte Funktion auf einem kompakten
Quader Qo = [a1,b1] X ... X [ag, by] ist genau dann riemannintegrabel, wenn ihre Unste-
tigkeitsstellen eine Nullmenge bilden. Insbesondere sind alle riemannintegrablen Funk-
tionen auch lebesqueintegrabel und die beiden Integrale stimmen tberein.

Beweis: Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i =1, ..., d das Intervall [a;, b;]:

[Cl,i,bi] = [ai,ai + %} U (CL,’ + bi;ﬁi,ai—i—Q%} Uu...U (ai + (2” — ].)1722_—,:1’,@] .

Das entspricht fiir d = 1 der Partition p,, € Pl[a, b] aus dem Beweis von Korollar 8271
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von () in
eine Vereinigung von 2"¢ paarweise disjunkte Quadern. Fiir alle f € B(Qo, R) seien

folx) =inf{f(y) | y € Q@ mit Q € P, und z € Q}
Fo(z) =sup{f(y) |y € Q mit Q@ € P, und = € Q}

Dann sind (f,,)nen und (F},),eny monoton wachsende bzw. monoton fallende Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen. Im Beweis von Satz haben wir
gezeigt, dass (f,)nen an den Punkten, an denen f stetig ist, gegen f konvergiert. Dort
konvergiert auch (—F,),eny gegen —f, und deshalb (F,, — f,)nen gegen Null. Wenn
die Unstetigkeitsstellen von f also eine Nullmenge bilden, dann konvergiert wegen
Lemma 1212 ( [ (F,, — fn)di)nen gegen Null und f ist riemannintegrabel.

Wenn umgekehrt f riemannintegrabel ist, dann gibt es zwei Folgen von Treppen-
funktionen nicht kleiner bzw. nicht grofler als f, deren Integrale gegen die gleiche
Zahl konvergieren. Die Minima bzw. Maxima der jeweils ersten n Folgenglieder dieser
Folgen definieren eine monoton fallende Folge (F,),en von Treppenfunktionen mit be-
schriankten Integralen bzw. monoton wachsende Folge (f,,),en von Treppenfunktionen
mit beschrinkten Integralen, so dass der Grenzwert von ( [ F,du),en nicht groBer ist
der von ([ fndu)nen. Die Differenz (F,, — f,)nen ist dann eine monoton fallende Folge
von nichtnegativen Treppenfunkltionen, deren Integrale gegen Null konvergieren. We-
gen Satz (siehe auch Korollar [2.23]) konvergieren dann beide Folgen fast iiberall
gegen die gleiche Funktion f. Die Unstetigkeitsstellen aller dieser Treppenfunktionen
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beider Folgen sind abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen und damit eine Nullmen-
ge A C Qo. Von jedem Punkt x5 € Qo \ A sind alle Quader der Treppenfunktionen, die
xo enthalten, eine Umgebung. Wenn f bei zg € @y \ A unstetig ist, dann gilt

sup{f(z) | x € B(xo,0) N Qo} —inf{f(z) | x € B(xp,d) N Qo} > €

fiir ein € > 0 und alle 6 > 0. Deshalb konvergieren (F,),en und (f,)nen nur dann fast
tiberall gegen die gleiche Funktion, wenn die Unstetigkeitsstellen von f in (g \ A eine
Nullmenge bilden, und damit auch die Unstetigkeitsstellen von f. q.e.d.
Der Beweis zeigt auch, dass f € B(R? R) genau dann riemannintegrabel ist, wenn
f fast iiberall gleich den Grenzwerten sowohl einer monoton fallenden als auch einer
monoton wachsenden Folge von Treppenfunktionen mit beschréinkten Integralen ist.

Beispiel 12.18. (i) Sei (1) nen eine Abzihlung aller rationalen Zahlen in (0,1). Dann
ist fir 0 < e <1 das Komplement in [0, 1] der Teilmenge

LJOO_1 I, mit I, = (r, —2 " e r, + 270y 0 (0,1)

keine Nullmenge, weil alle offenen Intervalle I, héchstens das Maf €2™™ haben und
Yoo €27 =¢e < 1. Also ist die Folge

(H(l - ka)>

eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die gegen eine lebesqueintegrable
Funktion f konvergiert. Weil die rationalen Zahlen in (0,1) dicht in [0, 1] liegen, ist f an
allen Punkten im Komplement der offenen Teilmenge O = J,_, I, von [0,1] unstetig.
Also ist f eine lebesqueintegrable Funktion, die nicht riemannintegrabel ist. Insbeson-
dere ist O also ein Beispiel fiir eine offene Menge, deren Rand positives Lebesguemaf
hat, also eine charakteristische Funktion mit nicht verschwindendem Lebesgueintegral.

(ii) Seip € N\ {1,2} und x die Funktion x : R - R, x> x(z) mit

0 wenn x € J,,c,(mp+1,mp+ 2
X(z):{ Unez )

1 sonst.

Dann definiert die Folge (x — xpo,1(z) [Th—, X(pkx))neN eine monoton fallende Folge
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Der Grenzwert ist lebesquesinte-
grabel und die charakteristische Funktion x 4 der abgeschlossenen Menge A C [0, 1] mit

[0’1]\A: U U (iz_i_'_pnlﬁ-l’zn:z_llz_'_pfﬁ-l)'

n€Np z1,...,2,.€{0,2,...,p—1} \k=1 p k=1 p
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Fiir p=3 ist A die Cantormenge aus Beispiel[11.2]] (i). Alle Punkte, deren p-adische
Darstellung nur Ziffern in {0,2,...,p — 1} hat, liegen in A. Wenn man bei der p-
adischen Darstellung fordert, dass die Ziffernfolgen nicht gegen p — 1 konvergieren,
dann sind das alle Punkte von A bis auf die abzdhlbar vielen linken Intervallgrenzen
der offene disjunkten Intervalle von [0,1]\ A. Wegen der (p — 1)-adischen Darstellung
ist A dann gleichmdchtig zu [0, 1] und damit nicht abzdhlbar. Indem man eine oder zwei
der Zifferen der p-adischen Darstellung der Punkte von A in eine 1 umwandelt, erhdlt
man in jeder Umgebung eines Punktes von A einen Punkt der offenen Menge [0, 1]\ A.
Also ist A auch die Menge der Unstetigkeitsstellen von x a. Das Integral von x4 ist

1 /p—1\"
XAdu:1—Z—(—) =1-1=0.
/ —~p\ P

Also ist A eine nicht abzdhbare Nullmenge, und x 4 riemannintegrabel.

12.4 Der Satz von Fubini

Fiir jeden Quader Q@ = I; x ... x I; x I;11 C R? x R und jedes z € R? ist die
Funktion R =+ R, vy~ xg(z,y) eine Treppenfunktion auf R. Wenn wir diese Funktion
integrieren erhalten wir eine Treppenfunktion auf dem R%:

/ (2, ) dpy) Lénge von I;,1 wenn x € I} X ... X Ig,
x, =
XQUY)EHY 0 wenn x &€ I; X ... X Ig.

/ (/ XQ(f’fay)dM(y)) du(z) = n(Q).

Wegen der Linearitéit des Integrals definiert die Abbildung [ du(y) also eine lineare
Abbildung von den Treppenfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R
Und fiir jede Treppenfunktion f auf R? x R gilt

J(J o) f

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass diese Abbildung eine Abbildung

Also ist

/ du(y) : INRY x R) — LNRY)

induziert, so dass fiir alle f € I[}(R? x R) gilt

J(J o) f



166 KAPITEL 12. DAS LEBESGUEINTEGRAL AUF DEM RP

Wenn f > g zwei Treppenfunktionen auf R? x R sind, dann erfiillen fiir jedes z € R?
die entsprechenden Treppenfunktionen f, : y — f(x,y) bzw. g, : y — g(z,y) auch
fe > g.. Wegen Proposition [[2.§ gilt fiir die Integrale auch

/ £ (@ y)dp(y) > / oz, y)dp(y).

Also definiert [ du(y) eine lineare monotone Abbildung von den Treppenfunktionen auf
R? x R in die Treppenfunktionen auf R?. Damit diese Abbildungen eine Abbildung von
[HR? x R) nach I}(RY) induziert, miissen zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von
monoton wachsenden Treppenfunktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, auch auf
zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsenden Treppenfunktionen
abgebildet werden, die fast iiberall iibereinstimmen.

Lemma 12.19. Sei S C R? x R eine Nullmenge. Dann ist fast iberall in x € R?, die
Menge S, = {y € R| (z,y) € S} eine Nullmenge in R.

Beweis: Wegen Satz[12.10gibt es eine monoton wachsende Folge ( f,,)nenvon Treppen-
funktionen auf R? x R mit beschrinkten Integralen, die auf S divergiert. Dann sind
auch die entsprechenden Integrale ([ f,du(y))nen itber R monoton wachsende Trep-
penfunktionen mit beschrinkten Integralen auf RY. Wegen Satz konvergieren sie
fast tiberall auf z € R?%. Fiir alle z € R?, fiir die ([ f,dp(y))nen konvergiert, sind die
entsprechenden Einschrinkungen von (f,),en auf {2} x R monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen auf y € R mit beschrankten Integralen. Wegen Satz sind
also fiir alle € R?, so dass die Integrale iiber y € R konvergieren, die Mengen der
y € R, an denen (f,(z,y))nen nicht konvergiert, Nullmengen die S, enthalten. q.e.d.

Proposition 12.20. Die Integration tiber R induziert eine lineare monotone Abbildung
von [}HRY x R) nach IHRY), so dass fiir alle f € LN R x R) gilt

J(J i) f 1

Beweis: Weil die Integration iiber R eine monotone lineare Abbildung von den Trep-
penfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R? definiert und wegen Lem-
ma[I2Z19, induziert sie eine Abbildung von den Aquivalenzklassen von den Grenzwerten
von monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen
auf R? x R in die entsprechenden Aquivalenzklassen auf RY. Wegen der Konstrukti-
on des Lebesgueintegrals induziert sie also auch eine Abbildung von I}(R? x R) nach
L}RY). Folgende Gleichung gilt dann fiir alle Treppenfunktionen f auf R x R und
damit auch fiir alle Grenzwerte f € L'(R? x R) solcher Treppenfunktionen:

/(/fx y)dply )dﬂ /fdu qed.

Die Argumente zeigen die analoge Aussage auch fiir die vertauschten Faktoren R x
R?. Wenn wir die mehrfach anwenden erhalten wir also
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Korollar 12.21. (Satz von Fubini) Fiir alle Funktionen f € I}NR? x RY) gilt

/fdu=/</f:cydu ))du /(/fxydu ) uly).  qed

Mit dem Satz von Fubini und dem Lebesguekriterium kénnen wir jetzt auch Inte-
grale auf dem R ausrechnen. Als erstes konnen wir fiir fast alle (zo,...,2,) € R? das
Integral f_oooo f(z1,...,24)dx; ausrechnen. Wenn f riemannintegrabel ist kénnen wir
dabei die Methoden der eindimensionalen Integration, wie wir sie bei dem Riemann-
integral kennen, benutzen. Wenn f auflerhalb einer kompakten Menge verschwindet,
benutzen wir das Riemannintegral und ansonsten das uneigentliche Riemannintegral.
Dann integrieren wir genauso iiber dzs, . .., dxy bis wir schlieflich haben

Rdf(x)d,u:/_Z-~-/_Zf(:cl,...,xd)d:cl...dxd.

Wir konnen die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale beliebig vertauschen.

12.5 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden wir drei Aussagen dariiber beweisen, wann Grenzwert-
bildungen mit der Integration vertauschen. Als erstes werden wir die Konvergenz von
monotonen Folgen mit beschrinkten Integralen beweisen.

Satz 12.22. (Satz der monotonen Konvergenz von Beppo Levi)  Sei (fn)nen eine
monotone Folge in L}(R?) mit beschrinkten Integralen. Dann konvergiert (f,)nen fast
iiberall gegen eine Funktion f in L}(R?Y) und es gilt

lim fnd,u:/fd,u.
n—oo

Beweis: Sei (f,,)nen eine monotone Folge in L'(R?) mit beschriinkten Integralen. Durch
Ubergang zu (£f,)nen konnen wir annehmen, dass (f,)nen eine monoton wachsende
Folge von Funktionen mit beschrénkten Integralen ist. Fiir alle n € N seinen (Gnm)men
und (Apm )meny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit beschriankten
Integralen, so dass fast iiberall gilt

fn= hm Jnm — 1im Ry,
m— m—o0

Die entsprechenden Folgen der Integrale ( | gnmdit)men und ([ ﬁnmd,u)meN konvergieren.
Fir alle n € N sei M(n) € N so gewéhlt, dass fiir alle m, m’ > M(n) gilt

Vﬁnmdﬂ— /ﬁnm/du‘ <2
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Fiir alle n € N seien h,,,,, und g,,, induktiv definiert durch

Bop—1m, fi <M - ~
S Im lfr m (n) und  Gnm = Grm — hnM(n) + hp—im
hnm - hnM(n) + hn—lm fir m > M(’”f)

mit hg,, = 0 fiir alle m € N. Weil die Folgen (h,,)men monoton wachsend sind, folgt
ho—1m < hpm, 0 < Ay, Bom < Pt induktiv fiir alle n € N.

Weil auch die Folgen (§num)men monoton wachsend sind, gilt dies auch fiir (g,m)men-
Aufgrund der Wahl von M (n) sind die Integrale ([ hpmdp— [ hp—1mdp)men beschrinkt
durch 27", und ([ Apmdpt)nmen beschrinkt durch 1 = >°°° 27" Weil ([ f.du)nen
beschrinkt sind, und fast iiberall g,.,, < f + lim, o0 P gilt, sind auch die Integrale
(J gnmdp)nmen beschréinkt. Fiir alle n € N bzw. m € N seien

gn = lim gnm und  h, = lim Ay,
m—0o0 m—ro0

Im = max{gim, -, Imm} < fm + hm und h,, = max{him, - - Rnm } = P

Dann gilt fiir alle n € N auch fast iiberall f,, = g, — h,,. Aufgrund der Definition von
P 18t (B )nen fast tiberall monoton wachsend und (g, )nen = (fn 4 n)nen auch. Dann
sind (ﬁm)meN und (g, )men monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen, deren
Integrale beschrinkt sind durch [ hydu < 1 und [ Gndu < [ fmdp+ 1. Seien g und h
die entsprechenden Grenzwerte. Fiir n < m gilt

Gom < G und g < By
Im Grenzwert m — oo folgt fast {iberall die Existenz der Grenzwerte n — oo
Imw<g = nli_)rrolognzggg und  h,<h = Jirgohn:hgﬁ.
Weil (g,,)nen und (hy,)nen fast tiberall monoton wachsende Folgen sind, gilt fast iiberall

Gm Smax{gl,...,gm} = Jm und iLm < max{hla-'->hM} = h.

Also gilt fast iiberall g = g und h = h bzw. f = §— h = g — h. Aus Lemma [Z12 folgt

/ fdu = lim (gm—;}m) djp = Tim [ (ga—hn)dp = lim / fudp. qed.

m—o0 n—o0

Korollar 12.23. (Norm || - 1)
Auf INRY) definiert |- |1 : LHRY) =R, f—|fli=[|fldu eine Norm.
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Beweis: Die Dreiecksungleichung und die Eigenschaft

Al = [N Urlde = 1N [ 1flds = LA

folgt aus der Monotonie und der Linearitdt des Lebesgueintegrals. Zu zeigen bleibt
noch, dass aus || f|l; = 0 folgt f = 0 fast iiberall. Sei also [ |f|du = 0. Dann konvergiert
wegen dem Satz der monotonen Konvergenz die Folge (n|f|)nen fast iiberall. Also gilt
auch fast iiberall |f| = 0. q.e.d.

Korollar 12.24. (Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz) Die Folge (fy,)nen in
LHRY) konvergiere fast diberall gegen f, so dass fiir ein k € I}(R?) und alle n € N fast
iberall | f,| < k gilt. Dann ist f € LNR?) und ([ fudp)nen konvergiert gegen [ fdu.

Beweis: Seien (gpnm)men und (hpm,)men definiert durch

9nm :min{fmfn—l—lv---afn—l-m} und Ay :max{fmfn—l—lv---afn-i-m}’

Fiir alle n € N sind wegen den Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen
(Gnm )men monoton fallende Folgen in L!(R?) mit durch f kdu beschrankten Integralen,
und (hy,m)men monoton wachsende Folgen von Funktionen mit durch f kdp beschrank-
ten Integralen. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz konvergieren diese Folgen
fast iiberall gegen Funktionen (g, )nen und (hy,)nen in I (RY). Fast {iberall sind

gn:inf{fnafn—i-lafn-i-%“} LlIld hn :Sup{fn>fn+lafn+2>"'}

monotone Folgen in L!}(RY) mit beschriinkten Integralen. Also konvergieren (g, )nen und
(hn)nen fast iiberall gegen f. Dann gilt auch

/gndu < /fndué /hndu und /fdué lim /fndué /fdu- g.ed.
n—oo

Korollar 12.25. (Vollstindigkeit von [}(RY), Satz von Riesz-Fischer) — LMR?) ist
mit || - |1 ein Banachraum.

Beweis: Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge in L'(RY). Dann gibt es eine Teilfolge (f,,,, )men,
so dass fiir alle m € N gilt || f,.,, — fa. 1 < 27™. Die Reihe (30 1 | fumis = fom )neN
erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also konver-
giert sie fast iiberall gegen eine Funktion k& € L}(R?). Dann konvergiert auch die Folge
(" Famis = FrnInen = (Faner — funJnen fast iiberall und erfiillt mit k € LH(R?) die
Voraussetzungen von Lebesgue’s Satz der beschrankten Konvergenz. Dann konvergiert
auch die Teilfolge gegen einen Grenzwert f € L}'(RY). Weil (f,)nen eine Cauchyfolge
ist, konvergiert (||fn, — fll1)nen gegen Null, und damit auch (f,)nen gegen f. q.e.d.
Im Allgemeinen konvergieren in L' (RY) konvergente Folge (f,)nen nicht fast iiberall
gegen den Grenzwert f. Eine Teilfolge konvergiert aber immer fast iiberall gegen f.
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Beispiel 12.26. Wir betrachten fiir allen € N und alle k € {1—n?2—n? ... n%} die
charakteristische Funktion X, der abgeschlossenen Intervalle [E=2, £]. Sei m — (n, k)
eine Abzihlung solcher Paare (n,k) mitn € N und k € {1 —n?2—n? ... ,n*}. Dann
ist die entsprechende Folge (Xom)men in IM(R?) eine Nullfolge, weil es fiir allen € N nur
endlich viele m € N gibt mit |x,|l1 > . Andererseits gibt es fir alle v € R unendlich

viele m € N mit x,,(x) = 1. Also konvergiert (Xm(%))men fir kein z € R gegen 0.

Satz 12.27. (Fatou’s Lemma) Sei (fn)nen eine Folge in [MNR?) von fast diberall nicht
negativen Funktionen, die fast tiberall gegen f konvergieren. Wenn (f fnd,u)

schrinkt ist, dann ist f € LM RY) und es gilt

/fd,u < lim inf{/fn+mdu | m e NO} .
n—oo

Beweis: Sei wieder g,,, = min{f,, fui1,- -, furm}- Dann erfiillen fir alle n € N die
Folgen (gnm)men die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also kon-
vergieren fiir alle n € N diese Folgen gegen g,, € [}(RY) mit g, = inf{f,, fus1,...}. Die
Folgen (g, )nen erfiillen wieder die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Kon-
vergenz und konvergieren fast iiberall gegen f. Also gilt auch f € L}(R?) und fast
iiberall fo4m > g, fiir alle m € Ny. Es folgt [ fdp = lim, oo [ gndp und [ fdp <
limy, o0 Inf{ [ frimdp | m € No}. q.e.d.

neN be-

12.6 Jacobis Transformation von Maflen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Integration unter Koordinatentrans-
formationen verhilt. Wir verallgemeinern also die Substitutionsregel auf R?. Wir be-
nutzen in diesem Abschnitt auf R? die Norm || - || aus Definition Dann sind
némlich die offenen Bille genau die offenen Quader mit gleichen Kantenlédngen.

Definition 12.28. Eine Menge A C RY heifit messbar, wenn fiir alle f € L}R?) das
Produkt f - x4 mit der charakteristischen Funktion von A in I[}(R?) liegt.

Satz 12.29. (i) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
(ii) Die Schnittmenge von abzihlbar vielen messbaren Mengen ist messbar.
(iii) Jede offene Menge ist messbar.

Beweis: (i) Weil die charakteristische Funktion des Komplements gerade 1 minus der
charakteristischen Funktion ist, folgt (i) daraus, dass L}(R?) ein Vektorraum ist.

(ii) Seien (A,)neny messbar und A = () A,. Fir f € L'(R?) konvergiert die Folge
(f TTi—y XA, )nen fast tiberall gegen fx 4 und ihre Absolutbetrige sind beschriankt durch
|f| € LHRY). Aus Lebesgues Satz der beschriinkten Konvergenz folgt fyxa € L' (R?).
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(iii) Jeder Quader ist messbar, weil die Multiplikation einer Treppenfunktion mit der
charakteristischen Funktion eines Quaders eine Treppenfunktion ist. Fiir eine offene
Menge U # R¥und z € U seir > 0 mit B(z,3r) C U und y ein Element in B(z, 7)NQ<.
Dann ist B(y,2r) C B(xz,3r) C U. Also ist € B(y,sup{r > 0| B(y,2r) C U}) C U.
Deshalb ist U folgende abzéhlbare Vereinigung von offenen bzw. kompakten Quadern

U= U B(y,sup{r > 0| B(y,2r) Cc U}) = U B(y,sup{r > 0| B(y,2r) C U}).

yeUnQ4 yelUnQ4

Dann folgt (iii) aus (i) und (ii) und den de Morganschen Regeln. q.e.d.

Fiir messbare Mengen A bilden die Produkte von lebesgueintegrablen Funktionen
mit der charakteristischen Funktion x4 von A den Teilraum von L}(R?) aller lebes-
gueintegrablen Funktionen, die auflerhalb von A verschwinden.

Definition 12.30. Fiir messbare Teilmengen A von R sei I[N A) C [}MR?) der Teil-
raum aller lebesgueintegrablen Funktionen auf R?, die auferhalb von A verschwinden.

Der Beweis des Satzes von Riesz-Fischer gibt fiir jede Cauchyfolge in L!}(R?) eine
fast iiberall kovergenteTeilfolge an. Also ist I!(A) abgeschlossen und ein Banachraum.

Lemma 12.31. (i) Die Multiplikation mit einer beschrdnkten stetigen Funktion f ist
eine lineare Abbildung in L(I}(R?)), deren Norm beschrinkt ist durch || f)so-

(ii) Sei @ : U — O eine bijektive lipschitzstetige Abbildung zwischen den offenen
Mengen U,O C RY mit Lipschitzkonstante L. Dann ist f — f o ®~! eine lineare
stetige Abbildung L(U) — I}(O), deren Norm beschrdnkt ist durch L2,

(iii) Seien U,O C R? offenen Mengen und ® : U — O eine surjektive Abbildung mit
|P(z) = P(y) — (x —Y)||oo < €l|lz —Y|oo fiir z,y € U und ein € € (0,1). Dann gilt

/fofb‘ldu—/fdu‘ <@ - Delfl,  firalle f € INU).
O U

Beweis: (i) Fiir eine beschrinkte stetige Funktion f und eine Treppenfunktion g
gilt |fg| < ||flleolg] und wegen Satz gf € L}RY), und wegen Satz [[2.14] auch
I fgllr < || fllsollgll1- Fiir eine monoton wachsende Folge (g, )nen von Treppenfunktionen
mit beschrénkten Integralen gilt entweder g, — g,, > 0 oder g, — g,» < 0. Deshalb ist
g — gmll1 beschriankt durch | [ g,dp — [ gmdp|. Also konvergiert (g,)nen beziiglich
| - |]1, und die Treppenfunktionen liegen dicht in I}(R?). Daraus folgt (i).

(ii) Wir zeigen zuerst, dass die Linearkombinationen von y¢ mit kompakten Quadern
Q C U dicht in I}(U) liegen. Weil die Treppenfunktionen dicht in I}(R?) liegen, folgt
dies daraus, dass xgnu fiir jeden offenen endlichen Quader @) im Abschluss dieser Li-
nearkombinationen liegt. Im Beweis von Satz (iii) haben wir gezeigt, dass Q NU
eine abzihlbare Vereinigung von kompakten Quadern (Q,)neny in U ist. Indem wir
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Qni1 \ Qn jeweils in paarweise disjunkte Quader zerlegen, wird @ N U zu einer abzihl-
baren Vereinigung von paareweise disjunkten Quadern. Aus dem Satz von Beppo Levi
folgt die Aussage. Fiir kompakte Quader @ C U ist ®[Q)] kompakt und messbar, also
liegt xg o @' = xa[g in L'(O). Wegen der Lipschitzstetigkeit von ® ist ®[Q] in einem
Quader enthalten, dessen Kanten L mal so lang sind wie die entsprechenden Kanten
von Q. Also gilt zunéchst fir f = xq

[iroe st [inide,  uwnd £ o nio) < L1 lne,

Dann gilt diese Ungleichung auch fiir Linearkombinationen von y¢ mit paarweise dis-
junkten kompakten Quadern in U, und deren Grenzwerte, also fiir alle f € L} (U).
(iii) Aus [[@(z) — (y) — (2 = y)|lw < €]z =yl folgt

ly = 2l = [[@(2) = @(y) = (z —y) + 2(y) = P(W)]|oo < €llz = yl[ + [|D(y) — P(2)]|ox,
(1= &)llz =yl <[[2(z) = P(Y)lloo < (1 + )|z — ylloo-

Also ist @ injektiv und damit bijektiv. Wegen (ii) wird L'(U) durch f — fo®~! stetig
auf [1(U) abgebildet. Wie in (ii) geniigt es die Ungleichung fiir f = xg mit kompakten
Quadern @ C U zu zeigen. Weil ®[Q)] einen Quader enthilt, dessen Kanten (1 — €) mal
so lang sind wie die von ) und in einem enthalten ist, dessen Kanten (1 4 ¢) mal so
lang sind, folgt mit 1 — (1 —€)? < (14+¢€)? -1 <=2 < (1+€)?+ (1 — €)? auch

d
_ d
Jraoo - fxad] < (149" Dlal <3 () elral =~ Delglh e
=1

Satz 12.32. Sei A € L(RY) eine invertierbare lineare Abbildung. Dann ist
n(A): LR — L'(RY),  frem(A)f  mit (n(A)f)(x) = f(Ax)

eine stetige lineare Abbildung, deren Norm beschrinkt ist durch ||A||%. Es gilt
/ 7(A) fdp = | det A / fdu  fiir alle f € LNRY).

Beweis: Aus Lemma [12.31] (ii) folgt 7(A4) € L(L'(R?)) und ||7(A4)|| < [[A|¢. Wie im
Beweis von Lemma 23] (ii) geniigt es die letzte Gleichung fiir f = yo mit kom-
pakten Quadern @ zu zeigen. Weil A~'z genau dann in @ liegt, wenn z in A[Q)]
liegt, ist xg © A™' = xajg. Wir betrachten zuerst solche A, die kompakte Quader
auf kompakte Quader abbilden. Das sind einerseits Diagonalmatrizen und andere-
seits die Permutationen der Koordinaten. In beiden Féllen gilt die Formel offenbar
fiir alle yo mit kompakten Quadern @ und deshalb auch fiir alle f € L'(RY). Wenn
A der elementaren Zeilenumformung des Gauflschen Algorithmus entspricht, die fiir
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i # j zu der i-ten Zeile das A-fache der j-ten Zeile hinzuaddiert, dann berechnen wir
J xajgdp indem wir mit dem Satz von Fubini zuerst iiber z; integrieren. Fiir festes
L1y, Tic1, Tigt, .-, g 15t {2 € R | (21,...,24) € A[Q]} das um Az; verschobene
Intervall {z; € R | (z1,...,24) € @}, also ein Intervall gleicher Lange. Fiir solche A
ist det A = 1, und die Formel gilt also wieder zunéchst fiir alle xg und dann fiir alle
f € [}RY). Fiir zwei invertierbare A, B € L(RY) ist 7(A - B) = w(A) - n(B). We-
gen |det(A - B)| = |det A| - | det B| gilt die Formel also auch fiir die Produkte solcher
Matrizen. Mit dem Gaufischen Algorithmus kénnen wir jede invertierbare Matrix A
durch elementare Zeilenumformungen in eine diagonale Matrix umwandeln. Die inver-
sen Zeilenumformungen verwandeln die Diagonalmatrix in A. Also ist A ein Produkt
von Matrizen, fiir die die Formel gilt. Damit gilt die Formel auch fiir A. q.e.d.

Satz 12.33. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — O eine stetig differenzier-
bare bijektive Abbildung von der offenen Menge U C R? auf die offene Menge O C R,
Wenn ® auf U in L(R?) invertierbar ist, dann ist die Abbildung f + |det®'|f o ®
eine Isometrie von L(O) nach INU), d.h. fir f € INO) gilt | det ®'|fo® € [}U) mit

/|det(I>’|fo<I>du:/fd,u.
U o)

Beweis: Im Beweis von Lemma [[2.31] (ii) wurde gezeigt, dass die Linearkombinationen
von xq mit kompakten Quadern @ C O dicht in L'(O) liegen. Also geniigt es

/|det<1>’|XQO<I>du= /XQdu

fiir kompakte Quader Q C O zu zeigen. Weil ® auf U in L£(R?) invertierbar ist, ist
wegen dem Satz der inversen Funktion ®~' stetig differenzierbar und ®7'[Q] C U
kompakt. Wegen Korollar gilt [[(®@71)(z)|| < L auf z € Q fiir ein positives L > 0.
Weil () konvex ist, ist L wegen dem Schrankensatz Korollar[I0.6eine Lipschitzkonstante
von ®~! auf Q. Weil ® wegen Satz auf ®7Q)] gleichmiiBig stetig ist, gibt es fiir
jedes 0 < € < 1 eine Zerlegung Q = Q1 U ... U Qy in paarweise disjunkte Quader, auf
denen jeweils [| A, —®'(®7'(z))|| < £ oder auch ||A,o(®7") (z)—1|| < £[[(27)(z)|| <€
gilt. Hierbei ist 4, = ®(®(z,)) am Zentrum z,, von @,. Aus dem Schrankensatz
folgt ||(A,0® 1) (z)— (A, 0P 1) (y) — (2 —¥)|leo < €]]2—Y]|o0, und mit Lemma 23T (iii)

/XQn O‘POA;ldu—/XQndu) < (27— Dellxq, b firn=1,...,N.

Auf z € @, gilt |1 — (D71 (z)) 0 A < |4 — /(D (2))]| - |4, < £L = e. Wir
wenden Lemma [T2.31] (iii) auf @' (®~1(z))o At € L(R?) an und erhalten mit Satz[12.32]

[ 1aet g, o v~ [ xa, 000 Azt < [ llaetd] - der ] xg o 0

Z/H det @A, — 1]-| det A, g oPdu < (2d—1)6/| det A, |xoo®du < (47—2%€|lxq. |-
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Fiir SN folgt '/ | det ®'|xg o Pdu — /XQd,u‘ < 4%||xoll; — 0 fiir e = 0. q.e.d.

12.7 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt definieren wir die Integration von reellen Funktionen auf stetig
differenzierbare Untermannigfaltigkeiten A C RY. Zuniichst charakterisieren wir Un-
termannigfaltigkeiten durch die Existenz von geeigneten Parametrisierungen.

Lemma 12.34. Eine Teilmenge A C R? ist genau dann eine k—dimensionale Un-
termannigfaltigkeit, wenn A diberdeckt wird durch die Bilder von Homdomorphismen
® : U — O von offenen Teilmengen U C R* auf offene Teilmengen O von A, die als
Abbildung nach R? stetig differenzierbar sind und auf U eine injektive Ableitung haben.

Beweis: Wenn A eine stetig differenzierbare Untermannigfaltigkeit von R? ist, dann ist
gméf Definition jedes © € A im Definitonsbereich einer stetig differenzierbaren
Abbildung f : O — R! enthalten, so dass f’(x) surjektiv ist. Nach einer geeigneten Per-
mutation der Koordinaten von R? ist die Einschrinkung von f’(z) auf den Unterraum
{0} xR! ¢ REx R invertierbar, und f erfiillt als Abbildung auf der offenen Teilmenge
O von R4 x R! die Voraussetzungen des Satzes der impliziten Funktion. Deshalb gibt
es offene Mengen V C R4 und W C R! und eine stetig differenzierbare Abbildung
g:V xW — R so dass die Schnittmenge von A mit einer Umgebung von z gleich
dem Graphen von z — ¢(z, f(z)) auf V ist. Weil die Ableitung von z — (z, g(z, f(z))
auf ganz V injektiv ist, erfiillt A die Bedingung im Lemma mit k = d — [.

Wenn umgekehrt A C R die Bedingung im Lemma erfiillt und z € A im Bild
O einer entsprechenden Abbildung ® : U — O liegt, dann ist nach einer geeigneten
Permutation der Koordinaten von R¢ die Einschriinkung von ®'(®~1(z)) auf den Un-
terrraum R* x {0} C R* x R~ invertierbar. Mit der Projektion auf den ersten Faktor
P : RF x R¥* — RF erfiillt dann P o ® die Vorraussetzungen des Satzes der inver-
sen Funktion. Deshalb besitzt die Einschinkung P o ®|y auf eine Umgebung V' von
®~1(x) eine Umkehrfunktion (P o ®|y)~t. Mit der Projektion @ : RF x RI~*F — R+
auf den zweiten Faktor ist das Bild der Einschrinkung ®|y die Nullstellenmenge von
(y,2) = 2—Qo®o(Pod|y)(y). Weil 1gar die partielle Ableitung dieser Abbildung
nach z ist, erfiillt A auf ®[V] 3 x die Bedingung der Definition q.e.d.

Mit der Parametrisierung des Lemmas konnen wir Funktionen f : A — R integrie-
ren, wenn f auBerhalb einer der Mengen ®[U] verschwindet. Mithilfe einer sogennanten
Zerlegung der Eins zerlegen wir jedes f : A — R in eine Summe solcher Funktionen.

Definition 12.35. (Zerlegung der FEins) Eine glatte Zerlequng der FEins beziiglich
einer offenen Uberdeckung einer offenen Teilmenge 2 C RY, ist eine abzihlbare Familie
(hn)nen von glatten Funktionen hy, : Q — [0, 1], so dass

(1) fir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele h,, ungleich Null sind.
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(ii) Fir alle x € Q gilt > 07 hy(z) = 1.
(iii) Jedes h,, auflerhalb einer kompakten Teilmenge eines Elementes der Uberdeckung

verschwindet.

Satz 12.36. (Existenz der Zerlequng der Eins) Jede offene Uberdeckung U einer offe-
nen Teilmenge Q C R? besitzt eine glatte Zerlequng der Eins.

Beweis: Fiir 0 < a < b < oo sei h,p € C°(R) definiert durch

1 fir 0 < |z| <a
hap : R —[0,1], 2+ hep(z) =< exp (x2£b2 exp (:cZ_—laZ)) fir a < |z| <b .
0 fir b < ||

Der Beweis von Satz (iii) zeigt, dass jede offene Menge Q C R? eine abihlbare
Vereinigung von offenen Quadern ist, deren Abschliisse kompakte Teilmengen von 2
sind. In € ist der Abschluss der Vereinigung von endlich vielen dieser Quader jeweils
kompakt, und wird von endlich vielen Elementen solcher Quader iiberdeckt. Also gibt
es eine Folge von offenen Teilmengen (O,,;)men von €2, die € iiberdecken, und deren
Abschliisse O,, fiir alle m € N kompakt und in O,,;; enthalten sind. Wir setzen Oy =
O_, = (). Fiir jedes m € N und jeden Punkt z € O,,\ O,,_; ist B(z, 3r) (beziiglich ||-||2)
fireinr > 0 in Om+1\0m_2 und in einer der offenen Mengen von U enthalten. Also wird
die kompakte Menge O,, \ O,,_1 von endlich vielen solchen Béllen B(x,r) iiberdeckt.
Induktiv erhalten wir eine Folge von offenen Béllen (B(z,,,))nen, die € iiberdecken,
so dass (B(zy,, 37r,,) )nen jeweils in einer der offenen Mengen von U enthalten, und jeweils
nur mit endlich vielen anderen (B(z,, 37,))nen nicht schnittfremd ist. Dann ist

h,n . Q — [0, ].], X +— h’n(x) = h'rn727"7l

) H Py 2 (|7 = Zm][))
m=1

— n

H = e (12 = ) H = 2 (l2 = 2 ]))-

m=1 m=1
eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung /. Denn induktiv gilt
hi(x)+. .. +hp(2)+(1=hey on ([x—21]]) - - - (L—=hpp 2, (e —2||) =1 fiir jedes n € N,
und fiir alle n € N verschwindet (1 — hy., o, (||z — z,||) auf B(x,, ). q.e.d.

Definition 12.37. Sei A C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R,
und f € C(A,R) verschwinde auferhalb einer kompakten Teilmenge K C A. Wir
iiberdecken K durch endlich viele offene Mengen O C R* mit AN O = ®[U] fiir ein ®
wie im Lemma[12.3]] und wihlen eine entsprechende Zerlegung der Eins (hy)ien. Dann

[ 1ae =3, [ (o o /A{@ T dg
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Zur Motivation bemerken wir, dass das Volumen des k-dimensionalen Parallelotops,

das von den Spaltenvektoren einer n x k Matrix A aufgespannt wird, gleich y/det(AT A)
ist. Dabei ist AT A die Matrix aller Skalarprodukte zwischen diesen Vektoren.

Lemma 12.38. Das Integral fA fdo hingt weder von der Wahl der Parametrisierung
noch von der Wahl der Zerlegung der Eins ab.

Beweis: Auf K ist wegen der Bedingung (i) der Zerlegung der Eins die Summe in der
Definition von [, fdo endlich. Fiir zwei Uberdeckungen von K durch Mengen ®[U]
und Y[V] wie im Lemma [I2.34] mit ensprechenden Zerlegungen der Eins, bilden die
Schnittmengen von zwei Mengen (aus beiden Uberdeckungen jeweils eine) auch eine
Uberdeckung durch solche Mengen und die Produkte von zwei Elementen (aus beiden
Zerlegungen der Eins jeweils eine) eine entsprechende Zerlegung der Eins. Wegen der
Bedingung (ii) an die Zerlegungen der Eins und der Linearitidt des Integrals geniigt es
dann den Fall zu betrachten, dass K in den Bildern ®[U] und ¥[V] von zwei stetig
differenzierbaren Homoomorphismen wie im Lemma [12.34] enthalten ist. Dann sind die
Einschrinkungen von @ auf ®~'[®[U] N ¥[V]] und von ¥ auf W [®[U] N V[V]] beides
Homomorphismen auf die offene Teilmenge ®[U] N W[V] von A. Die Verkettung des
zweiten mit dem inversen des ersten ergibt einen Homdomorphismus Y : W [®[U] N
U[V]] — @7 @[U] N Y[V]] so dass ¥(z) = ®(Y(x)) fiir alle z € UL [®[U] N ¥[V]] gilt.

Wir zeigen jetzt dass Y stetig differenzierbar ist. Fiir jedes z € W—®[U] N ¥[V]]
ist nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten von R¢ die Verkettung von
®'(Y(z)) mit der Projektion P : R¥ xR4~* — R* auf die erste Komponente invertierbar.
Wegen dem Satz der inversen Funktion bildet P o ® eine offenen Umgebung von Y(x)
homéomorph auf eine offene Umgebung von P(¥(x)) ab, und die Umkehrabbildung ist
mit P o & stetig differenzierbar. Weil P o W und P o ® o T auf dieser Umgebung von
x iibereinstimmen, ist T dort auch gleich der Verkettung von P o W mit der inversen
Abbildung von P o ®, also auf dieser Umgebung von z stetig differenzierbar. Weil das
fiir alle x € U~H®[U] N Y[V]] gilt, ist T stetig differenzierbar. Es folgt

/ foUy/det((V)TV)do = / fodoYy/det((® o Y)Td o Y')do =
v [U]Nw[V]] v [U]Nw (V]
_ / (F o /At ((@)7)) o | det Y'|dor = / £ 0 ®\/det ()T ) do.
V-1[S[U]NT[V]] o= Ho[U]Ne[V]]

Im letzten Schritt haben wir Jacobis Transformationsformel benutzt. q.e.d.

12.8 Der Gaufische Satz

Im GauBschen Satz werden beschrinkte offene Teilmengen 2 C R? betrachtet, deren
Rand eine d — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. In dem Satz der impliziten
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Funktion haben wir gezeigt, dass nach einer geeigneten Permutation der Koordinaten
bei jedem y € 0f) der Rand der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion g : U —
(a,b) auf einer offenen Umgebung U C R von z = (yy,...,y4_1) ist. Dann ist  lokal
von der Gestal {(x,2) € U x (a,b) | z > g(x)} bzw. {(z,2) € U x (a,b) | z < g(z)}. Im
GauBschen Satz wird die d&uflere Normale N auf 0) benutzt. Das ist der Vektor, der
auf der Tangentialebene des Randes senkrecht steht, der die Linge Eins hat und aus
Q2 heraus zeigt. In den beiden Féllen ist der Rand die Nullstellenmenge von

Ux(a,b) >R, (x,2)—z—g(z).

Dann ist die Tangentialebende im Punkt (z, (g(z)) der Kern der Ableitung dieser Ab-
bildung an dieser Stelle. Also steht der Gradient dieser Abbildung senkrecht auf der
Tangentialabene. Ob der Gradient aus der Menge herauszeigt oder in die Menge hin-
einzeigt erkennt man an der letzten Komponente. Also ist die &uflere Normale bei den
Randpunkten (x, g(x)) der obigen Mengen (2 gegeben durch

(Vig(x), —1)"
1+ (Vg(z))?
Andererseits gilt fiir die entsprechende Abbildung ®(x) = (x, g(z))

N(z,g(x)) ==+ fir Q={(z,2) €U x (a,b) | z 2 g(x)}.

et (@) @) = det (1 V(o)) (ot )) = 1+ (Vo))

Die lineare Abbildung dieser Matrix wirkt auf dem ortogonalen Komplement von Vg(z)
néimlich wie die Identitdt und multipliziert Vg(x) mit 1+ (Vg(z))2.

Beispiel 12.39. (i): Sei f : RY — R stetig differenzierbar, so dass der Gradient
Vf keine gemeinsamen Nullstellen mit f hat. Dann hat Q = {z € R? | f(z) < 0}
einen stetig differenzierbaren Rand, und Der Rand OS2 ist die Hyperfliche, auf der f
verschwindet. Auf dem Rand 0S) ist V [ ein Vektor, der orthogonal auf dem Tangenti-

alraum an den Rand steht, und nach aufen zeigt. Deshalb ist % die dauflere Normale.

(ii): Fiir y € R und v > 0 ist der Ball gleich B(y,r) = {z € R? | (x —y)? —r? < 0}.
Die Funktion f(x) = (x — y)* — r? ist offenbar unendlich oft differenzierbar, und der
Gradient V f(x) = 2(x —y) hat nur eine Nullstelle bei x = y. Also hat der Ball B(y,r)

einen unendlich oft differenzierbaren Rand mit der dufs

Satz 12.40. (Gaufischer Satz oder Divergenzsatz) Sei$) C R? eine offene beschrinkte
Menge, 09 eine d— 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit und f eine auf Q) stetige R?-
wertige Funktion, mit sich stetig auf Q fortsetzenden ersten partiellen Ableitungen.
Dann gilt:

/ V.- fdu= f- Ndo
) o0
Hierbei ist N die duffere Normale und Ndo das entsprechende Maf auf dem Rand Of).
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Beweis: Wir iiberdecken 9 durch offenen Mengen O C R wie in Definition 12.37
In dem Beweis haben wir gesehen, dass wir nach einer geeigneten Permutation der
Komponenten von R? die entsprechende Funktion f so wihlen konnen, dass sie von
der Gestalt U x (a,b) — R mit (z, z) — z—g(z) ist. O.B.d.A. sei 9 durch endlich viele
offenen Mengen U X (a, b) tiberdeckt, so dass QN U x (a,b) = {(x,2) | z < g(x)} gilt.
Zusammen mit  erhalten wir eine endlich Uberdeckung des Abschlusses von 2. Dann
wihlen wir eine entsprechende Zerlegung der Eins. Wegen der Kompaktheit von § und
der lokalen Endlichkeit hat diese Zerlegung der Eins nur endlich viele Elemente. Wegen
der Linearitédt geniigt es die Aussage fiir jeden der Summenden einzeln zu zeigen.

Als erstes betrachten wir stetig differenzierbare Funktionen f : Q — R¢, die aufler-
halb einer kompakten Teilmenge von €2 verschwinden. Durch den Wert Null aulerhalb
von € setzen sich diese Funktionen stetig differenzierbar auf R? fort. Wir wihlen einen
endlichen Quader, der 2 enthélt. Dann verschwindet f auf dem Rand des Quaders. Wir
integrieren beim i-tem Summanden von V - f = 0, f1 + ..., 4+04f;s mit Fubini zuerst
iiber die Koordinate x;. Wegen dem Hauptsatz ergibt dieses Integral die Differenz der
Funktionswerte von f; an den Randpunkten der entsprechenden Intervalle, also Null.
Damit verschwinden in diesem ersten Fall beide Seiten des Gaufischen Satzes.

Als zweites betrachten wir Funktionen f auf {(z,z2) € U x (a,b) | z < g(x)},
die auflerhalb einer kompakten Teilmenge verschwinden, und setzen sie aulerhalb von
U x (a, b) durch Null auf R4~ x (a, b) fort. Dann gilt fiir (z,y) € R x (a,b), 1 <i<d

/azf(W)dZ = /ay /_io 8iif($+tei,z)dtdz = /ayf(x,z)dz

Wegen dem Satz von Fubini ist diese Funktion also stetig differenzierbar mit

8ii/ayf(x,z)dz:/ay5f(§xl )d fiir 1 <i < d, 7 /fxz = f(z,y).

Dann verschwindet folgende Funktion auflerhalb einer kompakten Teilmenge von U:

g(z) o [9@ 9@) 9 f(x, 0
T f(z,2)dz mit a'lfi/a f(x,z)dz:/a fﬁ(iiZ)dz+ ggj)f(x,g(x))

a

Also folgt mit den Argumenten des ersten Falles, dass das Integral von der rechten
Seite iiber U verschwindet. Fiir 1 < i < d folgt auch in diesem Fall der Gaufische Satz:

e e

Weil f auf U x {a} verschwindet folgt auch im letzten Fall aus dem Hauptsatz:

/U /ag(x) %i;z)dzdd_l = /de@vg(x))dd‘l = /U faz, 9(2))Na(z, g(2))do. q.e.d.

x—/fzxg %, 9(x))do.
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Beispiel 12.41. Sei Q = B(0,r) C R und f(z) = x. Auf dem Rand 0B(0,r) = {z €
Re | ||z|| = r} ist die GuBere Normale gleich N(z) = o+ Dann folgt mit V - f = d

/d-du:d/XB(o,r)du: / :B-H—inU:r / do.

B(0,r) oB(0,r) oB(0,r)

Also ist die Oberfliche von dB(0,r) gleich ¢ mal dem Volumen von B(0,r).

12.9 Maflitheorie

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wann wir eine lebesgueintegrable Funktion iiber
eine Teilmenge integrieren konnen. Das fithrt dann zu einer allgemeineren Definition
vom Volumen von messbaren Mengen. Dieses Volumen heifit Maf.

Definition 12.42. FEine Teilmenge B der Potenzmenge P(X) einer Menge X heif§t o—
Algebra, wenn diese Teilmenge B C P(X) unter Komplementbildung und dem Schnitt
von abzdihlbar vielen Elementen von B abgeschlossen ist. Wenn X ein metrischer Raum
ist, dann heiffen die Elemente der kleinsten o—Algebra, die alle offenen (und abgeschlos-
senen) Mengen enthdlt, Borelmengen.

Definition 12.43. Sei B eine o-Algebra auf der Menge X. Dann heifit = B — RS
Maf3, wenn fir alle Folgen (A, )nen von paarweise disjunkten Mengen in B gilt

K <U An) = ZN(An)
n=1 n=1
Satz 12.44. (Lebesquemaf) Seien L(R?) die messbaren Mengen von R?. Dann definiert
p: LRY = Ry, A lim /XQnXAd,U mit  Qn = [-n,n]*  fir allen € N
n—oo

ein Map auf L(R?). Es heifit Lebesqguemap. Weil die Borelmengen B(R?) messbar sind,
definiert es auch ein Borelmaf$ auf B(RY).

Beweis: Wegen Satz bilden die messbaren Mengen eine o-Algebra, die die Bo-
relmengen enthélt. Seien (A,,),en paarweise disjunkte messbare Mengen und

fn= Z:_l X4, fiir allen € N.

Dann konvergiert (f,)nen punktweise gegen f = x4 mit A = (J, oy An. Fiir alle
g € I}R?) sind |gf,| durch |g| beschrinkt. Wegen Lebesgues Satz der beschrinkten
Konvergenz konvergiert die Folge (gf,)n.y gegen gf € LM(R?), und es gilt

lim | gfudp = / afdn.

n—oo
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Wenn wir fiir g die Folge (xq, )nen der charakteristischen Funktionen von den Quadern
Qn = [—n,n]? einsetzen, dann konvergiert die entsprechende Folge (g, f)nen entweder
gegen eine lebesgueintegrable Funktion, und j(|J,, ey An) ist endlich, oder das MaB der
disjunkten Vereinigung der Borelmengen (A, ) en ist undendlich. In beiden Fillen folgt
die o—Additivitdt aus den Rechenregeln fiir Folgen. q.e.d.

Lemma 12.45. (Translationsinvarianz des Lebesguesmafes) Fiir v € R ist eine Men-
ge A C R? genau dann messbar bzw. eine Borelmenge, wenn A+x ={y € R4 |y—z €
A} messbar bzw. eine Borelmenge ist. Wenn A messbar ist, dann gilt p(A+z) = p(A).

Beweis: Fiir alle Quader Q@ C R? und z € R? ist Q+x ein Quader mit u(Q+x) = u(Q).
Deshalb folgt f, € L'RY) und [ fodp = [ fdp aus f € LHRY) und = € R? fiir
fo(y) = f(y — z). Fiir jede Menge A C R gilt x a4, = (X4)2. Das Lemma folgt.q.e.d.

Satz 12.46. (Vitali) Die Relation x ~y <= = —y € Q definiert eine Aqui-
valenzrelation. Fir jedes x € R enthdlt (x — 1,x] genau eine ganze Zahl n,. Deshalb
enthdlt jede Aquivalenzklasse [x] einen Reprisentanten x — n, € [0,1). Eine Menge
V C [0,1), die fiir jedes x € R genau einen Reprdisentanten in der entsprechenden
Aquivalenzklasse [z] enthdlt, heifit Vitalimenge. Solche Mengen sind nicht messbar.

Die Definition der Menge V' benutzt das sogenannte Auswahlaxiom der Mengenleh-
re. Es besagt, dass aus jeder nicht leeren Menge ein Element ausgewéhlt werden kann.
In der Mengenlehre unterscheidet man zwischen Aussagen, die das Auswahlaxiom vor-
aussetzen, und solchen, die das nicht tun. Dieser Satz gehort zu den ersteren.
Beweis: Sei (¢, )nen €ine Abziahlung von QN [—1,1] und V,, = ¢, + V fiir alle n € N.
Aufgrund der Definition von V' sind die Mengen (V},),en paarweise disjunkt und es gilt

0,1] C U%N V, C[-1,2).

Wegen dem vorangehenden Lemma sind entweder alle Mengen (V},),en messbar oder
keine. Im ersten Fall haben alle das gleiche Mafl und es folgt 1 < > > u(V,) =
Yoo (V) < 3, was unméglich ist. Also ist V' nicht messbar. q.e.d.
Dieser Satz zeigt auch, dass es unter der Annahme des Auswahlaxiomes unmdoglich
ist ein Maf} auf allen Teilmengen von R zu definieren, das translationsinvariant ist, also
das vorhergehende Lemma erfiillt, und [0, 1] ein positives endliches Mafl zuordnet.

Definition 12.47. Eine Aquivalenzklasse von fast iberall definierten reellen Funktio-
nen auf R? heifst messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die fast
tberall gegen einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse konvergiert.

Satz 12.48. (i) Die messbaren Funktionen bilden mit der punktweisen Addition und
Multiplikation und der Skalarmultiplikation eine Algebra, die L'(RY) enthiilt.

(ii) Wenn f und g messbar sind, dann auch |f|, max{f, g} und min{f, g}. Ist aufer-
dem fast tberall f ungleich Null, dann ist auch % messbar.
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(iii) Der Grenzwert einer fast iberall konvergenten Folge von messbaren Funktionen
15t messbar.

(iv) Die Aquivalenzklassen von stetigen Funktionen sind messbar.

(v) Eine messbare Funktion ist genau dann lebesgueintegrabel, wenn ihr Betrag durch
eine lebesqueintegrable Funktion beschrdankt ist.

(vi) Eine Menge A C R? ist genau dann messbar, wenn x4 messbar ist.

Beweis (i): Die Treppenfunktionen bilden eine Algebra, und damit auch die messbaren
Funktionen. Alle lebesgueintegrablen Funktionen sind nach unserer Definition messbar.
(ii):Der Betrag, das Maximum und das Minimum von Treppenfunktionen sind wieder
Treppenfunktionen. Wenn eine Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen fast iiberall gegen
eine nicht verschwindende Funktion f konvergiert, dann konvergiert die Folge

f%(x) wenn f,(z) # 0

n)n mit n:Rd—>R, T gn(z) =
(9n)nen g () {0 wemn f, () = 0

von Treppenfunktionen fast iiberall gegen %

(iii): Sei (f,)nen eine Folge von messbaren Funktionen, die fast iiberall gegen f kon-
vergiert. Sei h folgende positive lebesgueintegrable Hilfsfunktion auf R¢:

2—n—1

Y gy mit n € N so dass x € (—n,n)?\ (1 —n,n — 1)
n®—(n—

h:xw— h(x)=

Die Folge (gn)nen von messbaren Funktionen

W) fn ()

gn RTR, oz go(a) =

konvergiert fast iiberall gegen g = #{If‘ mit fast {iberall |g| < |h|. Wegen Lebesgue’s

Satz der beschriankten Konvergenz sind alle (g, ),eny und dann auch g lebesgueintegrabel
und damit auch messbar. Dann ist wegen (i) und (ii) auch folgende Funktion messbar:

hf
hg  herm h*f _;
T WAL T 72 —
gl h— ML R i Al

(iv): Fir jede stetige Funktion f und jeden Quader () ist wegen Satz das
Produkt von f mit der charakteristischen Funktion von () lebesgueintegrabel. Die
Folge (fxg,)nen der Produkte mit den charakteristischen Funktionen der Quader
Q. = (—n, n)? konvergiert punktweise gegen f. Also folgt (iv) aus (i) und (iii).
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(v): Sei (fn)nen eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f konvergiert
und |f] < k fiir ein k € L(R?). Dann konvergiert auch (max{—k, min{k, f,}})nen fast
tiberall gegen f. Aus Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz folgt (v).

(iv): Fiir eine messbare Menge A C R? konvergieren die Produkte (xaXq, )nen der
charakteristischen Funktionen mit denen der Quader Q,, = (—n,n)? punktweise gegen
Xa. Wegen (iii) ist also x4 messbar. Die Umkehrung folgt aus (i) und (v). q.e.d.

Satz 12.49. Eine Aquivalenzklasse f von fast tberall definierten reellen Funktionen
auf R? ist genau dann messbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.

(ii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.

(iii) Fir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.

(iv) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R¢ | f(x) > a} messbar.

(v) Fiir alle k > 0 in LHR?) liegt die Funktion max{—k, min{k, f}} in L}(R%).

Beweis: Fiir eine messbare Funktion f konvergiert (n(max(a+ 2, f) — max(a, f)))nen
gegen die charakteristische Funktion x(,crd|f(z)<qa)- Aus Satz 1248 folgt (i).

()< (ii)<(iii) < (iv): Wegen Satz[12.29sind (i) und (iv) bzw. (ii) und (iii) dquivalent.
Wegen {z € R? | f(z) < a} = U,en{z € R | f(z) <a—+} und {z € R?| f(z) <
a} = Nwen{z € R?| f(z) < a+ +} sind auch (i) und (iii) dquivalent.

(iv)=(v): Wenn eine Funktion f die dquivalenten Bedingungen (i)-(iv) erfiillt, dann
sind folgende Funktionen fiir alle n € N messbar:

2

1 n
. md
fo ! R Rz — > :X{xeRd\f(x)Z%} ~ X{zeRr|f(z)<-L}
=1

Die Folge (fn)nen konvergiert gegen f. Aus Satz[[2.48 (iii) und (v) folgt (v).

Es gelte (v) und fiir alle n € N sei Q,, der Quader (—n,n)?. Wegen (v) besteht die
Folge (max{—nxq,,min{nxg,, f}})nen aus lebsgueintegrablen Funktionen und kon-
vergiert punktweise gegen f. Also ist f wegen Satz [[2.48) (i) und (iii) messbar. g.e.d.

12.10 Die Riume [7(R%

Eine komplexwertige Funktion ist genau dann lebesgueintegrabel bzw. messbar, wenn
sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil lebesgueintegrabel bzw. messbar sind.
Eine messbare komplexe Funktion ist offenbar genau dann lebesgueintegrabel, wenn
der Absolutbetrag lebesgueintegrabel ist. Aus Satz folgt, dass fiir jede messbare
Funktion f und p € R auch die Funktion | f|? messbar ist.
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Definition 12.50. Fir alle 1 < p < oo sei IP(RY) die Menge aller Aquivalenzklassen
von fast iiberall definierten messbaren Funktionen von R? nach K, fiir die die Funktion
|fIP lebesqueintegrabel ist. Der Raum L>°(R®) ist definiert als die Menge aller Aquiva-
lenzklassen von messbaren beschrinkten Funktionen von R? nach K.

Fiir K=R und p = 1 stimmt diese Definition mit Definition 12.13] iiberein.
Satz 12.51. Fiir alle 1 < p < oo ist IP(RY) zusammen mit der Abbildung

I PRY SR, fifl, = {.(f'f‘pd“)z firlsp<ec
1nf{C S [Ov OO) | |f‘ S C CL.@.} fu’/’p = 00

ein normierter Vektorraum. Fir 1 < p,q,r < oo mit % +% = % und f € IP(R?) und

g € LA(RY) gilt fg € I'(RY) und die Holdersche Ungleichung: || fgll- < || fllollgllq-

Die Dreiecksungleichung der Norm || - ||, wird wieder Minkowski-Ungleichung ge-
nannt: fiir alle f,g € IP(R?) gilt f + g € IP(RY) und ||f + gll, < | fllp + llgll-
Beweis: Wir beweisen zuerst die Hoéldersche Ungleichung. Im Fall » = oo sind beide
anderen Exponenten auch gleich p = co = ¢, und die Holderungliechung folgt aus den
Eigenschaften des Betrags. Fiir 1 < r < oo gehen wir anstatt der Funktionen f und
g zu den Funktionen |f|” und |g|", und anstatt der Exponenten r, p und ¢ zu den
Exponenten 1, 5 und = : iiber. Dann geniigt es den Fall 1 = = —i— L fiir nicht-negative
reelle Funktionen zu betrachten. Es gilt namlich || f[|; = ||[f|" ||p bzw lgllg = Nllgl"{|s-
Firp =1, ¢ = oo bzw. p = o0, ¢ = 1 folgt die Holdersche Unglelchung aus den
Eigenschaften der lebesguesintegrablen Funktionen. Fiir f = 0 oder ¢ = 0 ist die
Aussage offensichtlich. Sei also f # 0, g # 0 und 1 < p,q < co mit 1 = % + %. Die

7 |g|
py und g

Youngsche Ungleichung ergibt fiir die Funktionen

p q
1 ll 11 , Ll
1l llglle — I allglld
Wegen f € IP(R?) und g € [4(R?) ist die rechte Seite lebesguesintegrabel und das

Integral gleich % + % = 1. Also ist auch die linke Seite lebesguesintegrabel und das

Integral kleiner oder gleich 1. Daraus folgt fg € L'(R?), || fglls < IIfll,llgll4-

Wegen Korollar erfiilllen die Abbildungen f +— || f]|, die Positivitdt. Die Li-
nearitit ist offensichtlich. Fiir p = 1 und p = oo ist die Dreieckungleichung schon
gezeigt. Sei also 1 < p < oo und f,g € IP(R?). Offenbar gilt fiir f,g € IP(R?)
fast iiberall |f + g[P < 2P maxP{|f|,|g]} < 2P(|f[P + |g|P). Also liegt f + g in IP(R?).
Fir f,g € IP(R?) folgt aus |f +g[? = |f + gllf + g/~ < ([f| + gD|f + gP~" mit
=1l e (pDg=pes b= 2L also [f+ g1, = 1/ 4 gl auch

1f+ally < U -1F+ gl e+ llg - 1+ gl < (Ul + gl + gl

aus der Holderschen Ungleichung. Daraus folgt die Minkowski Ungleichung. q.e.d.

fast uiberall.
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Satz 12.52. (Satz von Riesz Fischer) Fiir alle1 < p < oo ist [P(R?) ein Banachraum.

Beweis: Fiir p = oo folgt die Aussage aus den Sitzen (iii) und (iii). Sei
1 <p < oound (fy)nen eine Cauchyfolge in IP(RY). Sei (fy,, )men eine Teilfolge mit
| frmir — famllp < 27™ fiir alle m € N. Die monoton wachsende Folge g, = |fn,| +
Yo fas — fu fiir alle m € N erfiillt wegen der Minkowskiungleichung /g, ||, <
1+ || fu, |l fir alle m € N. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz, konvergiert
(g2)men gegen eine Funktion k € L}(R?). Wegen dem Monotonieprinzip konvergiert
(gm)men fast iiberall gegen eine messbare Funktion g. Wegen |f,, | < ¢,, konvergiert
(fn.. )men fast iiberall gegen eine messbare Funktionen f. Wegen Lebesgue’s Satz der
beschrinkten Konvergenz ist |f|P lebesgueintegrabel und damit f € IP(R?). Weil fast
iiberall | f — fn,..1| < 19— gm| und ||g—gmll, < 27™ gilt, konvergiert (f,,,)men in IP(R?)
gegen f. Als Cauchyfolge konvergiert auch (f,)nen in IP(R?) gegen f. q.e.d.

Definition 12.53. Fiir jede messbare Menge A C R? und alle 1 < p < oo sei
[P(4) = {f € DPRY | flana =0 ae}
Der vorangehende Beweis zeigt, dass IP(A) in IP(RY) abgeschlossen ist.
Korollar 12.54. Fir A messbar und 1 < p < oo ist IP(A) ein Banachraum. q.e.d.

Satz 12.55. Fiir alle messbaren Mengen A C RY und alle 1 < p,q < oo mit % —i—% =1
ist folgende Abbildung eine Isometrie:

j 1 I(A) = L(IP(A),K), wﬂ@mu.meM+K,fHAmw

Beweis: Fiir messbaren Mengen A C R? und 1 < p < oo ist j wegen der Holder-
schen Ungleichung lipschitzstetig mit L = 1. Wir definieren f so, dass im Beweis der
Holderschen Ungleichung die Youngsche Ungleichung eine Gleichheit wird. Sei also

q

P L A
999
Fiir 1 < ¢ < oo ist f messbar und liegt in [7(A). Wegen || f||F = |g]|Z = || fgl1 gilt

q—q(1-1% Hqu lgfll
lglly = fge~C73) = 190 _
oy 7l

Also ist fiir 1 < p < oo die Abbildung j eine Isometrie. Fiir p = 1, ¢ = oo und jedes
e > 0ist {x € RY | |g(z)] > ||glloo — €} keine Nullmenge und messbar. Auf allen
Funktionen f € I'(A), die auBerhalb dieser Menge verschwinden, nimmt [j(g)| gréBere
Werte als (||g|coc — €)]|f||1 an. Also gilt fiir jedes € > 0 und jedes g € L*°(A) \ {0} auch
l9llco — € < [|7(9)]| < [|9]|co- Dann ist j auch fiir p = 1 eine Isometrie. q.e.d.

Mithilfe von weiteren Séatzen der Mafitheorie kann man zeigen, dass fiir 1 < ¢ < oo
diese Abbildung j sogar ein Isomorphismus von Banachrdumen ist.

mit f(z) =0 fir g(z) = 0.

< [l5()ll < llgllq fir alle g € L(A) \ {0}.



