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X ist ein kompakter metrischer Raum. f : X — X ist ein Homdomorphismus.

Definition 1. Dynamische Systeme
fri=fofo..of fO=1Id,f~™ = (f")"! heien Iterationen von f.
Offensichtlich gilt,

fn Ofm — fn+m7vn’m cN

Die Familie von Iterationen {f™}22 heifit ein dynamisches System.

n=—oo

Definition 2. Orbit/Trajektorie

Sei z € X beliebig, die Menge {f™ ()}, bezeichnet man als Orbit von z unter f, man schreibt Orb(x, f)
oder Orb(x).

Jede 2 Orbits sind entweder identisch oder disjunkt. Die positiven und negativen Orbits lassen sich wie
folgendes definieren.

Orb™(z) == {x, fx, f*z,..}
Orb™(z) == {z, fta, f22,...}

Man nennt z € X einen periodischen Punkt genau dann, wenn
fM(z)=o, firn>1

Somit ist {f™(z)}22 _ . ein periodischer Orbit.
Die Periode ist definiert durch

n:=min{n € N: f"(z) =z}

x € X heifit Fizpunkt, falls n = 1 ist. Die Menge aller periodischen Punkte bzw. aller Fixpunkte schreibt
man als P(f) bzw. Fiz(f).

Bemerkung 2.1. x € X periodisch < Orb(x) endlich

Beweis. =" Sei x € P(f) mit Periode n. D.h. Nach allen Vielfachen der Periode werden die gleichen Punkte
durchlaufen. Dann ist der Orbit von = angegeben durch

|Orb(z)| = [{f™ ™4™ (z):m € Z}| < oo,denn n < oo

7<” Wenn Orb(z) endlich ist, dann stimmen mindestens 2 von unendlich vielen Folgenmitgliedern f™(x)
iibereinstimmen. D.h. Im,n > 1,m > n, sodass gilt [™(z) = f™(z). Da f ein Homdomorphismus ist, gilt
x = f™"(z). Wir erhalten eben die Definition fiir z periodisch, das ist aber widerspriichlich zu Definition
von x. O

Definition 3. Invariante Menge
Sei A C X, A heifit invariant (beziiglich f) genau dann, wenn f(A) = A.

Anmerkung. 1. Jeder Orbit ist invariant.
2. A ist invariant genau dann, wenn A sich als Vereinigung von Orbits darstellen lésst.

Satz 4. Wenn A invariant ist, so sind A, 9A und A°.

Beweis. Da f ein Homdomorphismus ist, f(A) = f(A) = A.
Analog folgt,

FOA) = fF(ANA) = F(A)\ f(A) = A\ A =0A
F(A%) = F(ANOA) = f(A)\ F(OA) = A\ OA



Bemerkung 4.1. Fiz(f) ist kompakt und invariant, kann aber leer sein.

Beweis. Zu Invarianz: Sei x € Fix(f) beliebig. D.h. die Periode
n=min{n e N: f*(z) =2} =1

Es gilt daher,
ffx)=aVe e X,n>1= f(Fiz(f)) = Fiz(f)

Zu Kompaktheit: X ist schon kompakt und Fiz(f) C X. Man muss nur noch Abgeschlossenheit von Fiz(f)
zeigen.
Sei d die Metrik auf X, definiere eine Hilfsfunktion

g:X—=>R
z = d(f(x),z)

g ist stetig, denn die Verkettung 2er stetigen Funktionen ist wieder stetig. Wir zeigen Fiz(f) = ¢~*({0})
mit Inklusion von beiden Richtungen.
7C” Sei x € Fiz(f)

75" Sei y € g ({0}) = {a € X|g(x) = 0}

< gy) =0

< d(f(y),y) =0

& fly)=vy

=y € Fiz(f)

Daher ist Inklusion von beiden Richtungen gezeigt. O

Beispiel. Sei
f:8t— st
p— d+a,a R\ (21Q)

wobei S? der Einheitskreis ist.
Beh: P(f) =10

Beweis. Widerspruchsbeweis! Sei ¢ € P(f), dann gibt es ein n € N so dass f(¢) = ¢+na = ¢+2rm, m € Z.
Das bedeutet, dass o = 27 € Q, ein Widerspruch zur Definition von a. Deshalb ist P(f) in diesem Fall
leer. [

Bemerkung 4.2. P(f) ist entweder invariant aber eventuell leer oder nichtleer aber nicht kompakt.
Begrindung: Sei x € P(f), dann miissen alle Punkte aus Orb(x) auch periodisch sein. Dann ist das Bild von
P(f) sich selbst und ist daher invariant. Bild einer leeren Menge ist offensichtlich leer. Fiir Nicht-Kompaktheit
kann man Abgeschlossenheit widerlegen. Siehe Beispiel.

Beispiel. X5 sei ein symbolischer Raum definiert durch
Sp= ] An wobei 4, ={0,1} VneZ

Ein Punkt aus einem symbolischen Raum heifit Symbolsequenz ...a_o-a_1 - ag - a1 - as... wobei a,, € {0, 1}.
Eine Basis von Umgebungen von a € Y5 ist definiert durch



Cj(a):{bEZQ|bn:an7\v’—j<:n<:j}

Ferner definiert man eine zugehorende Metrik

da,b) = 3 19— bl

2[n|

Behauptung: Die Menge aller periodischen Punkte der Linksschift-Abbildung o ist nicht kom-
pakt.
Idee: man muss nur die Abgeschlossenheit der Menge widerlegen.

Beweis. Seien a € Y, fest und b € Xy eine Symbolsequenz, die das (2j + 1)-Tupel a_;...a; unendlich in
beiden Richtungen wiederholt. Offenbar hat b Periode (25 + 1). Ferner ist b ein Element aus der j-Umgebung
von a. Die Symbolsequenz {...,0,1, 1, ...} ist nicht periodisch, weil die Abbildung = — f™(x) injektiv ist (man
kann n daran ablesen, um wieviel die erste 1 nach links oder rechts verschoben wurde). Also sind nicht alle
Punkte periodisch, deshalb sind die Menge der periodischen Punkte dicht aber nicht abgeschlossen. Daher
wurde Dichtheit und somit Nicht-Abgeschlossenheit von Per(c) gezeigt.

O

Bemerkung 4.3. Sei z € X, der positive Orbit xz, fz, f2x, ... konvergiert i.A. nicht, sonst ist das Limes ein
Fixpunkt.
Begriindung: Sei f"z — z*. Aus Stetigkeit von f gilt, f(f"(z)) — f(z*) = f**(x) — 2*

Jetzt definieren wir einige invariante Mengen.

Definition 5. w—Limes & a—Limes

y € X heifit w—Limes von xz € X, wenn es eine unbeschriinkte, positive Teilfolge (n;);>1 C N gibt, sodass
gilt

fri(z) =y

Die Menge aller w—Limes schreibt man als w(zx).
Analog ist y € X ein a—Limes von x € X, wenn gilt

fM(x) — y fiir n; — oo
Offenbar ist a(z) = w(z, f71).
Bemerkung 5.1. Wenn z € P(f), dann w(x) = a(z) = Orb(z).
Begriindung: * € P(f) = 3N € N : |Orb(z)] = N = Vn € {0,...,N — 1} : z,, Fixpunkt fiir die Folgen

|
(frHEN(2))p>1 = Orb(z) C w(w). w(z) C Orb(x) folgt direkt aus der Definition.
Analog fiir a(z) mit f~(HEN),

Satz 6. Vo € X, w(x) nichtleer, kompakt und invariant. Es gilt auBBerdem
lim_d(f"(¢),w(x)) = 0

Beweis. Aus Kompaktheit folgt direkt, dass w(z) nichtleer.
Zu Kompaktheit: Sei zunéchst (yx)r>1 C w(z) eine konvergente Folge. Dann fiir jedes k gibt es eine Teilfolge
von {f"(2) 172 mit

f"ic (z) = i

wobei (n});>1 eine Teilfolge zu jedem k ist. Wir verwenden das Diagonalfolgenargument und wéhle dann ein

geeigenetes Element aus jeder Teilfolge (f™*(x))x>1, ohne Einschrénkung nennen wir das Element f"ﬁ (z)
und bilden aus den ausgewéhlten Elementen eine Folge. Ve > 0,IN e N:Vk,j > N :



£ (@) — gl = [ £ (x) — F7* (@) + 7% (2) — £ (@) + £ (@) —y; + 5 — ol

< () — SR @)+ @) = F @) )+ 17 ) = yil + Dy — vl
<e/d+e/d+e/i+e/i=¢

Das heifit, dass es eine Teilfolge von (yi)r>1 existiert, die gegen y € w(z) konvergiert. Daraus folgt die
Abgeschlossenheit von w(x)

Zu Invarianz: Z.2.f(w(z)) = w(z). Wir zeigen durch Inklusion von beiden Richtungen.

Zeige zunéchst, dass f(w(z)) C w(x).

Sei y € w(x), I(n;)imoo — 00 Teilfolge, sodass gilt

fri(z) =y

Aus Stetigkeit von f folgt,

(@) = fy) € w(x)
Dann zeige, dass w(x) auch in f(w(z)) enthalten ist.
Seien y und (n;),>1 wie oben mit f"(z) =y = f"i~1(z) = f~(y) = f(w(z)) D w(z)
Zur Gleichung: Widerspruchsbeweis!
Wir nehmen an:

Jim d(f7 (), (2)) # 0
= 3(n;)i>1 Teilfolge mit d(f™ (x),w(x)) > €o, Vi

Es existiert eine Teilfolge, die gegen ein Element nicht in w(z) konvergieren. Fiir eine beliebige Teilfolge
(nF)k>00 von (n;);>1 mit

fri(z) = 2z ¢ w(z)

Das ist widerspriichlich zur Definition von w(z), weil jeder Grenzwert einer Teilfolge laut Definition der
Limesmenge in der Limesmenge liegen muss. O

Definition 7. Limesmenge
Wir interessieren uns fiir das langfristige Verhalten eines Orbits, welches in der Limesmenge L(f) enthalten
ist.

L(f) = |J w(z) Ua()

zeX

L(f) ist nichtleer, kompakt und invariant.

Definition 8. Positive u. negative Rekurrenz

Ein periodischer Orbit ist die stdrkste Form von Rekurrenz. Es gibt auflerdem 2 schwéchere Arten von
Rekurrenzen, namlich positive bzw. negative Rekurrenz. Ein Punkt z € X heifit positive rekurrent, wenn x
ein Element aus w(z) ist. Man kann positive Rekurrenz so verstehen, dass f™ (x) — x,n; — oco. Analog fiir
negative Rekurrenz.

R(f) bezeichnet die Menge aller positiven oder negativen oder beide positiven und negativen rekurrenten
Punkte.

Lemma 9. R(f) ist nichtleer, invariant aber nicht unbedingt kompakt.

Beweis. Zu Nichtleer: Wir zeigen Nichtleer mit Satz 15, den wir spéter zeigen werden. Da X nichtleer, bzgl.
f invariant und Kompakt ist, gibt es eine minimale Teilmenge A von X. Sei z € A C X. Dann liegen w(z)
und a(z) wegen Invarianz auch in A. Nach Satz 6 sind w(z) und «(z) nicht leer, dann folgt w(z) = a(z) = A.
Deswegen liegt © € w(z) und x € a(x) und somit auch in R(f). Laut Definition einer minimalen Menge ist

R(f) = Alx) £ 0.



Zu Invarianz: Sei x € R(f), wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass es eine konvergente Teilfolge des
positiven Orbits gibt. D.h. 3(n;);>1 — oo : f(x) — .

= f(f™(x)) = f(x) aus Stetigkeit von f, daher ist f(z) auch rekurrent.

Nicht notwendige Kompaktheit: Siehe Beispiel. O

Beispiel. Wir betrachten nochmals das vorherige Beispiel tiber ¥3. Wir wissen schon, dass die Menge aller
periodischen Punkte der Linksshift-Abbildung dicht ist und wir werden spéter noch zeigen, dass P(f) eine
Teilmenge von R(f) ist, aber jetzt verwenden wir das Resultat ohne Beweis. Wir nehmen an, dass R(f)
abgeschlossen ist. (Spoiler alert: Wir wollen eigentlich Abgeschlossenheit widerlegen.) P(f) ist auch eine
Teilmenge von R(f) ist und gilt aulerdem, P(f) = Xo. Es folgt, dass Abschluss von R(f) auch der Raum
ist. Wir zeigen nun, dass R(f) selbst nicht gleich ¥5. Wir definieren nun eine Folge (z,,)nez mit alle 1’s fiir n
strikt positive, sonst sind die Eintrége alle 0. Wir untersuchen das Verhalten der w- und a-Limesmenge. Es
gilt offenbar, dass (z,)n>1 unter Rechtsshift gegen eine Folge mit allen 0-Eintrégen konvergiert und gegen
Folge mit allen 1-Eintrdgen unter Linksshift. Dann gehort die Folge zu weder w((zn)nez noch a((x,)nez)-
Wir haben somit gezeigt, dass eine Folge aus Yo nicht unbedingt in R(f) liegt. Daher ist R(f) nicht gleich
35 und nicht abgeschlossen.

Definition 10. Nicht-wandernde Punkte

Ein Punkt x € X heiit nicht-wandernd bzgl. f, wenn es ein n > 1 fiir alle Umgebungen V' von x gibt, sodass
gilt f*(V) NV # (. Das heifit, alle Umgebungen V werden von einem nicht-wandernden Punkt mindestens
2 mal getroffen.

Q(f) ist die Menge aller nicht-wandernden Punkte von f.

Bemerkung 10.1. Q(f) ist nichtleer, kompakt und invariant.

Beweis. Zu Nichtleer: Alle Umgebungen von x € w(z) erfiillen die Bedingungen.

Zu Kompaktheit: Offenbar gilt Q(f) € X = Man muss nur noch Abgeschlossenheit zeigen.

Sei (zp)n>1 C Q(f) eine konvergente Folge mit Grenzwert x. Definiere einen Ball um einen Punkt als
Vi := B(z,€),e > 0. Es gilt nach Definition, In > 1 : f*(V,, ) NV, # 0,Yn € N. Aus Folgenkonvergenz
enthilt V, alle bis auf endlich viele z,,, deswegen finden wir ein geeignetes m > 1 und ein n € N grof} genug,
sodass gilt, f™(V) NV # (. Bisher ist Abgeschlossenheit bzw. Kompaktheit gezeigt.

Zu Invarianz: Sei x € Q(f) beliebig ausgewiihlt. Nach Definition gilt VV,, Umgebungen von z,3n > 1 :
"(Ve) NV #0. = f(f"(Ve) N V) # 0 aus Surjektivitit von f

S (" (Ve) N f(Vy) # 0, wobei f(V,) wegen Stetigkeit eine Umgebung von f(z) ist.

= [f(z) € Q(f)

= Q(f) invariant.

Definition 11. -Ketten und Ketten-Rekurrenz
Eine e-Kette ist eine endliche Folge xq, ..., 2, mit g = x, ), = y mit

d(f(zn), xnt1) <6,Vn=0,1,...,k—1

Die Kette heifit periodisch, wenn z = y gilt.

x € X nennt man Ketten-rekurrent bzgl. f, wenn es eine fiir alle ¢ > 0 von x zu sich bzw. durch sich
periodische e-Kette existiert.

Die Menge aller Ketten-rekurrenter Punkte bezeichnet man als CR(f).

Bemerkung 11.1. Wenn z ¢ CR(f) gilt, existiert es eine attraktive Menge A, sodass = kein Element aus
A ist aber A x attrahiert , dann ist = auf keinen Fall Ketten-rekurrent. ~» Abschnitt 1.4 (Thilo Kraft)

Bemerkung 11.2. Eine alternative Definition zu Ketten-Rekurrenz
x € X heiit Ketten-rekurrent genau dann, wenn fiir alle € > 0, existiert eine periodische e-Kette, die durch
eine e-Umgebung von z lauft.



Beweis. Sei x € X rekurrent, definiere dazu eine e-Kette, xq, ...,z mit x¢g = x = x sodass d (f(xy,), Tnt1) <
€, 29 = x. T, = x liegt dann automatisch in der Umgebung von z.

7 <7 Wegen Kompaktheit von X ist f gleichmifig stetig. Aus der Definition folgt, Ve > 0,35 > 0 : Vd(z, z¢) <
d,d(f(x), f(x0)) < §. Zu diesem beliebigen € konstruieren wir eine e-Kette von o nach sich selbst und nennen
die Elemente der Kette xq, ..., x,, := zg. Aus jedem Ball um den Punkt zj fiir £ = 0, ...,n wihlen wir einen
Punkt xj aus und es gilt d(zy,2)) < ¢ und offenbar auch d(f(xs), f(x},)) < §. Wir setzten alles zusammen,
um das folgende abzuschétzen,

d(f(z},), 2 y1) < d(f(xh), far)) aus glm. Stetigkeit
+d(f(2r), Tht1) xi, e-Kette
+ d(@pt1, Thpq) Definition von dem Ball um zy,
<s+i44
-3 3

£

Daher miissen wir 0 < § wihlen, damit die Abschitzung kleiner als € ist. Daraus folgt, dass xj, ..., 7, auch
eine e-Kette ist. = x € CR(f). O

Bemerkung 11.3. CR(f) kompakt, invariant und es gilt

P(f) € L(f) € Q(f) € CR(f)

Anmerkung. Es gibt fiir alle diese Inklusionen Beispiele, in denen die Inklusionen jeweils echte Inklusionen
sind, die ich hier aber nicht zeigen werde.

Beweis. Zu Abgeschlossenheit: Sei (xy,)n>1 C CR(f) eine konvergente Folge mit Grenzwert x. Wir wissen
schon, dass jeder Ball in = enthélt unendlich bis auf endlich viele x,, und z,, € CR(f),¥n > 1. D.h. wir
kénnen die periodischen e-Ketten von allen x,, € B(x,d) ausnutzen. Dann erhalten wir Abgeschlossenheit
mittels Bemerkung 11.2.

Zu Invarianz: Wegen der Kompaktheit von X ist f gleichméBig stetig. Also gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0,
so dass d(f(z), f(y)) < § folgt. Dann bildet f eine beliebige -Kette von = nach x auf eine e-Kette von f(z)
nach f(z) ab. -

Zu den Inklusionen der Mengen: Die Inklusion von P(f) in L(f) ist klar nach Bemerkung 5.1

Orb(x) = w(z) = a(x), ¥z € P(f) = P(f) = L(f)

Wegen der Abgeschlossenheit von (f) geniigt es zu zeigen, dass die Limesmengen in (f) enthalten sind.
Wiéhle © € L(f) beliebig aber fest und definiere dazu noch eine Umgebung um z, V, (genauso definiert wie
die Umgebung in dem Beweis von Bemerkung 10.1). Es existiert ein y € w(z) Ua(z) < y € w(z) Vy € a(z).
Dann gilt

wyY) NV Z0Valy) NV, #0

Fallunterscheidung;:

o w(y) NV, # 0 = I(n;)i>1 unbeschrinkt: lim; ,o, f™(y) € V;. Da V, eine offene Menge beschreibt,
existiert ein N > 1:Vn; > N, f™(y) € V. Wir wihlen ferner ein beliebiges n; > n;. Es gilt

fry)nVe #0
& fMi(y) = fr it (y) NV, # ...aus Surjektivitit von f
& [T o M (y) N Ve # 0
Setze n := n; — n; und die Behauptung ist gezeigt fiir den 1. Fall.

e Fiir a(x) analog. Man invertiert die Vorzeichen in der Potenz und setzt stattdessen n := n; —n; fir
ng, Ny < 0.



Sei z € Q(f) und gilt VV, Umgebung von z,3n > 1 mit f*(V,) NV, # (). Damit kénnen wir eine e-Kette
von z nach f"(z) konstruieren, sei die Kette x1, ..., 2, mit z; := f*(z) fiir i = 0,...,n — 1. Man erhiilt so ein
n, weil x nicht wandernd ist. Ferner gilt

flan-a) = f"(x) € f* (Vo) N Ve #0
Wihle noch dazu x,, = x und erhalten wir eine Kette von z nach x. Mittels Bemerkung 11.2 gilt d(z,,z1) < €

fiir € beliebig klein. Daher haben wir alle Inklusionen gezeigt. O

Man betrachtet eine nichtleere, kompakte und invariante Menge als ein Subdynamical System.

Definition 12. Minimale Menge
A C X ist eine minimale Menge, falls sie nichtleer, kompakt und invariant, aber keine echten Teilmengen
der minimalen Menge kénnen alle 3 Eigenschaften erfiillen.

Beispiel. Ein Periodischer Orbit ist eine minimale Menge, da keine echte Teilmenge von dem Orbit invariant
ist.
Definition 13. Partielle Ordnung

< ist eine partielle Ordnung fiir die Menge S genau dann, wenn gilt

1. z<z,Vr eSS
2.z < yhNy<z=>z=y
J.r<yNy<z=>2x<z2

Ein Paar (x,y) ist nicht vergleichbar, wenn weder x < y noch y < z gilt.
Eine Teilmenge ist total geordnet, wenn fiir alle Elemente aus der Teilmenge gilt entweder x < y oder y < x.
z € S ist das minimale Element in der Menge, wenn nur eine einzige der folgenden Aussagen erfiillt ist

e 7 € S nicht mit z vergleichbar

o 2=z
Sei A C S und es gilt (2) fir alle x € A, dann ist z untere Schranke fiir A.

Satz 14. Lemma von Zorn
Eine partiell geordnete Menge (S, <) in der fiir jede total geordnete Teilmenge eine untere Schranke in X
existiert, besitzt auch ein minimales Element.

Bemerkung 14.1. Lemma von Zorn ist u.a. dquivalent zu Auswahlaxiom (daher kein Beweis).

Mit dem Lemma von Zorn erfolgen héufig Existenzaussagen. zum Beispiel: Jeder Vektorraum hat eine Basis
(d.h. jedes Element ist endliche Linearkombination aus Basiselementen). [Funktionalanalysis, HWS 2019,
Parczewski]

Satz 15. Alle nichtleere, kompakte und invariante Mengen enthalten jeweils eine minimale Menge.

Beweis. Seien I nichtleer, kompakt und invariant bzgl. f, C die Menge aller nichtleeren, kompakten und in-
varianten (es wird in der Zukunft mit n.k.i. bezeichnet) Teilmengen von I'. Klar ist C eine partielle Ordnung
iiber C. Sei A C C total geordnet und A = [, ¢ 4 4i, ist dann A auch n.k.i. bzgl. f.
Begriindung:Kompaktheit und Invarianz sind trivial. Falls es generell eine Familie von abgeschlossenen Men-
gen A gibt, wobei der Schnitt aller Elemente leer ist, dann gilt

ﬂ Ay =10

AreA
<=>< m Ak> =X
AreA
& U Aj, = X, Aj, offen
AreA



Dann erhalten wir eine Uberdeckung fiir X. Wegen Kompaktheit existiert es eine endliche Teiliiberdeckung,
D, die sich ohne Einschrinkung dadurch definieren ldsst

XCD::OAE
k=1

Wir nehmen dann wieder das Komplement von D und mittels de Morganscher Regel kénnen wir schluss-
folgern, dass es einen endlichen Durchschnitt von Ay gibt, der leer ist und somit gibt es auch eine Menge,
A; € A, die leer ist, welches widerspriichlich zur Defintion von A C C ist.

Es gilt offenbar, dass A ¢ M,VM € A. Nach Lemma von Zorn besitzt C ein minimales Element, das eine
minimale Menge bzgl. f ist. O

Satz 16. Eine alternative Definition zu Minimalitét
A sei eine kompakt und invariante Menge. A ist auch minimal genau dann, wenn Orbd(z) fiir alle z € A dicht
in der Menge liegt.

Beweis. ”=" Sei A eine minimale Menge und x € A beliebig. Wegen Invarianz und Abgeschlossenheit
liegt Orb(z) in A. Klar ist Orb(x) auf keinen Fall leer, und aus Abgeschlossenheit folgt Kompaktheit. Wir
betrachten nochmals die partielle Ordnung ”C”. Da A die minimale Menge ist, gilt fiir alle kompakten
und invarianten Teilmengen M aus X, dass A C M oder in diesem Fall, A C Orb(z) C X. Insgesamt gilt
A = Orb(x).

7<” Wir zeigen die Aussage mit Kontraposition. z.z.: A nicht minimal = 3z € A : Orb(x) C A .

Sei A nicht minimal, dann existiert eine echte n.k.i. Teilmenge von A, A;. Wihle beliebig x € Ay = Orb(x) C
A # A O

Definition 17. Nirgends dicht )
A C X heiBt nirgends dicht in X, wenn A in X leer ist (oder X \ A dicht in X ist).

Beispiel. S := {(z,y) € R|z? + y? = 1} ist nirgends dicht.

Definition 18. Zusammenhingender Raum

Ein topologischer Raum (X, 7) heifit zusammenhingend, wenn es keine zugleich offene und abgeschlossene
(offen-abgeschlossen) Teilmengen aufier ) und X gibt.

Eine Teilmenge A C X ist zusammenhéngend, wenn A als Unterraum zusammenhéngend ist.

Eine zusammenhéngende offene Teilmenge eines topologischen Raums heifit Gebiet.

Fakt 18.1. Ist (X, 7) ein topologischer Raum, so sind dquivalent:
1. (X, T) zusammenhingend
2. X ist nicht die Vereinigung 2er nichtleerer offenen oder abgeschlossenen disjunkten Teilmengen
3. Auu X =AUBAANB=ANB = () folgt stets X = AV X =B
4. Jede stetige Abbildung f : X — Do, Dy := {0, 1} ist konstant.
[Allgemeine Topologie I, Bartsch, 2009]

Satz 19. Sei X zusammenhéingend, dann ist jede minimale Menge bzgl. f entweder X oder nirgends dicht
in X.

Beweis. Sei A eine n.k.i.(nichtleer, kompakt und invariant) Menge bzgl. f. OA ist offensichtlich abgeschlossen
und daher kompakt. Nach Satz 4 ist OA auch invariant. Wir haben bereits gezeigt, dass A C A die folgenden
Eigenschaften schon erfiillt

o Kompaktheit

e Invarianz



Damit A eine minimale Menge wird, muss dann OA eine leere Menge ist.

Wiére JA nichtleer, miisste dann A = A gelten, damit die erfiillten Eigenschaften von OA nicht wider-
spriichlich zu der Definition der minimalen Mengen ist. Daraus folgt, dass das Innere von A eine leere Menge
ist. D.h., A nirgends dicht. O

Definition 20. Unzerlegbarkeit
Die Menge A ist unzerlegbar genau dann, wenn A sich nicht in 2 disjunkte Vereinigung kompakter und
invarianter Mengen zerlegen lésst.

Definition 21. Transitivitit
Eine kompakte Teilmenge A C X bzgl. f ist topologisch transitiv oder transitiv, wenn es ein x € A mit
w(x) = A existiert.

Bemerkung 21.1. Transitive Mengen sind auch unzerlegbar.

Beweis. Widerspruchsbeweis! Wir nehmen an, dass A zerlegbar und transitiv sei. Dann existiere 2 disjunkte,
nichtleere, kompakte und invariante Teilmengen U, V sodass A sich als Vereinigung von den Mengen darstellen
ldsst. Ohne Einschrinkung wéhle x € U und mittels Transitivitat gilt,

wx)=U=V=10
FEin Widerspruch zur Zerlegbarkeit. O

Satz 22. Satz von Birkhoff
A sei kompakt und invariant bzgl. f, dann sind dquivalent

1. A transitiv
2. YU,V C A, offen und nichtleer, In > 1 mit f(U)NV # 0
3. Jz € A: Orb*(z) liegt dicht in A
Wir wiederholen zunéchst einen in dem Beweis verwendeten Satz, Satz von Baire

Fakt 22.1. Satz von Baire
In einem vollstdndigen metrischen Raum ist jeder abzédhlbare Durchschnitt von offenen, dichten Teilmengen
selbst dicht.

Beweis. Schema: (1)=(2)=(3)=(1)=...
7(1)=(2)” Sei € X so gewéhlt, dass die positive Limesmenge von = A ist. Dann gibt es 2 Teilfolgen des
positiven Orbits von x, die jeweils in U bzw. V liegen. Dann gibt es ein n > 1, so dass f™ von einem Element
der Teilfolge in U ein Element der Teilfolge in V liegt. Genauer Ji, j mit j > i, so dass fi(z) € UV fi(x) € V.
Dann enthélt f7=¢(U) das Element f/~%o fi(z) = f7(x) € V. Daraus folgt (2).
”(2)=(3)” Wir definieren zunéchst eine topologische Basis V1, V4, ... von A. D.h. alle offenen Mengen aus A
lassen sich als Vereinigungen von beliebig vielen Basiselementen darstellen.
Zu Offenheit: Aus Stetigkeit von f ist f~"(V;) offen fiir alle i und n. Dann ist die Vereinigung (J,,~, f~"(V)
offen in A.
Zu Dichtheit: Eine Menge M liegt in A dicht genau dann, wenn M jedes Basiselement schneidet. Wihle also
U C A beliebig. Aus (2) gilt

Vi>1,In>1:f(U)NV; #0

Aus Bijektivitdt und insb. Surjektivitdt von f folgt
[t n Vi) #0
SUNFTVi)#0

Wir haben soeben eine Folge von offenen und dichten Mengen konstruiert, daher sind die Voraussetzungen
fiir Satz von Baire erfiillt. Wir definieren nun nach dem Satz

B=UJrmw

i>1n>1



eine in A dichte Menge. Wihle nun € B, dann fiir alle ¢ > 1 existiert es ein n > 1 mit € f~"(V;) oder
dquivalent, f™(x) € V;. Nach Definition ist Orb™ (z) dicht in A.
7(3)=(1)” Wir setzen Dichtheit des positiven Orbits voraus. D.h.

JxeA:A=0rbt(x)
Wegen Invarianz des positiven Orbits gilt
[ Hx) € Orb*(x)

Wir unterscheiden jetzt die beiden Fille, wobei f~!(x) in dem positiven Orbit enthalten oder nicht enthalten
ist.

1. f~Yx) € Orb™(x)
=3IneN: f~l(z) = f(x)
= fr(z)
=z € P(f) = |Orb*(z)] <
= A =w(z) = Orb(z) = Orb(x)

2. f~Y(z) € Orb™(x). Dann miisste f~!(x) zu der w-Limesmenge gehéren, also f~!(z) € w(x). Invarianz
der w-Limesmenge liefert ™ (f~(z)) € w(x),Vn € Z U {+o0}
= Orb(z) C w(z)
= A = Orbt(z) Cw(z)
Anderseits ist Orb(z) wegen Invarianz schon in A = Orb* () enthalten, dann erhalten wir die Aquivalenz

von w(z) und A bzw. Orb*(x).
O

Definition 23. Ketten-Aquivalenz und dementsprechende Aquivalenzklasse
x,y € CR(f) sind Ketten-diquivalent, wenn fiir alle e > 0, existiert jeweils eine periodische e-Kette von x
nach y und y nach x. Man schreibt x ~ y. ~ beschreibt eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir zeigen zunichst Reflexivitdt. Wihle 2z € CR(f) beliebig, es gilt nach Definition der Ketten-
Rekurrenz offenbar x ~ x.

Symmetrie: Seien z,y € CR(f) mit  ~ y. Gleichzeitige Existenz der Ketten in beiden Richtungen liefert
direkt Symmetrie.

Transitivitdt: Seien x,y,z € CR(f) und es gilt z ~ y Ay ~ 2. Fiir alle ¢ > 0 existieren 2 e-Ketten
TyT1y ey 1,y a0d Y, Y1, .oy Ym—1, 2. Wir setzen die 2 Ketten zusammen und erhalten

Ty L1y ey Yy YLy ooy 2 (1)

Es gilt immer noch

(1) ist daher wieder eine e-Kette. Andersrum gilt analog und es folgt = ~ z. O
Jede Aquivalenzklasse ist eine Ketten-transitive Klasse oder Ketten-Klasse bzgl. f.
Bemerkung 23.1. Jede Ketten-Klasse ist kompakt und f-invariant.

Beweis. Zu Kompaktheit: Sei z € CR(f) und definiere dazu eine Aquivalenzklasse [2] := {x € CR(f)|x ~ z}.
Sei ferner (,,)n>1 C [2] eine konvergente Folge. Z.z. lim,,_, o0 , = = € [2].
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€

Seie > 0, gilt z,, € B(z, %), dann existiert es eine §-Kette von z nach x,, und von x,, und z. Sei z = 29, 21, ..., 2k
mit d(f(zx—1),2r) < § die Kette von z nach x, dann gilt

d(f(zx-1),2) <d(f(zx-1),2) + d(zx, z) < €

Nun konstruieren wir eine Kette von z nach x,, dann ist zg,...,2x_1, 7 eine e-Kette von z nach z. Aus
gleichméBiger Stetigkeit folgt,

Ve> 0,30 > 0:d(x,y) <d=d(f(z), f(y)) <

[\ e

Sei z,, € B(x,6), dann gibt es eine §-Kette von x, nach z, z, = yo,y1, .., Ym-

d(f(x),y1) < d((f(2), f(n)) +d(f(zn), 1) < 5+

€
e — ¢
2

=z € [7]

= [z] kompakt.

Zu Invarianz: Gleichméflige Stetigkeit von f liefert

Ve > 0,30 > 0:Ve,y:d(x,y) <6,d(f(x), f(y)) <e

Sei € > 0, und z € [z]. O.B.d.A nehmen wir an, dass die Ketten aus mehr als 2 Elementen (inkl. z und 2)
besteht. Wir betrachten zunéichst die Kette von z nach f(x). Ist dann

2= 21500 2m = 7, f(2)

trivial eine e-Kette.
Nun zeigen wir die Existenz einer e-Kette von f(z) — z. Z.z. ist d(f(f(z)),z2) < e. Aus gleichméBiger
Stetigkeit gilt

Ve > 0,30 > 0:Vf(z),z1,d(f(x),z1) <6 :d(f(f(x)), f(z1)) < %

Um eine Kette von f(z) nach z zu erhalten, indem wir das erste Element weglassen und das 2. Element
durch f(x) ersetzen. Sei
T=1T1,., Ty =2

eine min{§, §}-Kette (in diesem Fall halten wir das e fiir Stetigkeit von f und die Kette einig. D.h. ¢ ist
abhéngig von e fiir die Kette.) von z nach z. Dann erhalten wir die Abschitzung

d(f(f(x)), 2) < d(f(f(2)), f(x1)) + d(f(21), 72)

<e+e
Z4 =
—2 2

Falls die Kette nur aus x und z besteht, wir fiigen wegen Ketten-Rekurrenz eine Kette von x nach x hinzu,
dann erhalten wir wieder eine Kette mit mehr als 2 Elementen. O

Satz 24. C sei eine Ketten-Klasse bzgl. f. Dann gilt
1. Ve > 0,36 > 0 : alle periodische §-Kette durch = € C' ist in B(C, €) enthalten.
2. C unzerlegbar

Beweis. Die erste Aussage dient als eine Hilfsaussage zu der 2. Aussage.
Zu (1): Widerspruchsbeweis! Existiere g > 0 s.d. ¥n > 1,32 € C und eine periodische %—Kette
T XYy ey xy

0O.B.d.A. ist das ky-te Element aus der Kette von 2™ nicht in B(C, ¢) enthalten. Da X insb. CR(f) kompakt
ist, besitzt jede Folge eine konvergente Teilfolge. Wir nehmen an,

Ty = x NI —Y,n — 00
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Es existiert eine %—Kette von x nach y und andersrum.

=z ~y =,y € C, welches ein Widerspruch zur Definition von z} bzw.y.

Zu (2): Widerspruchsbeweis! Wir nehmen an, dass C = C; U Cy fiir C1,Cy # DA Ci1NCy = O A Cy,Cy
kompakt und invariant. Wihle € > 0 beliebig klein sodass gilt

B(C’l,e) ﬂB(CQ,é) =0
f(B(Cr,€)) N B(B(Cz,€),€) =0+ (%)

Notation: B(Cq,€) beschreibt eine e-Umgebung um die Menge C1, sie ist definiert durch

B(Cy,¢) := U B(z,€)

rzeCq

Fiir B(Cy,€)&B(B(Cy,€),€) analog.
Herleitung zu (*): GleichméBige Stetigkeit liefert

Ve > 0,30 > 0:Ve,y € Cy : d(z,y) <6,d(f(z), fly)) <e
SVe> 0,30 >0: U f(B(x,9)) C U B(f(x),e) c™ U B(y,€) = B(Cy,¢)

zeCq zeCy yeCi

Auf der anderen Seite folgt aus Anwendung der Dreiecksungleichung, B(B(Ca,¢€),e) C B(Cs, 2¢). Wir wihlen
dann ein € klein genug, sodass f(B(C1,¢€)) N B(Cs,2¢) = 0. Dann ist (*) natiirlich auch leer.
Es folgt weiter aus (*) und Stetigkeit, dass Ve > 0,30 > 0: Vzy, 20 € B(Cy,€),d(21,22) <9 1,

d(f(z1), f(z2)) <€
g U f(B(Z’é)) C U B(f(z)ve) Z U B(B(C7€)76) = B(B(C276)76)

z€B(C1 ,€) zeCy ¢eB(Cae)

Deswegen sichert (*) es, dass kein Punkt aus Cy mit einer Iteration in Cs springen kann. Das gilt insbondere
fiir § < e.

Sei © € C1, sind dann alle §-Kette durch x aus (1) in B(Cy,¢€) U B(Cq,¢€) fur ein 6 > 0 enthalten. Ohne
Einschréankung nehmen wir an, dass § < e. Da Cq,Cy C C, existiert eine periodische §-Kette durch x nach
B(Cy,€), dann miisste es ein z € B(Cy,€) existieren, sodass f(z) € B(B(Cs,€),0) C B(B(Ca,¢),€), welches
ein Widerspruch zu (*) ist. O
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