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14. abstraktere Schulmathematik.

Sei (C([0,1],IR), ||-||cc) die Banachalgebra der reellwertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall
[0,1] C R, versehen mit der Supremumsnorm und fiir ein n € IN seien fo,... f, € C([0,1],R).
Ziel dieser Aufgabe ist es die Ableitung folgender Abbildung zu bestimmen:

P, C([0,1],R) — C([0,1],R)

x+— Py(x) ::fo—i—fla:—i—...—i—fnx”:kaxk

k=0
(a) Zeige im Fall n = 0, dass Pj(zg) = 0 fiir alle 2y € C([0,1],IR). (1 Punkt)
(b) Sei nun fiir ein g € C([0,1],IR)
g+ C([0,1,R) = C([0, 1], R)
T g-T.
Zeige, dass pg linear ist und berechne die Operatornorm ||zt ||op- (4 Punkte)

(c) Sei nun n =1 und zo € C([0,1],IR). Zeige, dass die Ableitung Pj(x¢) gleich der Abbildung
Pi(xo) : C([0,1],R) — C([0, 1], R)
2> Pllao)(w) = fi-a
ist und dass Pj(x) € L(C([0,1],IR)), berechne die Operatornorm || P{(zo)|lop. (3 Punkte)

(d) Zeige fiir alle xy € C([0,1],IR), dass Pj(zo) = (x — (f1+2f2xo)z). Folgere durch Induktion
in n, dass P.(z0) = (x = (3 p_; kfsxt™1)z) und dass P.(zo) € £(C([0,1],TR)). [Tipp: Satz
10.4 und Beispiele 10.3]. (5 Punkte)

(e) Sei nun

7:C[0,1] =R

x /01 x(t)dt

Zeige, dass Z € L(X,IR) und berechne die Ableitung (Z o P,) (x¢) an einer Stelle zy €
C([0,1],IR). Berechne zusétzlich fiir ein x € C([0,1],IR) die Auswertung (Z o P,)'(zo)(x).
|Tipp: Satz 10.4 (iii)] (2 Punkte)

Bemerkung: Ersetzt man hier C([0,1],IR) mit einer beliebigen kommutativen (!) normierten

Algebra X so zeigen die gleichen Argumente, dass die Abbildung
P: X=X
z— fo+ fix+...+ foz"

fiir jedes o € X differenzierbar ist mit P! (x0) = (z — (X7, kfezt 1)z).



15. Ableitungen im Mehrdimensionalen.

(a) Man untersuche fiir die folgenden Funktionen f : U C IR? — IR jeweils, an welchen Stellen
f partiell differenzierbar ist, und berechne dort % und %'

(i) flz,y) =23 +y* 92y +5 (8 Punkte)
(ii) f(x,y)zln’f%xgurxfyg‘ (8 Punkte)
(iii) f(z,y) =sin(zx +y) - sin(zx — y) (8 Punkte)
(b) Es sei
f:R* = R?, (2,y) = (4 exp(z), cos(2z — ).
Begriinde ausfiihrlich, warum f differenzierbar ist, und berechne f’ (0, %77) (4 Punkte)
(c) Es sei

f:R3 = R? (z,9,2) = (z—y,2° + 9>+ 2%) und g:R?* = 1R? (2,y) — (z+y,2v) .

Berechne (go f)'. (4 Punkte)
(d) Berechne den Gradienten von f fir (z,y) # (0,0) sowie die Richtungsableitungen von

T .
sy [ @) £ 00
0 fiir (z,y) = (0,0)
an (z,y) = (0,0) in Richtung (v,w) € IR? und an (x,y) = (1,1) in Richtung (v, w) = (3,4).
(6 Punkte)

16. Ableitung affiner Abbildungen.

Es seien X,Y normierte Vektorrdume und f : X — Y eine differenzierbare Abbildung.

(a) Beweise: Ist f'(x) =0 € L(X,Y) fur jedes z € X, so ist f konstant. (4 Punkte)
| Tipp: Schrankensatz.|

(b) Beweise: Ist f” konstant, d.h. gibt es ein A € L(X,Y) mit f/(x) = A fiir jedes x € X, so
gibt es ein ¢ € Y mit f(x) = A(z) + ¢ fiir jedes x € X. (4 Punkte)
[Tipp: x = f(z) — A(2).]

17. Uber die Lipschitz-Stetigkeit differenzierbarer Funktionen.

Es seien X, Y normierte Vektorrdume, U C X eine offene und konvexe Teilmenge und f : U — Y
eine differenzierbare Funktion, so dass || f’|| auf U beschrankt ist. Zeige, dass f Lipschitz-stetig
ist. (4 Punkte)

Die Losungen sind bis spitestens Donnerstag, den 19. Mérz 2020, 10:15 Uhr (Osteingang) in
den entsprechenden Briefkasten (Eingang A5-Gebidude, Teil C) einzuwerfen. Abgaben zu zweit sind

erlaubt und erwiinscht.



