Martin Schmidt Analysis I1 30. April 2020

Volker Eing 10. Ub
. ung

33. Uber Quader, Treppenfunktionen und charakteristische Funktionen.

(a) Seien Q1, Qs zwei Quader des IR%.
(i) Zeige: Q1 N Q7 ist die leere Menge oder ein Quader des IR?. (8 Punkte)
(ii) Beweise oder widerlege: Q1 U Qs ist ein Quader des IR% (1 Punkt)

(b) Wie in der Vorlesung definieren wir zu einer jeden Menge M C R die charakteristische
Funktion xar : R — R durch xps(x) = 1 fiir 2 € M und yp(z) = 0 fiir z € R4\ M. Es
seien nun A, B zwei Teilmengen des IR?. Zeige:

(1) xanB=Xx4"XB (2 Punkte)
(i) x4uB = XA +XB — XA XB (3 Punkte)

(c) Es seien f,g: IR? — IR zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch
f+9g RS R, 2= f(z)+9(z) und f-g:RY—= R, z— f(z)-g(x)

Treppenfunktionen sind. (4 Punkte)

34. Nullmengen.

(a) Eine Teilmenge
Hi(c) ={(x1,...,zn) e R" | zj = ¢}
des IR™ heift Hyperebene. Zeige, dass H;(c) eine Nullmenge ist. [ Tipp: In der grofen Ubung

wurde diese Aufgabe schon fiir ¢ = 0 geldst. Schauen Sie sich hier doch mal das Video an,

anstatt die Losungen abzuschreiben.| (4 Punkte)
(b) Sei f:IR"! = IR eine stetige Funktion und deren Graph sei gegeben durch

G(f) = {(z, f(x)) | = € R""} C R".

Zeige, dass G(f) eine Nullmenge ist. (4 Punkte)
Tipp: Begriinde zunédchst, warum es ausreicht, die Funktion f auf einem kompakten Quader
@ C R ! mit Kantenlinge 1 zu betrachten, d.h. |a; — b;| = 1 fiir i = 1,...,n — 1. Um zu
zeigen, dass G(f)|g eine Nullmenge ist zerlege man diesen Quader in endlich viele Teilquader

Q, auf denen man die Schwankung sup, ,cq, |f(%) — f(y)| kontrollieren kann.



35. Lesbegue-integrable Funktionen.
(a) Zeige, dass die Funktion

3 fallsx €[0,2]N (IR ,
fTR—=R, z— 0.0 @\ Q)
0 sonst
Lesbegue-integrabel (Kapitel 12), aber auf dem Intervall [0,2] nicht Riemann-integrabel
(Kapitel 8) ist und berechne [ fdu im Sinne der Lesbegueschen Theorie. (5 Punkte)

(b) Zeige, dass die Funktion

n fallsazé( L 1] fiir ein n € IN,

g R—1R, 2+~ (nF )P n!
0 sonst
Lesbegue-integrabel ist. (4 Punkte)
(c) Berechne [ gdp fiir die Funktion g aus (b). (5 Punkte)

[ Tipp: Man benutze die Reihendarstellung von e.|

36. Die ist doch nicht ganz dicht!
Betrachte das Intervall [0,1]. Wir erstellen nun induktiv die Smith-Volterra-Cantor Menge: Im

ersten Schritt entferne man das offene Intervall der Lange i zentriert am Punkt % Man erhalt

b3Jofi

Im n-ten Schritt entferne man die offenen Teilintervalle der Lénge 4% von der Mitte der aus dem

so die Menge

vorherigen Schritt entstandenen 2”1 Intervallen. Sei nun D,, die so entstandene iibrig gebliebene
Teilmenge von [0, 1].

Die Smith-Volterra-Cantor Menge ist nun definiert als

SVC .= ﬁ D,
n=0
(a) Skizziere Dy, fir n =0,1,2. (2 Punkte)
(b) Zeige, dass C' kompakt ist. (2 Punkt)
(c) Man zeige, dass SV C nirgends dicht ist, das heifst, es kein offenes Intervall I C R gibt, mit
IcSvce. (5 Punkte)

(d) Man zeige, dass
1
w(SVC) = /XSVC =5
[ Tipp: Man konstruiere eine monoton steigende Folge (fy,)nen von Treppenfunktionen mit
beschrianktem Integral, mit xsyo = lim, . fn = Xxsve fast tiberall und berechne das
Integral wie iiblich.| (6 Punkte)
[Bemerkung: Durch (c) wird gezeigt, dass die SVC Menge in der Art unendlich zerfasert ist

und trotzdem zeigt (d), dass diese Menge nicht verschwindendes Mafs hat.]
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